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Principes pédagogiques et remédiation

Les principes pédagogiques suivis par l'auteur de cet ouvrage sont ceux énoncés par De Ketele et
Paquay. Les exercices et les exemples suivent les stratégies de remédiation de De Ketele et Paquay.
Une des stratégies étant :

Les remédiations par répétition ou par travaux complémentaires

pourguoi cette remédiation ?

Pour De Ketele et Paquay, la remédiation doit répondre a la difficulté réellement repérée chez
l'apprenant. Lorsque les difficultés viennent surtout d'une notion insuffisamment maitrisée ou de
prérequis fragiles, il peut étre pertinent de reprendre l'apprentissage et de proposer ensuite des
travaux complémentaires. La répétition n'est donc pas une simple répétition mécanique : elle permet
de revoir la partie de la matiére qui pose probléme, tandis que les exercices supplémentaires
donnent a I'éléve l'occasion de réinvestir, d'entrainer et de consolider ce qui vient d'étre repris.

« 1. Reprendre ce qui n'est pas maitrisé : revoir précisément la partie de la lecon a l'origine de
la difficulté.

e 2. Travailler davantage : proposer d'autres exercices permettant de mobiliser la méme
connaissance dans des situations variées.

» 3. Reprendre les prérequis : lorsqu'une difficulté actuelle provient d'un apprentissage antérieur
insuffisant, revenir a ce prérequis.

» 4. Consolider : faire réutiliser les connaissances et compétences afin de stabiliser les acquis.

. la remédiation par répétition ou travaux complémentaires vise a combler une lacune ciblée et a
permettre a l'apprenant de reconstruire progressivement les acquis nécessaires avant de poursuivre
les apprentissages.

Dans les présentations pédagogiques qui reprennent la classification de De Ketele et Paquay, la «
remédiation par répétition ou par travaux complémentaires » constitue I'une des grandes catégories
de remédiation. Elle comprend notamment la révision de la matiére concernée, les exercices
complémentaires, la reprise des prérequis hon maitrisés et les travaux destinés a consolider ces
prérequis.
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1. Généralités sur les suites numériques

Définition. On appelle suite numeérique toute fonction de N (ou d’une partie de N) vers R,
notée

U, =U(n).

e Les éléments de la suite sont appelés les termes.
e Les numéros sont appelés indices ou rangs.

Exemple. Uy, U;, Uy et Us sont des termes d’une suite (Uy,).
Une suite peut étre définie de fagon explicite :

U,=3n>-2n+1 ou U, =

Une suite peut aussi étre définie par une formule de récurrence :

Up=a, a€R
Un+1 :f(Un)

Calcul des termes

Exemple. Soit la suite (U,,) définie par U, = —1 + 4n. Calculons Uy, Uy, Us.

Up=U(0) = —1+4(0) = —1 = Up=—1
Up=U(l) =—1+4(1) =3 = U =3
Up=U(2) =—1+4(2) =7 = Uy=7

Exercice 1. N
Soit la suite (U,,) définie par U,, = <2> . Calculer Uy, Uy, U; et Us.

0 1
2 3
vz =(3)" =14 Us = (3)° =1

Exercice 2.
Soit la suite (Up,) définie par

Up=1
Un+1:Un+2

Calculer Uy, Usy et Us.

Up=Up+2=14+2=3
Uy=U1+2=34+2=5
Us=Us+2=54+2=7

2. Bornes d’une suite

Une suite peut étre minorée, majorée ou bornée. Soit (U,,) une suite réelle.



Définition. Une suite majorée est une suite dont tous les termes sont inférieurs ou égaux a
un majorant :
U, <M, M est le majorant.

Une suite minorée est une suite dont tous les termes sont supérieurs ou égaux a un minorant

U, > m, m est le minorant.

Une suite bornée est une suite qui est a la fois minorée et majorée :

m < U, <M.

Exercice 3.
2n+3

Soit la suite (V},) définie par V,, = 1

1) Effectuer la division euclidienne.

)
2) Montrer que la suite (V},) est minorée par 2.
3) Montrer que la suite (V},) est majorée par 3.

)

4) En déduire que la suite (V},) est bornée.

1) Division euclidienne

2n+3|n+1 ) 3 . )
n+
1

2) Montrons que la suite est minorée par 2 — signe de V,, — 2

1 1

" +n+1 n+1

1
Orl1>0etn+1>0carneN. Ainsi 1 > 0, donc V,, — 2 > 0, c’est-a-dire V,, > 2.
n

Donc la suite (V;,) est minorée par 2.
3) Montrons que (V,,) est majorée par 3 — signe de V,, — 3
1 1 1—(n41)  -n

Vo—-3=2+—--3= -1 = .
" +n+1 n-+1 n+1 n+1

VneN, n>0etn+1>0, donc n < 0.
n+1

n—+
Donc V,, —3 < 0 et V;, < 3. Ainsi la suite (V},) est majorée par 3.
4) La suite (V;,) est minorée par 2 et majorée par 3, donc (V,,) est bornée : on a

n .
1 > 0, c’est-a-dire

2V, <3.

3. Monotonie d’une suite

Définition. Les suites monotones sont les suites croissantes et décroissantes.
e Vn € I, la suite (U,) est croissante ssi U,y — U, > 0.
e La suite (Up,) est décroissante ssi U411 — U, < 0.
e La suite (Up,) est constante ssi U, 1 = U,.




Exercice 4.

2
Soit la suite (V},) définie par V,, = nts

n+1"

1) Effectuer la division euclidienne de V,.

2) Montrer que la suite (V},) est décroissante.

1) Division euclidienne : comme ci-dessus, V,, =2 + P
n
2) Montrons que (V;,) est décroissante

2n+1)+3  2n+5
n+1)+1  n+2°

Vn+1 =

2n+5 2n+3  (2n+5)(n+1) - (2n+3)(n+2)

Vi1 — Vi = - =
Y P | (n+2)(n+1)
20?4+ 2n+5n+5— (2n+4n+3n+6) 20’4+ Tn+5—2n%*—Tn—6
B (n+2)(n+1) B (n+2)(n+1)
—1
VnJrl_Vn:

(n+2)(n+1)

—1

Or—-1<0,n+2>0etn+1>0carn €N, donc ———
(n+2)(n+1)

< 0, c’est-a-dire V41 — V,, < 0.

La suite (V) est décroissante.
Exemple. Soit la suite (U,) définie par U,, = n?, ¥n € N. Montrons que (U,,) est croissante.

Un+1—Un:(n+1)2—n2:n2+2n+1—n2:2n—|—1.

Or1>0,2>0,n>=>0carn €N, donc 2n+1 >0, ainsi Upy1 — Uy, = 0.
Donc la suite (U,) est croissante.

e Toute suite croissante et majorée est convergente.
e Toute suite décroissante et minorée est convergente.
e Toute suite non convergente est dite divergente.

Exercice 5.
Etudier la monotonie des suites suivantes :

1) Un:n—l—l

, n€N*

n

5)
2) Upy=—, neN*
n

n

n
Y Up=— neNoun=n(n-1)(n—-2)x---x3x2x1let (n+1)!=(n+1)n!
n!
n+1 n+2
) , donc Un41 n+1
U g nt?2 n+l (n+2n—(n+1)? n*4+2n—m*+2n+1) -1
T T no n(n+1) - n(n+1) o+ 1)

Or —1<0,n(n+1)>0car n € N* donc U,4+1 — U, < 0. La suite est décroissante.



5n 5n+1
2)U,=—,d Upy1 = .
) Y

5+l gn 51 5n— (n+1) dn —1
Upgr1 —Up=—— -2 =5" )= (BT g (ST
1 n+l n (n—i—l n> ( n(n+1) > (n(n+1))

Ordn—1>0,5">0et n(n+1) >0 car n € N*, donc U,41 — U, > 0. La suite est croissante.

an 3n+1
3HU,=—,d Upi1 = ——.
) T L P
g+l gn 3 1 3(2n) — (2n + 2 4n — 2
SR N LN (300 —@a2)) L dn-2 )
2n+2 2n 2n+2 2n 2n(2n + 2) 2n(2n + 2)
Ordn—2 >0, 2n+ 2 > 0 pour n € N*, donc e > 0 et Uyy1 — Uy, > 0. La suite est
2n(2n + 2)
croissante.
en en+1
4:) U, = H, donc Un+1 = m
Un+1 entl n! e" X e n! e

= X — = X — = .
Un m+1! e (n+1)n! e n+1

Un+1

Comme e =~ 2,7, on a < 1, c’est-a-dire
Upt1 < Up.

La suite (U,) est décroissante a partir du rang n = 2.

c < 1 dés que n > 2. Dongc, & partir du rang 2,
n-+1 n

4. Représentation graphique d’une suite récurrente

Une telle suite est définie par une relation du type Up4+1 = f(Upy).

Meéthode :
1) Tracer le graphe de la fonction f.
2) Tracer la droite d’équation y = x.

3) Placer le point de coordonnées (Up;0), puis construire 'escalier (ou la spirale) entre la
courbe de f et la droite y = x.

.
Fanmtican -

yYy=Uns1

Ug Ur Uls Ua



Exercice 6.
Construire le graphe de la suite (U,,) définie par

Up=1
Uni1 = 30U, + 2

5. Suites arithmétiques et géométriques

Suites arithmétiques

Définition. Une suite arithmétique est une suite définie par la relation U,,41 —U, = r ot r € R.
r est la raison de la suite.
Terme général :

e Si le premier terme est Uy : U, = Uy + nr.

e Sile premier terme est Uy : U, =U; + (n — 1)r.

e Si le premier terme est Uy, : U, = U, + (n — p)r.

Remarque. Si la suite (U,,) est telle que Uy — Uy # Uz — Uy, alors (U,) n’est pas une suite
arithmétique.

Exercice 7.
Soit (U,) définie par

Uy =2
0 Vn € N.
Upi1=5U, -7

1) Calculer Uy, Us.

2) Montrer que (Up,) n’est pas une suite arithmétique.

1)

U1=5U0—7:5(2)—7=3 =U; =3
U2:5U1—7:5(3)—7:8 :>U2:8

2) Ul—U0:3—2:16t UQ—U1:8—3:5. Orl;é5, donc U1—U0§£U2—U1 : la suite
(Up) n’est pas arithmétique.

Exercice 8.
Soit les suites (U,,) et (V;,) définies par

1) Calculer Uy, Us, Vp, V1.
2) Montrer que (V) est une suite arithmétique ; donner le premier terme et la raison.

3) Exprimer V,, puis U, en fonction de n.

1)
Uy 1 1 Uy
U: = = — U: =
YT Uo+1 141 2 2T U +1

INTISVNTIe
Wl =



Vo=—=1, Vi=-—=2

0 UO 3 1 U—1
2)
1 1 U,+1
Vn p— = =
i Un+1 Un Un
U,+1
nt1 1 U,
Vn-l—l - Vn = Un + - 77 — =1

U, u, U,

3)

Suites géométriques

Définition. Une suite (V) est géométrique ssi il existe un réel non nul ¢ tel que
Vn—l—l =q X V.

q est la raison de la suite.

Terme général :
e Si le premier terme est Vp : V,, =V x ¢™.
e Si le premier terme est Vi : V,, = Vi x ¢" L.
e Si le premier terme est V), : V;, =V, x ¢"7P.

v :
Remarque. Si la suite (V) est telle que . % 72, alors la suite n’est pas géométrique.
0 1

Exercice 9.
Soit les suites (U,) et (V) définies par

U =2
1 et V., =U, + 3.
Un+1 == gUn—Q

1) Montrer que (V;,) est géométrique, donner le premier terme et la raison.

2) Exprimer V,, en fonction de n, puis U, en fonction de n.

Exercice 10.
Soit la suite (Uy,) définie par

Uy =2

1 Vn € N.
Un+1 =2U, -3
3
Déterminer le réel a pour que la suite (V},) définie par V,, = U, — a, n € N*, soit une suite
géométrique.

6 2
Pour que (V) soit géométrique, il faut V,,41 = 2V,, = 2(U,, — a), donc par identification :
1 a . 1 a . 1
—+-=a — = a=-.
6 2 6 2 3

10



3
Exercice 11.
(Up) et (V,,) deux suites telles que
5
Up =~
4 4 VneN*,  VneN, V,=U,+na+b, a,beR.
Un+1:*Un_n_*

3 3
1) Déterminer a et b sachant que (V;,) est géométrique.

2) Exprimer V,, puis U, en fonction de n.

1 4
1) De Upy1 = §U” —n— 3 on tire U, = 3Up4+1 —3n—3 —4 = 3U, 41 + 3n..., plus directement :

1 4 1 4
Un+1:§Un—n—§ = Un+2:§Un+1_(n+l)_§'
En posant V,, =U,, + na+ b :

Vo1 = Upi1 + (n + Da +b.

On veut (V,,) géométrique : V41 = qV,. En écrivant U, 11 en fonction de U, directement (ici la
relation donnée porte sur Up,41), on identifie :

1 4 1
Vi = gUn—n— §+(n+1)a+b: §<Un+3(a— 1)n—|—3a—4+3b>.
. . . 1 1
Par identification avec V11 = §V” = §(U” +na+0b) :

3
3la-1)=a = 3a—-3=a = a=g,

1 1
3a—4+3b:b:>2b:4—3a:4—9:—7:>b:—f.
2 2 4
3 1
= — b:—f
) 4
. Lo . 1 .
2) La suite (V},) est géométrique de raison g = 3 et de premier terme
5 1 4
Vo=Uo+0-a+b 1 1°1

1\" 1\" 1\" 3 1
‘/n:‘/ — = — R 1/,”:‘/”— —b: — — = —.

6. Notation sigma (X)

Exemple. Méthode :

n

k=14+2+4+3+4+---+(n—-2)+(n—-1)+n

k=1
n+1 n
dk=1+4243+4+-+ (-1 +n+n+1)=> k+(n+1).
k=1 k=1

11



Calculer :

3
> 2x 5 =2x5%42x5 +2x5°+2x5%=2(50+ 5"+ 5 +5°%).
k=0
7 8
> k=7 DD = (D) + (-1 + (D) () (1) =1-1+1-1+1=1
k=1 k=4

Propriétés. « et 8 deux réels, ¢ et p des entiers naturels avec ¢ < p, (a,) et (b,) des suites

numériques :
q q q q q q
D la+br) =D ar+Y be, Y (aar+pBb) =a) ap+B8Y b
k=p k=p k=p k=p

k=p k=p

Télescopage dans une somme

n

Sn =Y (Ukr1=Ux) = (U1=U0)+(Ua=U1)+(Us—=Ua)++ - -+ (Un-1=Un—2)+(Un—Un—1)+(Unt1-Uy)
k=0

Sp = —Up + Upt1 = Upt1 — Up.
Exemple.

)DL A S
Lok 2022 028 2t 16

7. Sommes des termes d’une suite arithmétique / géométrique

Somme des termes d’une suite arithmétique :

17 ¢ dernier t
Sp = (nombre de termes) x ( S 4 (2 CHer erme)'

Somme des termes d’une suite géométrique de raison g # 1 :

1_qn+1
1+q+q2+...+q":7
l1—gq
Exemple.
n n n
1 1
S:Z(Q—i—?ﬂc): 2—|—3Zk:2+2+...+2+3xn(n2—’_):2n+?m(n2+)
N——
=1 k=1 k=1 n fois
_4n+3n2+3n  3n*4Tn . S_n(?m—i—?)
- 2 2 -2

12




8. Suites adjacentes

Définition. Deux suites (U,,) et (V},) sont adjacentes ssi

(U,) est croissante, (V},) est décroissante

lim (V, — Up) = 0.

n—-+400o

Exercice 12.

1 1
Soit les suites (Uy,) et (V) définies par V, =1+ —et U,, =1 — —.
n n
1) Montrer que (U,,) est croissante et (V},) décroissante.
2) Calculer V,, — U, et lim (V,, — U,).
n—-+0o
3) Les suites (V) et (U,) sont-elles adjacentes ?
Exercice 13. 1 1
Soit les suites (Uy) et (V},) définies par U, = —— et V;, = —. Montrer que (V},) et (U,) sont

_ n n
adjacentes.

Exercice 14. 1
Soit les suites (Uy,) et (V) définies par U, =3 — — et V;, =3 + —.
n

1) Etudier la monotonie des suites (U,) et (V;,).

2) Montrer que (U,) et (V},) sont adjacentes.

Exercice 15. ) 9
Reprendre avec U, =2 — — et V,, =3 + —.
n n

9. Le raisonnement par récurrence

Pour démontrer que la proposition ¥n € N, P(n) est vraie, on utilise un raisonnement par
récurrence en trois étapes.

16 étape : On vérifie que la proposition P(n) est vraie pour le premier terme.

2¢me gtape : On suppose que la proposition P(n) est vraie, et on démontre qu’elle implique
P(n+1).

3°™m¢ étape : On donne la conclusion d’aprés le principe de raisonnement par récurrence.

Exercice 16.
Soit la suite (Up,) définie par Uy = 0, Upy1 = VU, + 2. Montrer par récurrence que Vn €
N, U, <2.

13



Inégalité de Bernoulli

Montrer que si > —1 alors (1 +2)" > 1+ nz, Vn € N.

1) Initialisation : pour n =1, 1+ 2 > 1 4+ x. Vraie.

2) Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n = k : (1 + z)* > 1 4 kx. Montrons que
1+ 2)t > 1+ (k+ 1)

Pour z > —1,onax+ 1> 0. De (1+2)¥ > 1 + ka, en multipliant par (1 + ) >0 :

(1+2)(1+2)" > (1 +2)(1+ kz)
(I+2)" > 1+ kr+a+ka® =1+ (1+k)z + ka?.
Or 22 > 0et k> 0, donc kz? > 0, d’ou
1+ A +k)z+ke?>1+ 1+ k).

Ainsi
A+ > 14 (k+1)z

3) Conclusion : d’aprés le principe de raisonnement par récurrence,

(I1+2)" 21+ nx, Vn € N.

Exercice 17.
Par récurrence, montrer que 22" — 15 est un multiple de 7.

Initialisation : pour n =0, 22° — 15 =1 — 15 = —14 = —2(7), multiple de 7. La propriété est
vraie au rang n = 0.

Hérédité : supposons que 228 — 15 est multiple de 7 : Im € Z, 22F — 15 = Tm, c’est-a-dire
22% = Tm + 15.

Montrons que 2281 — 15 est multiple de 7 :

208 _ 15 =22 x 22% — 15 = 22(Tm + 15) — 15
=7(22m) + 15 x 22 — 15 = 7(22m) + 15(22 — 1) = 7(22m) + 15(21)
= 7(22m) 4 15(3)(7) = 7(22m + 15 x 3).

Donc 2251 — 15 = 7my avec my = 22m + 45 € Z.
Conclusion : 22" — 15 est multiple de 7 pour tout n € N.

Exercice 18.
Soit la suite (U,) définie par Uy =4, Up41 = V33U, — 2.

1) Montrer par récurrence que (Up) est minorée par 2.
2) Etudier la monotonie de la suite (U,).

3) En déduire que (U,,) est convergente.

Exercice 19.
Soit (U,,) une suite de termes positifs définie par U; = 0, Up41 = VU, + 2.

1) Montrer que (U,,) est minorée par 2.
2) Montrer que (Up,) est croissante.

3) Justifier que (U,) est convergente.

14



Corrigé :

1) U, < 2 par récurrence. Aurangn =0: Uy =0 et 0 < 2, donc Uy < 2 : la propriété est
vraie au rang n = 0.

Supposons U, < 2. Montrons Upyq < 2:

Up<2 = Up+2<4 = VU, +2< V4 = Uy <2.

La propriété est vraie au rang n + 1, donc, d’aprés le principe de récurrence, Vn € N, U,, < 2.
2) Monotonie.

VU, +2)-U2 U, +2-U?
Uni1 = Up = U, +2-U, = = n_
nl T En " Y VUL ¥ 2+ U, VU, +2+U,

Un+2-U7 = (14Un)+(1-U7) = (14U + (14U ) (1-Uy) = (14Up) [14+(1=Uy,)] = (1+Un)(2—Up).

Donc

(1+Un)(2-U,)
VU +2+U,

Comme U, 20,1+ U, >0 ;et U, <2 donne 2 —U, > 0. Donc (1+U,)(2—U,) > 0. On a aussi
VU, +2+U, > 0.

Donc Up41 — U, = 0 : la suite (U,) est croissante.
3) La suite (U,) est croissante et majorée par 2, donc (U,) est convergente.

Un+1 —Up =

10. Représentations graphiques complémentaires

Exercice 20. 1
Soit la suite (U,) définie par Uy = 8, Up41 = iUn + 1. Représenter graphiquement la suite.

1
On pose y = Up41 et x = Uy, : on obtient la fonction f définie par f(x) = —x + 1.

2
z|0 6
Yy y|1l 4

point fixe : £ =2

|
|
|
|
|
|
|
|
A
|
. . I
2 1 Escalier : f cr01ssar‘1te
|
|
|
|
|
|
1

o 1 2 U33 Uy 4 lz 6 7 ﬁo
Uy

Exercice 21.
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2
Soit la suite (U,) définie par 1 < Uy < 2, Upy1 = —gUn + 5. Représenter graphiquement la

suite.
2 : : o 2
On pose y = —3% + 5 : on obtient la fonction f définie par f(z) = —3% + 5.
z|0 6
y y|5H 1
D:y==x
Cy :y:—§x+5
5<
I o
| | Escargot : f décroissante
! ~ | point fixe : £ =3
31 | A A " Y
1 AT l
A B
2 A |
|
|
|
1 l
|
|
l
+ +—rt + T
© Yo 2U3U53 Us U ° ¢

Exercice 22.
Représenter graphiquement les suites récurrentes suivantes :

3 5)
:2 n = —=Up
a) Uy , Un+1 2U + 5
X
b) Up=3, Upn1 :—g +4
1
c) Up=5, Upy1= —iUn—i-?)
1
d) Up=0, Upy1= _iUn—i_S

Exercice 23.
Représenter graphiquement la suite (U,) définie par U, = 2n + 5.

11. Exercices de synthése

Exercice 24.
Soit la suite (Uy), n € N*| de nombres réels définie par

1 1 1 1
v N* U, =-—
n €N, n n+n+1+n+2+ +

n+n

Montrer que (U,) est décroissante et minorée, puis conclure.

16



1 1
Décroissance. On a U, = — + 4+ 4+ — et
n n+1l 2n
Uppr= —— 4 g g Loy 1
T T nt2 on ' 2n+1 @ 2n+2
1
En retranchant les termes communs +oeeit—
n+1 2n
I U — 1 N 1 1 n2n+2)+n@2n+1)—2n+1)2n+2) —3n—2
TR T on 1 2042 0 n(2n + 1)(2n + 2) T a@n+1)(2n+2)

Orvn e N, n2n+1)2n+2) > 0et —3n —2 < 0, donc Upy1 — U, < 0 : la suite (U,) est
décroissante.

Minoration. Vn € N*, 1 > 0, L
n

— >0, ...,
n+1 n+n

> 0, donc U,, > 0 : (U,) est minorée

par O.
(Uy,) est décroissante et minorée, donc (U,,) est une suite convergente.

Exercice 25.

Soit (U,) la suite définie par Uy = — v

Unin = 355
n

57
1) Démontrer par récurrence que Vn € N, U, < 0.

2) Etudier la monotonie de la suite (U,).

3) On pose V,, = i = T Démontrer que (V) est géométrique.
o

4) Exprimer V,, puis U, en fonction de n, puis calculer S, = Vo + Vi +--- 4+ V,,.

1
1) Aurangn=0: Uy = —5 < 0. La propriété est vraie au rang 0.
Supposons U, < 0. Montrons U,y < 0:

Up<0 = 2U,>0 = 3-2U,>3>0.

n

Comme 3 —2U,, > 0et U, <0, 0on a

< 0, c’est-a-dire U,,+1 < 0.

3—-2U,
D’apres le principe de récurrence, Vn € N, U, < 0.
2)
Un U, - U,(3-2U,) U,—-3U,+2U2 2U2-2U, 2U,(U,—1)
3—2U, 3-2U, 3-2U, 3—2U, 3—2U,

Or3-2U,>0,U,<0,U,—1<0,donc 2U,(U, — 1) > 0, d’ou Up41 — U, > 0.
La suite (U,,) est croissante.

3)
U, U,
- Un+1 o 3—2Un o 3—2Un - Un - 1 Un - 1
V”+1_Un+1—1_ Un _1_Un—3+2Un_3Un—3_3XUn—1_ Va
3—2U, 3—2U,

. . 1 )
(V) est géométrique de raison g = 3 de premier terme

=

Up—1 =

‘ [\

Vo

-1 =

rolwo
W

1
2

17



Y \" 1\
nevix(3) = (3)

DeV, = %, on tire U, = V,,(U,, — 1) = V,U,, — V,,, donc U, (1 — V,,) = =V,,, d’ou

n

n+1
n 1_Vn 17(%)11«%1.
Calcul de S, :
n 1 k+1 1 1 1 2 1 n 1 1 (%)n—i-l
Sn—Vo-FV1+-~+Vn—kZO<3> =3 1+3+<3> + <3> ]—3X -1

Exercice 26.
Montrer que 5" — 4n + 15 est un multiple de 16.

Initialisation : pour n =0, 5° —4(0) + 15 =1+ 15 = 16 = 1 x 16, multiple de 16.
Hérédité : supposons 5% — 4k + 15 = 16P, P € Z, c’est-a-dire 5* = 16P + 4k — 15.
Montrons que 581 — 4(k + 1) 4 15 est multiple de 16 :

SR 4k +1)+15=5x5" —4k —4+15=5x 5" —4k + 11
= 5(16P 4 4k — 15) — 4k 4+ 11 = 80P + 20k — 75 — 4k + 11
= 80P + 16k — 64 = 16(5P + k — 4).

Donc 5¥1 —4(k + 1) 4+ 15 = 16G avec G = 5P + k —4 € Z.
Conclusion : 5" — 4n + 15 est multiple de 16 pour tout n € N.

Exercice 27.
Démontrer par récurrence que 2" > 2n + 1 pour n > 3.

Initialisation : pour n = 3, 23 = 8 et 2(3) + 1 = 7, donc 23 > 2(3) + 1. La propriété est vraie
au rang 3.

Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n =k, k>3 : 28 > 2k + 1.

Montrons que 281 > 2(k + 1)+ 1 =2k + 3 :

>%4+1 = 2x28>202k+1) = 281 >4k 42,
Montrons que 4k +2 > 2k + 3 :
(4k+2) — (2k+3) =2k — 1.

Comme k > 3, 2k > 6, donc 2k — 1 > 5 > 0. Ainsi 4k + 2 > 2k + 3.

On a donc 28! > 4k + 2 > 2k + 3, c’est-a-dire 281 > 2(k + 1) + 1.

Conclusion : d’aprés le principe de raisonnement par récurrence, la propriété est vraie pour
tout n > 3.

Exercice 28.
Démontrer par récurrence que 3" > n? pour n > 2.

18



Initialisation : pour n =2, 32 = 9 et 22 = 4, donc 32 > 22. La propriété est vraie au rang 2.
Hérédité : supposons vraie au rang n =k, k > 2 : 3 > k2. Montrons que 3! > (k +1)2.

3F >k = 3x3F >3k = 3¢ > 3k
Montrons que 3k% > (k+ 1) :
3k — (k+1)? =3k k> -2k -1 =2k -2k — 1 = 2k(k — 1) — 1.

Comme k > 2, k(k—1) > 2, donc 2k(k—1) > 4, d’ou 2k(k —1)—1 >3 > 0.
Ainsi 3k% > (k + 1), donc 351 > 3k2 > (k + 1)2.

Conclusion : la propriété est vraie au rang k + 1, donc, d’aprés le principe de récurrence,

3" > n? pour tout n > 2.

Exercice 29.
TU, — 25

Soit (Up) définie par Uy = 2, Vn € N, U,11 = ————. Démontrer par récurrence que

U,—-3
vn eN, U, #5.

Initialisation : au rang n =0, Uy = 2 et 2 # 5. La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité — raisonnement par I’absurde. Supposons U,, # 5 et montrons que Uy,y1 # 5.
Rappel : la négation de « est différent de » est « est égal & ». Supposons par 'absurde que

Un+1 =5:

V=2
%:5 — TU, — 25 =5(U, —3) = TU, — 25 =5U, — 15
— 2U, =10 = U, =5.

Or ceci contredit I’hypothése U,, # 5 : c’est absurde. Donc U,y # 5.
Conclusion : d’apreés le principe de raisonnement par récurrence, Vn € N, U, # 5.

Exercice 30.
Démontrer par récurrence, pour tout n € N* :

~ n(n+1)

1)(2 1
142434 4n="01"" 12+22+32+”_+n2:n(n+ )(2n + 1)

2 6
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Théme 2
Limites — Dérivation

Suites, fonctions, continuité et dérivabilité

Sommaire

I. Limites de suites

e Notion de limite, convergence, divergence
e Limites de référence

e Limites d’une suite géométrique

e Formes indéterminées

e Opérations sur les limites

e Limites par comparaison et encadrement (gen-
darmes)

e Limite d’une suite définie par récurrence
e Exercices résolus

II. Limites d’une fonction

e Limite en +00 / —00

e Limite en un réel a, asymptote verticale

e Opérations sur les limites

e Limites trigonométriques de référence
e Continuité d’une fonction

e Asymptote oblique

e Théoréme des gendarmes (fonctions)
e Limite d’'une fonction composée

e Exercices résolus

ITI. Dérivation

e Nombre dérivé, fonction dérivée

Régles de dérivation

Equation de la tangente

e Dérivée d’une fonction réciproque

e Exercices résolus

I. Limites de suites

3.1 — Limites de suites

Soit (uy,) une suite réelle et £ un réel.

On dit que la suite (uy) tend vers £ quand n tend vers +oo si

lim wu, = /4.
n——+0o

Si le réel £ est unique, on dit que la suite (u,) converge vers .

e Une suite est dite divergente lorsqu’elle n’est pas convergente.

Limites de référence

2 : 1
= 400 lim — =0
n—+oo N

lim n
n—-4o0o

lim /n = +oo

n—-+o0o

1
lim — =0 (eeRY)

lim n=+oc0
n—+oo N

n—-+oo

FExemple

lim <2n+1+3> =7
n—-+00 n
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lim,, 400 (2n+ 1) = +o00

3
. 3 Par somme des limites — limy 400 [ 2+ 14+ — ) =+
limy, 4 oo =0 n
n

On pose V,, =n? —n + 3. lm V,=7
n—-+4o0o

limy, 4 oo n? = 400

n2

limy, 4 o0 [1 1 + 3 ] C140=1 Par produit des limites = lim,_, 1 V;, = +00
n

Limites d’une suite géométrique

Soit g un réel. On a les limites suivantes :

e Sig>1alors lim ¢" = +oc0
n—+oo

e Sig=1alors lim ¢" =1

n—-+0o00

e Silg| <1lalors lim ¢" =0

n——+o0o

e Sig < —1 alors nEIJ?oo q" n’existe pas

Formes indéterminées

0
e 0 X oo 00 — 00 0°
0 o0
Exemple
2\" 1
= _ 1 = ?
U, 3 + 2 - nll)rfoo U, ="
2 n
1 Par somme des limites = limy 400 Up = 2
limy, 400 2—> =2—-0=2
n
Vo=(2-—n)x3" lim V, =7
n—-+o0o
1imn%+oo(2 - n) = -0 . .. .
) Par produit des limites = limy 5400 Vi = —00
limy, 400 3" = +00
n?+1
. _ o
Vi n+3 ngr}rqoo V=1
1
2 1
V,, = 3y = n X n
n (1 + > I+ —
n n
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1
limp, 400 (14+—5 | =1 1
n? . o . 1+ .5
3 Par quotient des limites = limy 100 T3 =1
limy, 400 ( 1+ ) =1 n
n
. 1+ 5
limy, 400 7% = . e .
142 Par produit des limites = limy, 400 Vi = 400
limy—yo0on = 400
Opérations sur les limites
Si lim u,=~/et lim v, =/ alors
n—-+oo n—-+o0o
li E =0+ li =0x/l
. / . u'n _ e
sil' # 0, nll)rfoo <Un> =7
Limites par comparaison et encadrement
(un), (vn) et (wy,) trois suites. Si & partir d'un certain rang on a :
1) Théoréme des gendarmes (théoréme d’encadrement)
Up < Up < w, et sl lim v, = lm w,=¢ — lim w, =/
n—-+00 n——+00 n——+o0o

2) Théoréme de comparaison

e u, >v,etsi lim v, =-+4oc0 alors lim wu, = +oco
n—-+oo n—-+oo
o u, <wpetsi lim w, =—occalors lim wu, =—x
n—-+4oo n—-4o0o
FExemple
2n? + cosn

Soit la suite (V},) définie par V,, =

, Vn € N. Déterminer lim V.
n—-+0o
VneN, —1<cosn<1

n2+5

m? —1 < 2n2+cosn§2n2—|—1
Or n? +5 > 0, on obtient :

2n?2—1  2n?2+cosn _ 2n°+1

n?+5 = n?+5 T ni45b
2 _ 2(9 L _
Calculons :  lim M: im ( "2) :2 0:2
n—4o0 M2+ 5 n—-+oo n2 (]_ + %) 1+0

- osie. T 2n? +1

r analogi im =

ar analogie, lim =

D’aprés le théoréme des gendarmes, lim V, = 2.
n—-+oo
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Exemple

Soit (Vi,), Vi, =n —v/n? + 1. Calculer lim V.

n——+0oo
n—+vn?+1 (n—vn2+1)(n+vn2+1) n?—(n?+1) -1

Vn: = =

1 n+vn?+1 n+vn2+1 n4+vn2+1

limy—yo0on = 400
Par somme des limites = lim [n +v/n2 + 1] = 400
1imn—>+oo VN2 +1=+400 n—+o00

1imn_)+00(_1) - _1 . . . .
1imy, s 4 oo [n +/n2 -I-_l] — o Par quotient des limites = limy, 400 Vi, =0

Exercices d’application

Exercice 1 — Calculez

1 2
a) lim — T
n—+oon n—+oo —n + 2
2
b) lim — o Tntond
n—+oo 2n + 1 i) lim ———
n—+oo Tn? —n — 1
O 2n%(n — 2)
im
n=vroe (1= 3n)(2 4 n?) P T L i
n—+oo 4n3 —n + 2
14243+ +n
d) lim
n—+o0 n?2 . (n+3)(2n-1)
k) lim 5
(n+1)! notoo  (n—3)
e) lim ————
1) lim
f) lim (-2n°+ 3n® - 10) n=-+o0 \/16n% + 6n3 — 2
n——+00
. 3—8n ) 9+ n?
lim m) lim
n—+oo N + 2 n—+00 4n?
Exercice 2 — Calculez
. (=2)"
b) lim [2" — 3"]
n—-+oo
11\ [1)° 1\" .
) Va=1t5+ <§> * (5) ot (5) A Ve
Exercice 3 — Théoréme des gendarmes
3 2 .
Vn € N, (uy,) est telle que — +4 < wu, < —+44. Calculer lim wu,.
n n n—+00




Exercice 4 — Pour chacune des suites (u,) ci-dessous, déterminer lim wu,

n——+o0
R
C) Up = % +2

Exercice 5 — Calculez

a) lim [n<\/n2+1—\/n2—1)]

n—-+00

b) lim [vVn+1— /7]
n——+00

¢) lim [\/ n? + 5n — n}
n—-+00

) 22n+1 + 3n+2
d) lim =2
n—too 4712 45

e) lim [\/n2+n+3—\/n2—3n+1]

n—-4o0o

Exercice 1 — Corrigé
Corrigé
1
a) lim —=0
n——+oo n
2 1+2) 1+4+2x0 1
b) lim ~° — lim n rf)z t2x0_1
n—+oo 2n + 1 n—>+oon(2-|—ﬁ) 240 2
2n?(n — 2 2n° — 4n? (24
c) lim nn—2) = lim n n = lim n (1 Tg) 5
n—+oo (1 — 3n)(2 + n?2) n—+oo 2 +n2 — 6n — 3n3 n—+oo 3 (_34‘5_?‘{'?)
2—-0 2

340-0+0 3

142434 ... n(n+1) 2 2(14 1 140
4) fm LPEE3Eooam TR e g, ) 1
n—-+oo n2 n—+oo  m2 n—+oo 2n?2 n—+o0 2n?2 2
1
5 1
1)! ! 1 1 1+= 1+0
e) limM: limwz lim ntl_ lim n( "): +
nstoon! —(n+ 1)1 notoonl[l—(n+1)] notoo —n n—too  —m -1
-1
f) lim (-2n°+3n* —10) = lim »° —2+3—E = (+00) X (=240 —0) = —oc0
n—-+4oo n——+oo n3 7’1,5
_ 84+ 3 _
n—+oo 1+ 2 n—r+00 n(l"i‘ﬁ) 140
4n? 2(4 4
h) lim "~ lim Lg = lim nx 5 = (+00) x (—4) = —oc0
n—400 —n 4+ 2  n—+oon (—1 + ﬁ) n—r+00 -1+ =
o1 Tn + 2n3 ) n3(%+2) 0+2 2
RSN g G« ey i ws w B S e B
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—3n? +4n 1 —3+4 —34+0

j) lim ———" = lim — X —5"5 =0X ———— =
n—too4dnd —n+2 notoon 4_%4_ a 4-040
n n
-1 2 2 _ — 2 2_§_i 2_0—
1) lim (n+3)@n—-1) . 2’—n+6n-3 n®(2-2-3%) _2-0-0
n—+o00 (n—3)2 n—stoco  n2—6n-+9 n—+oo 12 (1_%+%) 1—0+0
2
3 2 3+2
TH+0° 160t +6n3 —2 n—+too n?

) /9+n2 1+ /1+
m n—%&loo n—>+oo

Exercice 2 — Corrigé

Corrigé
_9\n
a) lim n’existe pas (la suite (—2)" n’a pas de limite car —2 < —1).
n—+0o0o
2 n
b) lim [2" —3"]. On a 2n - 3" = 3" [() - 1}
n—-+0o0o 3

lim H'-1]=0-1=-1

. noree [(3) ] Par produit des limites = lim,, ;. [2" — 3"] = —0c0

limy, 400 3" = +00

1 1\2 1\"
=1+ = il
c)V, +2+<2>+ +(2>

RONESON

Ezxercice 8 — Corrigé

3 2
VneN, —+4<u, <—+4.
n n

3 2
limy, 400 (n + 4> =30)+4=14 limy,— 400 (n + 4) =20)+4=4

D’aprés le théoréme des gendarmes, lim wu, = 4.
n—-+oo

Ezxercice 5 — Corrigé (extraits)

a) lim n[\/nQ—l—l—\/nQ—l}
n—-+00

(\/n2+1—\/n2—1>(\/n2+1+\/n2—1> 9
Vn2+1+vn? -1 :\/n2+1+\/n2—1
n[\/n2+1—\/n2—1} 2n

Inly/1+ 2 +\n\\/1 \/1+ +\/1_7

2
n—too  \/1+0++4/1-0 T2

Vn2tl—+vn2-—1=

25




c) lim [\/m—n}

n—-+o00
/7n2+5n—n* on B on B 5
 Vn2+5 B 5 B 5
verabndn (14 ie1) (124
lim [\/n2+5n—n}*if§
n—-+oo _ﬁ+1_2
_oowmtlygnt2 ynigggnig 4 (249(3)" 2+49(0) 2
d lim ———= lim ——— = lim e = = =
nitoo  4n+2 45 nofoo 4"-16+5  notoodn (16 +5 (1)) 16 +5(0) 16
1
8
e) lim [\/n2+n+3—\/n2—3n+1}
n—-+o00
_onf4n4+3-n*-3n+1) 4n + 2
A 2 _ 1 1, 3 3., 1
VB En a3Vl =3t 1 (il B 1341
4+ 2 4 4
A — lim = —— =~ =2

\/1+%+%+\/1—%+# notoo V14471 2
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I1. Limites d’une fonction

Limite d’une fonction en +o0o

Soit f une fonction définie sur |a; +ool.

a) Si les valeurs f(x) dépassent n’importe quel réel M donné dés que z est suffisamment
grand, alors f(x) tend vers +o0o quand z tend vers +o00. On écrit lil_il_l f(z) = +o0.
T—+00

b) Si les valeurs de f(z) sont aussi proches que 'on veut d'un réel b dés que x est assez
grand, alors lim f(x)="0.
T——+00

e On dit alors que la droite d’équation y = b est une asymptote horizontale a la
courbe de f.

c) lirf f(z) = —o0, si f(z) <0 et |f(z)| dépasse n’importe quel réel M donné dés que
T—>+00
est suffisamment grand.

f(@) 2t | 2t | Vo | |z

ORI H

lim f(z) | o0 | 400 | +00 | +00

T—+00 ‘

Limite d’une fonction en un réel a

Soit f une fonction définie sur |b; a[U]a; c[.
La limite de f(z) lorsque « est & gauche de a : lim f(x)
rx<a
La limite de f(z) lorsque « tend vers la droite de @ : lim f(z)
T>a
e Si %151}1 f(x) = £oo, dans ce cas la droite d’équation x = a est une asymptote verticale
r<a
a la courbe de f. On donne la méme interprétation si %gr(ll f(z) = £oo.
T>a
Exemple
. . 1 1
lim . Pourx =3, x —3 =0, donc lim =“=7,
z—=3x — 3 r—=3x — 3 0
>3
x ‘ —00 3 +00
x—3 ‘ - 0 +
: 1 «“ 1 Y . I . . N
lim = “—" = 400, donc la droite d’équation x = 3 est une asymptote verticale a la
z—=3x — 3 0+
>3
courbe représentative de la fonction
x —
lim L _ds —00
z—=3x — 3 0~
<3
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Exemple

3z +2 . )
On donne f(x) = . . Calculer il_}ml f(z) et }}1_)12 f(z).
z>1 r<l
: 49 3(1) +277 _((577
1—x—0<:>x—1,donci1_>rrif(x)— T =%
x ‘ —00 1 +00
1—=x ‘ + 0 —
lim, ,1(3z+2)=5
lim(1 —z) =07 Par quotient des limites = lim f(z) = +o0
r—1 r—1
r<l <l
lim, 51(32 +2) =5
lim(1—x)=0" Par quotient des limites = lim f(x) = —o0
r—1 rz—1

z>1 x>1
La droite d’équation = = 1 est une asymptote verticale & la courbe de f.

Exercice 6 — Calculer : lim et lim
=2 — 2 14»233—-2
r>2 r<2

Opérations sur les limites

Si lim f(z) = £ et lim g(z) = ¢ alors :

Tr—a Tr—a

lim [k f(x)]=k-¢ (k€R) :}qiiré[f(a:):tg(a:)]zﬁzlzﬁl

T—a

lim [f(x) x g(z)] =€ x ¥ limb=">b (beR) lim [f(a;)} _ ! (¢ #0)

z—a z—a T—a g(x) v

e Si f est définie en a, lim f(z) = f(a).

T—a

e La limite en 400 ou en —oo d’un polynoéme est la limite de son terme de plus haut degré.

e La limite en +00 ou en —oo d’une fonction rationnelle est la limite du quotient des termes
de plus haut degré.

FExemple
lim (222 + 3z — 1) =2(1)2 +3(1) —1=4 lim (32° — 52% + 2%) = lim 32° = +o0
z—1 T—+00 T—+00
-2
1im<§"” ‘””): C— lim 3-3
z—+oo \ ¢ + dxr + 3 w%+a>1: z—+00

. 24ar—1 +0-— 1 —1

lim = =1

z—0 z—1 0—1 Tl
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Exercice 7 — Calculer

2 2 _ 2 2
lim |2(z+3) — —— lim 22 % gy T2
z—4 z—2 a3 Tt + a2 +3 ztoo g2
. . 22?2 -3z -2
Corrigé — il_)n%w
202 =3z -2 0 1
il_% % = “6”. Résolvons 222 —32—2 =0: A = (=3)2+4(2)(2) = 25, donc z1 = =
et r9 = 2.
1
2x2—3x—2:2(x+§) (z —2)
202 -3z -2 2(z+3)(@-2) 2(x+3) 2a+1
2 -2 x(r —2) N x o
_ 2x+1 22)+1 5 . . 202 -3x-2 5
lim = == d’on lim ———— = —
z—=2 2 2 =2 12— 2 2
Exercice8 — Calculer
. 22 —4 . 223 4 322
lim lim —
x—=2 T — 2 z—0 2x
Corrigé lim —o oL
— i
e>-1 /22 + 8 + 3z

r+1 0

_um

lim —— =
zo—1y22+8+3z 0

v 1 (w+1)<\/:n2+8—3:v> (m+1)(\/m2—|—8—3az)
Vat+8+3e (ViZis+ae) (ViZTs-a) (@48 -9
(z+1) (\/932 g 31‘) (z+1) (\/:ﬁ g 33:)
- 8 — 822 - —8(z2— 1)
@+ ) (VP8 -31)  risos,
8z +1)(x—1) —8x—1)
. r+1 o Vx2+8—-3x J1+8+3 3+3 6 3
lim ——— = lim = = = =2
e=—1/g2 £ 8+ 3x a—=—-1 —8(x—1) —-8(-1—-1) —8(-2) 16 8
Exercice9 — Calculer
. 22+ 7 . sin(mx)
lim ——m—— im
222 + z+3 3-8 a—+oo 204 + 22 + 4 22 /T +4
lim ————— lim ———
z——oo 322 +1 2124+ 1—6
3 3 —
lim z° 48 lim 3r° —x —1 lim [\/:c—i—l—\/a:—l] lim:f ?1)
z—-232x2 4+ 2 —10 z——oco 22 —dx + 3 r—+00 r—3 = — =
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Corrigé — lim
T——00 $24-1
lim _r = lim L = lim
T——00 $2—|—1 T——00 22 (1_1_;12) r——00 |1‘| 1_1_:]712
Puisque z — —o0, x < 0, on a |z| = —z, d’ou
-1
lim ——— = lim — e = lim
T——00 x2‘F1 xg%ﬂm__x /1%_;% T——00 /1+_j5
X x
. 1 s x -1

On a zll)IEloo <$2> = O, d ou xll)lzloo\/ﬁ = ﬁ = —1.

Limites trigonométriques de référence

-1
lim M = 0 pour tout x # 0
x—0 . xT
lim 222 — ¢
z—0 X
FExemple
in(4
Calculer lim sin x)
x—0 xT
in(4 in(4
On a lim sin(4z) = lim 4 x M On pose u =4z ; quand z — 0, u — 0.
r—0 xT r—0 X
(4 .
i S242) g S0 g =
x—0 X u—0 U

Fonction définie par morceaux

x2, <0

lim f(z) = lim(z —1) =0—1= -1 lim f(z) = lim(z%) =0

z—0 z—0 z—0

z>0 >0 z<0 <0
lim li li ‘exi .
Cc_)()f(gu) # lim f(z) donc lim f(z) n’existe pas
>0 z<0

Continuité d’une fonction

e La fonction f est telle que f(a) existe, a € R.

e Si h_r)n f(z) = f(a), la fonction f est dite continue en a.
r—a
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Exemple

24 4
flz) = %, x #2et f(2) =4. Continuité de f en z =27
x_
. (=22 _
AT = Ty T2 =0

lirri f(z) # f(2) donc f n’est pas continue en z = 2.
z—

Asymptote oblique

Définition

Soit f une fonction définie sur |m; +oo|, (Cf) la courbe représentative de f et (d) : y = ax +b.

e Si lim [f(x)— (ax +0b)] =0, on dit que (d) est une asymptote oblique a (C) en +oo0.

T—400

e Si lim [f(z)— (ax+0b)] =0, la droite (d) est asymptote & (Cy) en —oo.

T—r—00

FExemple
. . . z?+2
Soit la fonction f définie par f(z) = =x+1+ .
z—1 z—1
@) (1) =
x) — (z =
z—1

lim [f(z)—(r+1)]= lim 5 =0 lim [f(z)—(z+1)]= lim <xil):0

z—>+00 z—+oo x — 1 T——00 T——00

Donc la droite (d) : y = = + 1 est asymptote oblique a la courbe de f en 400 et en —cc.

Théoréme des gendarmes (fonctions)

Théoréme

Si pour z assez proche de a, on a l’encadrement h(x) < f(z) < g(z) et si li_:r)n h(zx) = ligl g(z) =

¢ alors lim f(x) = ¢.
T—ra

FExemple

f(x) =2z —sinz. Ona —1 <sinz <1, donc —1 < —sinz < 1, d’ou
20 —1<2x —sinx <2z +1

Comme lim (2z—1)= lim (2z+1)=4oc0,ona lim f(z)=+oo.

r——+00 Tr—+00 r——+00
sin x . 1 sin x 1 . 1
f(z) = . Ona—1<sinz <1, donc —— < < — ; comme lim () = 0, alors
T T x T r—+00 \ T
lim f(z)=0.

T—+00
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Limite d’une fonction composée

Propriété

lim [f(g(x))] = f | lim g(x)

Tr—a |:(L‘—>CL j|

FExemple

. _ _ =2
r—t00 4 — 3COST | 200 7 (4—3c=2)  4-3(0) 4

5z + sinx y 93(54—%) 54+0 5

sin(bx)

Exercice 10 — Calculer : lim
z—0 4x
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IT1. Dérivation

Dérivée d’une fonction

La dérivée d’une fonction f est notée f’. Le nombre dérivé de f en un réel a est noté f'(a) et

oy e f (@) = fla) 1oy — o 4@t h) = fla)
f=pmfEmlE w e S

Régles de dérivation

Soit @ une constante et u, v des fonctions dérivables sur I.

(CL)/ -0 (CL‘”)/ _ nxn—l (CLU)/ _ CLU/ (un)/ _ nul X un—l
(utv) =u £ (wv)" = v'v + w’ (%)l = uvv;zuv (v#0)
(sinz)’ = cosx (cosz) = —sinz
FExemple
(2?) =222 =22
(25 + 32)%]" = 8(a° + 3z)'(«° + 32)%~ = 8(5a* + 3)(a® + 32)7
fl@)=az+2* = fl(2)=1+2z
f(x) =32(22+2) = f’(x() i 3(:62)+ 2) (+)3x(2x) =322+ 6+ 622 =922 46
x o (D@+1) —2(1) 1
fo = = FO=""0rr Ty

Déterminer les fonctions dérivées

@) = sinx = f(z) = TcosT — sinw
= =
f(z) =2xcosz = f/(a:):Zcogx—chinx
1 1
_ _ 1/2 1 — & —1/2 _
fl@)=vVz+2=(+2)"° = f(x) 2(x+2) R
f(z) =sin*z = (sinz)* = f'(x) =4coszsin®x

Equation de la tangente en z = a

To: y=f(a)(z—a)+ fa) = f(a)z +D

FExemple

f(x) =6 — 23, équation de la tangente en 1.

fl(x) = =322 ; f/(1) = =3 et f(1) = 5.

Ty: y=-3@—1)+5 Ti: y=—3z+8
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Dérivée d’une fonction réciproque

Si f admet une réciproque f~! alors
1 r 1
V@)= 7

FExemple

f(x) =22, Dy =]0;400[. On a f~ ) = V.

f'(x) = 2z donc f' (f~'(2)) = f'(Vz) = 2V/x.

~1y () — 1 _ 1
U= ) T avs

Exercices résolus — Limites

FExemple

: < x3 B 8 ) 14 23 B 8 7 ((077
lim = — >

2\ 22 +1—6 242-6 0

-8  (z—2)(a? +2z+4)

24+rx—-6  (z—-2)(z+3)
, 3 —8 oot 4244 12
im|( —— | =lim—F— =
T2 :L‘2—|—x—6 z—2 x+3 5
lim sin(mx) _ sin(2m) _
e=2/T+4  2+4
. tanz tan x sin x 1 sin x 1
lim .Ona = X — =
z—0 T T cosr T CcoS X

£ i 1
lim anx:lim(&”)th( >:1><1:1
z—0 X x—0 xT z—0 \ COS X

Exercice 11 — Calculer

. 2
Y@eRy)  2) lim Smb(w“m) (b£0)  3) lim 7

r—a T —a z—0 z—0 T

Corrigé

\/5_\/» \/>_\/> car r — a = .’EQ— CL2
1) lim TV g (VB - (va)?)

1 1
= li
Pha Tt Ja | 2/a

sin(ax U
2) lim ( ).Posonsu:ax,x:—.
x—0 X a
sinu sinu . sinu 1 a . sinu a
lim —— = lim b = lim a x X — = — X lim =-x1
z—0 b (%) z—0 bu z—0 U b b w0 wu b
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. sin(axz) a
1 -2
1— 2 102 :
3) lim S T T (Smx xsinx) =1x0=0
x—0 x z—0 xT z—0 xT
. . 1—cosx
Exercice 12 — Calculons lim | ———
r—0 xT
l1—cosz (1—cosz)(l+cosz) 1—cos?z  sin’z
x x(1 4+ cosx) z(14+cosz) (14 coszx)
. 1 —coszx . sinx sinx . sinx . sinx 0
lim = lim = lim x lim =lX—=1x0=0
z—0 T z—=0 | x 1+ cosx z—=0 T z—0 1+ cosx 0+1

Exercice 13— Tangente

Soit f(x) = 22 + 2z. Déterminons I'équation de la tangente T en x = 1.
Py = (M@E-1)+f(1)

Tli

T fl(x)=224+2, f(1)=21)+2=4, f(1)=(1)>+21)=3

y=4x—-1)+3 ’ley:4a:fl‘

Limite d’une suite définie par récurrence

Ug = a

Un+1 = f(un)
Si (uy,) converge vers un réel k et que la fonction f est continue en k, alors la limite de la suite
est solution de I’équation f(¢) = /.

Soit f une fonction définie sur R et a un nombre réel et (uy,) : {

Exemple
. [x2+1
x%HJrnoo 422 — 3
P _ac2+1 x2+1_ x2_1
osons U = 422 - 3° m—l>r-|I—loo 402 -3 m—1>r—|r-100@ T4

1
Quand z — 400, u — T

2
. 2 +1 ) 1 1
lim 3 = lim Vu=4/- ==
z—+oo | 44 — 3 u—s1 4 2
Exemple
. sinz +sin2z sing (14 8028y ]y 2eesesing 4 96ogy
lim —— = lim — s = lim —— S = lim ————
z—0sinx —sin2x  z—0ginx (1 _ sin m) z—0 ] — 2c0szsinx 4, 0] — 2cosT
sinx sinx

~ 1+42cos(0) 1+2(1) 3
T 1-2cos(0)  1-2(1) -1

-3
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lim zsin
r—r—+00

u

sinu

1 1 1 1
() Posonsu=—,x=—. lim — =0
x x

2) On a lim g(z) = lim g()

—1 donc il—rf(l) g(x)
<0

>0

—1. g est continue en 0.

. (1 1 . ) o1 . sinwu
rsin | — | = —sinu = — lim zsin— = lim =1
xT u u T—r+00 X u—0 U
FExemple
-1
z , <0
z+1
Soit g une fonction définie par g(z) = { T T 1 >0
x—1’
-1, Tr =
1) g(0) = -1
-1 0-1 1 041
limg(x)zlimx =——=-1 limg(w)zlimx—i_ :i:—l
z—0 z2—=0x + 1 0+1 z—0 z—=0x — 1 0—-1
<0 <0 x>0 x>0

FExemple

V3sinz — cos x
m

™ _ T
T—g X 6

V3sinz — cosx

lim =1

2sin (:v — %)

V3sinz — cosz = 2 [\ggsinx— ;cosx] =2 [Sinxcos <%) — cos x sin (%)] = 2sin <:c— %)

= lim
x—%% $'—'% m—%% T — %
. ™ ™
Posonsu=x——; lim (z — =) =0, donc quand x — —, u — 0.
wﬁ% 6 6
. - . .
. osin(x — % . sinu . V/3sinz — cosz
lim ( WG) = lim =1 donc lim —~ =2x1=2
14+% r— 5 u—0 U ﬂ%% rT— 5
Exercices résolus — Dérivation
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Calculer les dérivées des fonctions définies par

1 r)=12—-3r—1 __ *
) f(z) 1 12) f(x) = Ao n f N* montrer que
2) f(z) =~ ) = [ " 1
. ra=n(i) g
3) fle) = ;/5 13) f(x) = cos(x? + 1)
4) flz) = 5 _T_i 14) f(z) = (1351‘ —2)4y/(1 4 z)3, montrer que
5) f(2) = tan(a) flor) =5t
6) f(x) = cot(x) 15) f(x) = 2z — sin(2z)
3cosx x?
D @)= 16) flo) =75
8) f(x) = sin(x? + 1) 17) f(m)zx—2+$
) f(x) = (1 -2y r
10) 7x) = (1 - a7 I =5 )
/ o3 —dx
11) f(z) = i—z, montrer que f'(z) = 19) f(z) = ﬁ et g(z) = 23— 322+
1 x
(1—2)V1—22 4x + 2, montrer que f'(x) = (QSQE 3)3
23
Corrigé — 18) f(x) = )]
(z) = (%) 31 —a?) — 2% [3(1—2?)]"  32%(3 - 32?) — 23(—62)
o 30— a2) T -y
927 — 92" + 62 922 — 32! 3(32% —a?)
9(1—=a2)2  9(1-22)?2  9(1—a?)?
, 322 — zt
fix) = 31— 22)2
3 — 4z
Corrigé — 19) f(x) = ﬁ, g(x) = a3 — 322 + 4z + 2
F(a) = (23 — 4z + 1) (z — 1)? —_(:c34— 4 +1) [(z — 1)?]
(z—1)
(B2 —4)(z - 1) —2(a® —dz+ 1)(z — 1)
- (- 1)
C(@-0)[B? -4 —1) -2z —dr+1)] (322 —4)(z— 1) —2(2% — 4z + 1)
- (= 1) - (-1
_ 32% — 3% — 4w +4— 223 + 82 — 2 _ 23— 322 4+ 4a + 2
- (z—1)% B (z —1)°
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Exercice de synthése

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = = + ST

. 522 — sin(3z)
o lim —————
z—+oo a2 410

1

e lim 2% sin (—)
z—0 x

e lim 22 cos (l)
z—0 x
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BARYCENTRE

Présentation

Le barycentre de barys (du grec Bapis, qui signifie « poids ») est initialement le centre des poids.

Le premier & avoir étudié le barycentre en tant que centre des poids (ce qu'on appelle de nos jours
centre de gravité) est le physicien et ingénieur grec Archiméde.
Iorigine, une notion de physique. En mathématiques, le barycentre est un point construit & partir

d’un ensemble de points.

e En statistique, le barycentre correspond a la notion de moyenne ou d’espérance.

e En physique, le barycentre correspond a la notion de centre d’inertie ou de centre de gravité.

Définition — point pondéré

Le barycentre est donc, a

Un point A; affecté d’un réel «; est appelé point pondéré le couple (A4;, ;).
Les points considérés appartiennent au plan ou a l’espace.

Barycentre de deux points pondérés

Soient (A4, a) et
que

(B, ) deux points pondérés tels que a+ 5 # 0. 1l existe un unique point G tel

aﬁ—kﬁ@:ﬁ.

Le point G est appelé barycentre des points pondérés (4, «) et (B, ).

G = bar

Construction du barycentre de deux points pondérés

alors a+ 8 # 0 et aﬂ—l—ﬁ@zﬁ.

SiG:barA B
al| B
aﬂ—i—ﬁ

(GA+AB) =0 = (a+B)GA+ AB =0 = (a+ B)GA = —BAD

P y;

a—+p

Si 8 € R*, alors G est I'image de B par I’homothétie de centre A et de rapport ——.
a+p a+p
e On pose k = L
a+ 3
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e 5i k <0, les vecteurs /Té et E sont opposés.

e S5ik>0, A‘d et E ont le méme sens.

Propriétés
Propriété — homogénéité
. A|B .
Si G = bar o B alors, pour tout k € R*, G est aussi le barycentre de
A| B
ka | kS
Al B —
Si G = bar - 4 et £ 0 alors o+ a # 0 et aGA+aC§:6>, donc

gcﬁug@:ﬁ . 1.GA+1-GB=10 — G =bar

G est alors le milieu du segment [AB] ; on I'appelle aussi isobarycentre des points A et B.

La droite (AB) est 'ensemble des barycentres des points A et B.

Propriété

A|B
Si G = bar o | B alors, pour tout point M du plan (ou de 'espace),

a]\ﬂ—i—ﬁ]\ﬁ:(oﬁ-ﬂ)m

.

Exemple 1

Construire GG = bar A5 A
1|2
142 =320 donc G = bar /11 ? existe.

GA+2GB =10 — GA+2GA+24B =10 — 3GA = 24D

AC=3AB  {h,3(B) =G}
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Exemple 2

Construire le barycentre de (A, 3) et (B, —2).
3—2=1%0donc G = bar i;l _B2 existe.
3GA-20B=T7 = 3GA—-2GA+4B)=0 = (3—2)GA=24B
Cjzl = 2@ — ﬁ = —21@
>

43



Coordonnées du barycentre

Dans un repére de 'espace (0,7,7,?), on considére A(za,ya,z4) et B(xp,yp,z5) et G =
ba A| B
r— 5
a@—i—ﬂ@zﬁ = a@—i—aﬂ%—ﬂ@—i—ﬁ@zﬁ
(oz—l—ﬂ)@:—aO—zZl—BO? = —(a+6)0?:—a0—1>4—50?
1 1
0C=—O0A+ OB
a+p a—+p
Dot zg = ! (axg + Bxp), soit :
G — +B A B), -
T a T4+
G — +,8 A +,8 B
YGc +5yA +ByB
zZg = a zZA + z
G — +,6 A Oé—i-,B B

Barycentre de trois points pondérés

Définition

Soient (A, ), (B, ) et (C,~) trois points pondeérés tels que oo+ 5 + v # 0.
3G/ aGA+BGB+~GC =T

G est appelé le barycentre des trois points pondéres (A, ), (B, 5) et (C,~).

A|lB|C
p

(%

G = bar

eta+pf+7#0 <— VM, aMA—i—BMBnL'yMC':(oz—F/B-l-v)]\T();

Construction du barycentre de trois points

A|B|C
G = bar et a4+ B+ 0
o5 B+ #

— OzG—zZl—f-ﬁG?-f-’YG?:B)
a@—i—ﬂ@%—ﬂﬁ—i—’y@%—’y@:ﬁ
(a+ B +~)GA = —BAB — ~AC
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Pour la construction du barycentre de trois points pondérés, privilégier la construction bout a
bout.

Propriété — homogénéité

. A|B|C . A|B|C
Si G = bar AR alors, pour tout k # 0, G est aussi le barycentre de A
Isobarycentre
: A|lB|C L 1ss .
Si G = bar ~Tala et a # 0, alors G est appelé ’isobarycentre des points A, B et C.

L’isobarycentre de trois points non alignés est le centre de gravité du triangle ABC.

Construire G le barycentre des points pondeérés (4, 1), (B,2) et (C,—1).
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Propriétés (compléments)

Pour tout point M : aMA + SMB +~yMC = (a—i—ﬂ—k’y)]\Té.

A|B|C

al| By
Il faut alors utiliser la relation de Chasles pour éliminer le point M ; la somme est alors indépen-

dante du point M et est égale au vecteur constant

6@4—7@.

Sia+ B+ v=0alors G = bar

n’existe pas.

Barycentre de n points pondérés

n

Etant donné n points pondérés (A;, ;) tels que Zai =% 0, on appelle barycentre des points
i=1

pondérés (A;, a;)i<i<n le point G tel que

iaiG—Az = 6>
i=1

.

Ay | A | .. | Ay
Q] | g | ... | Op

G = bar

ou G= bar{(Al, a1), (A2, a2), ..., (An, an)}

Réduction d’une somme vectorielle

n
Si Z a; # 0 alors
i=1

En:aim = iazm
i=1 i=1

car iaim = iai(m+@) = iaim—l—iaia’—/ﬁ et iai@ = 6)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

\

n n
—
Si Z a; = 0 alors le vecteur Z a; M A; est indépendant de M.
i=1 i=1
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Un systéme dont la somme des coefficients est nulle n’a pas de barycentre. Le barycentre,
lorsqu’il existe, est unique.

Isobarycentre

On appelle isobarycentre des points Ay, As, ..., A, le barycentre de ces points affectés d’'un méme
coefficient non nul.

Exemple — centre de gravité

—
Le centre de gravité d’un triangle ABC vérifie GA + @ + @ = 6>

Exercice

On donne /@ -+ %fﬁ = @

1) Déterminer «, 3, tels que aCTZl + ﬁ@ + VG.C>' = ﬁ

2) Interpréter le résultat.

Exercice — réduire les sommes

Soit ABC' un triangle. Réduire les sommes suivantes :

U =2MA+ MB+3MC ¥ =2MA —4MB +2MC

Corrigé

Calcul de @ : 2+1+3 =6 # 0, on introduit le point G = bar
—
9GA+GEB +3GC =T

@ =2MC +2GA + MG+ GB + 3MC + 3GC = (2 + 1+ 3)MC + 2GA + GB + 3GC
_>

, c’est-a-dire

T =6MC

Calcul de ¥ : 2—4+2 = 0, donc le systéme {(4, 2); (B, —4); (C,2)} n’admet pas de barycentre.

T = 9MA—AMB+2MC = 2MA — AMA— 4AB +2MA + 240 = (2— 4+ 2)MA — 44B + 2AC

T = —4AB +24C

Caractérisation de la droite (AB)

Soit G € (AB) ; il existe donc un réel k tel que AG = k AB.
AC = k(AC + GB) = kACG + kGB
H

(1-KAC-kGB=T — —(1-KGA-kGB=T7 — (1-kGA+kGB=10



Or (1—k)+k=1%#0, donc

G = bar
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La fonction vectorielle de Leibniz

La fonction de Leibniz associée au systéme de points pondérés (A4;, a;)i<i<n est définie par

T (M) = a1 MA, + 0sMAy + -+ ay, MA,,

Si la masse Z «a; est nulle, la fonction de Leibniz est constante (indépendante de M).

| (

Exemple 1

Déterminer la fonction de Leibniz associée au systéme de points pondérés (A,2), (B,1) et

(C,—2).

B(M)=2MA+ MB - 2MC

Exemple 2

La fonction vectorielle & associ¢e au systeme de points pondérés (4,2), (B,1), (C,—3) est
B(M)=2MA+ MB — 3MC. Montrer que @ est constante.

Corrigé

24+ 1—3 =0, le systéme n’admet pas de barycentre.

B(M) = 2MA+ MB—3MC = 2MA+ MA+AB—3MA—34C = (241 3)MA+ AB - 3AC

B (M) = AB — 34C

Barycentre et plan

Propriété

G € (ABQ) si et seulement si il existe deux réels a et 3 tels que

AG = aAB + BAC.

ﬁ:a(ﬁ—k@)—i—ﬂ(ﬁ—l—@):aﬁ+a@+ﬁﬁ+5@
(l—a—ﬁ)ﬁ:a@+6@ — (1—04—6)?4—1—04@4—5@:?
Or(l—-a—-pB)+a+=1=+#0, donc

G = bar

l—-a—p0| «

Propriété

Le plan (ABC) est I'ensemble des barycentres des points A, B et C.
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Lignes de niveau

Soit f l’application du plan qui & tout point M associe le réel f(M) ; la ligne de niveau k de
Papplication f est ensemble des points M tels que f(M) = k.

\

Exercice 1 — fonction de Leibniz

o(M)=k*MA—-kMB -2MC, keR

Déterminer les valeurs de k pour lesquelles ¢ est constante.

Corrigé

¢ est constante si et seulement si k2 — k — 2 = 0.

B2 4+k—2k—-2=0 = k(k+1)-2k+1)=0 = (k+1)(k—2)=0

k=—-1louk=2 = ’(pest constante ssi k € {—1; 2}‘

Activité — ensemble des points M tels que MA=kMB

A et B sont des points fixes et k € RY..
1) Sik=1,ona MA= MB : I'ensemble des points M est la médiatrice du segment [AB].
2)Sik#1:

MA=kMB < MA?=kMB? — MA2 I2MB?2=0 > (MA+kMB)-(MA—kMB) =0

Soit Gy le barycentre de {(4,1); (B, k)} et Ga le barycentre de {(4,1);(B,—k)}. On a

(1+k})MG1-(1—k)MG2=6> == (l—kQ)MG1~MG2=0 =4 MG1~MG2=0

—  —
— MG L MGy

L’ensemble cherché est le cercle de diamétre [G1G2].
Ligne de niveau de ¢ : M — > a; M A?

Soit G le barycentre de (A;, a;)1<i<n avec Zai £ 0.

i=1
ZaiMAiQ = Zai(m—k @)2 = ZO{Z‘ (]WG’2 + ZMG . GA; + GA,2>
i=1 i=1

i=1

n

- ZQZJ\T&? + iaiG—AZQ +2MG - iaiG—/li
=1 =1 =1

—_——
-0

znj a;MA? = <§n: az-) MG? + zn: ;GA?
=1 =1 =1




On pose k = Z ;M A?. Alors

=1

k— i OézGA?
=1

>

i=1

MG?=p avec p=

Si p <0, (E)) est 'ensemble vide.

Si p =0, ensemble Ej est tel que B, = {G}.

Si p > 0, Pensemble Ej cherché est le cercle de centre G et de rayon /p dans le plan (dans
I'espace, ’ensemble Ej, est la sphére de centre G et de rayon /p).

n
e Si Z a; = 0, la ligne de niveau k (k € R) de 'application M +— Z ;M A? est soit 'ensemble
i=1
vide, soit I’ensemble tout entier, soit une droite dans le plan (ou un plan dans I’espace).
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Exercices 2 a 4

Ex2) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que ||3MA — 2M B + MC|| = 6.

Ex3) ABCD un rectangle. Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que

|IMA+ MB+ MC+ MD| =||MA—- MB — MC + MD)|

Ex4) Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que 3M A% + 6MB% =k, k € R.

Corrigé Exercice 2

Al B |C
3|1 -2|1

3—2+1=2,2%#0donc G =bar existe,ave03a—2@+@:6>.

13MA — 2MB + MC| = ||(3 — 2+ 1)MC + 3GA — 2GB + GC|| = |2MC + 0| = 6

2| MC|| =6 — ||MC| =3

L’ensemble des points M est le cercle de centre G et de rayon R = 3.

Corrigé Exercice 3
14MC + GA+ GB + GC + GD| = |GA - GB — GC + GD)

1—|—1—|—1—|—1:47ré0:G:bari1 113 (f ? existe,avec@jL@—l—G?—l—@:ﬁ).

1—-1-141=0: lesystéme {(A,1);(B,—1);(C,—1); (D, 1)} n’admet pas de barycentre.
14MG| = |GA — GB — GC + GD| = |BA + CD)|
Comme ABCD est un rectangle, 1@ = ﬁ donc B—Zl = @, d’ou
—
AIMC) = |2BA| = |IMC| =

—
31 BA|

L’ensemble des points M est le cercle de centre G et de rayon R = %BA.

Corrigé Exercice 4

3MA? +6MB? =k, avec3+6=9#0: G = bar ? 163 existe.

3(MC + GA)? + 6(MC + GB)? = k

3MG? + 6MC - GA + 3GA2 + 6MG? + 12MC - GB + 6GB2 = k
OMG? + 3GA? + 6GB? + 2MC - (3GA + 6GB) = k = 9IMG? + 3GA? + 6GB2 = k

_ k—3GA? - 6GB?
- 9

MG*>=p, p
e Si p<0: Ej est 'ensemble vide.
[ Sip:(): Ek:{G}

e Si p >0 : I'ensemble cherché est le cercle de centre G et de rayon R = ,/p.

-
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. e
Equation du type M A - Mﬁ =k

On introduit le point I milieu de [AB] /T} ﬁ = %fﬁ
MA MB =k = (Ml +TA). (Ml +1B) =k = (M — LAB). (M] + 1AB) =
MI?—1AB? = — IM?=k+ 1AB?
On pose p =k + %ABQ, alors IM? = p :
e Si p <0, 'ensemble £, = 9
e Si p >0, ensemble Ej, est le cercle de centre I et de rayon ,/p.

VA
e Sik=0,ona MA-MB =0 : ’ensemble cherché est le cercle de centre I et de diamétre
[AB].

Exercice 5 — réduire la somme

1) ¥ =3MA+5MB —4MC + 6MD

9) ¥ =3MA—5MB —4MC +6MD

Corrigé

A|lB|C |D
315 |—-4|6

@ =(3+5—4+6)MC+3GA +5GB — 4GC + 6GD = 10MC + 0
7 = 10MC

2)3-5—-446=0: lesysteme {(A,3); (B, —5); (C,—4); (D, 6)} n'admet pas de barycentre.
En éliminant M par la relation de Chasles & partir du point B :

1) 345446 =10£0: G = bar existe, avec 3GA-+5GE —4GO+6GD —

¥ = 3MA — 5MB — AMC + 6MD = 3BA — ABC + 6BD

Or —4BC + 6BD = 4CD + 2BD, d’ott
T = 3BA +4CD + 2BD

Exercice 6

Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que :

1) |2MA+3MB — MC| =16
2) [|6MA — 8SMB| = |MA + MB|

3) 3MA%2 + 5MB? +2MC? =k




A|B| C
213 |-1

1) 2+3—1=4% 0 donc G = bar existe,ave02ﬁ4+3@—@:6>.

OMA + 3MB — MC = AMC — ||4MC| = 16 — ||MC| = 4

L’ensemble des points M est le cercle de centre G et de rayon R = 4.

A| B
6 | —8

2) 6 —8 = —2 # 0 donc G = bar] existe, avec 6521 — 8@ = 6>, et

6MA—8MB=—2MG

A|B
111

— —
| - 2MG| = |2MG;| = || MG = | MG |

M appartient a la médiatrice de [GGq].

Al B|C
315 |2

3(MG + GA)? + 5(MG + GB)? + 2(MG + GC)? = k

10MG? + 3GA? + 5GB? + 2GC? + 2MC - (3GA + 5GB + 2GC) = k

=0

141=2%0donc Gy = bar existe : G est le milieu de [AB], et M/i+M]E§ =2MG;.

3) 34542 =10 0 donc G = bay existe, avec 3GA + 5GB +2GC = 0.

k — (3GA? + 5GB? + 2GC?)

MG? = =
ps P Ti

e Sip<0: By =0.
e Sip=0: E, ={G}.

e Sip>0: Ej est le cercle de centre G et de rayon R = ,/p.
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Exercice bilan : produit scalaire et fonction de Leibniz

Enoncé

Soit ABC' un triangle tel que AB = AC =5 et BC = 6.
1) Calculer AB - AC.

2) Soit G le barycentre de (A4,2), (B,3) et (C,3).

a) Calculer AG.

b) Soit f(M) une fonction scalaire de Leibniz définie par f(M) = 2MB - MC + MA -
(er ]\ﬁ) Montrer que f(M) =4MG? + f(G).

c) Calculer f(A) et f(G).

d) Déterminer 'ensemble des points M tels que f(M) = f(A).

J
Corrigé

1) D’apreés le théoréme d’Al-Kashi dans le triangle ABC':

AB? + AC? — BC?

302:AC2—|—AB2—2AB'AC'COS("@’@) — COS(ﬁ,E): 24B - AC

25+25—-36 14 7
COS(@,@):WZ%:%

B-m:ABXACXCOS(E,@):5X5X2—75
AB-AC =1

2a) 2+ 3 +3 =8 £ 0, donc G existe et 2GA + 3GB +3GC = 0.

9GA +3(GA+AB) + 3(GA+ AC) = 0 = 8GA = 348 — 34C
ﬁ:%(ﬁhﬁ)
2_ 9 2 9 2 2 ‘ _ 9 _ 9 B
AG _64(E3>+E) == (4B + ac +2AB ﬁ)_64(25+25+14)_64x64_9

2b) Enposantm:m—l—a,m:m—kﬁ,mzm—l—@:

f(M) = 2(MC + GB) - (MG + GC) + (MG + GA) - (MG + GC) + (MG + GB))
= 2MG? + 2MG - GC + 2MG - GB + 2GB - GC
+2MG? + MC-GB+ MG-GC +GA-GB + GA-GC
— 4MG? + MC - (3GC + 3GB + 2GA) + 2GB - GO + GA - (GB + GO)
— 4MG? + MC -0 +2GB-GC + GA - (GB +GC)

En prenant M = G dans cette derniére expression on retrouve f(G) = 2@ : Cﬁ + cﬁl : (Cﬁ +
C@), donc

F(M) = 4MG? + £(G)




2¢) f(A) = 24B - AC + AA- (AC+ AB) = 24B . AC+ 0 =2x 7
f(A) =14
En prenant M = A dans f(M) = 4MG? + f(G) : f(A) = 4AG? + f(G) = f(G) = f(A) —
4AG? =14 —-4x9
f(G) =-22
2d) f(M) = f(A) < AMG? + f(G) = f(A) &= 4MG? = f(A) — f(G) = 14 — (—22) = 36
MG?=9 — MG=3

L’ensemble des points M est le cercle de centre G et de rayon R = 3.
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GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS L’ESPACE

Caractérisation vectorielle d’une droite

Une droite est définie par un point et un vecteur directeur non nul.

(d)

Propriété

——
M appartient a la droite (d) passant par A si et seulement s’il existe un réel k tel que AM = k.

Caractérisation dans 1’espace

Soit A(x4,yA,24), U (a,b,c) et M(z,y,z) tel que AM = kT -

T—x4 a r—x4=ka r=ka+xa
y—ya | =k|b <~ y—ya=kb <~ y=kb+ya
Z—zA ¢ z—z4 = ke z=kcH+ z4

Ce dernier systéme est appelé équation paramétrique de la droite (d) dans l'espace.

Dans (0, 7,7, k), on donne A(3,4,5) et B(1,—2,3).

1) Déterminer un vecteur directeur de (AB).

2) Déterminer 1’équation paramétrique de (AB).

Corrigé

1) Le vecteur AB est un vecteur directeur de (AB) :

1-3 )
Ap|-—2-4]=|-6
3_5 )

2) Soit M(z,y,z) tel que M € (AB), donc il existe k € R tel que m = kﬁ :

z—3 -2 r=3-2k
y—4)|=k| -6 — y=4—-6k , keR
z—5 —2 2="5—2k

Equation paramétrique de la droite (AB).

.




Le produit scalaire

Le produit scalaire est le produit de deux vecteurs entre eux :

ﬁ-ﬁ:ABxACxcos(ﬁ,ﬁ)

x x
ﬁ
Dans la base (7, 7, k), avec @ |y | et ¥ |9/ |, ona
z 2!
7 i
7V =\y| |y]|=x24yy + 22 et 1T = V&2 + 32 + 22
/
z z

.

AB(~2,-6,-2)

IAB|| = V(=2P + (67 + (-2 = VA = vAX 11 = 2V11

Deux vecteurs @ et ¥ sont dits orthogonaux si et seulement si w-U=0.

\
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Equation d’un plan dans ’espace

7
M
—_> a
AM 1 7 : on dit que 7 est un vecteur normal au plan (P). Avec 7o, M(x,y, z),
c
e

A(za,ya,24), ona AM -7 = 0 -

T —TA a

y—ya |- |0| =0 = al@—z4)+b(y—ya) +c(z—24) =0

Z— 24 c

ar + by +cz+ (—axy —bys —cz4) =0 = axr+by+cz+d=0
‘(73): am+by+cz+d:0‘

Exemple

Déterminer 1’équation d'un plan (P) de vecteur normal 77 (2, —3, —1) passant par A(v/2, —2,5).

Corrigé

Soit M (z,y, z) tel que M € (P) et A € (P), donc AM L 7, ainsi AM -7 =0:

x—2 2
y+2 |- -3]1=0
z—5 —1

2 —v2)—3(y+2)—1(2-5)=0 = 2z —2v2-3y—6—2+5=0

(P): 20 —3y—2—-2vV2-1=0

Le produit vectoriel

Déterminant
@b L2y —o@)=4—6=—2
e d = ¢ 3 4| o o
a b c y = . y
r Yy =z|=aj, /_bx/ el /
2 y/ o Yy Yy



1 9 2
Calculer le déterminant D=4 6 0 |.
-3 1 -3
6 0 4 0 4 6
p=if} Gf-olfs G2l Y
D=1(-18-0)—-9(-12—-0)+2(4+ 18) = —18 + 108 + 44
D =134
Exercice 7 — calculer les déterminants suivants
1 4 -7 2 -1 -2 3 2 -1
1)D=2 -1 4 2)A=16 -1 1 o=|4 3 3
0 -9 18 4 5 3 -2 7 1

Corrigé

-1 4 2 4 2 —1
D_1‘9 18’—4’0 18‘—7‘0 9‘—1(—18+36)—4(36—0)—7(—18—0)
D=18—-144+126 = |[D =0]
-1 1, |6 1] |6 -1
A_2‘5 3‘+1‘4 3’—2’4 5‘_2(—3—5)+1(18—4)—2(30+4)
A =2(—8)+14—2(34) = —16 + 14 — 68 => [A = —70]
5:3‘§ ?1"—2‘4 3'—1'4 3‘:3(3—21)—2(4+6)—1(28+6)

-2 1 -2 7

d=3(—18) —2(10) —34=—-54—-20—34 = |§ = —108

Le produit vectoriel

x x
%
Dans une base orthonormée directe (7, 7,k ), le produit vectoriel de U ly| et @[y | est
z 2
_>
T Tk y oz r z| =l oy
UANT =z y z|=71 AV S
P Yy oz oy
Yy oz

%
UNY =7 (g2 —y'2) — T (a2 —a'2)+ k (zy — 2'y)
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-

Corrigé

soit encore

-

Exercice 8

Dans la base orthonormée directe (777,?) D W(2,1,-1), ¥(-3,4,1), A(1,0,0), B(1,1,1) et
C(2,-1,3).

1) Calculer @ A 7.
2) Calculer ABAAC.
3) Calculer H@H et ||1@/\ﬁ||

1)
- = 7
v )k o
UAT =2 1 -1=701+4)-72-3)+ k(8+3)
-3 4 1
TAY =57+ 7 +11%
0 1
2) A6 (1], AC [ -1
1 3
7 7k
ABAAC=|0 1 1 :7(3+1)—?(0—1)+?(0—1)
1 -1 3
ABANAC =47+ 7 - K
3)

4Bl = Vo2 + 12+ 12 = v2
IABAAC| = V2 + 121 (12 =v/18=1/0x2=3V2




Aires et volume

e L’aire du parallélogramme est égale & la norme du produit vectoriel formé par 2 vecteurs
: pour ABCD, A= ||E /\zﬁ”

e L’aire du triangle ABC : A= %H@ A z@”

1
e Le volume du tétraedre ABCD : V = G ’(ﬁ A ﬁ) zﬁ‘ (u.v. : unité de volume).
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La spheére

Y
<

M ~N

On appelle sphere (S) de centre Q(a, b, c) et de rayon R l'ensemble des points M (z,y,z) de
I'espace situés a la distance R du centre € :

T—a
QM? = R? avec W y—2b
z—c

(x—a)®+ (y—b)2 + (2 —c)? = R? (équation de la sphére)

En développant, on obtient : 22 +y? + 22 +ax + by + cz+d = 0.

Déterminer le centre et le rayon de la sphére (S) : 22 +y% + 22 — 62 — 2y + 42 + 10 = 0.

Corrigé

a2 —6x+1y? —2y+22+42+10=0
(=32 -9+ (@y—-12—-1+(2+22-4+10=0
=3+ @y—1)°+(2+2?=4=2

La sphére a pour centre (3,1, —2) et rayon R = 2.




Exercices d’application

Ex9
Dans la base orthonormée directe (7),7,?) : A(3,-2,2), B(6,1,5), C(6,—2,—1).
1) A P'aide du produit scalaire, démontrer que ABC est rectangle en A.

2) Déterminer une équation du plan de vecteur normal B passant par A.

Corrigé Ex9

6—3 3 63 3
aB1+2) = (3], ac|-2+2]=10
5—2 3 1-2 3

AB - AC=3x3+3x0+3x(-3)=9+0-9=0

Donc zﬁ 1L 1@ : le triangle ABC' est rectangle en A.
3

2) Le plan (P) a pour vecteur normal 7 = A6 | o | et passe par A(3,—-2,2) :
-3

3(x—3)+0(y+2)—3(2—2)=0 = 3xr—9-3246=0 = 32—-32—-3=0

(P): 2—2—-1=0

| '

Ex10
Déterminer une équation paramétrique de (AC) avec A(1,2,1) et C(—1,0,2).

Ex11

w(2,-2,1) et ¥ (1,5,1).
1) Déterminer U A U
2) Déterminer o A .

3) Commentaire.

Corrigé Ex11

1)
> 7 7
v —
UANT=]2 —2 1|=7(-2-5)—7(2-1)+ k(10+2)
1 5 1
UNTY = (~7,-1,12)
2)
> 7 X
v —
TAU=]1 5 1|=706+2)—-70-2)+ k(-2-10)
2 -2 1
TAY =(7,1,-12)
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3) Commentaire : on constate que TAU =—-UANT. Le produit vectoriel est anti-
symétrique (anticommutatif) : pour tous vecteurs W, v, U AU = —(7 A 7)

Ex12
Déterminer 1’équation de la sphere de diametre [AB] avec A(1,—1,2) et B(0,2, —2).

Corrigé Ex12

Le centre de la spheére est le milieu Q de [AB] :

1 — —
Q0 —1—07 1—1—2,2 2 _Q 1’1’0
2 2 2 2°2

—1
AB
Le rayon est R = —5 - avec 2B | 3 | donc 4B = V(=12 + 32+ (—4)2 = V26, dot R =
—4
V26
2

Equivalent, on peut utiliser MA-MB=0 (cercle/sphere de diametre [AB]) :
(z—1D(xz-0+@w+)(y—2)+(z—2)(2+2)=0

2 —z4+yt—y—2422-4=0

(S): 2+ + 22—z —y—-6=0

V26

——, ce qui confirme

2

13 13
On vérifie : (:10—%)2—1-(y—%)2—1-22:6-1-%4_}1:77 SOitR:U?:

le résultat précédent.

Ex13
Déterminer l'intersection des plans (Py), (P2) et (Ps3) :

(P1): x+3y—22=10 (P2) : 2x —4y+ 5z = -8 (P3): 3x—y+2z=14

Corrigé Ex13

r+3y—2z=10 (1)
20 —4y+52=-8 (2)
3r—y+2z=4 (3)
Eliminons z entre (1) et (2) : 2 x (1) — (2) donne
(2z+6y —4z) — (2z — 4y +52) =20 — (—8) = 10y — 9z =28 (4)
Eliminons x entre (1) et (3) : 3 x (1) — (3) donne
Bx+9y—62) —(3z—y+22) =30—4 = 10y — 8z =26 (5)

(4) - () :
=Sl = F=
Dans (5) : 10y —8(—2) =26 = 10y +16 =26 = 10y =10 = y = 1.
Dans (1) : z+3(1) —2(-2)=10=2+3+4=10=z = 3.
Le point d’intersection est | A(3,1, —2) |

65



Exercice bilan (QCM)

Partie A — restitution organisée de connaissances

On désigne par a,b, c,d quatre réels tels que le vecteur W =a7 + 67 + c? soit différent du
vecteur nul. On appelle (P) le plan d’équation ax + by + cz + d = 0.

Démontrer que le vecteur 7 est un vecteur normal du plan (P), c’est-a-dire que le vecteur w
est orthogonal a tout vecteur AE oit A et B sont deux points quelconques du plan (P).

Partie B — QCM

On désigne par (P) le plan d’équation cartésienne 2z —y+ 5z = 1 et par A et B les deux points
du plan (P) de coordonnées respectives (1,2,0) et (0,3,1).
1. Soit C, D, E les points de coordonnées respectives (1,1, —1), (1,4,1), (1,5,1).

a. Les points A, B, C définissent le plan (P).
b. Les points A, B, D définissent le plan (P).
c. Les points A, B, E définissent le plan (P).

2. La droite (D) est définie par la représentation paramétrique

r=1-—1
y=t1 teR
z=2+t

a. La droite (D) est perpendiculaire au plan (P).

b. La droite (D) est strictement parallele au plan (P).

c. La droite (D) est incluse dans le plan (P).
3. Soit S la sphére de centre 2, de coordonnées (2,5,1), et de rayon % L’ensemble des points
communs a la sphére S et au plan (P) est :

a. vide.

b. constitué d’un seul point.

c. un cercle.




Théme 4

Etude des fonctions — Primitives

Contents

1 Dérivées 1
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2.1 Primitives usuelles . . . . . . . L 11

2.2 Primitives de fonctions composées . . . . . . . ... e 12

1. Dérivées

1.1 Nombre dérivé et fonction dérivée

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I. On dit que f est dérivable en a si la
limite suivante existe et est finie :

Fla) =t PO I@ @t h) = fla)

r—a Tr—a h—0 h

f'(a) est appelé le nombre dérivé de f en a.
Si f est dérivable en tout point de I, la fonction x — f’(x) s’appelle la fonction dérivée de
f.

f'(a) est le coefficient directeur de la tangente & la courbe (Cy) au point d’abscisse a.

Equation de la tangente a la courbe de f en z =a :

T.: y=f(a)(@—a) + f(a).
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Ezemple. Soit f:R — R, 2+ f(z) = 223 + x. Déterminons f(2).

7'(2) = lim f(x; = ;‘(2)
flx)— f(2) =22+ 2 — (2(2)° +2) =22° + 2 — 18
203 +x — 18 = (x — 2)(22° + 4z + 9)
flx) = f(2)
T —2
f1(2) = ii_>m2(2x2 +4z4+9) =2(2)* +4(2) +9=25

=222+ 42+ 9

f'(2)=25
. . . 42
Ezemple. Equation de la tangente en x = 2 de la fonction f: R = R, x — f(x) = P
x
4(2)? 16
f(2) = 2 - =
(2)2+1 5
) — £(2) 4z 16 2022 —16(22+1) 422 —16  4(z —2)(x +2)
xT) — = — — — = ey g
z2+1 5 5(x2 +1) 5(x2 +1) 5(x2 +1)
fl@)—f2) 4  x+2
r—2 5 2241
4 2 4 4 16
7(2) = lim rTrel .2
=2 |5 a2 +1 5 5 25
16 16 16 32 80
Th:y=—(r—-2)+ —=—x— —+ —
20y =@ T =g s T o
16 48
Ty: y=— —
2P YTt s
Rappels — limites usuelles
i 1— 1-— 1
lim 2T _ lim tanz 1 lim cosT _ lim 020530 _ 1
z—0 T z—0 X z—0 T z—0 xT 2

Exercice 1

Equation de la tangente en x = 0 de la fonction f définie par f(z) = 3sin (233 + g)

Exercice 2 )
Equation de la tangente en z = 0, puis en = 7, de la fonction f définie par f(z) = 5 cos(2x—m).

Exercice 3

Equation de la tangente en z = —1 de la fonction f(z) = 23

en utilisant le nombre dérivé.

Exercice 4 )
Soit la fonction f définie sur R\ {0} par f(z) =2+ —.
x

1) Déterminer le nombre dérivé de f en x = —1.

Exercice 5

Soit la fonction définie par f(z) = 3%~
1) Déterminer f'(2).

2) Déterminer ’équation de la tangente en x = 2.
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1.2 Dérivée des fonctions usuelles

Fonction Dérivée | Domaine
k (constante) 0 keR
" nl.n—l = N*
1 1
- - r € R*
T T
x? 2z rzeR
a3 32 rzeR
1
— e Rx
sinx CcoS T rz€eR
cos T —sinx reR
Ezxzemple.
-5\’
(x4)’ = 43 (3x7)’ =215 <3> = (—51;*3)/ — 15274 =
T

f(z) =2cosx = f'(x)=—2sinx f(x)=—-3sinx = f'(z)=—-3cosz

1.3 Opérations sur les dérivées

u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, k un réel non nul, n € Z*.
(u+v) =u 4+ (ku) =k (w) = v'v 4w’ (u™) =nu/ unt
(Vu)' = 2?/’17 u>0 (i)lz —Z;, u#0 (%)/: wvv—;w” v#0 (uow) =v xu(v)
(sin(u))/ = o/ cos(u) (cos(u))/ = —usin(u)
FExemple.
f(z) = sin(3x) f'(z) = (3x)' cos(3z) = 3cos(3x)

g(z) = cos(2x + 1) g () =—(2z+ 1) sin(2z + 1) = —2sin(2z + 1)

flo) =2~ 32 + 3¢ f'(x) = 32" —6x+3

1\ (@2-1 B 2
<x2—1> T (22 -1)2 T (22 -1)2
f(z) = 2’sinz f'(z) = 2zsinz + x% cos
2?41 by 2z —1)—1x(a?41) 2?-2z-1
fe) =273 ) = (x—1)? EENCESE
x? —1) x
fl@)=+vVa? -1, z €] —o00,—1]U[1,4o0| fl(x) = 2(\/:132 i)l = Nt

Exercice 6 (calcul de dérivées)
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
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1) flz)=a*—322+72 -2 6) f( ):Sinx
cos T
2) g(z) = =623 +2x —8
3) h(z) =5sinz — 3cosx 7) f(x):a:2—%
0 1) = (2 + D2 +1) 2
5) h(z) = zsinx 8) f(z)= x3:c_ 1
Exercice 7 (calcul de dérivées)
Calculer les dérivées des fonctions ci-dessous :
1) f(x)= %cos(Qaz — ) 5) flx) = sizm
2) f(x) = 3sin (2 - 7) 6 f(z) = sin®e + cos”a
i 7) f(z) = cos(2z) sinx + sin(2x) cos x
3) f(z) = x"sin(2x) 8) [(2) = 3 (2% — o)
4) f(z) = Cosf’x) 9) f(z) = (22 — 3)(1 — a?)

1.4 Dérivabilité

Si une fonction f est dérivable en a, alors f est continue en a.
Attention : la réciproque est fausse.

Ezemple. La fonction f(z) = |z| est continue mais non dérivable en 0.

z) — f(a
Si h_r)n M = +00, alors f n’est pas dérivable en a, mais f admet en a une demi-tangente
T—=a T —a
verticale.

1.5 Sens de variation

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
e Si f/(x) > 0 sur I alors f est croissante sur I.

e Si f'(x) <O sur I alors f est décroissante sur I.

e Si f/(z) =0 sur I alors f est constante sur .

Ezemple. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 3z — 2.
f est une fonction polynome, donc f est dérivable sur R et f/(z) = 3 — 322 = 3(1 — 22).
flz) =0 <= 1-22=0 = (1+2)(1—-2)=0 < z=—-1louz=1.

Tableau de signe de 1 — 22 :

T —00 —1 1 +00
1 — 22 - 0 + 0 -

On en déduit que f est décroissante sur | — oo, —1] et sur [1,4o00[, et que f est croissante sur
[_17 1]

Tableau de variations : f(—1)=3(-1)—-(-1)?=-2  f(1)=3(1)-(1)*=2  f(0)=0
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z —00 —1 1 400
f(x) - 0 + 0 -
2
f(x) N S N
-2
Représentation graphique
A y
,,,,,,,,,,,,,,, 2 e
3 z
-1 1
,,,,,,,,,, ‘ _2 1

Exercice 8
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 23 — 3z + 1.

1) Calculer f'(z).
2) Déterminer les racines de f/(z).

4

)
)
3) Etudier les variations de f.
) Dresser le tableau de variations de f.
)

5) Construire la courbe représentative de f.

Exercice 9
Reprendre la méme étude avec f(z) = 23 — 322 + 2. Résoudre I'équation f(z) = 0.

1.6 Théoréme des accroissements finis (T.A.F.)

Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[, alors il existe (au moins) un réel
¢ €la,b] tel que :

f(b) = fla) = (b= a)f'(c).

Inégalité des accroissements finis (I.A.F.)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. S’il existe deux réels m et M tels que
Veel, m< f'(x) <M, alors

Va,b € I avec a < b, m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).
S’il existe un réel k£ > 0 tel que |f'(z)] < k, alors

Va,bel,  [f(b) = f(a)| <K[b—al.

1

Ezemple. Soit f(x) =+/xsur [ =[4;9]. Ve € I, f'(z) = NG
x
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1 1 1
Pour4 <z <9: 2 <z <3, donc4<2/z <6, done - < —— < ~.
our x Vi onc NI onc N
1 1
D’ou 6 < fl(x) < 1 D’aprés 'ILA.F., Va,b € I avec a < b :
1 1

A Ce théoréme est trés utile pour étudier des suites récurrentes et montrer que |up+1 —0| < k|un—2|.

Ezemple. Soit f(x) = 2% — 32 + 1. Déterminons ¢ €]0, 2[ donné par le T.A.F.
f'(x) =322-3; f(0) = 1; f(2) = 3. f est continue et dérivable sur [0, 2], donc il existe ¢ €10, 2]
tel que f(2) = f(0) = (2 - 0)f'(c).
f2)-f0) _3-1

=" -7 !

o

32 -3=1 = *=- < c=+

Comme ¢ €]0,2[: |[c=

ik

Exercice 10
Soit la fonction f(z) = 2% — 3z définie sur [—1;1].

1) Montrer que |f'(z)| < 3.
2) Montrer que Vx,y € [_17 1]7 ‘f(x> - f(yﬂ g 3"%. - y‘
Exercice 11

Soit la fonction f(z) = 2% — 4z + 3. Déterminer un réel ¢ €]1, 4] donné par le T.A.F.

Exercice 12
Soit la fonction f(z) = 22 — 3x. Montrer que Y,y € [-1,1], |f(x) — f(y)| < 6]z — y|.

Exercice 13
Soit la fonction f(x) = 23 — 3z + 2. En appliquant le T.A.F. sur [0, 2], déterminer une valeur de
c.

Exercice 14

2 1) si
Soit la fonction f(z) = w

z—1
1) Calculer f'(x).
2) Calculer f(0).

1
3) On restreint I’étude de f sur }O, 5 [

1
4) Calculer f <2>
. p (1
5) En appliquant le T.A.F., montrer que f'(c) = —5sin 3 )

1.7 Théoréme de la bijection
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Soit f une fonction continue et strictement croissante (ou décroissante) sur un intervalle I, alors

e f est bijective et réalise une bijection croissante (ou décroissante) de I sur l'intervalle f([I).

e Si de plus il existe un réel k € f(I), alors I’équation f(x) = k admet une unique solution
xg € 1.

e f admet une fonction réciproque f~! définie de f(I) vers I, de méme sens de variation que

1.

Ezxzemple. Soit f une fonction définie sur R par f(z) = 23 + 2z — 1. Montrons que 1’équation
f(z) = 0 admet une solution unique a €0, 1[.

f est définie et dérivable sur R, donc sur |0, 1[C R.

f'(z) = 322 +1; Vz €]0,1[, f/(x) > 0, donc f réalise une bijection croissante de ]0,1[ sur
£0,1) =1£0); fF(D)[=] = L 1[.

0 €] — 1;1], d’apres le théoréeme de la bijection, I’équation f(x) = 0 admet une solution unique
a€]0,1[.

1.7.1 Dérivée d’une fonction réciproque en un point

Si f est dérivable en a et f'(a) # 0, alors f~! est dérivable en b = f(a) et
1 1
F®)  fla)

A Si f'(a) = 0 alors f=! nest pas dérivable au point b = f(a). La courbe de f~' admet une
tangente verticale en ce point.

Ezemple. Soit f(x) = 2z + 3. Déterminons (f~1)(7).
1) On cherche a tel que f(a)=7:2a4+3=7=a=2.
2) f'(z) =2, d’oun f/(2) = 2.
1 1

(1) = 72 "2

Ezemple. Soit f(z) = 23 + . Déterminons (f~1)'(2).
f est une fonction polynome donc définie et dérivable sur R ; f est bijective. f'(x) = 322 + 1.

1) Déterminons a : f(a) =2 <= a*+a=2. Poura=1:1+1=2V,donca=1.
1 1

2) f/(1)=3(1)?+1=4,don (f7)(2) =~ ="-.

) I =302+ 1= 4 don (1) = 5 = ¢

Ezemple. Soit f une fonction bijective définie sur R par f(x) = 23 + 2z. Déterminons (f~1)'(3).

1) Déterminons a tel que f(a) =3 : a®>+2a=3. Pora=1:1+2=3V,donca=1.
1 1
2) f'(x) =322+ 2, donc f(1) =3(1)2+2=5,dou (f1)(3) = P =z

Exercice 15
Soit f une fonction bijective telle que f(z) = 23 4+ 2z + 1. Déterminer (f~1)’(4).

Exercice 16
Soit la fonction bijective définie sur R par f(z) = 2. Déterminer (f~1)'(8).

Exercice 17

1
Soit la fonction bijective f(x) = sin(z) sur U'intervalle {—g; g} Déterminer (fl)’<2>.

Exercice 18 5

1
Soit f une fonction bijective sur I =]0;+/2[, définie par f(z) = 1 z ;- Calculer (f_l)’(3>.
—x
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Exercice 19
Soit la fonction f(z) =

——, bijective sur I =]0;7/2].
xsinx

2
1) Montrer que f réalise une bijection de I sur J = [; 400 [
T

2
2) Calculer (f_l)’<>.
T
Exercice 20 49
Soit la fonction f définie sur I = [—1;4o0[ par f(x) = Bl bijective.

1) Déterminer J = f(I) aprés avoir justifié le sens de variation.

2) Calculer (f71)(1).
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1.8 Probléme 1

1
On considére la fonction f définie pour z > 0 par f(z) = a1
x
On considére la suite (uy)p>o définie par ug = 1 et up11 = f(up).

1) Montrer que I’équation 22 + x — 1 = 0 a une unique solution dans I'intervalle ]0, 1], que I’on
notera a. Préciser la valeur de «.

1
2) Montrer que si x est un réel de Uintervalle |=; 1|, alors f(x) appartient aussi a lintervalle
2

]
—; 1.
2
. 1
3) En déduire que Yn € N, u,, € [2; 1].

1
4) Démontrer que V € [2; 1} ()] <

Nej i

4
5) Démontrer que Vn € N, |up41 — af < §|un —al.

4 n
6) En déduire que Vn € N, |u, — af < <9) .
Solution :
Da2?+2-1=0,A=1+4=5,
—1- -1
T, = LA IN 1,618 a9 = Z1VE 0,618.
2 2
L —1+V5| ., \ . .
On en déduit que xz9 €]0,1[, donc |a = — | L’équation posséde donc une unique solution
dans 0, 1].
-1
2) Vz € [0,400[, f est dérivable et f'(x) = CESIER

Vz € [0, +oc0[, (x+1)2 >0, donc f'(x) <0 : f est décroissante sur [0, +ool.
1 1
Pour 3 <z < 1, f est décroissante donc change le sens des inégalités : f(1) < f(z) < f(),

1 2
soit 5 < flr) < =

w

2 1
Comme 3< 1, on a bien f(z) € {2;1}

1
3) Montrons par récurrence que Vn € N, u,, € [2; 1] .

1
Instialisation : n=0,uyp=1¢€ {2; 1] v

1 1
Hérédité : Supposons u, € [2; 1]. D’apres la question 2), up+1 = f(uy,) € [2; 1}

1
La propriété est donc vraie au rang n + 1 ; par le principe de récurrence, Vn € N, u, € [2; 1} .

—1 1
4) f/(x):m Pour§<x<1:

[\VR V]

9
<r+1<2, donczg(:r—l—l)QgéL.
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B ; . 1 1 <4d 4<f’()<1 L souivant 3
n passant aux inverses : - < ——— < —, donc —= < f/(x) < —-, ce qui équivaut a
P 1> @+1)2 S 9 9 g coamed
4
/
< -
@l < s
. 1 1 ) 1 , 4
5) On sait que Vn € N, u,, € 5;1 et a € 5;1 . Daprés 'LAF. : Vz € 5;1 , 1 f(2)] < 9’

donc A
F ) = F(@)| < 5lun — al.

Or f(a) = a (car f(x) =z <= x?>+ 2 —1 = 0, dont I'unique solution sur [0, +oo[ est a), et
tns1 = f(un), donc

[unt1 = af < Glun —al.

o

0
%0,382<1:<> v

6) Montrons par récurrence que Vn € N, |u, — «

3 —

V)
& N

Initialisation : lug —a|=]1—a|=1—a =

9

9

§’un — o] < <9> .

4

4 n+1
Or |up+1 — af < §]un — a| (question 5), donc |up+1 — af < <9> )

4\" 4
Hérédité : Supposons |u, — a| < () . En multipliant par g

4 n
La propriété est vraie au rang n + 1 ; par récurrence, ¥n € N, |u, — | < (9) :
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1.9 Probléme 2 — Etude d’une suite récurrente

Partie A 5
Soit f une fonction définie sur 'intervalle I = {3; —i—oo[ par f(z) =+/3z — 2.
1) Etudier les variations de la fonction f sur I'intervalle I.
2) Déterminer les points fixes de f (les solutions de 'équation f(z) = x).

3) Etudier le signe de f(x) —z sur [2, +oo[. En déduire la position relative de la courbe de f par
rapport a la droite d’équation y = z.

Partie B
On considére la suite (u,) définie par ug = 2 et upt1 = v/3u, — 2, Vn € N,

1) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 2.
2) a) Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).

b) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite £.

Partie C

1) Calculer f/(z) et montrer que |f’'(z)| < z

2) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer que

Vn €N, |un+1 — 2| < =|up — 2|

4

3) En déduire par récurrence que, pour tout entier naturel n :

3 n
lup, — 2| < (4) X |ug — 2|.
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2. Primitives

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que la fonction F' est une primitive de la
fonction f si Vz € I, F'(z) = f(z).

Les primitives de f sont les fonctions de la forme F(z) + C, C € R.

Il existe une unique primitive vérifiant F'(zg) = yo.

On note aussi /f(:r:) dx = F(x)+ C; / est 'intégrale sans borne.

Ezxemple. Vérifions que la fonction dérivable sur R, F(x) = V22 4 1, est une primitive de f(z) =
T

vV +1'

F(z) = (#? + 1)/?

—~

Fl(z) = ~(2@)(2? + 1) 72 = o(a® +1)71/% = T?ﬁ == /(@)

N | =

donc F' est une primitive de f.

Ezemple. Vérifions que la fonction dérivable F'(x) = cosx 4 zsinx est une primitive de f(z) =
Z oS X.
F'(z) = —sinz +sinx + zcosz = xcosz = f(z)

donc F' est une primitive de f.

Exercice21 (vérifier une primitive)
Vérifier si la fonction F' est une primitive de f :

Lo = 12 1) F(z)=a®+20—5; f(z)=322+2
T 2
_ 252 4 4y _
2) F(x) =sinx —zcosz; f(x)=zxsinz 5) F(x) = 336 +4x; f(z)=+yx+4
1 6) F(iﬁ):?Sinx—Scosm; f(lv):QCOS;U—F

2.1 Primitives usuelles

Fonction Primitive
0 k, k constante
" L:C”J“l +k
: n+1
ﬁ 2yx + k
cos sinx + k
sinz —cosx + k

1
cos(ax +b) | —sin(ax +b) + k
a

1
sin(ax +b) | ——cos(ax +b) + k
a
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2.2 Primitives de fonctions composées

Fonction | Primitive
1
uu™, neN untl
n+41
u' cos(u) sin(u)
u' sin(u) — cos(u)
u + U+ v
kxu kxu

Ezemple. Primitive de la fonction f(x) = 2x(2? + 1)2. On pose u(x) = 22 + 1, v/(z) = 27 ; f est
de la forme u/u?.

@)= [f@)dr= g +0= 3@ 41740 CeR

Déterminons la primitive de f telle que F(0) =1 :

1 1 2
FO)=2(0*+10°+C=1=C=1—-=2
(0) = 3(0°+1)°+ 5= 3

1 2

F — 2 1 3 -

(@) = 3@ +1)° + 3

Exercice 22
2
1) Déterminer la primitive de la fonction f(z) = (362%1)2 sur R.

2) Déterminer la primitive de f vérifiant F'(0) = 1.
1
Ezemple. Primitive de f(z) = 2?sin(2?). On pose u = 23, v/ = 322 ; f = gu’ sin(u).
2 03 1 3
x*sin(z?) dx = —3 cos(z’)+C, CeR.
Ezemple. Primitive de f(z) = sin?(x)cos(x). On pose u = sin(z), u’ = cos(x) ; f = u'u?.

F(z) = 2sind(z) + C, CeR.

3
Exercice 23
Déterminer :
/cos(2:z) dx /sin(Sx) dx /008(495 —5)dz /(895 —11)%dx
FExemple.

3/2 )
/\/de:/xl/Qd:p:x+k:3x\/a?+k‘, keR

1 1
—dr=——+4k, keR
/:1:2 r g TR k€ 3/2

Ezemple. Primitive F(z) de f(z) = 2z(2? — 2)°. On pose u = 2% — 2, v/ = 2z ; f = v'u’.

Fz) = é(aﬂ _ )04k
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Ezemple. Déterminons /(5:53 + 72%) da.

4 3
/(5x3+7x2)d:6:5/x3dw‘+7/x2dm:5(Z) +7($3> +k

/(5m3+7x2)dx—ix4+;x3+k:, keR

Ezemple. F(x)= /237 dz. Déterminons F(x) tel que F'(2) = 5.

F(x)—2/xdm—x2+k F2)=4+k=5=k=1

F(z)=2*+1

Ezemple. v(t) est la vitesse d'un mobile, v(t) = 20t 4 55, avec v(t) = f'(¢).
f@%:/v@dhz/@%+6@dﬁ:m¥+5&+k,keR

Déterminons k pour f(1)=0: 104+ 55+ k=0= k = —65.

f(t) = 10> + 55t — 65

FExemple.
1 1
/COS(ZJ: +3)dr = 5 /2005(2m+3) dr = isin(Q:E +3)+k, keR

1
Ezemple. Veérifions que F(z) = gmg + 22 + 3z est une primitive de f(z) = 22 + 2z + 3.
F est dérivable sur R : F'(z) = 2% + 20 + 3 = f(z), donc F est une primitive de f.

Exercice 24
Déterminer la primitive de f vérifiant F(a) = b :

1) f(z) = F(=1) =2 &f@%wm@+§)F<?>_—l
2) f(z) =sinz, F(—7m) = -1

3 )= . F@) — 1 6) flx) =122 F(~3)=0

4) f(x) =2cosz, F(—g) =1 7) f(z) = sin(2z) + 3z, F(g) =0

Exercice 25 )
Soit la fonction f définie sur ]0,4oo[ par f(z) =22 + 2+ 1+ —;.
x

1) Déterminer les fonctions primitives F' de f sur |0, +oo].

2) Déterminer F'(x) tel que F(1) = 3.
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1
Ezemple. Soit p(r) = (20 +5)2. Onpose u =2z +5,u' =2 : p= B w'u?.

1
P(x) = (22 + 572 +k, keR.

1
Vérification : P'(x) = = x 3 x 2 x (22 + 52 =(2z+5)2=p(x) v
Ezxzemple.

2 1 1
/dx:2/m3dac:2xw2+k:—+k, keR.
3 2 22

Exercice 26
Calculer :

1) /(6 cosz — Tsinz) dx 5) /(:c6 — 4sin(2z)) dz

2) /(3954 — 52% + 8z — 6) dx

Exercice 27
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (22 — 1)%. Déterminer la primitive F vérifiant
F(1) =2.

Exercice 28
Déterminer F' tel que F(0) =3 :

1) F(x) = /2x(3x2 + 1) de

B 2z — 3
Va2 -3z +5

Exercice 29
Soit F' la fonction telle que F'(z) = /(33;2 — 6z +2)dx et F(2) =5.

2) F(x) dr, F(1) =2

1) Déterminer F(x).
2) Etudier les variations de F'.

3) Déterminer une équation de la tangente a la courbe de F' en z = 1.

Exercice 30
Soit g la fonction définie sur R par g(z) = 223 — 322 — 1.

1) Dresser le tableau de variations de g.

2) Montrer que l'équation g(z) = 0, avec z € R, admet une unique solution «. Donner un
encadrement de o & 10~! prés.

3) Déterminer le signe de g(z) sur R.
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1—=z
3+1

4) Soit f la fonction définie sur | — 1, +oo[ par f(x) = Calculer f’(z) puis exprimer f’(x)

en fonction de g pour x €] — 1, +o0].
5) En déduire le signe de f’, puis les variations de f sur | — 1, +o0].

Solution :

1) ¢'(z) =622 — 62 = 6x(x —1). ¢'(x) =0 <= vz =00oux=1.

Le trinome 6x(z — 1) (parabole tournée vers le haut, racines 0 et 1) est positif a 'extérieur de
[0,1] et négatif a U'intérieur.

g0)=-1 g)=2-3-1=-2  lm glr)= o0 lim g(x) = toc
T —00 0 1 400
g (z) + 0 - 0 +
-1 +o0
9(x) / N /!
—00 —2
2) Sur | — 00,0], g est croissante et g(z) < ¢g(0) = —1 < 0 : pas de racine. Sur [0,1], g est
décroissante et g(z) < ¢g(0) = —1 < 0 : pas de racine. Sur [1,+4o0[, g est continue, strictement

croissante, g(1) = —2 et limy oo g = 400 ; 0 €]—2, +00[= ¢([1, +00[), donc d’apres le théoreme de la

bijection, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution « € |1, +00], et c’est 'unique solution sur
R.

Encadrement : ¢(1,6) = 8,192 — 7,68 — 1 = —0,488 et ¢g(1,7) = 9,826 — 8,67 — 1 = 0,156.

16<a<1,7

3) g est strictement croissante sur |1, +00| et négative sur | — 0o, 1], donc :
g(x) < 0sur | — oo, qf, g(a) =0, g(x) > 0 sur Ja, +o00.

1—

4) f(z) = = +$1 sur | — 1, +o0[ (donc 2% + 1 # 0).
N o) (23 4+ 1) — (1 —z)(2® + 1) B —(2® +1) - 322(1 — 2)
Flw) = (@3 + 1) - (@3 +1)2
=2t —1-3224+32%  22° 32?1
(2% + 1)2 T (@3t 1)
/ - g(x)
fiz) = m

5) (23 +1)? > 0 pour tout x €] — 1, +o0[, donc f'(z) a le signe de g(z) :
f'(z) <0sur | —1,q, f'(a) =0, f'(z) > 0 sur Ja, +o0].

Ainsi f est décroissante sur | — 1, a] et croissante sur [a, +00[ ; f admet un minimum en x = a.

Exercice 31
Soit f la fonction définie sur Dy =R\ {—1} par

2
e +1
0=
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1) Justifier que f est dérivable sur Dy et calculer f'(x).
2) On considére la fonction P définie sur R par P(z) = —2% — 32 + 2.

a) Justifier que P est dérivable sur R et étudier les variations de P sur R.

b) En déduire que I'équation P(x) = 0 admet une unique solution, notée a, sur R.
¢) En déduire le signe de P(x) sur R.
)
)

d) Démontrer que 0,5 < a < 0,6.

2
e) Démontrer que f(a) = —, puis encadrer f(a).

3
3) En déduire le signe de f’(z) et les variations de f sur R\ {—1}.

Solution :
1) f est le quotient de deux fonctions polynomes, dérivables sur R\ {—1}, donc f est dérivable

sur R\ {—1}.

(2?2 +1)(2® +1) — (2 + )2 + 1) _ 2x(2® +1) - 32%(2® + 1)

! _
fla) = (@3 +1)2 (23 1 1)2
_ 2x* 4+ 22 — 3% — 322 _ —a* — 322+ 22
- (m?; + 1)2 - (x3 + 1)2

;o x(—a*—=3z+2)  xzP(x)
F@) ==y ~ @i

2) a) P est une fonction polynome, donc dérivable sur R.
P(x)=—32°> -3 =—3(z*+1)

Vz € R, 22 +1 >0, donc P'(x) < 0 : P est strictement décroissante sur R.

T—r+00
0 € R, donc d’apres le théoréme de la bijection, I’équation P(x) = 0 admet une unique solution
a sur R.

b) P reéalise une bijection décroissante de R sur ] lim P(z), li)r_n P(z) [ =] — 00, 4oo[=R.

c) P étant strictement décroissante : si x < « alors P(x) > P(a) = 0 ; si * > « alors
P(z) < P(a) =0.
P(z) > 0 sur | — oo, af, P(z) <0 sur |a, +ool.

d) P(0,5) = —0,125 — 1,5+ 2 = 0,375 > 0 et P(0,6) = —0,216 — 1.8 + 2 = —0,016 < 0.
Comme P(0,6) < P(a) =0 < P(0,5) et que P est décroissante, on en déduit

05 <a<0,6

e) Pla)=0 < —a®-3a+2=0 <= a®>+3a-2=0 < o’ =2-3a.
Donc a® +1 =3 - 3a = 3(1 — a).

2 2
En divisant a® +3a — 2 =0 par a (avec « #0) : a®> +3 — = =0, soit o® = = — 3, d’oi1
a a

2(1 —«)

Ainsi
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. 1 1 1 )
Encadrement : de 0,5 < o < 0,6, on tire 1,5 < 3o < 1,8, donc — < — < —, soit

1.8 " 3a " 15
10 4
, x P(x) ) . : o / .
3) fl(x) = CEE ; le dénominateur est strictement positif sur R\ {—1}, donc f'(x) a le signe
x
de z P(x).
Comme 0 < a < 1, on obtient le tableau de signes suivant sur R\ {—1} :
T —00 -1 0 Q +o0
x — - 0 + +
P(x) + + + 0 -
f(x) — - 0 + 0 -

Ainsi f est décroissante sur | — oo, —1[ et sur | — 1, 0], croissante sur [0, ], puis décroissante sur
[, +00] ; f admet un minimum local en = 0 et un maximum local en = = .

Exercice 32

-1
Soit f I'application définie par f: A — B, x — a

r+1

1) Déterminer A.
2) Déterminer B pour que f soit surjective.

3) Démontrer que f est injective.
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1 Nombres complexes
1.1 Définition

Définition. L’ensemble des nombres complexes, noté C, est ’ensemble tel que :
e Il existe un nombre i tel que i2 = —1, oui = +/—1 ;
e les nombres de 'ensemble C s’écrivent z = x + 1y, ol x et y sont des réels ;
e les régles d’addition et de multiplication dans R sont les mémes dans C.

Exemples.

B=iPxi=-1xi=—i it=¥x?P=(-1)x(-1)=1 P=3xil=—-ix(-1)=i

Définition. z = x + iy est appelée forme algébrique du nombre complexe z.
e = est la partie réelle de z, notée Re(z) ;
e y est la partie imaginaire de z, notée Im(z).

Exemples.
e 2=—-14+iv3:onaz=-1 ety:\/g.
e 2=-2i:onax=0,y=—2; z est appelé imaginaire pur (car Re(z) = 0).

Siz=ux+iyet 2 =a+ib, alors

, Tr=a
zZ =2 <=
y:

1.2 Opérations dans C

Soient z1 = x1 + iy1 et zo = xo + iYs.
Somme.
21+ 22 = (21 + 22) +i(y1 + y2)

Produit.
21 X 29 = (w1 +iy1) (T2 + iy2) = 172 + iT1Y2 + iT2Y1 + 1Y1Y2

21 X 22 = 7122 — Y1y + i(T1y2 + T291)
Conjugué d’un nombre complexe. Si z = x + iy, le conjugué de z s’écrit z, avec
Z=x—1y
Quotient et inverse d’un nombre complexe.

1 1x

|

21 21 X Z9

—_ = > 0 =
z 2 XZ (Z 7 ) 29 29 X Z9
Exemples.
1 5—1 5—1 5 1.

== == = — — 72

541 (B+i)(b—17) 254+1 26 26
1 31 3i 3i 1.
_— = = = — = ——1
3 3 x3 92 -9 3

Exercice 1. On donne z1 =5 —1, 29 = —1 — 5.

21
1. Calculer z1 + 29, 21 X 29 et —.
z

2
2. Déterminer l'inverse de z1 = 5+ 2i et de 29 = 1 — 44.
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Solution.
z21+20=(0b—-1)+(-1—-51)=4—6i

21 X 29 = (5 —i)(=1—5i) = =5 — 25i + i + 5i2 = —10 — 24i

21 5—i  (5-i)(=145)  —5+25i4i—5" 260
zo  —1—5i (=1-5i)(—1+5i) 1+25 26
Pour z1 =5+ 2tet 20 =1—414 :
1 5-2 5 2 1 1+4i 1+4,
_—— = — — —1 _——= = —_— —1
21 29 29 29 2 17 17 17

1.3 Représentation graphique

Dans le plan complexe muni du repére orthonormé (O, 7, 7), a tout nombre complexe z = x + iy
on associe le point M de coordonnées (z; y), appelé point d’affixe z, noté M (z).

1.4 Module et argument d’un nombre complexe
Définition. Dans le plan complexe (O, u, 7), on appelle module de z, noté |z|, la distance de O
o A=VITE o - vE

Exemples.

z=14i: |2 =V12+12=V2  z=-2-5i: || =/(-22+ (=52 =29  2=2i: |z|=V22=2

——
Définition. On appelle argument du nombre complexe z non nul, 'angle orienté (77 OM) tel
que .
(7 ; OM) = 6 [27], —T<f§<m

On note arg(z) 'argument de z. On a :

z = |z|(cos O + isinf) (forme trigonométrique)
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e = cosf +isinf (formule d’Euler)

Exemple. €™ = cos7 +isinm = —1, soit €™ +1 = 0.
Comme z = |z|cosf + i|z|sinf et z =x + iy, on a:

x = |z|cosf, y=|z|sinf = COSQ:%) SmQZ%
z

Exemple. Soit z =1+ i/3.

1 3
2 =12+ (V3)2=V4=2 cos@zé, sin@z£ = 9:%[277]
Exemple. z; = 141, 2o = 3v/3 — 9i.
2 2
21| = V2, COSG—\;, sinH—\g = arg(zl):%

3

1 3
|zo] = 1/ (3V/3)2 + 92 = V108 = 6V/3, cosf = 3 sinf = —\2[ = arg(zy) = —3
Représentation graphique de A(3 + 2i), B(2 — 3i), C(—=3+1), D(7i) :

Propriété.
arg(z) = —arg(z) [2n]  arg(z1 X 22) = arg(z1) + ara(es) [2n]
arg(Z) = arg(z1) — arg(z2) [27] arg(z") = narg(z) [2n], n €N

Exercice 2. 21 =—-13—-9i et 29 = 8 + 3.
1. Calculer z = z1 + 29.
2. Déterminer |z| et arg(z).

Solution. z = (—13—9i)+ (8+3i) = —5—6i, donc |z| = y/(—5)? 4+ (—6)? = v/61. Comme Re(z) < 0
et Im(z) < 0, M(z) est dans le troisiéme quadrant ; en posant a = tanfl(g) (angle de référence),
on obtient

arg(z) = a —m [27]
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Module et argument — exercices

Déterminer le module et 'argument de :

1)2=3-3 2)2=2 3)z=3 4 z=-4 5 z=-b

Solution.
1) |z| = 3V/2, cosf = g, sinf) = —72 = arg(z) = —§
2) |z =2, cos§ =0, sinf =1 = arg(z) =75
3) |2| =3, cosf =1, sinf =0 = arg(z) =0
4) |z| =4, cosf =—1, sinf =0 = arg(z) =
5) |z| =5, cosf =0, sinf = -1 = arg(z) = -3

Pour z = z + iy, on a aussi § = arg(z) = tan™! (g> (& un multiple de 7 prés, selon le quadrant).
x

Exemple. z =2+ 2V3i : 2 =2, y = 2V/3, tanf = /3, donc arg(z) = g

1.5 Forme exponentielle d’un nombre complexe
_ i0 _
z=|zle ou z=pe

Exemple. Forme exponentielle de z = 3v/3 — 9i :

1 3
|z| = 6V/3, cosf = —, sinH:—£ S —— [27]
2 2 3
2 =6y/3e7/3
Propriété.
1 1
R R B e B L L I A e

Inégalité triangulaire.
|2+ 2| < 2| + 7|

1.6 Affixe d’un vecteur
Si A(za) et B(zp), laffixe du vecteur AB est notée zﬁ(ZB —z4), et
AB = |25 — 2| = | AB|
Exemple. A(—3 —i) et B(3 — 2i) : affixe de AB -

ip—z2a=0B3-2)—(-3-i)=6-i =  AB=1[6—1i=36+1=+37

Exercice 3.  Dans le plan complexe (O, W, 7), A(5+ 3i), B(3+ i), C(1 — 3i).
1. Placer A, B, C dans le plan complexe.
2. Déterminer l'affixe zp de D pour que ABC D soit un parallélogramme.
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A(5 + 3i)

B(3+1)

> réel

C(1 - 3i)

1.7 Angle de deux vecteurs

Soient A(z4), B(zp),C(z¢), D(zp). L’angle orienté (ﬁ ; @) a pour mesure, modulo 27, 'argument
de PP %C .
ZB — ZA

(AB; CD) = arg<M)

2B — RA

Exercice 4. A(2+ 2i), B(6 —1i), C(8 4+ 10i). Mesure de I’angle (ﬁ, ﬁ)
Solution.
20— 24 =6+ 81 zg— 24 =4—3i

(64 8i)(4+3i) 244 18i + 320 + 24> 50

20 — ZA 6+ 87 .
= - = . . o = 2t
zp—z4 4-3i (4—30)(4+3i) 25 25

ag(2) = ° = (B;ﬁ):gm]

Exercice 5. A(1 +2i), B(2 +1), C(—1), D(i7/3). Déterminer la mesure de (1@7 C?)
Exercice 6. A(2— 2i), B(5 — 5i), C(~1 — 2i).

1. Ecrire sous forme algébrique EB T A
2C — 2A

2. Calculer mes(ﬁ; ﬁ)
3. Calculer AB.

2 Equations dans C

2.1 Equation du second degré

Soit az? 4+ bz + ¢ =0, avec a,b,c € C, et A = b? — 4ac.
e Si A > 0: deux racines réelles.
e Si A =0 : une racine double.
e Si A <0 : pas de racines réelles, mais deux racines complexes conjuguées z1 et zo = z3.
Exemple 1. 22 + 42 +5=0.

A =47 —4(1)(5) = 16 — 20 = —4 = 44?
442

—4— VA2 42
v = Z:—z—’[, 2’2— :—2+Z
2 2 2

21 =
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Exemple 2. 522 +1 = —319.
5224320=0 = 2*=—64=(8i)> = (2—8i)(z+8i)=0
S ={-8i;8i}
Exercice 7. Résoudre dans C les équations suivantes :
1) 422 — 242445 =0 2) 22 —4248=0 3) —12224482—-75=0
HVE24+24V5=0 5)22—-4z48=0 6)zi=1

Exercice 8. 22 + bz +c=0 (E). Déterminer b et c si 5+ i est une racine de (F).

Solution. (5+4)2+b(5+i)+c=0=24+10i +5b+ bi + ¢ =0, d’on

24+5b+c¢c=0
10+b6=0

2.2 Racines carrées d’un nombre complexe

Soit u un nombre complexe non nul. Pour déterminer la racine carrée de u, on pose 22 = wu et
z = x + iy, avec |z|? = |ul.

Exemple. Racine carrée de 3+ 4i : on pose 22 = 3+ 4i, 2 = x + iy.

(x+iy)> =3+4i et |z+iy]> =13+ 4

2+ y?=5
$2—y2:3
20y =4

M+ 2):2>2=4=2=42. (1)—(2):y>’=1=y==+1. Comme 2y =2 > 0, et y sont de
meéme signe :
z2=2-+1 ou z=—2—1

V2

Racines carrées de i. i = ¢™/2) donc z = £Vei™/2 = 4¢™/4 = :t7(1 +1).

Racines carrées de —7i. —7i = Te~"™/2_ donc

_ \/?e—iw/él 2y = _\/> —im/4 _ \/>6137r/4

Exercice 9. Déterminer les racines carrées de :

1)u:3—4l {2—i;—2—|—i} 2)u:4e—i7r/2

3 Factorisation d’un polynéme

Propriété. Soit a un nombre complexe et P un polynéme & valeurs complexes. Si a est une racine
de P, alors
P(z) = (z = 0)Q(z)

Propriété. Un polynéme & valeurs dans C, non constant, admet au moins une racine complexe.

Exemple. P(z) =22 +1=2%2 -2 = (2 +1i)(z — ).
Exemple. P(z) = 23 — 322 + 32+ T.

P(-1)=-1-3-347=0 = —1 est une racine de P
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Factorisation par la méthode de Horner :

1 -3 3 7
1) -1 4 -7
1 47 0

P(z)=(z+1)(2*> —42+7)
Racines de 22 — 42 +7: A =16 — 28 = —12 = 1242,

4— 21
7Z\/§:2—i\/§

5 22:21:2+i\/§

1 =
P(z) = (z4+1)(z =2 —iV3)(z — 2+ iV/3)

4 Lignes de niveau

Déterminer ’ensemble des points M du plan tel que :

1
a)z+z=1 Enposant z =x+iy: 2z =1 =z = 3 L’ensemble cherché est la droite
) . 1
d’équation x = 5
1
b) z — zZ = 4. On obtient 2iy =i = y = ok L’ensemble des points M est la droite d’équation
1
y=3-

2
c) |z|> = 2+ z. On obtient 2%+ y? = 2z, soit (x — 1) +y? = 1. Le point M appartient au cercle

de centre A(1,0) et de rayon R = 1.
1
d) z= giu’ avec u = x + 1y (u # 3). On exprime z en fonction de x et y :
—u

_ (1-3z) -3y [(1-3z)—3iy][(B—=)+iy] 32*+3y 100 +3 —8y
z = - = = 1
(B—x) -1y (3—2)*+y? (3—2)*+y? (3—z)?+y?

e 2z réel < Im(z) =0 <= y = 0. L’ensemble cherché est 1’axe des abscisses, privé de
A(3;0).

5\° 16
e 2z imaginaire pur <= Re(z) =0 <= 322 +3y? - 102 +3 =0 — <x—3> +y2:§.

5
L’ensemble des points cherchés décrit le cercle de centre B (3 ; 0> et de rayon R =

L >

Exercice 10.  Résoudre dans C : 922 — 6z + 2 = 0 (on posera z = x + iy).
Solution. A = 36 — 72 = —36 = 3642,

6—-6i 1—1 _ 1+
zZ1 = = 29 =21 =

18 3 3

Exercice 11.  Ecrire sous forme algébrique (1 44)% 4 (1 — i)3.

. . . 141
Exercice 12.  On définit la suite (z,) par zo = 1, 241 = ?Zzn, et dp, = |zn|.

1. Calculer z1, 29, z3.

_— ) . fpo
. Ecrire sous forme trigonométrique.

2
3. Démontrer que OApA; est rectangle et isocele.
4. Démontrer que (d,) est une suite géométrique.

n—1
5. On pose L, = Z AiAii1 = AgAr 4+ A1As + -+ Ay 1 Ay
=0
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(a) Exprimer L, en fonction de n.
(b) Déterminer lim L,.

n——+oo
- 1 2 01—
Eléments de solution. U = + ! U= \?{’ arg(U) = % [27]. En posant V =U = TZ, on a
2
V=22 ars(v) = -7 . o
2 2
U:\Sf(cosz—i-isin;r) Vz{(cosi—isini)

Pour tout n € N, en posant U,, = arg(zy,) :

n 1+
Upt1 — Uy = arg fntl = arg o :E
Zn 3 4

Donc (U,) est arithmétique de raison r = % et de premier terme Uy = arg(zg) = arg(1) = 0, d’ou

V2

L4
il —V,. Donc (V,,) est géométrique de raison

X |zn| =

En posant V,, = |z,,| : Viy1 = ’

2
9= et de premier terme Vy = |29 = 1, d’ou

Calcul de Wy, = |zp41 — 20| :

Soit Ky =Wo+ Wi +---+ W, :

n+1 1
:ﬁﬂﬂ)’“zﬁxl—(s) e, ()"
3 &\ 3 3

\/5 n+1
Comme (3) — 0 quand n — 400 :

im K, = YB3 +V2)

n—-—+o0o 7

Exercice 13. Soit le polynéme P(z) = 2% 4+ (=4 + i)z + 4 — 2i. En factorisant, montrer que
P(z)=(2—-2)(z —2+1).

Exercice 14.  On donne P(z) = 23 + (=3 + 2i)2? + (=1 — 5i)z + 6 + 2i.
1. Montrer que 2 est une racine de P(z).
2. En factorisant, montrer que P(z) = (z —2)(z — (2 —1))(z — (34 1)).

—1ii\/ﬁ}

Exercice 15. Résoudre dans C : 522+ 2z + /5 =0. S = { Wi

Exercice 16. Résoudre dans C : V522 —42+3=0.

93



5 Exercices complémentaires

Exercice 17. Résoudre dans C : 22 — 2zcosf +1 = 0.

Solution.
A =4cos’ — 4 =4(cos’>§ — 1) = —4sin? 0 = 4sin? 64>
2cosf + 2isinf : 2cosf — 2isinf ;
21 = cos —g sy _ cosf +isinf = e” 29 = cos 5 Sy _ cosf —isinf = e ¥
S = {ezﬂ; e—i@}
Exercice 18.  Résoudre dans C : 22 — (1 +3i)z — 2+ 2i = 0.
Solution.
A=(1+3)2—4(-2+2))=1+6i —9+8—8i=—2i
Racine carrée de —2i : on pose 22 = —2i, z =z + iy :

1’2—:[/2:0
22 +y? =2 == z==x1, y=7F1
zy = —1

Racines : 61 =1—1, o = —1 +1.

14 3¢ 1—1
Z1:(+’L);—( Z):1+Z 29 = 5 =92

S={1+1i;2i}

Exercice 19.
1. Déterminer les racines carrées de 8 — 6i.
2. Reésoudre dans C : 22 —4z+4 —2i = 0.

2?2 —y? =8
Solution. 1) 22 =8 —6i: ¢ 22 4+13> =10 =z =43, y=FL
Yy =—3
21=3—1,20=—-3+1.
22 —y?=0
2) A =16 —4(4 — 2i) = 8. Racine carrée de 8 : < 22 +92 =8 = x = +£2, y = +2, racine
xy =4
=2+ 2i.
442+ 2 . 4-2—-22 )
2=——"—=3+1i Zg=——"——=1—1
2 2
S={3+i;1—i}
Exercice 20.  (a) Résoudre dans C les équations suivantes :
Da?>—biz—6=0 2)2?+10ixz—-21=0 3)ix’—x+12i=0
Solution. i 5iti
1A = (=5)2 —4(1)(=6) = -25+ 24 = —1 = 2, 2 = Z2 Lo 9z = 22 —
S = {2i; 3i}.
—10¢ 4 44 —10¢ — 44
2. A = (10i)? + 84 = —100 + 84 = —16 = 162, 2, = # = Bi, = = T,
S ={-3i; —Ti}.
147 8 1-7 —6
A =1 —-4(0)(124) = 14+ 48 = 4 = = — = —4 = = — = 3.
3 ()(120) t48 =49, 2 2% 2% b 22 2 5
S = {—4i; 3i}.
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N8
8156 et de (1+1)(241) + %
2) Déterminer x et y tels que (2 — i)z + (54 6i)y = 1 — 3i.

3) Résoudre dans C : (2 + i)x2 —(b—-dzr+(2-2i)=0.
Solution.

) 14i=+v2e"4 1—i=+2e /% donc

(1+i)8 _ (ﬂ)sei%
(1—-14)6 (v/2)6e—i37/2

(b) 1) Forme algébrique de

— (\/§)2€i27r+7537r/2 — 26i77r/2 — 26—i71'/2 _ 2(0 B 1/) — 9

, . 5 . 5(1—20) : . .
1+1)(2 — =1 T 1-2i=2
(1 +14)( +z)+1+2i +3i+ ; +3i+ i +1
2 oy =1
2)2—-i)z+(b+6i)y=1-3i= Ty . Par la méthode de Cramer :
—r+6y=-3
2 5 1 5 2 1
A_’_l 6‘_17 Az_‘_?) 6’_21 Ay_‘_l _3‘__5

_ 21 _ 5 e (25
T YTy “W\177 17

3) A= (5—i)2—4(2+i)(2—2i) = 25— 10i — 1 — 4(6 — 2i) = 24 — 10i — 24 + 8 = —2i. Racine
carrée de 20 : 0 =1+ (ou —1 —1).
G-i)+(1+i) 6 3 32-49) 6 3.

= =—-——1

2(2+i)  202+i) 2+i 5 5 5

zZ1 =

Z9 = =

(5—i)—(1+4) 4-2i 2—i (2—i) 3—-4i 3
2(2 + 1) C2(2+4) 2+i 5 5 5

Exercice 21.  Résoudre par la méthode de Cramer, dans C x C :

(14id)z1 + (1 —d)ze = -1+
(14+2i)z1+ (1 —2i)zo = —4+1

Exercice 22. En factorisant, résoudre dans C : z? — 222 + 252 — 50 = 0.
Solution.
P22 -2)+25(x-2)=0 = (z—2)(2?+25)=0 = (z—2)(z—5i)(z+5i)=0
S =1{2; 5i; —bi}

Exercice 23.  Résoudre dans C : 222 4 2z = 0 (poser z = = + iy).
Solution.

2z +iy)? + 2z —iy) =0 = 2(x® —y? + 2izy) + 22 — 2iy =0

{xz—I—fL‘—yQ:O

:>y(;p—1):0:>y:00ul‘:1
vy —y =0

Siy=0:22—-x=0=2=0o0uz=1,soit (0,0) et (1,0).
Siz=1:14+1—y?>=0= y> =2, ce qui est incompatible avec zy = y sauf pour z = 1 ; en
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1 3 3
reprenant le systéme avec x = —— (autre branche), on obtient y? = 7 soit y = 17, d’ou les

‘ 1 V3 1 V3
solutions [ —=; — | et | —=; ———— |.
27 2 2 2

Exercice 24. Résoudre dans C :

3 2
1)22-2=0 2)22+4224+1=0 3)Z+3—Z+2:1 4) 422 +8|z> -3 =0
Exercice 25. Résoudre dans C? :
3 (1+1i)zy —ize =241 ) (B3—i)z1+(4+2i)20 =1+ 31
(2 + i)Zl + (2 - i)ZQ =7—4 (4 + 2i)zl — (2 + 3i)22 =7

3) 241z +(2—1i)zp =06
(3 + 2i)21 + (3 — Qi)ZQ =38

Exercice 26. Résoudre : 22 — (4 +i)z + 5+ 5i = 0.

Exercice 27. Z = (1+41)z+ 1—i. Déterminer et construire 'ensemble (F) des points M(z) tels
que Z soit un imaginaire pur.

34
Exercice 28. z € C — {i}. De méme pour z = Tﬂ’ avec z = x + 1y.

Exercice 29. P(z) = 23+ (V3 — )22 + (4 —iv/3)z — i.
1. Calculer P(7).
2. Factoriser P(z).

3. Résoudre P(z) = 0.
34
Exercice 30. ze€C—{i}, z= 3+Z,.
—1
Solution. En posant z = x + iy (variable auxiliaire notée 3 ici, différente de I’affixe cherchée), on
obtient, aprés calcul :

?+y?-1 a1

R e

Pour que z soit imaginaire pur : 22 + 32 — 1 = 0. L’ensemble des points M cherché est le cercle de
centre O(0,0) et de rayon R =1, privé de A(0; 1).

6 Devoir de consolidation

Soient z1 et zo deux nombres complexes : 21 =4+ 37, 20 =1 — iv/3.
1) a) Forme algébrique de 2z; X 29 :

21 X 29 = (44 30)(1 —iv/3) = 4 — 4ivV/3 + 3i — 3i>V3 = (4 + 3V3) +i(3 — 4V3)

) z
Forme algébrique de Sty
22

2z 1—iVv3 1+3 4 4

2 4+30 (44 30)(1+iV3) :4—3\/§+i3+4\/§

2) Inverse de V3 —i:
1 VB4+i V3 1.

7_{_71

V3—i 3+1 4 4
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3) Module de z =6 — 4i :
2| = /36 + 16 = V52 = 2V/13

4) Forme trigonométrique de z = —/3+1i:
3 1
|z| =v3+1=2, 0059:—\2[, sin9:§
9 5m Lisi 5%
z=2(cos — +isin —
6 6

CERRCIRCE

5) F tielle de z = — — =—— ——1:
) Forme exponentielle de z 5 \/52 5 5

+ isin (—%) — e im/4

SE

|z| =1, Z = CoS (—

3
1 3
6) Vérifions que (2 + z{) =—1:

%ju z\f _ oin/3 . (em/:a)B 7

7)a) 22 +62+14=0:

—6 — 2iv5
A =36 — 56 = —20 = 207> 21:;[:—3—@'\/5 29 =—3+1iV5

b) 24 =81 :
1_81=0 = (Z2-9)(2+9) =0 = (2—3)(24+3)(2—3i)(2+3i) =0

2t —

S=1{-3;3; -3i; 3i}

Exercice 31. Factoriser dans C : P(z) = 2% — 422 + 3z — 12.

P(z) = 22(2 -4 +3z—-4)=(z— 4)(22 +3)=(z2—4)(z— 32 (—1))

P(z) = (z —4)(z — 3i)(2 + 37)

Exercice 32. Résoudre dans C 1’équation du degré 3 : 1023 — 422 — 152 + 6 = 0.

Solution.
22%(52 —2) —3(52—2) =0 = (52 —2)(22* - 3) =0
B 2 2 5 3 3 Ve
5z 2—0:>z—5 2z S—O:Z—Q:z—i 2—j:2
s_ 12 V6 V6
15T 27 2

Exercice 33. Soit P(z) = 223 — 32 + 5i. Calculer P(i), puis factoriser P(z) et résoudre P(z) =0

Solution.
P(i) =2i% —3i +5i = —2i —3i +5i =0

Par la méthode de Horner (coefficients 2,0, —3, 5i, racine i) :

2 0 -3 bi
il 28 —2 —b5i
2 2 -5 0
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P(z) = (2 —i)(22% + 2iz — 5)

A= (20)>—42)(-5) = -4+40=36 2= =———2i 3=

82:{2';—

Exercice 34. Soit z € C et P le polynéme P(2) = 23 + (=3 + 2i)2% + (=1 — 5i)z + 6 + 2i.
1. Calculer P(1).
2. Factoriser P(z).
3. Résoudre P(z) = 0.

[\CR GV
|

| =
-~

[\CR GV
|

DO | =
~.
——
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Théme 6 : Arithmétique dans Z

Cours et exercices

Sommaire

1 Les ensembles N et Z
1.1 Addition dans N . . . . . . .
1.2 Relation d’ordre dans N . . . . . . . . .
1.3 L’ensemble Z . . . . . . . . e e e e

2 Structures algébriques

3 Division euclidienne
3.1 Algorithme des divisions . . . . . . .. ... L

4 PGCD - Algorithme d’Euclide

Identité et théoréme de Bézout
5.1 Multiples et diviseurs d’un entier . . . . . . . . . . ... oo

6 Equations diophantiennes
7 Fractions continues

8 Congruences
8.1 Définition et propriétés . . . . . . ...
8.2 Equationsdu type axr =b[m] . . . . . ...
8.3 Systémes de cOngruences . . . . . . . . . ... L o e

9 Petit théoréme de Fermat — Test de primalité

10 Partie entiére
10.1 Interprétation graphique . . . . . . . . . .. Lo
10.2 Partie entiére et équation . . . . . .. Lo Lo
10.3 La fonction partie entiére . . . . . . . .. L oL e

11 Congruences — Equation du second degré

1 Les ensembles N et Z

On note N I’ensemble des nombres entiers naturels :
N=1{0,1,2,3,...}, N*={1,2,3,...}.
On note Z ’ensemble des nombres entiers relatifs :
Z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

1.1 Addition dans N

Pour tous a,b € N, 'addition est 'opération qui a (a,b) associe 'entier naturel a + b.

Propriétés (de ’addition dans N)

1. 0 est élément neutre : 0 +a=a + 0 = a.
2. Commutativité : a +b =0+ a.
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L 3. Associativité : (a +b) +c=a+ (b+ c), pour tous a,b,c € N. J

1.2 Relation d’ordre dans N

La relation d’ordre habituelle « < » est telle que, pour a,b € N, on écrit a < b ¢'il existe ¢ € N tel
que a4+ c =b.

Propriétés

L’ensemble N muni de « < » est un ensemble totalement ordonné, c’est-a-dire :
e Réflexivité : a < a.

e Antisymétrie : Va,b € N, sia < bet b<aalorsa=>0.

e Transitivité : sia <betb<calorsa<ec.

1.3 L’ensemble Z

Tout entier naturel n admet un opposé —n tel que n + (—n) = 0. Dans Z, soustraire revient a
ajouter 'opposé : on définit la soustraction & partir de 'addition.

Ezemple

e Pas de commutativité dans Z pour la soustraction : 9 —6 =3 #6 —9 = —3.
e Pas d’associativité : 7— (4 —2)=5#(7T—4)—-2=1.

e Pas d’élément neutre : a —0=a # 0 —a = —a.

L’ensemble Z muni de l’addition, noté (Z,+), est un groupe commutatif. Les relations d’ordre
permettent de comparer les éléments d’un ensemble.

2 Structures algébriques

Un ensemble £ muni d'une opération stable , qui & chaque couple (a, b) € E? associe un élément
a*b € E, est un groupe si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Associativité : (axb)xc=ax (bx*c).

2. Existence d’un élément neutre unique : dle € E, Va € F, exa =a*e = a.

3. Existence du symétrique (inverse) : Va € E, 3a' € E, axad =d xa=e.

Si de plus la loi % est commutative, c’est-a-dire Ya,b € E, a*b = bx*a, on dit que (E, %) est un

groupe commutatif.
N J

Ezxzemple

On définit sur £ =R\ {—1} la loi % par a *b = a + b+ ab. Montrons que (E,*) est un groupe.
1) Associativité. Posons P =a*b=a+ b+ ab. Alors

(axb)sc=Pxc=P+c+ Pc=a+b+ ab+ c+ ac+ bc+ abe,
(axb)*c=a+b+c+ab+ ac+ bc+ abe. (1)
Posons m = bxc= b+ c+ bc. Alors
a*x(bxc)=axm=a+m+am=a+b+c+ bc+ ab+ ac+ abe,
ax*(bxc)=a+b+c+ab+ ac+ bc+ abe. (2)

De (1) et (2) on déduit (a*b) *c=a = (b*c) : la loi * est associative.
2) Elément neutre. On cherche e tel que a * e = a pour tout a :

at+etae=a < e(l+a)=0 <= e=0 (cara# —1).
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De méme e x a = a donne e = 0. Donc 0 est 1’élément neutre de la loi *.
3) Elément symétrique. On cherche a’ tel que a*xa’ =e =0 :

a

a+ad +ad =0 < d(1+a)=-a < d =-
1+a

(a # —1).

a
1+a

De 1), 2) et 3), on déduit que (E,x*) est un groupe. De plus a x b = b * a, donc (F,*) est un

groupe commutatif.

Exercice 1

Soit la loi * définie sur Z par a * b = 5a + b.
1. La loi * admet-elle un élément neutre 7

2. La loi * est-elle associative 7
.

On vérifie de méme que a’ * a = 0. Le symétrique de a pour la loi * est a’ =

-

Solution

1) Elément neutre. On cherche e tel que e ¥ a = a * e = a pour tout a € Z.
exa=5%+a=a < de=0 < e=0.

axe=9%a+e=a < e= —4a,

qui dépend de a : il n’existe donc pas d’élément neutre a droite valable pour tout a (sauf a = 0).
Comme un élément neutre doit vérifier a x e = e * a = a pour tout a, la loi * n’admet pas
d’élément neutre.

2) Associativité. On a a x b = 5a + b, donc

(a*xb)*c=>5(a+0b)+c=25a+5b+c,

ax* (bxc)=>5a+ (5b+ c) = ba+ 5b+ c.
Comme 25a + 5b + ¢ # 5a + 5b + ¢ dés que a # 0, la loi * n’est pas associative.

Exercice 2

Soit %y = (x — 4)% — (2y — 3), pour x,y € Z. Calculer 2 x5 et 5 * 2, puis conclure.

-

-

J

Solution
2x5=(2-4)2-(2x5-3)=(-22*-7T=4-7=-3.
5x2=(-4)2—-(2x2-3)=1"-1=1-1=0.
Comme 2%x5=-3#0=>5x%2,laloi *x n’est pas commutative.

Exercice 3

Soit d € R fixé. On définit sur R la loi * par a*xb = a+ b+ d. Montrer que (R, %) est un groupe.

-

Solution

Associativité.
(axb)yxc=(a+b+d)xc=a+b+d+c+d=a+b+c+2d,

ax(bxc)=ax(b+c+d)=a+b+c+d+d=a+b+c+2d
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Les deux expressions coincident : la loi * est associative.
Elément neutre. On cherche e tel que axe=a :

at+e+d=a < e=—d.

On vérifieexa = —d+ a +d = a. Donc e = —d est ’élément neutre.
Symétrique. On cherche o’ tel que axa’ =e = —d :

a+d +d=—-d < d=-2d—a.

On vérifie @’ * a = (—2d — a) + a + d = —d. Donc tout a admet un symétrique.
Comme axb=a+b+d=>b+a+d=0bxa,laloi x est commutative. Donc (R, %) est un groupe
commutatif.

J

Exercice 4

Soit a Tb = ab, pour a,b € N.

1. L’opération T est-elle commutative 7

2. L’opération T est-elle associative 7

3. L’opération T admet-elle un élément neutre 7
4.

Calculer ((5T5)T4)T2.

& J

Exercice 5

Soit aTh=a+b— 5, pour a,b € Z. Montrer que (Z, T) est un groupe commutatif.

& J

L’ensemble Z muni des deux opérations + et x, noté (Z,+, X ), est un anneau car :
1. (Z,+) est un groupe commutatif ;
2. (Z, x) est associative ;

3. la multiplication est distributive par rapport & ’addition :

(a + b)c = ac+ be, c(a+b) = ca+ cb.

Ezemple

Soit (E,*, T) muni de deux lois. La distributivité de % par rapport a T s’écrit : pour tous
a,b,c € F,
a gauche : a* (bTc) = (axb)T(ax*c),

a droite : (bTe)xa= (bxa)T(c*a).

3 Division euclidienne

3.1 Algorithme des divisions

dividende | diviseur
reste | quotient

Dividende = diviseur x quotient + reste (division euclidienne)

3217
5|11

Ezxzemple

Ona3d32=7x11+5.
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Théoréme

Soient a, b des entiers, avec b #£ 0. 1l existe des entiers g et r, uniques, tels que

a=bxqg+r et 0<r<|b.

Ezxzemple

Division euclidienne de 4461 par 16.

4461 | 16
13| 278
3418

24

262 | 3
1187

On a 262 =3 x 87+ 1, donc —1 x [262 = 3(87) + 1] donne —262 = 3(—87) — 1.
Comme —1 est négatif, il ne peut pas étre le reste (le reste doit étre positif et strictement inférieur
a 3, le diviseur). On compléte avec —3 + 3 & droite de 1'égaliteé :

On a 4461 = 16 x 278 + 13.
Division euclidienne de 34 par 8.

Ona3d=8x4+42.
Division euclidienne de —262 par 3.

—262 =3(—87) —3+3—1=3(—87—1) +2=3(—88) + 2.

573 | 16
13| 35

On a 573 = 16(35) + 13, soit 573 = —16(—35) + 13.
Division euclidienne de —433 par —17.

433 | 17
8125

On a 433 = 17(25) + 8, donc —1 x [433 = 17(25) + 8] donne —433 = —17(25) — 8. On compléte
avec —17 + 17 :

On a donc ¢g = —88 et r = 2.
Division euclidienne de 573 par —16.

—433 = —17(25) — 17+ 17— 8 = —17(25 + 1) + 9 = —17(26) + 9.

On a donc g =26 et r = 9.

4 PGCD - Algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide permet de déterminer le PGCD de deux entiers a et b par des divisions
successives. Le PGCD est le dernier reste non nul des divisions successives.
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Fxemple

540 | 168 168 | 36 36 | 24 24 |12
12 |1 02

Ainsi PGCD(540, 168) = 12, et l'on peut écrire les quatre divisions :

540 = 168(3) + 36 (1)
168 = 36(4) + 24 (2)
36 = 24(1) + 12 (3)
24 = 12(2) + (4)

Remarque

Dans N, un nombre premier est un nombre qui n’admet que deux diviseurs : 1 et lui-méme. Un
nombre premier est un nombre qui n’est pas composé dans N.
Ezxemple : 6 = 2 x 3, donc 6 est un nombre composé : 6 n’est pas un nombre premier.

Exercice 6

a) Par décomposition en produit de facteurs premiers, déterminer le PGCD de 540 et 168.
b) Ecrire le PGCD de 540 et 168 comme une combinaison linéaire de 540 et 168 (la démarche

sera justifiée).
N J

Solution

a)

540 =22 x 33 x5 =22 x 33 x 5 x 7, 168 =23 x3x7=22x3x5"%x7.
PGCD(540,168) = 22 x 3 x 5% x 70 = 12.

b) On reprend les divisions successives (1) & (4) ci-dessus et on remonte 1’algorithme :

12 = 36 — 24
=36 — [168 — 36(4)]
=36 — 168 + 36(4)
=36(1+4) — 168
= 36(5) — 168
= [540 — 168(3)](5) — 168
= 5(540) + 168(—15) — 168
= 5(540) + 168(—16).

On obtient 12 = 5(540) + 168(—16).

J

Exercice 7

a) Par algorithme d’Euclide, déterminer PGCD(60, 27).
b) Ecrire PGCD(60, 27) comme une combinaison linéaire de 60 et 27.

- J
60 | 27 2716 6|3
6|2 314 02
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60 = 27(2) + 6 (5)

27 = 6(4) + 3 (6)
6=3(2)+0 (7)
Ainsi PGCD(60, 27) = 3.
b)
3 =27 — 6(4)

=27 — [60 — 27(2)](

=27 — 60(4) + 27(8)

= 27(1 + 8) 4 60(—4)
3 =60(—4) + 27(9).

4)

J

Exercice 8

Déterminer la division euclidienne de :

1. 258 par 12 5) 395 par 14
2. 573 par —15 6) 608 par —17
3. —381 par 14 7) —278 par 12
4. —433 par —13 8) —417 par —8
N J
Solution
258 | 12
1 —— 258 =12(21) + 6.
) 6|21 (21) +
573 | 15
2) 0 573 =15(38) + 3 = —15(—38) + 3.
3138
381 | 14
8) 7, f5o done 381 = 14(27) 43, o —381 = —14(27) — 3. On complete :
—381 = —14(27) — 14 + 14 — 3 = 14(—27 — 1) + 11 = 14(~28) + 11.
395 | 14
5 —— 395 = 14(28) + 3.
) 3|28 (28)
608 | 17
6 —— 608 =17(35) + 13 = —-17(—35) + 13.
) T (39) (~35)
278 | 12
7) 533" donc 278 = 12(23) + 2, d’ou —278 = —12(23) — 2. On compleéte :
—278 = —12(23) — 12+ 12 — 2 = 12(—24) + 10.
417 | 8 X
8) ) }5—2, donc 417 = 8(52) + 1, d’'ou —417 = —8(52) — 1. On compléte :

—417 = —8(52) —8+8 — 1= —8(53) + 7.

Exercice 9

Pour chacun des nombres a et b ci-dessous, déterminer PGCD(a, b) puis l’écrire comme une
combinaison linéaire de a et b.
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a=141, b= 96

a =255, b= 141
a=102, b= 84

a = 5959, b= 13433
a = 645, b = 381

s 899 =

Solution

1) PGCD(141,96) :

141 = 96(
96 = 45(2)
45 = 6(7) +
6=3(2)+0

1)+45

PGCD(141,96) = 3. Combinaison linéaire :

3=45—6(7) =45 — [96 — 45(2)](7) = 5(15)+96( 7)

= (141 — 96)(15) + 96(—7) = 141(15) +
2) PGCD(255, 141) :

255 = 141(1) + 114
141 = 114(1) + 27
114 =27(4) + 6
27 = 6(4) + 3
6=3(2)+0

PGCD(255,141) = 3. Combinaison linéaire :
3 = 255(—21) + 141(38).
3) PGCD(102,84) :

102 = 84(1) + 18
84 = 18(4) + 12
18 = 12(1) +
12 =6(2) +0

PGCD(102,84) = 6. Combinaison linéaire :
6 = 102(5) + 84(—6).
4) PGCD(5959, 13433) :

13433 = 5959(2) + 1515
5959 = 1515(3) + 1414
1515 = 1414(1) + 101
1414 = 101(14) +

PGCD(5959,13433) = 101. Combinaison linéaire :

101 = 13433(4) + 5959(—9).
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5) PGCD(645,381) :

645 = 381(1) + 264 (25)
381 = 264(1) + 117 (26)
264 = 117(2) + 30 (27)
117 = 30(3) 4 27 (28)
30 =27(1) + 3 (29)
27 = 3(9) + 0 (30)

PGCD(645,381) = 3. Combinaison linéaire :
3 = 645(13) + 381(—22).

1. Par l'algorithme d’Euclide, déterminer PGCD(23, 29).
2. Déterminer deux entiers a et b tels que 23a + 29b = 1.
3. En déduire deux entiers u et v tels que 23u + 29v = 7.

Solution
1)
29=23(1)+6 (31)
23=6(3)+5 (32)
6=>5(1)+1 (33)
5=1(5)+0 (34)

PGCD(23,29) = 1.
2)

1=6-5=6-—[23—06(3)] =6(4) —23=[29—23](4) —23
1 =23(-5) +29(4).

Donc a = -5, b=4.
3) En multipliant la relation précédente par 7 :

23(—35) +29(28) =7,
donc u = —35 et v = 28.

1. Reprendre I’exercice 10 avec 47 et 111.
2. Déterminer a,b € Z tels que 47a + 1116 = 1.
3. Déterminer u,v € Z tels que 47u — 111v = 89.
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Solution

1)
111 = 47(2) + 17 (35)
47 =17(2) + 13 (36)
17 = 13(1) (37)
13 = 4(3) + (38)
4=1(4)+0 (39)

PGCD(47,111) = 1.
2)

1=13-4(3) =13 [17 - 13](3) = 13(4) + 17(-3)
= [47 - 17(2)] (4) + 17(=3) = 47(4) + 17(—8) + 17(—3)
=47(4) +17(—11) = 47(4) + [111 — 47(2)] (—11)
= 111(—11) +47(4) + 47(22) = 111(—11) + 47(26).

Donc 47(26) + 111(—11) =1, soit a = 26, b= —
3) En multipliant par 89 :

47(26 x 89) + 111(—11 x 89) = 89 — 47(2314) + 111(—979) = 89,
d’ot 47u — 111v = 89 avec u = 2314 et v = 979.

1. Reprendre I’exercice 10 avec 858 et 253.
2. Déterminer a,b € Z tels que 858a + 253b = 11.
3. Déterminer u,v € Z tels que 858u + 253v = 33.

Solution
1)
858 = 253(3) + 99 (40)
253 =99(2) + 55 (41)
99 = 55(1) + 44 (42)
55 =44(1) + 11 (43)
44 =11(4) + (44)

PGCD(858,253) = 11,
2)

11 =55 — 44 = 55 — [99 — 55] = 55(2) + 99(—1)
= [253 — 99(2)](2) + 99(—1) = 253(2) 4 99(-5)
= 253(2) + [858 — 253(3)](—5) = 858(—5) + 253(17).

Donc a = -5, b=17.
3) En multipliant par 3 : 858(—15) + 253(51) = 33, d’ott u = —15, v = 51.
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Deviner deux entiers = et y tels que :
1. 92+ 13y = -1

2. Tz 4+ 15y =1
3.8 +3y="7
4. 3x — 5y =38
- _
Solution

1) 9(—3)+13(2) = —27+26 = —1,donc x = -3, y = 2.

2) 7(2)+15(—1) = 14— 15 = —1... on cherche plutot 7(2)+15(1) — 14 = 1 ; en fait 7(2) — 13 = 1
ne convient pas directement, on vérifie 7(—2) + 15(1) = —14 4+ 15 =1, donc x = -2, y = 1.
3)8(2)+3(-3)=16—-9=7,donc x =2, y = —3.

4) 3(1) —5(-1)=3+5=8,donczx =1, y=—1

5 Identité et théoréme de Bézout

Théoréme (Identité de Bézout)

Soient a et b deux entiers relatifs et d leur PGCD. Alors il existe deux entiers u et v tels que

au + bv = d.

Théoréme de Bézout

9’1l existe deux entiers u et v tels que au + bv = 1, alors les entiers a et b sont premiers entre
eux.

5.1 Multiples et diviseurs d’un entier

Soient a et b des entiers. S’il existe un entier g € Z tel que a = ¢ X b, on dit que :
e g est un multiple de b ;

e b divise a (b diviseur de a), noté b | a.
-

-

Fxemple

15=3x5: 3 et 5 sont des diviseurs de 15.
—52 = (—4) x 13 : —4 et 13 sont des diviseurs de —52.

Théoréme de Gauss

Si a | be et PGCD(a,b) =1, alors a | c.

-

Fxemple

147 est-il un multiple de —7 ?
147=7x21 dou 147 = (-T7)(-21),

donc 147 est un multiple de —7.

Pour a, b deux entiers non nuls, on a :

PGCD(a,b) x PPCM(a,b) = a x b, PGCD(a,b) = PGCD(]al, |b]).
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6 Equations diophantiennes

Les équations diophantiennes sont des équations que I'on résout dans Z x7Z. Ce sont des équations
du type

azx + by = c.

Une telle équation admet au moins une solution si, et seulement si, PGCD(a, b) divise c.
N J

Fxemple

Résolution dans Z x Z de 5z + 3y = 7 (E).
1) PGCD(5,3) =1 et 1 divise 7, donc (E) admet des solutions.
2) On a 5(2) +3(—1) =10 — 3 =7, donc (2, —1) est une solution particuliere de (E).

Sr+3y=7
5(2) +3(~1) =7
Par soustraction : 5(z —2) +3(y+ 1) =0, soit 5(x —2) = -3(y + 1) = 3(—y — 1).
Donc 3 | 5(z — 2) et, comme PGCD(3,5) = 1, le théoréme de Gauss donne 3 | (z —2) :

dkeZ, x—2=3k <— x =2+ 3k.
En reportant : 5(3k) = 3(—y — 1), soit 5k = —y — 1, donc y = —1 — 5k.

S={(2+3k —1-5k) : keZ}.

Résoudre les équations suivantes dans Z? :
1. 2z +5y =3

2. 323z — 391y = 612

3. 162z + 2007y = 27

4. 221x + 247y = 15

(& J

Solution

1) 2z + 5y =3 (E).

a) PGCD(2,5) : 5=2(2)+1,2=1(2) +0, donc PGCD(2,5) =1 et 1 divise 3 : (E) admet des
solutions.

b) 2(—1) +5(1) = =2+ 5 = 3, donc (—1,1) est une solution particuliére.

2+ 1) +5(y—1)=0 <= 2(x+1)=5(1—-y).
Donc 5| 2(z+ 1) et PGCD(2,5) =1, d’ou 5| (z + 1) (théoréme de Gauss) :
keZ, x4+1=5k — x=—1+5k
En reportant : 2(5k) = 5(1 — y), soit 2k =1 —y, donc y = 1 — 2k.
S ={(-1+5k 1-2k) : keZl.

2) 323z — 391y = 612 (E).
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a) PGCD(323,—391) :

—391 = 323(—2) + 255 (45)
323 = 255(1) + 68 (46)
255 = 68(3) + 51 (47)

68 = 51(1) + 17 (48)
51 =17(3) + (49)

PGCD(391,323) = 17, et 612 = 17 x 36, donc 17 divise 612 : (E) admet des solutions.
b) Combinaison linéaire de PGCD(323, —391) :

17 =68 — 51 = 68 — [255 — 68(3)] = 68(4) — 255

= [323 — 255] (4) — 255 = 323(4) — 255(5)

= 323(4) — [ — 391 + 323(2)] (5) = 323(4 — 10) — 391(—5)
17 = 323(—6) — 391(—5).

En multipliant par 36 : 612 = 323(—216) — 391(—180), donc (—216,—180) est une solution
particuliére de (E).

En divisant 1’équation par 17 : 19z — 23y = 36 (E'), équivalente a (E). Par soustraction avec
19(—216) — 23(—180) = 36 :

19(z + 216) — 23(y + 180) = 0 <= 19(x + 216) = 23(y + 180).
Donc 23 | 19(z + 216) et PGCD(19,23) = 1, d’out 23 | (z + 216) :
dk €Z, x+ 216 = 23k < z = —216 + 23k.
En reportant : 19(23k) = 23(y + 180), soit 19k = y + 180, donc y = —180 + 19%.
S ={(-216 4+ 23k, —180 + 19k) : k € Z}.

3) et 4) se traitent selon la méme méthode : on calcule PGCD(a, b) par 'algorithme d’Euclide,
on vérifie qu’il divise ¢, on trouve une solution particuliére par remontée de I'algorithme, puis
on applique le théoréme de Gauss pour obtenir I’ensemble des solutions sous forme paramétrée.
On remarque en particulier que PGCD(221,247) = 13.

Déterminer les entiers relatifs n tels que :
n divise n + 8

n + 1 divise 3n — 4

n — 4 divise n + 8

n — 3 divise 2n + 1

n — 4 divise n + 2

n — 7 divise n? —n — 24

CEEE R

Solution

1) n divise n + 8 équivaut a n divise 8 (car n divise n). On a

8 8
nt =1+—€Z < neDiv(8).
n

n

Div(8) = {-8,—4,-2,—1,1,2,4,8}, ne{-8 —4,-2,—1,1,2,4,8}.
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2) n+ 1 divise 3n — 4. On écrit 3n —4 =3(n+ 1) — 7, donc

3n—4 7 .
I _3_n+1 €Z <> (n+1) e Div(7).

Div(7) = {-7,-1,1,7},  ne{-8,-2,0,6}.

3) a 6) se traitent de la méme maniére : on exprime le dividende sous la forme (diviseur) x
(quotient) + (reste constant), puis on cherche les diviseurs de ce reste.

Fxemple

On donne PGCD(221,247) = 13. Déterminer PPCM (221, 247).

PGCD(221,247) x PPCM(221,247) = 221 x 247,

221 x 24
13 x PPCM(221,247) = 221 x 247 = PPCM(221,247) = 5737 = 4199.

7 Fractions continues

Ezxzemple

5
Développement de i

59 | 11
415
59 4 1
— =5+ —=5+ —
11 11 +E
4
11 | 4
312
11—2+ —2+1 4—1+1
B - 47 3 3
3
En remontant :
11—2+ L 59—5+ !
4 12 b 11 1
T3

59 59
On a obtenu un développement en fraction continue de 11 On écrit 1= [5;2,1,3].
Par I'algorithme d’Euclide :

59 = 11(5) + 4 (50)
11 =4(2) + 3 (51)
4=3(1)+1 (52)
3=1(3)40 (53)

59
On retrouve = [5;2,1,3].
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Fxemple
Fraction dont le développement est [2;3,5,2].
1 1 11 81
2'352:2 7:2 :2 _ = —.
23,5, =24 ——— =2ty =2
3+ 75 1 11
T3
Déterminer le développement en fractions continues de :
] 45 3) 111
35 0
. — 4) — 2=
421 ) 25
Solution
1)
45 =16(2) + 13 (54)
16 = 13(1) (55)
13=13(4) + (56)
3=1(3)+0 (57)
45 1 45
— =2 2:1,4,
16 * 1 16 = 21,43
1+ —
44 =
+ 3
2)
972 = 421(2) + 130 (58)
421 = 130(3) + 31 (59)
130 =31(4) + 6 (60)
31=6(5)+1 (61)
6=1(6)+0 (62)
972
2:3,4,
21 =[2;3,4,5,6].
3)
111 =40(2) + 31 (63)
40 =31(1) +9 (64)
31=9(3)+4 (65)
=4(2)+1 (66)
4=1(4)40 (67)
111
2:1,3,2,
70 = 213,24

113



1)

—81 = 25(—4) + 19 (68)
25 = 19(1) + 6 (69)
19 =6(3) + 1 (70)
6=1(6)+0 (71)
81 1 81
= A - =[-4;1,3,6],
25 * 1 25— 74136
L+ —
3 _
G

Déterminer la fraction associée au développement suivant :

1. [5;2,1,3] 3) [2;3,4,5,6]
2. [4;2,1,4]
. J
Solution
1)
4 59
5:2,1,3]| =5 =H+ —-5=5+—=—.
24+ — v
1 _
+3
2)
1 5 61
4:2.1. 4] =4 =4 =44+ — = —
[7 9 ’] + +2 4 14 14
2—1—71 5
14+ -
4
3)
1 972
2:3.4 =94 - 00 _=
[537 7576] + 1 421
3+ ——
1
4+ 1
5 _
+6

Ezemple

Déterminer deux entiers o et 3 tels que 2n + 1 et 3n + 1 soient premiers entre eux.
On cherche o, § tels que a(2n + 1) + B(3n + 1) =1 (identité de Bézout) :

2an+a+3n+ =1 < (a+38)n+a+5=1.

On impose
200436 =0
a+p8=1
La premiére ligne moins deux fois la seconde donne g = —2, puis o — 2 = 1, soit a = 3.

Vérification : 3(2n+1) —2(3n+1) =6n+3 —6n—2 = 1. Donc 2n+ 1 et 3n + 1 sont premiers
entre eux, avec a = 3, f = —2.
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Dans chacun des cas, déterminer « et § (avec a, 8 € Z) pour que :
1. 14n + 3 et 5n + 1 soient premiers entre eux ;
2. 2n + 3 et bn + 7 soient premiers entre eux ;

3. 3n + 2 et 4n + 3 soient premiers entre eux.
(& J

Solution

1) a(ld4n+3)+8(Bn+1) =1 <= (l4a+58)n+3a+ (= 1.

1l4a+56 =0
3a+p=1
La premiére ligne moins 5 fois la seconde donne —a = —5, soit a = 5, puis f =1 —3(5) = —14.

Veérification : 5(14n + 3) — 14(5n+ 1) = 70n + 15 — 70n — 14 = 1.
2) a(2n+3)+8(n+7) =1 < (a+58)n+3a+78=1.

20+ 56 =0
3a+T78=1

3 x (1) — 2 x (2°) donne = —2, puis 3a — 14 = 1, soit a = 5.
Vérification : 5(2n +3) — 2(5n 4+ 7) = 10n + 15— 10n — 14 = 1.
3)aBn+2)+p(4n+3)=1 < (Ba+48)n+2a+35=1.

3a+46 =0
20+ 35 =1

2 x (1) — 3 x (2°) donne —f3 = —3, soit 8 = 3, puis 2a + 9 = 1, soit a = —4.
Veérification : —4(3n +2)+3(4n+3)=—-12n -8+ 12n+9 = 1.

Sans utiliser la notion de valeur absolue, déterminer le PGCD(275,155) par l’algorithme
d’Euclide. De méme pour PGCD(623, —341).

& J

8 Congruences

8.1 Définition et propriétés

Fxemple

17—5=12et 12=6 x 2, donc 17—5 =2 x 6. On dit que 17 est congru a 5 modulo 6, on écrit
17=5[6] ou 17=5 (mod 6).

4 —25=-21et —21 = (—3) x 7, donc 4 est congru a 25 modulo 7 : 4 = 25[7].
6 —(—4) =10 =5 x 2, donc 6 = —4[5].

Soient a,b € Z et n € N avec n > 0. On dit que a est congru & b modulo n (noté a = b[n]) sin
divise a — b, c’est-a-dire si a — b est un multiple de n :

a=bn] < a—-b=kn, k€eZ < a=>b+kn.

115



Exercice 20

a) Justifier que :

1. 17 =317 4) —8=1715]
2. —145 = 43 [47] 5) —3=—8[5]
3. 2= -3[5]

b) Donner le reste r tel que 60 = r[7] et 133 =/ [7].

N

-

Solution

a) 1) 17— 3 =14 = 7 x 2, donc 17 = 3[7].

2) —145 — 43 = —188 = 47 x (—4), donc —145 = 43 [47].
3)2—(—3)=5=5x1,donc 2=-3[5].

4) —8—T7=—15="5x (-3), donc —8 = 7[5].

5) -3 —(—-8)=5=5x1, donc —3 = —8][5].

b) 60 =7 x 844, donc 60 =41[7]. 133 =7x1940, donc 133 =0[7].

Propriétés des congruences

1. Sia=b[n]alorsa+c=0b+c[n].

2. Sia=b(n] et c=d[n]alors a+c=0b+d[n].
3. Sia=b[n] et ¢ = d[n] alors ac = bd [n].

4. Si a =bln| alors ac = be[n].

5. Sia =b|n| alors a® = b° [n].

La relation de congruence est une relation d’équivalence : elle est
e réflexive : a =a|n] ;

e symétrique : a =b[n] < b=aln|;

e transitive : a =b[n]et b=cn] = a=cin|.
-

-

Exercice 21

On donne 2 = 8[6] et 5 = 11[6].

1. Déterminer 24+ 5= 7[7].

2. Déterminer 2 x 5= 7[?].

On donne également 572 = 2[10] et 863 = 3[10] ; déterminer 572 x 863 = 7[7]. On donne enfin
19 = 1[18] et 37 = 1[18] ; déterminer 19 +37 = 7[7].

-

Solution
1) 2=28[6] et 5 =11[6], donc 2+ 5 =8+ 11[6], soit 2+ 5 = 19 6], c’est-a-dire 7 = 19[6] (les

deux membres ont méme reste 1 modulo 6).

2) 2 x5 =8x11]6], soit 10 = 88[6] (méme reste 4 modulo 6).

572 = 210] et 863 = 3 [10], donc 572 x 863 = 2 x 3 [10], soit 572 x 863 = 6 [10].
19 =1[18] et 37 = 1[18], donc 19+ 37 =1+ 1[18], soit 19 + 37 = 2[18].

| .

Exercice 22

1. Par l'algorithme d’Euclide, calculer PGCD(9261,1291).

261
2. En déduire le développement 1901 — [ag; a1, a2, ..., a).
9261
3. En déduire le développement en fraction continue de 1291

Vs
-
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8.2 Equations du type ar = b[m]

Remarque

ax=b[m] <= ar=b+km, k€Z < ar —km=Vb.
L’équation ax = b[m] admet des solutions si, et seulement si, PGCD(a, m) divise b.

Ezxzemple

92 = 6[24]. PGCD(9,24) =3 et 6 =3 x 2, donc 3 | 6 : les solutions existent.
9 =6[24] < 9z — 24k =6, k € Z.

On divise par 3 =PGCD(9,24) : 3z — 8k =2 (Ep).
Solution particuliere de (Eg) : 3(6) — 8(2) = 18 — 16 = 2, donc (6, 2) convient.

3z —8k=2 et 3(6)—8(2)=2 = 3(z—6) =8(k —2).
Donc 8 | 3(z — 6) et PGCD(8,3) =1, d’ott 8 | (z — 6) (théoréme de Gauss) :
WHeZ, 2—6=8 = 2=6+8 < x=6]8].

7r = 4[10]. PGCD(7,10) =1 et 1|4 : la solution existe. 7z — 10k = 4 (Ey).
On remarque 7(2) — 10(1) = 4, donc (2,1) est une solution particuliére.

7(x—2)=10(k—1) = 10| 7(z —2), PGCD(10,7) =1 = 10| (z — 2).

HeZ, v —-2=100 < x=2][10].

3z =5[7]. PGCD(3,7)

=1et 1|5 : lasolution existe. 3z — 7Tk =5 (Ep).
On remarque 3(4) — 7(1) =

5, donc (4,1) est une solution particuliére.
x—4)=T(k—-1) = 7|3(x—4), PGCD(7,3) =1 = 7| (x —4).

el v—-—4=T — z=4][7].

20 = —1[7]. PGCD(2,7) =1 et 1| (—1) : la solution existe. 2z — 7k = —1.
On remarque 2(3) — 7(1) = —1, donc (3, 1) est une solution particuliére.

20r—3)=T(k—1) = 7|2(x—3), PGCD(7,2) =1 = 7| (z - 3).

HelZ, v—-3=T < z=3][7].

Résoudre les équations :
12x = 5 [16]

Tr = 2][31]

17z = 1[43]

dx = 3 [5]

Sr = 4[12]

= 89 9=

Solution

1) PGCD(12,16) = 4 (car 16 = 12(1) + 4, 12 = 4(3) 4+ 0), et 4 ne divise pas 5 : il n’y a pas de
solution (S = ).

2) PGCD(7,31) =1 (car 31 = 7(4) +3, 7=3(2)+1,3=1(3) +0) et 1 | 2 : les solutions
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existent.
Trx =2[31] <= 2z — 31k =27 non : on écrit 7x — 31k = 2.

On remarque 7(—30) — 31(—=7) = —210 4 217 = 7 # 2 ; on cherche plutot une identité de
Bézout pour PGCD(7,31) = 1 puis on multiplie par 2. On obtient une solution particuliére
(o, ko) = (9,2) car 7(9) — 31(2) = 63 — 62 = 1, donc 7(18) — 31(4) = 2 convient : (18,4) est
solution particuliére.

7(x —18) = 31(k —4) = 31| 7(z — 18), PGCD(31,7) =1 = 31| (z — 18).

xr=18+310 < z =18][31].

3), 4), 5) se résolvent selon la méme méthode : calcul de PGCD(a,m), vérification qu’il divise
b, recherche d’une solution particuliére par 'identité de Bézout, puis application du théoréme
de Gauss pour conclure z = xg [m’] ot m’ = m/PGCD(a, m).

8.3 Systémes de congruences

FExemple

(1) < x=2+3k, keZ, (2) < z=3+5(, L.
243k=3+50 < 3k—-5=1.
On remarque 3(—3) — 5(—2) = =9+ 10 = 1, donc (—3, —2) est une solution particuliére :
3(k+3)=5(+2) = 3|5(+2), PGCD(3,5) =1 = 3| (£ +2).
dImeZ f+2=3m < {=-2+3m.

En reportant dans 3(k +3) =5(¢(+2) =5(3m) : k+ 3 = 5m, donc k = —3 + 5m.
Enfin, t =243k =24+3(-3+5m) =2—9+ 15m = —7 + 15m, soit

r = —T[15].

Résoudre les systémes suivants :

z =812
x =613
3 {x—l[ﬁ]
z = 17[39]
5 {x—Z[Q]
x =6][12]
o {x2[7]
3z = 2[5
= {w3[4]
x =0]6]
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Solution
1) 2=8[12] <= =8+ 12k ;2 =6[13] < = =06+ 13/

8412k =6+ 130 < 12k — 130 = —2.
On remarque 12(2) — 13(2) = 24 — 26 = —2, donc (2, 2) est une solution particuliére :
12(k—2)=13({ —2) = 13| (k—2) (PGCD(12,13) = 1).
ImeZ, k—2=13m < k=24 13m.
x =8+ 12k =8+ 12(2+ 13m) = 32 4+ 156m <= x = 32[156].
2)r=1[6] <= =146k ;2 =17[39] < =z =17+ 390
146k =17+ 39 < 6k — 39¢ = 16.

PGCD(6,39) = 3 (car —39 = 6(—7) + 3, 6 = 3(2) + 0), or 3 ne divise pas 16 : le systéme
n’admet pas de solution.
5) r=3[4] <= z=3+4+4k;2=0[6] < x = 6L

3+4k =60/ <— 4k — 6/ = —3.

PGCD(4,6) = 2, or 2 ne divise pas 3 : le systéme n’admet pas de solution (S = ).
3) et 4) se résolvent selon la méme méthode.

9 Petit théoréme de Fermat — Test de primalité

Définition (Objectif)

Soit m un entier naturel supérieur & 2. Pour montrer que n est un nombre premier, il suffit de

montrer que n n’est divisible par aucun nombre premier < /n.
- J

Quelques nombres premiers : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 19,...

Fxemple

a) 213 est-il un nombre premier ?
V213 ~ 14,59. Liste des nombres premiers inférieurs & 14,59 : 2,3,5,7,11,13.

213 213
—~1 - =
5 06,5, 3

71.

213 est divisible par 3, donc 213 n’est pas un nombre premier.

b) 101 est-il un nombre premier ?

v/101 ~ 10,04. Liste des nombres premiers inférieurs & 10,04 : 2,3,5,7.
101 101 101 101

— = — — =20,2, — ~14,42.
2 50,5, 3 33,66, 5 07 Y 7 ?

101 n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, ni par 7 : 101 est un nombre premier.

Les nombres suivants sont-ils premiers 7 159 ;  201.
N J

119



Théoréme (Petit théoréme de Fermat)
Enoncé 1. Soit P un nombre premier et a un entier naturel quelconque. Alors
of =alP].

Enoncé 2. Si P est premier et P ne divise pas a (c’est-a-dire PGCD(a, P) = 1), alors a1 — 1
est divisible par P. On note

o1 =1[P].

-
-

Ezxzemple

1) a =20, P=7: T est premier et ne divise pas 20, donc 20° = 17].
2) a =17, P=5: 5 est premier et ne divise pas 7, donc 74 = 1[5].
3) a =2, P=11: 11 est premier et ne divise pas 2, donc 2'0 = 1[11].

Remarque

2009 = 7[11], c’est-a-dire que 7 est le reste de la division euclidienne de 2009 par 11.

Ezxzemple

Déterminer le reste de la division euclidienne de 6'° par 11.

On a 6'9 = 61171 avec a = 6 et P = 11. 11 est premier et PGCD(6,11) = 1. D’aprés le petit
théoréme de Fermat, 6''~1 = 1[11], soit 6! = 1[11]. Le reste de la division euclidienne de 6'°
par 11 est donc 1.

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 50! par 7.
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de 7193 par 17.
3. Déterminer le reste de la division euclidienne de 8% par 7.

Ve
A

10 Partie entiére

La partie entiére de x est 'unique entier n € Z tel que n < x < n + 1. La partie entiére est

unique. On note [z] (ou E(x)) la partie entiére de .
- )

Ezxzemple

Pour n € N, [n] = n.
[3,2] =7 3<32<4 donc [3,2]=3.

[-3.2]=?  —4<-32<-3 donc [-32]=-4.
[54] =54 (54 < 54 < 55).

10.1 Interprétation graphique

Graphiquement, la partie entiére d’un nombre est ’entier qui le précéde immédiatement sur la droite
numérique.
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Fxemple

[—1,5] =7
~15
S
—2
[—1,5] = —2.

Déterminer graphiquement la partie entiére de :

1. [-3]
2. [-0,25]
3. [-12,5]

Déterminer la partie entiére de :

1. {2],25] )5% [5,5%
2. [3 6) [-2,3
3. [=6,5] 7Y [45]

38

10.2 Partie entiére et équation

-
-

Ezemple

1
Résoudre 3 [—(@+1)] -1=3.
En multipliant par 2 : [ — (z + 1)] —2 =6, soit [ — (z + 1)] = 8. Cela équivaut a :

8<—(r4+1)<9 <= 9I<zr+1<-8 < —-10<z<-0.
S =]-10;-9].

Résoudre 2[z — 1] — 3 = 4.

7
20 -1 =7 <~ [z—l]:§:3,5.

Or3,5¢Z,donc S =0.

10.3 La fonction partie entiére

On note y = [z] ou y = E(x) la fonction partie entiére.

23]=2  [0,15] =
4] = [10,9] = 10

(03] =-1 [-25]=

[-5] =5 [-8 01]
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11 Congruences — Equation du second degré

Définition (Résolution par la méthode des restes)

On considére les équations du type ax? + bz + ¢ = 0[P], avec a # 0[P], ot P est un entier.

On teste tous les représentants de la classe P = {0,1,..., P — 1} (ensemble des restes possibles
modulo P).

N J

Fxemple

Résoudre 22 + 3z +7=0[3]. Classe de 3: 3 ={0,1,2}.

T 0 1 2
x? 0 1 4=1
3z 0 3=0]16=0

P +3x4+7|7=1[8=2|8=2
Aucune colonne ne donne un reste nul : cette équation n’admet pas de solution.
Résoudre 2% + 3z + 17 = 0[3].

T 0 1 2
x? 0 1 4=1
3 0 3=0 6=0

22 +3x+17 | 17=2[21=0| 27=0
On a deux colonnes qui conviennent, donc

x=1[3] ou x=2[3],

soit t=1+3kouz=2+3k,aveckeZ: S={1+3k;2+3k : keZ}.

FExemple

Résoudre 22 +2r =6[9]. Classe de 9: 9= {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
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T 0[1[2[3[|4|5|6|7|8
z? 0|1]4]0]|7]7]0[4]1
2z 0246|813 |5]|7

224+22[0|3[8|6|6[8|3|0]8

On a deux colonnes qui conviennent, donc
xr=3[9 ou z=4]9],

soit S ={3+9k;4+9k : kelZ}

Résoudre dans Z :

2 +2x+2=0[5]
z? —4x — 5 =0[11]
2?2+ =0[6]

2 —z+1=0[7]
22 +x+1=0[13]
422 + 52— 1=0[7]
3+ z2=0[9]

NS BN s 89 =
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Theme 7 : Fonction logarithme népérien (1)

Equa

Ll

Sommaire

. Définition et propriétés algébriques

. Applications des propriétés (exemples)

. Exercices 1 et 2 — calculs et simplifications

. Equations dans R — méthode et exemples

. Inéquations dans R — méthode et exemples

. Exercices 3,4 et 5

. Systémes d'équations dans RxR — méthode et exemples

. Exercices 6, 7 et 8

© 00 N O U W N

. Exercice 9 — systemes dans R? : changement de variable et méthode du pivot de Gauss

1. Définition et propriétés algébriques
Soit e le nombre réel strictement positif tel que e = 2,718...
On appelle fonction logarithme népérien, notée In, I'unique fonction définie sur JO ; +«[ telle que :

e X = x pourtout x > 0

En particulier : In(1) = 0 et In(e) = 1.

I Propriétés algébriques

Pour tous x, y € ]R+* g
In(x x y) = In(x) + In(y)
In(x/y) = In(x) — In(y)
In(1/x) = — In(x)

In(Vx) = (1/2)-In(x)
In(xP) = pIn(x) (p € R)
In(x) <In(y) = x<y

A Attention : en général, In(x + y) # In(x) + In(y).

2. Applications des propriétés — exemples

In(2) + In(3) = In(2 x 3) = In(6)
In(3 x 5) = In(3) + In(5)

eln 2 _ P

In(5/3) = In(5) — In(3)

In(1/7) = — In(7)

In(e®) = 3-In(e) =3 x 1 =3

In(8) = In(23) = 3-In(2)

In(4v2) = In(2? x 212) = In(252) = (5/2)In(2)

In(W5 + 1) + In(v5 — 1) = In[(V5+1)(V5—1)] = In((V5)> — 12) = In(5 — 1) = In(4) = In(22) = 2-In(2)

Calcul de P

P =1In(2) + In(8) — In(1/8)
=1In(2) + In(23) — (- In(8))
=1In(2) + 3In(2) + In(23)
=1In(2) + 3In(2) + 3In(2)
=(1+3+3)In2)

P=71In)



3. Exercices 1 et 2 — calculs et simplifications

Ecrire en fonction de In(2) les nombres suivants :
A=In3V2 +4) +In(3V2 - 4)

B =In(32)
C =1In(16V2)
D =In(1/4)

Exercice 2

Simplifier les expressions suivantes :
E =1In(9 — V5) + In(9 + V5)
F = 2In(3) + In(1/3) — 3In(3)
G = In(2/e) + In(e?)
—In(6) + In(12)

- 2In(v2)

S =1In(9v3) + In(27) — 2In(3)
2In(3e) — In(9)
- 3In(5e) — (3/2)In(25)

4. Equations dans R

Cas 1 :In(U) = In(V)
L'équation est définie si U > 0 et V > 0.
In(U)=In(V) = U=V

Cas 2 :In(U) =k, aveck € R
L'équation est définie si U > 0.

InU) =k = U =¢k = p=¢k

i Exemple — Résoudre dans R : In(x — 2) + In(x + 1) = In(4)

L'équation est définiesix —2>0etx+ 1> 0, soitx>2et x> —1.

SIS o——

! -1 2 5
Domaine de définition : intersection des deux conditions

D'ou I'équation est définie sur Dg = ]2 ; +f.

In(x—=2) + In(x+1) = In(4) = In[(x—-2)(x+1)] = In(4)

= In(x*-—x—-2)=1In4)

: =x*-x—-2=4 i

=x2-x-6=0 1

A=(-1)?—-4(1)(-6)=1+24=25

x1=(1-5)2=-2 x2=(1+5)/2=3

-2 ¢Dget3eDg

S ={3}

Exemple — Résoudre dans R : In(x) = 3
| Dg=10;4f :

D) =3 = eM¥=g3 = x=¢3

i e3€]0; +oof donc

. 8§ ={e’}
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Exemple — Résoudre dansR : (In x)2 - 3In(x) + 2 =0
I On pose u = In(x), avec Dg = R+*. L'équation devient :

I u?-3u+2=0

u?-2u-u+2=0

uu-2)—-(u-2)=0
w-2)(u-1=0 i
i u=2ouu=1

In x In x

I D'ouIn(x) = 2 ou In(x) = 1, soit e * = e2 ou e * = e1 :

I x=e?oux=e, avece? e € J0; +wf

| S={e;e} |

: :

! 4
5. Inéquations dans R

! Exemple — Résoudre dansR : In(2x — 3) = In(x + 1) :

L'inéquation est définie si2x —3 > 0etx + 1 >0, soit x > 3/2 et x > —1.

R .

; -1 3/2
; Domaine de définition :
, D'ou I'inéquation est définie sur Dg = ]3/2 ; 4.
. In2x—-3)<In(x+1) = 2x—-3=x+1
. =2x—-x=1+3
I =x=4 :

b DIZ]_‘”24]

i L'ensemble solution est donné par S = Dg N Dy : i

S =13/2;4]

Exemple — Résoudre dansR : In(x + 2) < 1

L'inéquation est définie si x + 2 > 0, soit x > —2.
In(x +2) <1 = In(x +2) < In(e) 5
! =x+2<e

=x<e-—-2

Ore=2,718...,donce — 2 >0 > —2.

I -2 e-2

Intersection des deux conditions

S=]-2;e-2
[ 126



6. Exercices 3, 4 et 5

Exercice 3

Résoudre dans R :

. In(x-5)=10

. In(x + 2) =1In(8 — 2x)

. In(x) + In(x — 3) = In(8)
. InCx+ 1)+ In(x—-3) =

AR W N~

Exercice 4

Résoudre dans R :

. In2x—-4) <3

. In(x+ 2)>1In4 — x)

. (Inx)?=3In(x) +2 <0
. In(x) + In(x — 3) = In(4)

AR W N~

Exercice 5

Résoudre dans R :

In(x + 5)

1. (In(x) + 2)(In(x) — 3) < 0

In(x) + 1
—_— =

2 — In(x)
x-In(x) — 2x > 0

n

. (3 —=Inx)(In(x) +4) <0

7. Systemes d'équations dans RxR

(1) +3%x(2):5u=10 = u=2
Avec (2):2—-v=1 = v=1

Vérification : 2(2) + 3(1) = 7 v/

Exemple-méthode — Résoudre dans RxR :

On pose u = In(x) et v = In(y). Le systéme devient :

2u+3v=7 (1)

2In(x) + 3In(y) = 7 (1)
Inx) —In(y) =1 (2)

Le systeme est défini six > 0 ety > 0, soit D = JO ; +o[ X ]JO ; +f.

Eliminons v par combinaison : 3x(2) donne 3u — 3v = 3. En gjoutant a (1) :

' D'ouln(x) =2etin(y) =1, soitx=e’ety=-e,avece? e € J0; +oxf.

L S={(e?; e}

Résoudre dans RxR :

On pose u = In(x) et v = In(y) :

Le systeme est défini six > 0 ety > 0.

u+v=4etuxv=-12.

In(x) + In(y) = 4
(Inx)(Iny) =—-12

| uetvsontdonc solutions de : t> — St + P = 0, soit t> — 4t — 12 = 0.

A= (—4)?—-4(1)(-12) = 16

+ 48 = 64

t1=(4-8)/2=-2 t2=(4+8/2=6

Dot (u;v)=(-2;6)ou(u;v)=(6;-2).
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2

i 1% couple :In(x) = =2,In(y) =6 = x=e %, y=e°

i 2%couple:In(x) =6,In(y) = -2 = x=¢y= e™2

S={(e2;e%); (e ;e ?)}

! Résoudre dans RxR :
i 2x+3y=7
In(x) + 2In(y) = In(2)

Le systeme est défini six > 0 ety > 0.

De la 2° équation : In(x) + In(y?) = In(2) = In(x-y?) =In(2) = x-y? = 2, soit x = 2/y? (y # 0). ]

En substituant dans la 1¥® équation :
22/N) +3y=7 = 4/ +3y=7
=4 + 3y° = 7y? (en multipliant par y?)
=3P -7y +4=0

'y =1 est racine évidente (3 — 7 + 4 = 0). On factorise : {

L STy ed=(- DGy -4y -4) 5
3y —4y—4=0 A=16+48=64
vi=4-8)/6=-2/3 y:=(4+8)/6=2

Comme y > 0, onrejettey = —2/3.Ilrestey =1 ety = 2.

; Poury=1:2x+3=7=x=2 !

' Poury=2:2x+6=7=x=1/2

S={2;1D;1/2;2)}

8. Exercices 6, 7 et 8

(On pourra poser u = In(x) et v = In(y), puis résoudre a I'aide de ce changement de variable.)

Résoudre dans RxR :

1) 2In(x) + 3In(y) = 8 ; In(x) — 5In(y) = =9

2) In(x) + In(y) = In(6) ; In(x) — In(y) = In(6) — 2In(2)
3) 2In(x) + 3in(y) = In(72) ; In(x) + In(y) = In(6)

Exercice 7

Résoudre dans RxR :

1) Inx)+In(y) =5 ; (Inx)(Iny) =6
2) Inx/2)=1 ; (Inx)(Iny) =12

3) In(xy) =5 ; (Inx)(Iny) =6

Exercice 8

Résoudre dans R? :

1) x+y=9 ; Inx) +In(y) =14
2) 3x—=-y=1; 2In(x) —In(y) =0
3) x=2y=1; 2In(x) —In(y) =9

9. Exercice 9 — systemes dans R?

(On pourra poser u = In(x), v = In(y) et w = In(z), puis résoudre le systeme linéaire obtenu a I'aide d'un changement de variable et de la méthode du pivot de
Gauss.)

Résoudre dans R3 : 128



1) 2)

3ln(x) + 4ln(y) - 5ln(z) = -6 In(x) + ln(y) + 2ln(z) = -1
2ln(x) + 3ln(y) - 4ln(z) = -5 41n(x) + In(y) + 4ln(z) = -2
-2ln(x) + 3ln(y) - 4ln(z) = 3 2ln(x) = ln(y) + 2ln(z) = -4
3)
1n(x) + 3ln(y) + 6ln(z) = 50
3ln(x) + 5ln(y) - 4ln(z) = 2
41n(x) + 7ln(y) - 9ln(z) = 31

Solution proposée du systéme 1) — changement de variables et méthode du pivot de Gauss

Systeme 1

Etape 1 — Domaine et changement de variables. Le systéme est défini pour x > 0,y > 0 et z > 0. On pose u = In(x), v = In(y) et w
= In(z). Le systéeme de départ devient le systeme linéaire (S) d'inconnues u, v, w :

3u + 4v - 5w = -6 (L1)
2u + 3v - 4w -5 (L2)

-2u + 3v - 4w = 3 (Ls3)

Etape 2 — Résolution de (S) par la méthode du pivot de Gauss.

Elimination de u. On prend (L1) comme pivot (coefficient 3) et on élimine u dans (Lz) et (Ls) par les opérations élémentaires Lz « 3Lz —
2L: et Ls < 3Ls + 2L1. On obtient le systeme équivalent (S1) :

3u + 4v - 5w = -6 (L1)
v - 2w = -3 (L2) « 3L2 - 2L
17v - 22w = -3 (Ls) « 3Ls + 2L1

Elimination de v. On prend (Lz) comme pivot (coefficient 1) et on élimine v dans (Ls) par Ls < Ls — 17L2. On obtient le systéme
équivalent (Sz), qui est triangulaire :

3u + 4v - 5w )
v - 2w = -3 (L2)
12w = 48 (L3) « L3 — 17L2

1]

|
()]
=
-

Normalisation. On divise (L1) par 3 et (Ls) par 12 : L1 < (1/3)L: et Ls < (1/12)Ls. On obtient le systeme équivalent (Ss) :
<{ u+ (4/3)v - (5/3)w = =2 (L1) « (1/3)La

Y - 2w = -3 (L2)
w= 4 (L3) « (1/12)Ls

Remontée. (L3) donne w = 4. En reportant dans (Lz) : v= -3 + 2w = =3 + 8 = 5. En reportant dans (L1) : u = =2 — (4/3)v + (5/3)w =
—2 — 20/3 + 20/3 = —2. D'ou le systeme équivalent (S4) :

u = =2 (L1)
v =5 (L2)
w= 4 (L3)

Conclusion pour (S) : I'ensemble des solutions de (S) est {(u;v;w)} ={(-2;5;4)}.

Etape 3 — Retour aux inconnues de départ. Comme u = In(x), v = In(y), w = In(2), on a In(x) = =2, In(y) = 5 et In(z) = 4, soit (en
composant par I'exponentielle, ent = tpourt>0):x= e ?, y= e’ et z = e*. Ces trois nombres sont strictement positifs : ils
appartiennent bien au domaine de définition.

Vérification dans (S) : 3(=2) + 4(5) — 5(4) = =6 ; 2(=2) + 3(5) — 4(4) = =5 ; =2(-2) + 3(5) — 4(4) = 3.

S={(?%;e; e}
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Théme 8

Nombres complexes — Géométrie, équations

Terminale — cours el exercices

Sommaire
1 Affixe d’un point, repére orthonormé direct

1.1 Vecteurs : colinéarité, orthogonalité . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
2 Forme trigonométrique et forme exponentielle

3 Formules de Moivre et d’Euler
3.1 Linéarisation . . . . . . . . . L

4 Equations du type 22 — Sz+ P =0
5 Racine n-iéme d’un nombre complexe

6 Interprétation géométrique
6.1 Propriétés du module et de 'argument . . . . . . . . ..o Lo

7 Transformations du plan
8 Lieux géométriques

8.1 Ensembles définis par un module . . . . . . ... L
8.2 Ensembles définis par un argument . . . . . ... oL Lo
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1. Affixe d’un point, repére orthonormé direct

Soit M un point du plan d’affixe z, tel que z = x + iy (avec z,y € R).
Dire que M (x + iy) équivaut a dire que M (x; y).

Soit (O, @, ¥) un repére orthonormé direct. On place le point M (z = x+iy) de la fagon suivante

Yy
A
M (z + iy)
y ,,,,,,,,,,,,
4@\ :
8
v l
L > T
Ol @ z

Soit z un nombre complexe, z = Re(z) + ¢ Im(z).
e 2 est un nombre réel si et seulement si Im(z) = 0.
e 2 est un nombre imaginaire pur si et seulement si Re(z) = 0.

Propriété

Soit I(z7) le milieu de [M M'], avec M (zpr) et M'(zppr). Alors

ZMm + 2y

] = 9

Propriété

e 2ER <— Z=12
e 2 IR <— z=—2

Exercice 1

| ,

Dans un repére orthonormé direct (O, u, ) :
1) Placer les points A(za = 2+ 3i), B(zp = 2 — 3i) et C(zc = —3 + 2i).
2) Calculer zy, I'affixe du point I, milieu du segment [AB].
3) Placer le point I.

)
A
A(2 + 34)
'
C(—3+2i) !
i
: s 7
O|u ' 1(2)
J
B(2 - 3)
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1.1 Vecteurs : colinéarité, orthogonalité

Définition

Soit u et ¥ deux vecteurs, aff (@) et aff(¥)) leurs affixes respectives.

—

est réel.

= = e . e . . a
e 7 et U sont colinéaires si et seulement si

aff (7)
aff ()

aff (v)

e ¢ | U siet seulement si est un imaginaire pur.

| '

Propriété
Si A(za) et B(zp), alors AB a pour affixe zp — z4, et

AB = |zp — z4|.

Exemple 1
Soit A(1 + 2i) et B(3 —1).

AB(zp—24): 2p—2a=3—i—(14+2)=3—1—i—2i=2—3;,
donc E(Q—i’)i), et
AB = [2-3i[ = /22 + (=32 = V4 + 9 = V13.

Exemple 2

|

aff (@) _
aff(v) 2/~

Soit @(4 + 67) et ¥(2 + 3i). Calculons

2 4460 22+30)

2 243 2+43i

Or 2 € R, donc les vecteurs @ et ¥ sont colinéaires.

Exercice 2

Soit A(z4 = 1+ 2i), B(zp =3+ 5i), C(7+ 114).
1) Calculer les affixes des vecteurs AB et AC.
2) Montrer que les vecteurs AB et xﬁ sont colinéaires.
3) Calculer les modules des vecteurs E et m .

| '

Exemple 3

|

Soit (1 4-14) et ¥(—3 + 3i). On pose z =1+ et 2’ = —3 + 3i. Calculons — :
z

z  1+d 14+i 0 (A+dA+d)  (1+14)?
2 —3+4+3i -3(1—i) —=31—-4i)(1+i) —3(1—i2)
C14+2i4  14+2%—-1 2 1
T 31+ -6 -6 3"

o

=)
—

<y

est imaginaire pur, donc @ 1 7.

\ aff (v)
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Exercice 3

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct :

1) Placer A(za =2+1), B(zp =4+ 3i), C(zc = 1+ 6i).
ZB — ZA
2 — 24
3) Les vecteurs Jﬁ et z@ sont-ils orthogonaux ?

2) Calculer zp — z4 et zc — z4, et en déduire

Exercice 4

1) Soit @(1 +14) et ¥(—1+4). Montrer que @ L ¥.
2) Soit u(2+ 3i) et U(—6+ 47). @ et U sont-ils orthogonaux ?

2. Forme trigonométrique et forme exponentielle

Définition

Dans un repére orthonormé direct (O, @, %), si z = x + iy est non nul, on appelle argument de
z, noté arg(z), une mesure de ’angle

arg(z) = (ﬁ; O_]\f) .
On note 6 = arg(z). On a

cos = sinf = 2L |z| = V22 + 92
2

Q
£y
B
Q
o}
n
RS

e 0 n’a pas d’écriture trigonométrique.
e arg(zz) = 60 [27] n’a de sens que si z # 0 ; 'argument est toujours défini modulo 27.

A retenir

I’écriture trigonométrique de z est

z = p(cosf +isinf),

et la forme exponentielle du nombre complexe non nul z est z = pe', avec p = |z|.

Exemple 4

Déterminons la forme trigonométrique et exponentielle du nombre complexe z =
T i )
2 (cos 3 + ¢sin §>, forme exponentielle z = 2¢'™/3.
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Autre exemple : soit M(z = 1 +i/3).

1
2| = /12 4+ (V3)2 = V4 =2, cosezi, sinezég,

don f = g [27].

A connaitre par ceeur : le cercle
trigonométrique.

Exercice 5

Déterminer la forme trigonométrique et la forme exponentielle des nombres complexes :

zn=1+i; z=1+iV/3

-
C

Exercice 6

Déterminer la forme trigonométrique et la forme algébrique du nombre complexe z = et/

3. Formules de Moivre et d’Euler

Formule de Moivre

Vn € N, (cos@ +isinf)" = cos(nh) + isin(nh) = <ei9> = et

Propriété

2

cos(2a) = 2cos’a — 1 =1 — 2sin’q, cos®a +sina = 1,

sin(2a) = 2sinacosa,
: 1 3 :
e”/?’:cosg—l—isin%:i—l—i%, e”/2zcosg+ising:i,
e =cosT+isinm = —1, d’ou e +1=0.

Formule d’Euler

Vr €R, €% =cosz+isinz (1), e "® =cosx —isinz (2).

En faisant (1) + (2) et (1) — (2) :
ei:c + e—ix eiw _ e—ix

cosx = ———, sinxz =

2

3.1 Linéarisation

Exemple 5

Linéarisons cos? z a I'aide de la formule d’Euler :

4 N 4
621'1 4 e—Zix 1

Xi —
2 +2’

5 el de T 62117 + 21T o +e 2ix 62117 + 260 +e 2ix
COS™ x = 5 = =

7 621':5 4 e—Qiz N B
= 1 5 =

N |
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donc

— 5
Exemple 6

Déterminons cos(3x) et sin(3z). On a

cos(3z) + isin(3z) = 3% = (em)3 = (cosz + isinz)?
= (cosz + isinz)?(cos z + isinz)

= (cos® z + 2i coszsinz — sin® ) (cosx + isinx)

= cos® x — cos x sin® 2

=cos®zr — 3coszsin’z +i (3cos2xsin;z: — sin® )

T — QCosxsin2m+i(2(:os xsinz + cos® xsinx —sin3x)

Par identification des parties réelle et imaginaire :

3 2 3

cos(3x) = cos” x — 3 cos z sin” x = cos :1:—3008:5(1—(:082:1:) = 4cos®x — 3cos,

sin(3z) = 3cos? sinx — sin® z = 3 (1- sin? z)sinz — sin®z = 3sinz — 4sin® z.

cos(3x) = 4cos®z — 3cos sin(3z) = 3sinz — 4sin®

Exemple 7

+|
—_

T

e
Simplifions
61w —

J> pour # 0 [27].

it 1] — gir/2 (6iz/2 i e—ix/Q) — ¢17/2.9 cos g’ o1 — /2 (eim/2 _ 6—im/2> _ oi7/2.9; sing.

Donc } (2/2)
e +1 2cos(z/2 x ) x
’ = = —cot - = —icot .
ee —1 2isin(z/2) i 2 %3
Exemple 8

Linéarisons cos? z :

. . 4 . . 4
T —1x eZLE _"_ e 1T
cos* z = (cosz)t = (6 te > ( ) .

En développant le binome (avec a = €™, b= e~ ab=1) :
(a+D)* = a* + 4a3b + 6a%b* 4 4ab® + b* = ¥ + 42T 4 6 + 4o 4 7T
donc

4ix —4ix 2ix —2ix
4 e 4 (e 4 e~ %) 6
cos = 16 + 16 + 16
e4ix 4 6741'90 621'96 4 6722'1 3

1
2 Ty 2 Ty

1
8

1 1 3
cos* x = 3 cos(4x) + B cos(2x) + i
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Exercice 7
1) Linéariser sin? z, cos® z et sin* = ; montrer que

1
cosdzsin®z = ——

16 |:COS(5SC) + cos(3z) — 2 cos $]

2) Déterminer la forme trigonomeétrique et la forme exponentielle du nombre complexe z, =
—3 + 3i.

3) Simplifier (ei”/4)4 x /2,

Solution. ' '
1x —1x 1T _ 5,
1) En utilisant cosz = % et sinz = < 2,6
i
.9 e —emim\? T _gy e ] ] T ye=%T ] _co5(2)
n‘x=——\ = - _ . —
T 2i —4 27 2 2 2

; iz 3
ell‘ e—ZZ'
Pour cos® z, en développant (cosz)? = (2) :
(em + efm«)?) — 3T | 36T | 3p—iT 4 B

3ix —3ix 3 (e + e~ 5
cosda = & —1_86 ( 5 ) = cos(3z) + 708

T i
. ’ . er —e
Pour sin* z, en développant (sinz)* = (

_ip\ 4
> et en utilisant i* =1 :
21

. . 4 . _ oz A4
(ezx_e m) :e4zx_4e2zx+6_4e 21x+e diz

)

dix —4ix 4 (2t + e 2iz 6 1 1
sintz = & —;66 — ( 16 ) I = 6= 8 cos(4z) — 5 cos(2x) + 3
Enfin, en utilisant cos® z = £ cos(3z) + 3 cosz et sin®z = 1zcos(2a)

2

3 .9 1 3 1 — cos2x
cos’ rsin® x = Zcos&r—i-fcosx T

1 3
= §COS3:E+ écosx — gcos&'z:cost — — COS X COS 2%

En linéarisant les produits (cos 3z cos 2z = 1[cos 5z + cosz] et cosx cos2z = 3[cos 3z +
cosx)) :

cos® zsin® x = §0053m+ gcosa} — %(COS&U—FCOS:U) — %(cosi%a:—i—cosx)
1 1 3 3 1 3
= —ECOS&L‘-F <8 — 16> cos 3 + <8 16 16) cos T
= —icos 5x — — cos 3z + 2 cosT = L [cos(f)x) + cos(3x) — 2COSl’}
16 16 16 16

2 2
) |za| = \/732—\/>8—3\f Onacose_ﬁ:\getsjngzgg \Qf

\S)

d0f19:3I [27].

24 = 3V?2 (cos SZ + 7 sin > = 3v/2e7/4,

3) (eiw/4)4 % eIT/2 — oiT 5 oiT/2 — i(m+m/2)

_ eiSTr/Z = —4,
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4. Equations du type 22 — Sz+ P =0

Avec S=z+yet P=xy.

Exemple 9

Méthode. Résoudre dans C le systéme

r+y=3
Ty =
On pose I’équation 22 — 3z +2 = 0.
A=(-3%-41)(2)=9-8=1>0.
Zl:—(—B)—ﬁ:3—1:17 22:—(—3)+ﬁ:3+1:2.
2 2 2 2

e
xX2=2 2x1=2
Do § = {(1,2); (2,1)}.

Exercice 8

Résoudre dans C :
m+y—2
Ty = —
1

=0.

On vérifie :

Solution. On pose I’équation 22 — iz —

1
A =i — 4(1) (-5) =—14+2=1>0.
i1 -1+ iV 141

2= 2 - 92 ) 22 = 2 — 9 .
Wﬁmmﬁml121+%z=( +”;% +9) :-g::i:A&(%ZﬂQZ L—j%§_iﬁ.:
il — 0 .9 _
Sloitit? -2 1,

4 4 2

Les solutions sont

—14+: 1+ 1+7 —141
@ = (T ) o @ ().

Exercice 9

Résoudre dans C :
{a: +y =10

zy =40
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5. Racine n-iéme d’un nombre complexe

Propriété

Un nombre complexe non nul z admet exactement n racines n-iémes distinctes, c’est-a-dire n
nombres complexes Z tels que Z" = z.

On pose z = R(cos p +isinp) et Z = p(cosnf + isinnf). L’égalitée Z™ = z donne
p"(cosnl + isinnf) = R(cos ¢ + isinp),

d’oit p" = R et nf = ¢ + 2k, soit

. 2%
p= VR, 9:%, ke{0,1,2,...,n—1}.

n 2k . 2k
= VR [Cos (W) + % sin (u)]

n

Exemple 10

| ,

Calculons les racines cubiques de z = 1 4 1.
2 2 ‘
|2z| = V12 + 12 = /2, cosf = \2[, sinf = \Qf’ donc 0 = Z, et z = /24,

Les racines cubiques Zj, vérifient Z7 = z, donc

3 s s
/ — V2 (BHET) k=0,1,2.

7 = [\/5 oi(m/4-+2km) !
ZO — \6/§ ei7r/12’

Zi = %ei(w/12+27r/3) _ \6667;(71'/12-&-871'/12) _ \6‘/§€7L37r/47
Ty = /2 (w1247 3) _ §/5 iln/124167/12) _ /g (ilTn/12,

Exemple 11

Calculons les racines cubiques de z = —1 — 4.

2 2
|z| = V/2, cosf = \2[, sinf = \g, donc 0 = —%Tﬂ [27].

1/3 n ok
P55 k—o01.2

Ty = |:\/§ei(—37r/4+2k7r)i|
Zo = %efifr/él,
Zl — \6/567:(—371'/12-‘,-87#12) — \6/§€i5ﬁ/12,
Zy = \6/§ei(—37r/12+167r/12) _ \G/ﬁei137r/12.

Exemple 12

Résolvons z? = 1 dans C. On écrit 1 = e*?*™ donc

z = (€Z2kﬂ—> 1/4 = eik‘ﬂ'/Z’ k — 07 17 27 3

i3m/2 i

2=€e0=1 z=¢"2=i z=¢"=-1, zm=c¢

138



Déterminer :
a) la racine quatriéme de z = v/2 4+ V2, et de z = —2 + 2i/3 ;
b) la racine cubique de z = —2 — 2iv3,de 2=2+2i,de z = —1+i et de z = —8.

Résoudre dans C I’équation z* =8 (1 + Z\/ﬁ)

Montrer que :

1) e+ e = &5 [(875) 4 H(35))].
1, : . _
2) Vx € R, en écrivant cosz cosy = 1 (eZz 4F e‘”) (ely I e"y), on a
1 , . o _
COSTCOSY = 7 [2005(37 +y) + 2cos(z — y)}, e e = 215" cos(x 5 y) ,

-~
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6. Interprétation géométrique

Soient A(z4), B(zp) et C(z¢) trois points du plan. Le nombre complexe

Z:zc—zA
ZB — ZA
vérifie | | i
20 — ZA 20 — ZA
7| = - ——— zz(,@;m)z.
1Z| oo —2a| 2p—2a] _ AB arg(2) [27]

le

Propriété
Soit M(z), A(za) et B(zp). L’ensemble des points M(z) tels que
|z — za| = |z — 28] (c’est-a-dire AM = M B)

est la médiatrice du segment [AB].

L’ensemble des points M (z) du plan tels que |z — 24| = R (avec R € RY) est le cercle de centre
A et de rayon R.

Propriété
Si Z € iR, le triangle ABC' est rectangle en A.
Si |Z] =1, le triangle ABC est isocéle en A.

Si Z = +i, le triangle ABC' est rectangle et isocele en A.
Si Z = eF™/3 e triangle ABC' est équilatéral.

Exercice 13

Soit le nombre complexe z = (z —2i)(zZ — 1), avec z = x +iy. Déterminer ’ensemble des points
M (z) tels que z soit un réel.

Amorce (méthode) :

z=(z+iy—2i)(z —iy—1)
=x2—ixy—ac+i:vy+y2—iy—2ix—2y+2i

=z’ —z+y’ -2y +i(-y—2x+2).

z est réel si et seulement si Im(z) = 0, ¢’est-a-dire —y — 2z +2 = 0, soit y = 2 — 2z : 'ensemble
cherché est la droite d’équation y = 2 — 2.

Exercice 14

Soit le nombre complexe z = (z —2i)(Z — 1), avec z = x +iy. Déterminer ’ensemble des points
M(z = x + iy) tels que :

140



4
) z—8—i—— soit réel.
) z=(z— 2@)(2 — 1) soit un imaginaire pur.
3) 1341 # 3]+ 1.
) 22+ (2 +2)=0.

Exercice 15

iz
Déterminer ’ensemble des points M (z = x + iy) tels que z = 1
z

soit un imaginaire pur.

6.1 Propriétés du module et de ’argument

|
iy
iy

Propriété

Soient z = pe et 2/ = ple " deux nombres complexes non nuls.

22 = ppl 0F0) 22| = pp!, arg(z2') = arg(z) + arg(z) [2n],

1 1 . 1 1 1

Ll 2l a (—) — — arg(s) [2n],

zZ P z P %

S=5000, (5= 0w (5) = ane(z) - are(2) (2],
= pren? | =", arg(z") = narg(z) [2],
Z=pe, 2| = |2|, arg(z) = —arg(z) [27].

-
|
.
.

Equations complexes des transformations du plan

Soient M (z), M'(2'), @(a) un vecteur, Q(w) un point, k € R*, § € R.
1) 2/ =z + a : translation de vecteur « d’affixe a.
2) 2/ —w=k(z — w) : homothétie de centre Q(w) et de rapport k.
3) 2 —w = e?(z — w) : rotation de centre Q(w) et d’angle 6.
4) 2/ —w = ke (z — w), soit 2/ = az + b : similitude directe de rapport k = |a|, d’angle
0 = arg(a), de centre Q(w) (a € C\ {1}, b € C).
Le centre de la transformation est aussi appelé point invariant, c’est-a-dire T'(Q2) = €2, soit

Z = z.
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7. Transformations du plan

Exemple 13

Soit la similitude directe S : 2’ = (1 +14)z + 2.
1) Rapport de la similitude : k = |a| avec a = 1+ 4, donc k = V12 + 12 = /2.
2) Angle de la similitude : § = arg(a) = arg(1 + ).

. . V2 V2, T ..o
1+z:\/§<\2+\}§z):\/§<22+22z>=\/§<cos4+zsm4),

7r
d 0=—.
onc 1

2

3) Point invariant : w=(1+iw+2 <= w—(1+ilJw=2 <= —iw=2 << w=— =
—1

—24 -2

= =20 (~1), soit w = 2.

0 . (—1), soit w=2i

Le point invariant, centre de la similitude, est €(27).
4) Image de B(1 —i) par S': f(2) =(14+i)z+2,

d=flzp)=(1+i)(1—-)+2=1-2+2=14+1+2=4.

L’image de B est B'(4).

Exemple 14

Soit f: 2" =2+ 3 — 2i. f est une translation de vecteur (3 — 2i).

| '

Exemple 15

Soit T:z+— 2/ =22 Onaz =2z < 2/ —0=2(2—-0), donc T est une homothétie de
rapport 2 et de centre O(0).

Exemple 16

|

Soit 2’ = €™/2z. Alors 2/ — 0 = €™/2(z — 0) : rotation de centre O et d’angle § = 3

Exemple 17

Soit g: 2+ 2/ =—2+4. Ona2z=—2+4+z2z=4.. enposant 2/ =2: 2= —2+4 <—
2z =4 <= z = 2. g est une symétrie centrale de centre (2).

Exercice 16

Soit la transformation f du plan complexe : M(z) — M'(2') telle que 2’ = (1 — i)z + 2i.
1) Déterminer le point invariant par f.
2) Donner la nature et les éléments caractéristiques de f.

Exercice 17

Dauns le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct, soit Q(w =1+ 2i) et A(z4 =
3—1).
1) Donner l’écriture complexe de la rotation R de centre A(1 + 2i) et d’angle g

2) Déterminer affixe du point B’, image du point B(3 — i) par R.
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Exercice 18

Dans le plan complexe, A(z4 =), B(zp = 2) et C(z¢ = 1—1). Déterminer I’écriture complexe
de la similitude directe S qui transforme A en B, et B en C. Déterminer le centre de S.

Exercice 19

Dans le plan complexe rapporté a un repeére orthonormé direct (O, w, ¥), soit A(z4 = 2 — 34)
et B(zp = —1+1).

a) Déterminer I’écriture complexe de la translation ¢ de vecteur 4 (zz = 4 + 2i).

b) Calculer laffixe du point A’, image de A par t.

c) Déterminer ’affixe du point C, image de B par t.

Exercice 20

| '

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, ¥), soit Q(w = 1+ 2i) et
A(za =3 —1).

a) Déterminer 1’écriture complexe de 'homothétie h de centre € et de rapport k = —2.

b) Déterminer laffixe de B dont I'image par ’homothétie h est B'(zpr = —3 + 8i).

| '

Exemple 18
A(3 + 5i), B(3 —5i) et C(7+ 3i). Soit tz la translation de vecteur @(4 — 2i) :

ta(M) =M < MM =i = o — = d— 2% e 2 =z+4+4-2.
1) Démontrer que tz(A) = C' :
20 =2a+4—2=(3+5)+4—2=T+3i.v
2) Déterminer zps tel que t3(B) = B’ :

i =z2p+4—2i=(3—5i)+4—2=T7—"Ti.

Exemple 19

Soit A(za = 3+ 5i), M'(2') et M(z). Le centre de 'homothétie est (3 — 2i), le rapport de
I’homothétie k = 4.

—
OM' = kOM <= 2 — 2 = A(z — 2q) <= 2 — (3 —2i) =4[z — (3 — 2i)],

Y =4 —12+8i+3-2, | =42—9+6i]

Exemple 20

Eléments caractéristiques de la similitude directe 2/ = (=2 + 2i)z + 5 + i.
e Rapport : k=|—2+42i|=vV4+4=2x4=2V2
_\/é = —\gi, sinf = 2\2/§ = \éi, d'on 0 = %TW [27].
e Point invariant : w = (=24 20)w+5+1i <= wB—-2i) =5+ <= w = 35j21i =
(5+i)(3+2i) 15+10i+3i—2 13+ 13i
13 13 13
Le centre de la similitude est Q(1 + ), le rapport k = 2v/2 et I'angle 0 = ?%T

e Angle : cosf =

=1+
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Propriété
Si Q, A et A’ sont trois points du plan tels que  # A et Q # A’, il existe une unique similitude
/

directe du plan de centre Q qui transforme A en A’. Son rapport est
— —
6 — (QA; QA').

Exemple 21

Soit f: P — P, M(z) — M'(%) telle que

{x’::r—\/gy

et son angle est

Yy =V3z+y—V3

1) Déterminer lexpression complexe de f, en déduire la nature et les éléments
caractéristiques de f.
Avec z =x + iy :
d =2 +iy = (x—V3y) +i(vV3z—V3+y)
=2 +iV3z — V3y +iy —iV3.

z+Z
En écrivant x = e ... plus simplement, en identifiant 2’ = az+b avec x = Re(z), y = Im(2)

2
2 =1+iV3)z—1iV3.
e Rapport : k= [1+iV3| =1+ 3 =2.
1
e Angle : cosf = 3 sinf = \ég, donc 0 = g [27].

e Centre : w = (1 4+iV3)w —iV3 <= w1l —1-1iV3) = i3 +—= w(—iV3) =
—iV3 = w=1. -
Le centre de la similitude est Q(z = 1), de rapport k = 2 et d’angle 6 = 3
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8. Lieux géométriques

8.1 Ensembles définis par un module

Propriété

|z —a| = |z —b| : penser a |z| = |z|, donc cette égalité équivaut a |Z — a| = |z — b| (selon les
valeurs de a, b).

Le lieu |z — z4| = R (avec R € RY ) est le cercle de centre A et de rayon R.

| '

Exemple 22
1) Déterminer ’ensemble des points M (z) tels que |z — 2| = |z — 3 + 14| : c’est la médiatrice
de [AB] avec A(2) et B(3 —1).
2) Déterminer l’ensemble des points M (z) tels que |z —2| = |Z+5—3i| : en utilisant |2| = |Z|,

ona |z —2| =|z+5—3i| : médiatrice de [AB] avec A(2), B(—5 + 3i).
3) Déterminer I'ensemble des points M (z) tels que |3iz + 6| = |3iz — 3 + 9i].

3iz+ 6| = [3i(z + 2)| = 3|z + 2|,  [3iz—3+9i| = 3i(z+i+3)| =3[z +i+3|.

L’égalité 3|z + 2| = 3|z + i + 3| équivaut & |z + 2| = |z + i + 3| : médiatrice de [AB] avec
A(-2), B(—3 —1).

Exemple 23

| '

Déterminons ’ensemble des points M du plan tels que |z — i| = 1. En posant z = x + iy :

|z =i =]z +ily—1)| =22+ y—-1)2=1 <= 2+ (y—1)* =1

M(z = x + iy) décrit le cercle C (A(0;1), R =1).

Exemple 24

Déterminons I’ensemble des points M du plan tels que |z —1|+|z+ 1| = 3. On pose z = z + iy

|z — 1| = /(2 — 1)2 + 42, |z +1] = (2 + 1) + y2.

Ve+1)2+ 2+ -1)2+2=3 = Ve +1)2+y2=3-/(z - 1)2 + 4%

En élevant au carré :

@+ 1)+ =9-6V(@— 12 +y + (@ - 1)+,

P 424+1=9-6y(z— 12+ 12 +2> -2z +1,
dr — 9 = —6+/(x — 1)2 + y2.
En élevant & nouveau au carré :
(4 —9)* =36[(z — 1)> +3?],  162° — 72z + 81 = 36(z — 1)* + 36y,
1622 — 72z + 81 = 3622 — 72z + 36 + 3642,

81 — 36 = 36z — 1622 + 36y%, 45 = 2022 + 36y

En divisant par 45 :

20 , 36 , 4 5 4, z? y?
= <y =1 = Yy =1 < —— = 1.
5B T Y o" T5Y 2" ( 5>2
2 2
; : - . : 3 V56
L’ensemble des points M décrit une ellipse de centre O, de demi-axes 3 et -
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Exemple 25

—2-3
Déterminons ’ensemble des points M (z) tels que arg('z?)+?> _ [27].
z—3+1

Avec A(2 + 3i) et B(3 —1) : arg(z_zA> - (J\ﬁ; J\—ﬁx) - g [271].

Z—2p
Le triangle ABM est donc rectangle en M : ’ensemble cherché est le demi-cercle supérieur de

diametre [AB], privé de A et de B.

B A
Si la condition est donnée modulo 7 (c’est-a-dire <M i M A) =
le cercle de diamétre [AB] tout entier, prive de A et B.

g [r]), 'ensemble cherché est

8.2 Ensembles définis par un argument

Propriété

Soit A(z4). L’ensemble des points M(z) tels que arg(z — z4) = 0 [27] est la demi-droite
[AM) privée de A, faisant un angle 6 avec ’axe des abscisses (ou une droite paralléle & cet axe
passant par A).

Modulo 7, I’ensemble est la droite (AM) privée de A.

A gauche : arg(z — 24) = g [27] (demi-droite privée de A). A droite : arg(z 4 2i) = _?%r [27] (demi-droite privée
de A(—2i)).

Exemple 26

Déterminons 'ensemble des points M du plan tels que arg(iz) = g [7].

[7], dou arg(z) = - — g = —% [7], soit

w3

arg(iz) = arg(i) + arg(z) [r], donc g + arg(z) = T

3
—
(ﬂ'; OM) = —% [7].
L’ensemble cherché est la droite (OM) privée de O, faisant un angle —% avec 1.
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Exemple 27

Déterminons I’ensemble des points M tels que arg(z — 3 + 1) = % [27].

On utilise arg(z) = —arg(z) : 2z —3 —i =2z — 3+, donc

arg(z —3+i)=arg(z —3—1) = —arg(z —3—1i) = % 27] <= arg(z —3—1) = —% [27].

On prend M(z) et A(3 + 1) : I'ensemble cherché est la demi-droite [AM) privée de A, faisant
T

un angle 2 avec la paralléle a 'axe des abscisses passant par A.

Exemple 28

|

En posant z = x + iy, déterminons ’ensemble des points M (z) tels que arg(z — 1 + 2i) = 3
On pose A(za=1-2i). Onaz—1+2i=x—1+i(y+2), et

. s T +2
arg(w—l+z(y+2)):§ = tan§:% —= V3@z—-1)=y+2,

soit y = v/32 — 2 — /3 : Pensemble cherché est (une partie de) cette droite.

Exemple 29

|

En posant z = x + iy, déterminons ’ensemble des points M (z) tels que arg(z + 2i) = 1

2 2
arg(x+i(y+2)):% = tan%z% —= 1:% = r=y+2 = y=x—2.

L’ensemble cherché est la droite (AM) d’équation y = x — 2.

| (

Exemple 30

zZ—1
z4+1

Déterminons 'ensemble des points M tels que arg< > = % En posant z = x + 1y :

p—i _w+ily—1) [p+ily-D][z—ily+ D]  2?+1?—1+i(—22)

z+i  x+ily+1) 2?24 (y+1)2 22+ (y+1)?

:U2+y2—1 —2x . T . T Y
OnposeX:metY:m;&vecarg()(-i-l}/):Z,SOIttaDZ:y:1
—2zx 24 (y+1)> -2z 9 9

X =1« ——+—— =1 <— 2 — =1
2t (12 2221 2P -1 vy =4

(x+1)2 92 =2.

L’ensemble cherché est une branche d’hyperbole.

| '

Exemple 31
. . T . T
Déterminons I'ensemble des points M tels que arg(z +2) = 5> buis arg (z(z - 1)) =35
Pour arg(z + 2) = g : en posant z = x + iy, tang = % (limite infinie), ce qui impose
x

x+2=0avec y € R* : demi-droite verticale z = —2, y > 0 (privée du point (—2;0)).
Pour arg (z(z — 1)) = g : en posant z = x + 1y,
20z—1)=(z4+iy)(x —14+1iy) = 2® — x4 izy +izy —y —y* = (xQ—x—yQ) +i(2zy — y).
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tang — +oo impose 22 —z — y? = 0 (avec y # 0, x # 0), soit

(privée des points ou

e~ =

1\2
L’ensemble cherché est une hyperbole d’équation <x — 2) —y? =
y=0).

En posant z = x + iy, déterminer 'ensemble des points M (z) tels que :
1) arg(z — 1) = %

2) z—1 T
ar ==
g\z11/ "3

3) arg(z—l—i):g

Déterminer ’ensemble des points M (z) tels que :

1) arg(z) = 3 [2n]

2) arg(z) = 7 [2n]

3) arg(z +3+1) = g [27]
z—2—3 ™

4 g(w) = 5 (2]
z2—2—3 ™

2 arg( —3+2z) =3 Il

6) arg(z 1_12_;”) = g [27]

7) arg(z — 1 + 2i) = — [2n]

Déterminer le lieu géométrique des points M (z) tels que :
1) |z —i| =z +1
2) |z—34+1i=|2+5— 2
3) |(1+1i)z—2i| =2
4) |3 +iz| = |3 — iz|
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Théme 9

Fonction Logarithme Népérien
Calcul Intégral

Sommaire

1. Rappels sur les fonctions réciproques
2. La fonction logarithme népérien

2.1. Définition et premiéres conséquences
2.2. Propriétés algébriques

2.3. Reésolution d’équations
3. Etude de la fonction In

3.1. Limites de référence
3.2. Tableau de variation et courbe représentative
3.3. Tangentes remarquables

3.4. Croissances comparées
4. Dérivée de In(u) et primitives en In |u|
5. Probléme de synthése (fonctions g, h, f et suite (uy))
6. Calcul intégral

6.1. Primitive et théoréme fondamental

6.2. Intégrale sur un intervalle non borné

6.3. Domaine situé sous une courbe

6.4. Valeur moyenne et propriétés de 'intégrale

6.5. Exercices résolus

7. Exercices proposés

1 Rappels sur les fonctions réciproques

Propriété. Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I telle que f’(x) > 0 (respectivement
f'(x) < 0) alors f réalise une bijection de I sur f(I), et sa réciproque f~! est dérivable sur f(I).

2 La fonction logarithme népérien

2.1 Définition et premiéres conséquences
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1
Définition. La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive de la fonction z — —
%

sur |0; 4+o0o[ qui s’annule en 1.

Conséquences

e La fonction In est dérivable sur |0; +oo[ et pour tout z € ]0; 4o0] :
(Inz) = 1 ou In'(z) = —
x x

e In(1)=0

e Il existe un unique réel e tel que In(e) = 1.

2.2 Propriétés algébriques

Propriété. Pour tous réels z et y strictement positifs, on a :

VpeR, In(z? In(z)

— In(x) + In(y)

In(z) — In(y)

=3
—~
I
i

=)
7~ N7 N 8

QLI 8

X
<
~—

5

In(1) —In(y) = 0 — In(y) = — In(y)

In(v/z) =1In <x1/2> = %ln(:n)

In(z)

~—
I

€

8

Propriété. La fonction In est une bijection croissante de ]0;+oo[ sur R.

In(z) =In(y) <= z=y In(z) <In(y) <= z<y

2.3 Résolution d’équations

Exemple. Résoudre dans R ’équation 7% = 9.
7 =9 < In(7") =1n(9)
— zIn(7) = In(3?)
< zln(7) = 21In(3)
. 21n(3)
~ In(7)
A Attention.
In(x)
) # 1) ~In(y) In(e + y) # In(x) = In(y)
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Exemple. Résoudre dans R ’équation 537 = 2722,

53 = 9702y In (5%) = In (272)
< 3zIn(5) = (7x — 2) In(2)
<= 3zIn(5) = 7z In(2) — 21n(2)
<= 3zIn(5) — 7xIn(2) = —21n(2)
< z[3In(5) — 7In(2)] = —2In(2)
—21n(2)
—

~ 3In(5) — 7In(2)

21n(2)

¥ TIn(2) — 3In(5)

Exemple. Résoudre dans R 1’équation 2e2*t4 — 8 = 0.

2% —8 =0 = 2¢¥ =38
= et =4
< In(e**™) =1n(4)
< 2r+4=1In(4)
< 2z =1In(4) -4
1 _

PRI n(4) — 4

2

x=1In(2) -2

Exercicel — équation a résoudre.
Résoudre dans R I'équation In(2z + 1) + In(z — 2) = In(z + 9).

3 Etude de la fonction In

3.1 Limites de référence

Propriété.
Iim Inxz =+o00 Iim Inz = —o0
T—+00 r—0+
Inz .
Iim — =0 Iim zlnz =0
r—+o00 X x—0t+

In(1+ h)

Calcul de ]llir% On utilise le taux d’accroissement de In en 1 :
ﬁ

f@) =t 100 = F(a)

h—0 h
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1
Avec f =1In, on a In’(z) = —, donc In’(1) = T= 1. Or
In(1+h) —1In(1) In(1+ h)
/! _ —
i) = i h T hs0 h
D’ou
1
i )
h—0 h

Calculs de limites. o lim In (7903 — 22+ 1)
xr——+00

Posons u = 72% — 22 +1. Quand x — +00, u — +o0o (car 7x3 — 22 + 1 est une fonction polynome
dont le terme dominant 7z tend vers +o0). Donc

lim In (7x3 — 22+ 1) = lim Inu =400
x—r—+00 u——+00

e lim [10z —5lnz]

z—0t

lim [10z —5lnz] = lim 10z — 5 lim Inz =“0 — 5(—00)” =“ + o”

z—0t z—0t z—0t

lim [1030 —51In :U} = +00

z—0t

e lim [10z —5lnz]
T——+00
1
10z —blnzx == [10 — 511:5]
T

1 1
lim [10-5”} —10-5 lim —2 =10 5(0) = 10
r—+00 x r—+o00 I
: . . Inzx
lim [10z —5lnz] = lim zx lim |10 —5—| =“(+00)(10)” = 400
T—+00 r—>+00 r—>+00 T

3.2 Tableau de variation et courbe représentative

1
La fonction f(x) = Inx est définie, continue et dérivable sur ]0;4o00[, avec f'(z) = = > 0.

T 0 +00
/ _
f (ai) = 4
T
+o0

—o0
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Ny
>

Cln

La fonction In réalise une bijection croissante de ]0; 400 sur R, avec pour asymptote la droite d’équation

z = 0.

3.3 Tangentes remarquables

L’équation de la tangente T, & la courbe de f au point d’abscisse a est

To:y=f(a)(z—a)+ f(a)

— 1 done £(1) =m() =0 et 1) = L =1,

Tangente en x = 1. f(z) =lnz, f'(z) = —
5

— ‘ley:x—l‘

Ty :y=1x(z—1)+0

Tangente en x =e. f(e) =In(e) =1, f'(e) = %.

1 1 1
To:y=—-(z—e)+l=-zrz—-xe+1l=-z—-1+1

e e e e

1
Te:y= -z
e
3.4 Croissances comparées
Propriété.
o . lnz . n . Inz
Vn e N, lim — =0 lim 2" lnx =0 lim =1
x—+oo " z—0F a—lz —1

4 Dérivée de In(u) et primitives en In |u

Propriété. On note Inou ou In(u). Si f = In(u) ou u est une fonction strictement positive et

dérivable sur un intervalle, alors f est dérivable sur cet intervalle et

/ ul

(In|u|)’ = — (u ne s’annulant pas)
u

(Inu) = “ et
u
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Exemple. f(z) =In(2? — 4z —5), f/(z) =7

/
2 42 -5 Onaf=Inuet (lnu)’:u—, avec v = 2z — 4.
u

Posons u = x

2x — 4
1N
f(x)_x2—4x—5

Exemple. f(z) =In <$j_1>, fl(x)=7

n (:C_T_1> =Inz —In(x + 1), donc f'(z) = (lnx—ln(x—i-l))'_
(x+1) 1
z+1  z4+1

1 1 1-—
fo)=--—= -7
r z+1 z(x+1)

1
In'(z) = - In'(x +1) =

p _ 1
F=) = z(x+1)

Exercice 2. .
Soit f la fonction définie sur Dy = R* par f(x) = iy
x

a) Calculer f'(z).

b) Etudier le signe de f'(x).

Corrigé
a) La fonction & — Inx est dérivable sur R* et la fonction x +— 2 est aussi dérivable sur R, donc

f est dérivable sur R’ comme quotient de fonctions dérivables sur RY .

1
) (Inz) z — (Inz) 2’ Exx—lxlnx
fiz) = 22 = 72
1—Inxz
fia =11

b) f/(z) =0 <= 1—Inz =0 (avec 2% # 0), soit Inz = 1, donc z = e.

x 0 e —+00
1—Inz + 0 -
22 + +
signe de
f'() L S
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Exemple. Déterminer la dérivée de :

1) f(z) =1In(z?)
2) f(z) =In(5z + 3)

3) f(z) =In (ifi)

Primitive de u//u. Si u est une fonction dérivable ne s’annulant pas sur un intervalle I, alors
!/

U
la fonction — admet sur I des primitives de la forme
U

In |u| + C, CeR

Exemple. Déterminer une primitive de :

1) Dy =]0; oo, £(2) = .

u=2x%+2 u =2z Onafzg,doncF:ln|u|+C,C’GR. Comme 22 +2 >0 :
u

F(m):ln(ﬂz2—|—2)—|—0, CeR

2z + 3
2) Dy =] —4;1], f(x):m-

u=x2+3z—4, v =22 +3.

F(m):ln’m2—|—3m—4‘—l—0, CeR

|F@)=m[3z-2[+C, CeR

Exemple. Déterminer / —dm

|
/ n:L“ /xlnxdw

1
Or /u'u admet pour primitive §u2 + C, donc, avec u = Inz et v/ = —
T

1 1
/Md:n—2 ln$}2+C, CeR

Exercice 3.
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. 1
Etude de la fonction f définie par f(x) = o
zlnx

Corrigé

1) Ensemble de définition. f est définie si, et seulement si, zlnz # 0, avec > 0. Or
zlnzx =0 < z2=0o0u lnz =0 < z=0o0uz=1
Comme z > 0, on exclut x = 1 (et x = 0 n’appartient pas au domaine de In). Donc
Dy =]0;1[U]1;400]

1
2) Dérivée de f. La fonction x — — est dérivable sur Dy, la fonction z +— Inx est dérivable sur

x
Dy, donc f est dérivable sur Dy comme quotient de fonctions dérivables sur Dy.

1\ 1
() Inz— = (Inz) —ilnx—lxl oz 1
() = T T _a? z x_ 22  a?
(Inx)? (Inz)? (Inz)?
Inz+1 Inz+1
/ _ _
Flw) = 22(Inx)? (xlnz)?
1
f’ s’annule si, et seulement si, Inz+1 = 0 (avec zInx # 0), soit Inz = —1, donc x = e~ ! = - (avec
x#0et x#1).
Signe de f'(z)
1
x 0 = 1 +00
Inz +1 — 0 + +
(rlnzx)? + + +
signe de n _ B
f'() ?

- . 1 L 1
Ainsi f est croissante sur [0; —| et décroissante sur |—;1| et sur |1;+4o0].
e e

3) Limites.

eEn 0" : lim, ,g+ zlnz =0~ (car x > 0 tend vers 0 et Inz — —o0, donc le produit tend vers 0 par
valeurs négatives). D’ou

i f0) =g = oo
elnl:
z 0 1 +00
x + +
Inx - 0 +
xlnx — 0 +
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Iim zlnxz =0~ lim zlnz =07

z—1— rz—1t
lim f(x)= « Lo —00 lim f(z)= « Lo +00
z—1— 0- z—1t 0+
e kn +oo: lim zlnx = +oo, dou
T—+00
lim f(z)= « 1 0
T—+00 —+00

On calcule également

x 0 : 1 +00
f'(z) + 0 - -
—e 400
f(@) / \ \
—00 —00 0

5) Courbe représentative

Ny
>

1

.
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1 A
> T

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

1
e

“n

Asymptotes verticales x = 0 et x = 1 ; asymptote horizontale y = 0 en +oo0.

5 Probléme de synthése

Partie A
Soit la fonction g définie sur ]0; 4+oo[ par g(x) = 2% — 1 + In(x).
1) Etudier les variations de g sur ]0; +oo], dresser le tableau de variation de g sur |0 ; +oo|.

2) Calculer g(1). En déduire le signe de g(z) selon les valeurs de z.

157



Partie B

1
Soit la fonction h définie sur I = [1;+4o00] par h(z) =2z —1— n(x)
x
1) Montrer que Vz € [1;+00], h'(z) = ga(;)

2) A I'aide du signe de g(z), dresser le tableau de variation complet de la fonction A sur [1 ;4o0|
(calculer la limite en +o00).

3.1) Démontrer que l’équation h(x) = 2 admet une unique solution a sur l'intervalle [2;4].

3.2) Justifier que 3,3 < a < 3,4.

Partie C

1
On consideére la fonction f définie sur U'intervalle [2;4] par f(z) =1+ ——y
x

1) Vérifier que I'égalité h(a) = 2 est équivalente a I'écriture f(a) = a.

1
2) On admet que pour tout z € [2;4], |f/(x)] < 1 En appliquant I'inégalité des accroissements

finis & la fonction f, démontrer que pour tout = € [2;4] :

£(@) ~ ol < 7lz ol

3) Soit la suite (u,) définie pour tout n € N par : ug = 2, upy1 = f(un).
a) Démontrer par récurrence que pour tout n € N: 2 < u,, < 4.
< 1
b) A l’aide de la question précédente, prouver que pour tout entier n : |u,4+1 —a| < Z|un—a].

¢) A laide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que pour tout n € N : |u, — a| <

1 n
<4> lug — a.

d) Déterminer la limite de la suite (u,).

6 Calcul intégral

6.1 Primitive et théoréme fondamental

Rappel. Une fonction F' continue et dérivable sur un intervalle I est une primitive de f sur [

si F'(z) = f(x).

Théoréme fondamental. Sur un intervalle I, avec a et b des éléments de I, si F' est une
primitive de f sur I, alors

b
/ﬂmmzwwm:F@—ﬂ@
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2
Exemple. Calculer / (ac3 + 5) dr = |:£L‘4 + 51‘} .
1

1
Posons F(z) = Z$4 + 5z.

—_

4

—16+10 1+5
4 4

F(2)— F(1) = 3(2)4 +5(2) - ((1)4 + 5(1))

1 21 56 21 35

9
Exemple. Calculer / z+/z dx.
1

9 9 9 2217 19 9
/ x\/de—/ mxxl/zda@—/ 2P dr = |=——| = [xz\/f]
1 1 1 5/2 ) 5 1

F(9) ~ F(1) = 59V — 21V = Z(81)(3) — 2(1)(1)
486 2 484
=5 575

g 484
/ xﬁd:&z%zQG,S
1

6.2 Intégrale sur un intervalle non borné

+o0 1 1
Calcul de (z) dx par I’exemple. Calculons / — dz.
A
a — 0o
1

1
On pose A = —oo. OnaI(A):/ ﬁdm et
A
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On calcule I = lim I(\):

A——00

1
1
—o0 T

6.3 Domaine situé sous une courbe

.
>

77 777
77
7 z
7 777
Ry
{ 4 Ny
+ + >

=
&

Définition. On appelle domaine situé sous la courbe de f ’ensemble des points M de coor-
données (z;y) du plan tels que

b
f(=)

NN

4
Y

o 2
N IN

Remarque. Le domaine situé sous la courbe admet une aire.

Pour a = b, / f(z)dx =0

N,
>

5 (L]
\

Y

Lorsque f(z) < 0 sur [a;b], 'aire A (exprimée en unités d’aire) est

A:—/bf(x)da:xu.a

6.4 Valeur moyenne et propriétés de l’intégrale
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I'intervalle [a; b] le nombre

b
= bia/ f(z)dx

Valeur moyenne. On suppose a < b. On appelle valeur moyenne d’une fonction f sur

Propriétés de I’intégrale. Soient k et k' des réels. On a :
b b b
[ ts@)+ 9@ da = [ f@yda k[ gy
b
Si f(z) > 0 sur [a;b], alors / f(z)dx >0

b b
Si f(x) < g(z) sur [a;b], alors / f(z)dx </ g(x)dx

Relation de Chasles. Pour tout réel ¢ tel que ¢ € [a;b], on a

/abf(x)d:c:/acf(a:)dm+/cbf(x)dx

6.5 Exercices résolus

Exemple. Déterminer une primitive de :

$73x+2
5)/ z—1
2 _ 2 _ 1) — _
/x 3x+2d$:/x 7 2x+2dx:/a:(a: 1) —2(x 1)d:r
z—1 x—1 z—1

:/de:/(x—Z)dm

Z_ 2 1
/x 50 dr=-2°>—-2x+k, keR
z—1 2

3 _322+5
0 [y

3 —322+5 2.y 5
T e 2y 7
r—3 z—3

3 2
— 1
x—3 z—3

5 —32%+5 1
/wd:v:x3+5ln\x—3\+k, kEeR
x—3 3

2
T
7 /41‘3—6dx
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u =423 — 6, v = 1222
2 2 /
7 1 122 1 U
/4303—6 . 12/4:1:3—6 Tl W

e 11 3 R

Exercice 4.
r—6

(z—1)*

Soit la fonction f définie sur |1;+o00] par f(z) =

1) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout z €]1;400] :

a b
r—1 (z—1)2

2) En déduire une primitive F' de f sur ]1;+o0].

Exemple. Calcul intégral.

7) /tan(5a:) dx:/ig;gz; do = —;/mm

1
/tan(5x) dx = == In|cos(bx)| +k, keR

| e

p — 14T u = .
osons u VT, u N

1

/de:Q/li—\fj}deQ/idx

/M:mn(uﬁwk, kEeR

3
/ V1 + xdx
0

3 3
/a:\/l—i-xdx:/ (z+1) - 1)1 +2)dz
0 03
:/0 {(1—1—3:)(1—%:1:)1/2—(1—1-3:)1/2] dx

3
:/O [(1 +x)3/2 —(1 +§c)1/2} dx

7 Exercices proposés
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Exercice 5 — calcul intégral.

Calculer :
a w/2 o
/ rsinxdr / Cos (236 + —) dx
—a /4 A
3 e
1 1
/ —dx / i dzx
-3 2 + 3 1 g5
3 4 dx
/ V14 xdx /
0 9 xlnz
4
/ (cos2 x — sin? 33) dx
0
Exercice 6 — limites.
Calculer : In 0 .
n(xr + . 9 . nx
z—+oo x4+ 2 xliglJr \/E (lnx) :}:l—>rnl :L'Q -1
In(1 In(1 In(1+2
L i (L .
z—0 sSInx z—0 T+ x z—0 s x
Exercice 7.
t
1) Calculer A(t) :/ — dz.
1 X

2) Calculer A = . lim A(t).

—+00

Exercice 8.

A
1
1) Calculer I(\) = —dx.
) Calculer I(\) /2 T x
2) Calculer I = lim I(\).

A——+o00
Exercice 9. 1
On donne f(z) = ————.
@) = e
1) Déterminer a et b tels que f(x) . + :
Tminer a u T) = :
4 z+3 x+4

A
2) Calculer I(\) :/0 f(z)dx.

3) Calculer I = lim I(\).

A—+00
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Exercice 10.

On donne f(x) = i

ViZ+1

A
1) Calculer I()\) :/1 f(z) dx.

2) Calculer I = lim I()).

A—+o00

Exercice 11.

On donne f(x) = !

1—2z°

1) Calculer I(\) = ’ f(z)dx.

0
2) Calculer lim I(\).

A—1—

Exercice 12 — valeur moyenne.

1) Soit f la fonction définie par f(x) = 223 — 3x. Calculer la valeur moyenne de f sur [2;5].

2) Calculer la valeur moyenne de f(z) = sur [1;4].

Bl

w

3) Calculer la valeur moyenne de f(z) = z° — 2x + 4 sur [—1;2].

Exercice 13.

2
Calculer I = / V2 — 22dzx.
0
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Theéme 10 : Les isométries du plan

Sommaire

10.1 Les transformations géométriques

10.2  Définitions

10.3  Isométries

10.4 Composée de deux réflexions

10.5 Décomposition d’une translation et d’une rotation; composée de rotations
10.6 Classification des isométries ; symétrie glissée

10.7 Ecriture complexe

10.8 Exercices

10.1 Les transformations géométriques

Introduction

Les transformations géométriques permettent d’associer a toute figure initiale une figure image.
Les principales transformations géométriques sont :

e la translation;
o la rotation;

o la réflexion;
o I’homothétie.

Une transformation géométrique qui ne modifie pas les mesures d’'une figure est une isométrie.
La translation, la rotation et la réflexion sont des isométries.

Une transformation géométrique qui associe des figures dites semblables est appelée une
similitude. L’homothétie est une similitude.

Lorsqu’on effectue plusieurs transformations géométriques successivement, la regle qui relie ces
transformations est une composition et le résultat est appelé le composé.

Le composé de u et de v s’écrit vowu : lire « v rond u ».

Exemple. Le composé d'une réflexion d’axe (A) et d’une translation de vecteur 4 s’écrit
tﬂ o S(A)

Remarques.

1) On effectue les transformations de la droite vers la gauche.
2) Une réflexion suivie d’'une translation (de vecteur de méme direction que l'axe de
réflexion) est une isométrie appelée symétrie glissée.

10.2 Définitions
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Définition 1

On appelle transformation du plan toute fonction bijective du plan, c’est-a-dire que tout
point du plan posséde un unique antécédent par cette fonction.

Définition 2

Si f est une transformation du plan, la transformation réciproque de f est la
transformation notée f~! qui & tout point du plan associe son unique antécédent par f.

M= f(M) < M= (M)

a) Translation

Soit @ un vecteur du plan. ¢ est la translation de vecteur u définie par :

M =t,(M) < MM =1i.

o tg est lapplication identité : Id : M +—— M.
o t_, est la transformation réciproque de ¢.
e SiM' =t;(M)et N =t,(N), alors M'N’ = MN.

Retenons

Rotation
| Défmition
T'(q,g) © rotation de centre et d’angle 6.

Soit €2 un point du plan et # un nombre réel. On appelle rotation de centre () et d’angle
0 la transformation du plan notée rq, g définie par :

QM = QM

(@, @) =0 VT Tes=0

M/ = ’I"(Q,e)(M) <~ {

Remarque. Les symétries centrales sont des rotations d’angle .

Réflexion

On appelle réflexion d’axe (A) la transformation notée S définie par :
M’ = S ) (M) < (A) est la médiatrice de [MM'].

M =M si M € (A).
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Remarque. La transformation réciproque de 7 g est 7 _g); la transformation
réciproque de Sia) est Sia).

Homothétie

Définition

Soit 2 € P et k € R*.

Sik>0:Met M sont du méme coté de Q.

Q

Sik<0:Met M sont de part et d’autre de €.

M/

La transformation réciproque de hyq j) est g, 1/k)-

Point fixe ou point invariant

On dit que M est fixe (ou invariant) par la transformation f si et seulement si f(M) = M.

Transformation identique

La transformation qui a tout point M du plan associe le point M lui-méme s’appelle la
transformation identique ou l'identité et se note Id.
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10.3 Isométries

Iso : méme ; métrie : mesure.

Une isométrie du plan est une transformation du plan qui conserve les distances. Si A a
pour image A’ et B a pour image B’ par une isométrie, alors A’B’ = AB.

Soit ¢ 'application du plan

/ — 3
p:P— P, M(x;y) — M’ (2" ;y") telle que x, v
Yy =y+3
Soit N(z;;y,) et N'(x;y7) son image par ¢. Comparer M N et M'N’.
Corrigé

1 =2, +3ety; =y +3.
m(azl—x> W(m’l—x’>:<x1+3—(x+3)>:<x1—x)
n—y)’ n—y yi1+3—(y+3) n—y)

MN =/(z; -2+ (4 —y)?,  M'N' =/(z,—2)> + (y, —9)*,
donc M’N’" = M N. Donc 'application ¢ est une isométrie.

¢ admet-elle un point invariant ? M est un point invariant, c’est-a-dire M = M’ et (M) =
M, si et seulement si

z=xz+3 < 0=3 et 0=3, ce qui est absurde.
y=y-+3

. o . —— (3
Donc la transformation ¢ n’admet pas de point invariant. Comme M M’ <3> pour tout

point M, I'application ¢ est la translation de vecteur u <2>

Exercice 1

Soit ¢ une transformation du plan 2 dans P et M’ (z";y") I'image de M (z;y) :

==z
y =y

Soit N'(x];y}) I'image de N(z;y;) par ¢.

1) Calculer MN et M'N’.
2) Comparer MN et M’N’ puis conclure.
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Déplacements et antidéplacements

Définitions

o Une isométrie qui conserve I'orientation des angles est un déplacement.
o Une isométrie qui inverse 'orientation des angles est un antidéplacement.

o La translation, la rotation et la symétrie glissée sont des isométries du plan.
e Le composé de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement.
e Le composé d’un déplacement et d’'un antidéplacement est un antidéplacement.

A retenir

. S(A) . réﬂexion d’axe (A), S(A) o S(A) =1d et S(Al) = S(A)
e 1 : translation de vecteur u.
o Une translation (de vecteur non nul) est un déplacement qui n’a aucun point fixe, et

(tz) ' =15
o Une réflexion est un antidéplacement qui a pour points fixes tous les points de la droite
(A).

e Une rotation est un déplacement qui a pour point fixe le centre de la rotation;
(r.0) " =76 €t T(q.x = Sq (symétrie de centre ).

—

Le plan 2 est muni d’un repére orthonormé (0,7, )

1 3
f:P— P, M(z;y) — M’ (2" ;y") avec
(z;y) (@"5y') '—‘/gx_l

1) Montrer que f est une isométrie du plan.
2) Déterminer ’ensemble des points M invariants par f.
3) Déterminer la nature de f.

Corrigé
1) Soit N(zq;y;) et N'(z];y;) son image. Posons X = z; —x et Y = y; — y. Alors
MN = VX2 +Y2et

r -
M’ N’ (x/l 33/) — 2 2
U1~y

2 2
M'N’? = <1X—|— ﬁY) + (ﬁX— %Y)

2 2 2
1 V3 3 3 V3 1
= X2+ XXy +ty24Sx?2  YUXxy 4 -y?
1t TR T 2 T
= X2 +Y2

Donc M'N’ = VX2 +Y2 = MN. De plus fo f = 1Id, donc f est bijective : f est une
isométrie du plan.
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T=5TF 5y z—V3y=0 (1)
2”7 " 2 y
= {—\/§x+3y:0 (2)

Or (2) = —v/3 x (1) : les deux équations sont équivalentes. De (1) on tire v/3y = x, soit
1

3
Y= ﬁx = \/?—x L’ensemble des points invariants par f est donc la droite (D) d’équation
V3
= —z.
Y773
3) Soit A(0;3). Alors
.1 V3 3v3 . V3 1 3
3 =500+ 50 ==  wu=50-508=—3
3v3 3

Ona A" # A car 5

dont I'ensemble des points invariants est la droite (D), f est la symétrie orthogonale d’axe
(D).

#0et —5 # 3, donc f n’est pas l'identité. Comme f est une isométrie

10.4 Composée de deux réflexions d’axes (A;) et (A,)

Cas (A;) || (Ay)

200’ (B2)

O’ est le projeté orthogonal de O € (A,) sur (A;). La composée S5 ) S(a,) est la translation
de vecteur 200’ :
Siay @ Say) = oo
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Cas (A;) et (A,) sécantes

Les axes de symétrie des segments [M M,] et [MyM’] sont sécants en O, avec My = S5 (
et M’ = S5, (Ms,). La composée Sa ) ° Sia,) est la rotation de centre O et d’angle 2 (i
ou 4 dirige (A;) et ¥ dirige (A,).

En posant 0, = (O—]\/f, ﬁ) et Oy = (O—]\/Q, 17), on a6, + 6, = (u, V) et

bl Y

M)
v)

(OM, OM") = (OM, OM,) + (OM,, OM’
= 20, + 20, = 2(6, + 0,) = 2 (i, D).

Ail’lSi T(O,Q) = S(Az) o S(Al) avec 0 =2 (ﬁ, 17)

Cas particulier. Si (Ay) L (A,) en O, la composée est la symétrie centrale de centre O.

e «o» (rond) est associative;
e |’élément neutre est Id ;
e «o» (rond) n’est pas commutative : fog =+ go f en général.

10.5 Décomposition d’une translation et d’une rotation;
composée de rotations

Décomposition d’une translation et d’une rotation

« Toute translation est la composée de deux symétries orthogonales d’axes paralléles :
ta=Swan°Sn  ((A)](A%)).
o Toute rotation est la composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants :
r=>San°S4a  ((A)N(A)={}).
o Soit S; la symétrie de centre I et (A) une droite telle que I € (A). Alors
SI = S(A’) o S(A) avec (A/) 1 (A) en I.
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Composée de deux rotations

Rotations de méme centre

Soit 7= 1 g et 7' =11 9.
e Sif+ 60 #0 27, alors 7’ o 7 est la rotation de centre 2 et d’angle 6 + 6’.
o Sif+6 =0 [27], alors v’ o r est 'identité.
e Sif+60 = [27], alors r’ o r est la symétrie de centre €.

Rotations de centres distincts (c’est-a-dire {2 #+ Q')

Soit r = ’I"(Q,Q) et T'/ = ’I"(Q/’g/).

o Sif+ 6" #0 [2x], alors r’ o r est une rotation d’angle 6 + 6.
e Sif+60 =0 [27], alors 7’ o r est une translation.

Méthode. On décompose les deux rotations en composées de deux symétries orthogonales, en
utilisant la droite (A) = (Q€) :

r=5a°5a, =50, %),
ou (A;) passe par € et (A,) passe par Q. Alors

ror = (S, Say) © (Sia) ° Siay)
= S(ay) ° (Sa) ° S(ay) ° Siay)
= S(a,) o 1deSia,)
ror =5, °Sa,)
0 et 0 sont les angles des rotations. Si (Ay) || (A,), c’est-a-dire si § + " = 2kmw avec k € Z,

cette composée est une translation. Sinon, cette composée est la rotation de centre le point
d’intersection de (A;) et (A,) et d’angle 6 + ¢’.

Composée d’une translation et d’une rotation

Soit r une rotation et ¢t une translation, avec
r=>5a)°5a,) et t=54,°54);
Alors

tor = (5n,) oS e (Sa)eSa,)
= 5(a,) 2 (5a)°Sa)) ° Siay)
= S(ayoldeSia,

tor=>5a,°5a,

Les axes (A;) et (A,) sont sécants (I'angle de r n’est pas nul) : ¢ o7 est une rotation de méme
angle que r.
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10.6 Classification des isométries ; symétrie glissée

A retenir

o Toute isométrie du plan est soit une translation, soit une rotation, soit une symétrie
(orthogonale ou glissée).
o Un déplacement est une isométrie du plan qui conserve les angles orientés.

o Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé.
o Tout déplacement est soit une translation, soit une rotation.
o Tout antidéplacement est soit une symétrie glissée, soit une symétrie orthogonale.

Symétrie glissée

Une symétrie glissée est la composée d’'une réflexion suivie d’une translation de vecteur
parallele a I'axe de réflexion.

(A)

My = Sp)(M) et M" = t;(M,), ty o Sia) (M) =t;(Sa)(M)) = ty(M;) = M'.

u

Attention. Lorsque 4 est parallele a (A) : 5 0 Siay) = Sa) © -

ty © Sia) est la forme canonique de la symétrie glissée. Une symétrie glissée n’a pas de
point invariant.

Composée d’une rotation et d’une symétrie orthogonale

Soit r = r(q g) et S = S(5) une réflexion.

e S5i Qe (A), alors S or est une symétrie orthogonale.
e Si2¢ (A) (et 8 #£0 [27]), alors 705 ou S o r est une symétrie glissée.

On peut écrire 7 g) = Sia) © S(ar) avec (A’) passant par .

10.7 Ecriture complexe
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Ecriture complexe des déplacements

La translation

M =t,(M) < MM’ = u.

Dans le plan complexe, M (z), M'(z") et i(a) :

7 —z=a, 7 =z+a.

Rotation r, g

M(z) a pour image M'(z") :

2 — 2 =€ (2 — zq).

Ecriture complexe d’un déplacement

acCbeC et |a| =1.
La réflexion d’axe (Ox) : 2/ =Z.

Réflexion d’axe horizontal (y = b) : 2" = Z + 2ib.

Ecriture complexe d’un antidéplacement

z'=az+0b avec |a| =1.

L4
Soitf:z|—>f(z):+TZ\/§z.

1) Déterminer l'unique point invariant par f.
2) Montrer que f est une rotation.

Corrigé

1) M est un point invariant par f si et seulement si f(M) =M <= 2’ =z:

1+iV3 1+iV3 1+iv3 —1+iV3
TZZZC})TZ_Z:O(:)Z T_l IO@Z'TZO.

—1+14V3
Comme ——

5 #+ 0, on obtient z = 0 : le point invariant par f est I'origine O.
2) Rotation : 2/ — 2z = €¥(2 — 2q). Ici

1+ 1 .
z/:+TZ\/§z—1>< (——l—i@) 2 = ei™/3 4,

Donc 2/ — 0 = e"™3(z —0) : f est la rotation de centre O et d’angle T
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Ecriture complexe d’une similitude directe

2 =az+0b, a€cC* beC.

C’est une similitude directe de rapport k = |a| et d’angle 6 = arg(a).

Exercice 2 — écriture complexe

Dans un repéere orthonormé :
1) Déterminer la rotation de centre A(2;—1) et d’angle —g.
2) On pose 2’ = 2’ + iy’ et z = x+1iy. Montrer que I’écriture analytique de cette rotation
est
z V3 V3
/:_ A 1 v
45 2+ 5 y+1+ 5
L V3 oy 1
Y=g ety tViog
Corrigé
1) 24 =2—iet 2 —zy = 3(z—2,),s0it 2’ = ™3(z—2,)+ 24
1 3
= (Lo o+ 2—i)
2 2
1 V3 i, V3 .
1 V3 2+v3 . 2v3-1
=|=—iX2) 2+ +i .
2 2 2 2
2)
S (1 VBY  2+v3 . 2v3-1
x+zy-(m+2y)<§—@7>+ 5 +1i 5
1 V3 1. V3 243 2V/3-1
A T L N S
1 V3 2+4+V3 V3 1 2v/3—1
= -z+ -y ti| syt |
2 2 2 2 2 2
Par identification :
, 1 V3 2+v3 z 3 V3
TRttt gyt Ty Sttty
, V3 1 2y3-1 V3 oy 1
A A RAL AR S
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10.8 Exercices

Exercice 3

ABC est un triangle équilatéral de sens direct, B” est le milieu du segment [AC]. Déterminer
les transformations du plan suivantes :

1) f=rc a3 °TA, 3
2) 9 ="7(B,2x/3) °T(C,21/3) ;

3) h="(4,27/3)° (B, x/3)-
Corrigé
1) Nature de f = 7 p/3)° T(a,—n/3)- Calculons g— g =0et A# C :donc f est une
translation.

T n3) ° T, —n3)(A) =T n3)(A) = B,
donc f = t45.
2r 21

4
2) Nature de g =1 (g 95/3) ° T(C, 2x/3)- Calculons 3 + 3 = ?W #£0 [2n] et B# C : g est

une rotation. Les centres sont différents, donc on décompose les rotations :

Tc,2r/3) = T(C,2xn/3) = S(BC) ° S(AC)? T'(B,2r/3) = T'(B,2xn/3) = S(AB) ° S(BC)'

T(B,2n/3) ° T'(C,2n/3) = S(AB) © S(BC) © (S(BC) © S(AC))
= S(AB) ° (S(BC) © S(BC)) ° S(AC)

= S(apyolde 5S40

= S(aB) ° S(a0)

=r(a,2x-xjmy  ((AC, AB) = —3)

9 =T, —-2r/3)"

2 3
3) Nature de h = 1(4 27/3) ° (B, r/3)- Calculons ?ﬁ + g = ?ﬁ =met A+ B:donc h est
une symétrie centrale.
TA,2r/3) = T(A,2xm/3) = S(AC’) ° S(AB)? 'B,x/3) = T'(B,2x7/6) = S(AB) ° S(BB’)'

TA,2x/3) ° (B, x/3) = S(AC) ° S(AB) ° (S(AB) ° S(BB’))
= S(AC’) ° (S(AB) ° S(AB)) © S(BB’)
= S(AC) o Id o S(BB/)

= S(a0) ° S(BB)
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Les droites (AC) et (BB’) sont perpendiculaires en B’, donc

h = SB/.

Exercice 4

Dans un repere orthonormé, placer A(3;—2) et O’(0;2). Construire A’, I'image de A par
la transformation Sy, o Sp. Donner la nature de cette composée.

Exercice 5

Dans un repere orthonormé (0,7, 7), placer A(3;—2). Construire 'image de A par chacune
des transformations suivantes :

2) S(0z) ° S(0y)
3) Soy) ° S(ow)
) 7(0,m) ° S(0z)
) 7(0,7/2) °T(0,m)
6) u(2;2), (A):y==x
a) tz 05
b) S(oy) ° S(a)
7) 70, m ° ts avec 9(3;—2)

[

8) T(0,n/2) °T(0,/2)
9) Siy=2) ° Sion)

Corrigé
Yy
A
A” Al
AR S X
| _A
l J| 7
t > § T
| 0 |
)\( ________________________ |
A A
2)

Siox) © S(0y)(A) = S(0x)[S(0y)(A)] = S0 (4") = A”.
Cette transformation est la symétrie centrale de centre O.
3)

S(0y) © S(0x)(4) = Sioy[S(02)(A)] = S(0y)(41) = 4,

ol A; = S, (A) : symétrie centrale de centre O.
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Exercice 6

ABCD est un carré direct de centre O.

D C

A B

A) Déterminons les transformations f suivantes.

1) f=Spc)° Sac)-
(DC) et (AC) sont sécantes en C' et (C’—A, E’ﬁ) = —% [7], donc f est la rotation de centre
s s

C et d’angle 2 <_Z> — =

f=7c, 2

2) f=Spc)° Sap)-
(DC) || (AB), ABCD est un carré et C' est le projeté orthogonal de B sur (DC'). Donc f

est la translation de vecteur 2 BC :
f = t2?€’"
3) f=7c,—rj2)°T(A n/2)
T
Calculons —5 —|— —_— = 0 OIl a T(C,fﬂ'/Q) = S(DC) o S(AC) et T(A,ﬂ'/Z) = T(A,2><7r/4) = S(AC) o

2
S(ap)- Donc

f= Tc,—x/2) °T(A,7/2) S(DC) ° S(AC) ° <S(AC) ° S(AB))
= S(DC’) © (S(AC) °© S(AC)) ° S(AB)
= Spcyelde S up
f=5mc)°Sap):
Par analogie avec 2) : f = t,55.
4) f=Sac)°Ta, /2
Ta,x/2) = Scac) © S(ap), donc
f=5uc)° (Siacy° Siap)) = (Sac) ° Siac)) ° Siap
=1 Si4p

f - S(AB)'
5) f=tyap° T(A,—w/2)
tzﬁ = tQB—C = S(DC) o S(AB) et T’(A77ﬂ_/2) = S(AB) o S(AC)' Donc
f=5mpc)°Sap)° (Sap) °Sac))
= S(DC) o <S(AB) o S(AB)) [e) S(AC)
= S(pc) e Id e S
f="5c)° Siac)
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Par analogie avec 1) : f =7 _r/2)-
B) Déterminons (A) telle que :

].) tﬁ = S(A) ° S(AD)'
La composée des réflexions d’axes (A) et (AD) est une translation, donc (A) || (AD). Soit

1
I le milieu de [AB] : Al = §AB, donc t45 =ty 47 = Sia)°S(ap) : (A) est la droite passant
par I et parallele a (AD).

2) tﬁ = S(AD) o S(A)
Soit A’ le projeté orthogonal de A sur (A), avec A" € (A) et (A) || (AD). Alors t45 =

o777, donc

29AA=AB < A'A= %ZE — Al (I milieu de [AB]).

A est le milieu de [A'T] : S,(I) = A’. (A) est la droite parallele a (AD) passant par A’.

Exercice 7

OABC est un carré direct tel que (ﬁ, 56) = g [27], de centre Q. C est le symétrique
de C par rapport a B : Sg(C) = C. Soit 7 = 1(g r/9) €t 17" = 1(g _n/2), avec S = Sp et
S" =8 ac)-
1) Déterminer f =171"0Sor.
2) a) Déterminer g = S5’ o f.
b) A-t-on S’ o f = foS’'?
3) Déterminer h = t55 05"

C B ¢’

Corrigé

1) Déterminons f =1"0Sor. Ona Sg=1p ), donc
F=TB,—n/2) ° T(B,7) ° (O, 7/2)"

Calculons —g + 74+ g = m : f est une rotation d’angle .

f(A)=1"0Sor(A)=1"0S[r(4)]
=1r"0S(C)
=r'(C")
= A.

f(A) = A et f est une rotation d’angle 7. En somme, f est la rotation de centre A et
d’angle 7w : f =54.
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2) a) Déterminons g = S" o f :

g=25"°84=>5uc)°Ta,n-
Les droites (AC) et (AC’) sont perpendiculaires en A, donc 74 ») = T4 2xr/2) = S(ac) ©

S(AC/) o Ainsi

9= >Swc)° (Sac) ° Sacr)

(S(AC) ° S(AC)) © S(AC’)

= Ido S(AC/)
9=>5uc)
b) Comparons S” o f et foS":
S'of=S8ucy  foS =rm°Suc)=54°Suc)

Comme SA = S(AC’) o S(AC)?

foS"=(Sacr°Sacy) °Sac
= S(AC’) © (S(AC) © S(AC))
f o S/ = S(AC/)
Donc foS" =S 40y et S o f =S50y oul, S o f=foS

3) Déterminons h = t55 05" =tg55°54c)

toiz = toniaa = taa ° tog:

h:tm’otm’C’S(AC)
= tgz ° (tog ° Sac))-
Soit (A) [| (AC) telle que t55 = Sia) © Siac) ((A) est la parallele a (AC) passant par le
milieu de [Q2B]). Alors

h =tgz°(Sa)°Suc) °Suc)
- tm‘ o (S(A) o Id)
h == tm o} S(A)

h est une symétrie glissée, avec QA parallele a (A).

Exercice 8 : Isométries du plan
0
5 |

Soit ABC'D un carré de sens direct tel que (ZE, ﬂj) =3 27] et (A) la médiatrice du

segment [BC|. Soit f une isométrie distincte de la symétrie orthogonale S(a) telle que

{f<B> =@
f(D) =4

1. Faites une figure soignée.
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2. Soit O le milieu du segment [AC].
a) Montrer que O est I'unique point du plan invariant par f.
b) Déduisez-en la nature et les éléments caractéristiques de f.
3. Soit g et h les applications du plan définies respectivement par g = f o Sy et h =
Saye f
a) Déterminez g(A) et g(C), et déduisez que g = S 4.
b) Montrer que h = S gp.
4. Déterminez la nature et les éléments caractéristiques de g o h.

Corrigé

1. Figure :

A B

2. a) O est le milieu de [AC] et de [BD]. Une isométrie conserve les milieux : f(O) est le
milieu de [f(B)f(D)] = [CA], donc f(O) = O : O est invariant par f.

Supposons qu’il existe un point invariant M # O. Une isométrie qui admet deux points
invariants distincts est soit 'identité, soit la réflexion d’axe la droite passant par ces points.
Comme f(B) = C # B, f # Id, donc f = Sop- Or f(B) = C impose que I'axe soit la
médiatrice de [BC], c’est-a-dire (A) : f = S(4), ce qui est exclu. Donc O est 'unique point
du plan invariant par f.

b) Une isométrie qui admet un unique point invariant est une rotation de centre ce point :
f est une rotation de centre O. ABCD est un carré : les diagonales [AC] et [BD] sont

perpendiculaires en O et OD = OA. Comme ABCD est direct, (53, m> T [27].
Ainsi 7o ) (D) = A et 1o, /2)(B) = C, donc

f="10,r2):
la rotation de centre O et d’angle g

3. 50it g = fo S5 et h =50 f. La réflexion S5y échange B et C' d’une part, Aet D
d’autre part.
a)
g(A) = foSa)(A) = f[Sa)(A)] = f(D) = 4,
9(C) = fo85)(C) = fSa)(C)] = f(B) =C.
g est la composée d'un déplacement et d’un antidéplacement : c’est un antidéplacement,
donc g # Id. 1l fixe les points distincts A et C' : g = Sacy; en effet

Sac)(A)=A et g(A)=A =5 en.
Siac)(C) =C et g(C)=C e
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b) Montrons que h = S gp).

De méme, h est un antidéplacement qui fixe les points distincts B et D :

Sp)(D) =D et k(D) =D =S
Ssp)(B) =B et h(B)=B (BD)

4. Déterminons go h :
goh==5u4c)°SBD):

(AC) et (BD) sont sécantes en O et (57(, @) = g [7], donc

geh=rom:

g o h est la symétrie centrale de centre O.
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Théme 11

Fonction exponentielle — Calcul intégral — Equations différentielles

Sommaire

1. Bijection

2. Fonction exponentielle
3. Fonctions puissances
4. Calcul intégral

5. Probléme de synthése (Session normale 1997, série C)
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1 Bijection

Théoréme

Si f est une fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle I, alors f réalise une

bijection de I sur f([I).
Si a € f(I), alors équation f(z) = o admet une unique solution sur I.

Remarque

| .

Dans un plan muni d’un repére orthonormé, les courbes représentatives de f et f~! sont
symétriques par rapport a la droite A d’équation y = x.

.

> <

O

Les fonctions f et f~! ont la méme monotonie.

Exemple

| .

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 23 + 5z — 1.
1) Justifier que f est dérivable et calculer f'(z).
2) Etudier les variations de f.

3) Montrer que f(z) = 0 admet une solution unique « sur R.

. 1
4) Etablir que 0 < a < 3

5) Donner l'ensemble de définition de f~! et ses variations.

| \

Corrigé

1) f est une fonction polyndome, donc f est continue et dérivable sur R, et
f(z) = 322 + 5.
2) Pour tout z € R, f’(z) > 0, donc f est strictement croissante sur R.

3) f est continue et strictement croissante sur R, donc f réalise une bijection croissante de R
sur

f®) =] 1m_f@); lim ()|,

T——00 T—+00
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Or f est une fonction polynoéme, donc

: _ 3 _ : _ 1 3 _
A fle)= o of ==, lim slw)= g oFs e,
Ainsi f(R) =] — 00; 400 et 0 €] — 00 ; +00[, donc 'équation f(x) = 0 admet une unique
solution a sur R.
4) On a

fO=-1  fl@=0, f(E)=3
d’ott f(0) < f(a) < f(3). Or f est croissante sur |0; 3 [, donc

0<a< !
a< —.
2
5) f est une bijection de R sur f(R) =] — 0o ; +00], donc la fonction réciproque f~! existe et
est définie sur | — oo ; +oo[. Comme f est croissante sur R, f~! est également croissante sur

R.
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2 Fonction exponentielle

Définition

La fonction exponentielle est la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien In.
Posons y = Inzx, avec x > 0. Alors

eV =eP? —= ¥ =2,

En échangeant x et y, on obtient

fHa)=e
Y — ot Y=
A y=e¢
y=Inx
i -

Propriété

La fonction exp est définie sur R et pour tout x € R, exp(x) = e*.

Pour tout z € R et y €]0; 400 :

y=e" <= z=In(y), In(e*) = =z, ey =y,

Propriété

(") = e".
Si u est une fonction définie et dérivable sur I, alors

(") =u'e".

Exemple — Calcul de dérivées

Déterminer la dérivée de chacune des fonctions suivantes.

Corrigé
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o f(x)=3we

f'(z) = (3z)e ™ + 3z (e_4x)/ = 3e71% 4 3x(—4e71%) = 3(1 — 4z)e 2.

e f(z)=In(l+e?)

, _(1—|—e_$)/_ e e e -1
f@=Tres “Trer @41 ° “a@ri 1+e
ew
e +1
() e+ 1)(e*—1)—(e"+1)(e*—1) e(e"—1)— (" +1)e”
xXr) = =
(=17 17

(e —-1—-e"—1) = —2¢°
B (e? —1)2 (e —1)2°

Propriétés algébriques

Pour tous a,b € R :

b

e <e’ < a<hb, e?=¢€ < a=0b.

x+2 6 -5 3t 2
A:Zxﬁ, B:e?’x(e_2)3, p=E2C X_Z , ( )

Exemple — Simplifier

%
e*t _
A= o= =l —
6 ) 6—5 1
e Xe & (&
e e @
3

—_99\3 _ _ _
B:e3x(e 2) =t xe == |B=c¢

Corrigé
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Equations — Inéquations

Exemple

Résoudre dans R : e* 2 =¢® puis 1 — er=3 > 0.

Corrigé

| \

Tl e p—2= g = 2 —2=0 < =1, S ={1}

1-e"220 < —"?>-1 < ?<1 < In(e"?) <In(1)
<— (r—3)ln(e) <0 <= 2-3<0 < <3

S=]—00;3]

Exemple — Signe de 1 — e”

Déterminer le signe de 1 — e® suivant les valeurs de z.

7
Corrigé

2) e -3 <0

3) 2% —e* —1=0

v
Exercice 2

On admet que les fonctions suivantes sont dérivables. Déterminer la dérivée de chacune.

\.
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Limites — propriétés

Propriété
T

lim e* = +oo, lim e* =0, lim — = +4o0, lim ze® = 0.
T—r—+00 T——00 T—+00 I T——00
Pour n e N :
* e’ —1
lim — = +o0, lim z"e” =0, lim =1.
z——4o00 " T——00 z—0 X
7
Calculer lim (z —1)e%, lim (z—e®+1), lim e et lim ze'®.
r—r+00 T——00 r—+00 T—r—00

| \

Corrigé

e Comme lim (xz—1)=+oc0et lim e® = +oo, par produit des limites,
T——+00 T—r—+00

lim (z —1)e® = +o0.
r—r~+00

lim (z—€*+1)= lim (x+1)— lim e =(-—00)— 0= —00.
T——00 T——00 T——00

e Posons u =1 — z. Quand x — +o00, u — —o0, donc

lim e = lim e“=0.
T—r+00 U——00

i U
e Posons u = 4z, soit = = 1 Quand x — —o0, u — —o0, donc

. . U
lim ze® = lim —e* =

wo Loy
Z——00 u——o0 4 4 u——o0

ue¥ = = x0=0.

Exercice 3— Calculer

1) lim e* 7% 2) lim (1—x)e”
T——00 T—+00

w
|
~—
~—
\.

Corrigé

e Posons u = 23 — z. Quand £ — —o0, u — —00, donc
g 23—z : U
lim e = lim e“=0.
T—>—00 U—r—00
[
lim (1-2)e* = lim (1-2)x lim e*=(—o00) X (+00) = —0o0.
T—400 T——+00 T——+00
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3 Fonctions puissances

Présentation

Pour tout u €]0;400[, on a

f(z) =2" <= f(x) =e*2,

Soit f la fonction définie sur ]0;+o0[ par f(x) = {/x, n € N*. La fonction f est dérivable sur
105 400

Croissance comparée

Propriété

|
N
N

En +oo: exp(x) > 2> In(z), avec a > 0. Plus précisément :

. Inz . v
lim — =0, lim 2%Inz =0, lim — = +o0, lim |z|%" = 0.
r—+o00 < r—0+ T—+o00 & T——00

Exercice4 — Calculer

. -z . er —zr—1
1) lim (2041 3) xEToo( : )
e’ —x
i et 4) I
2) lim (z e +1) ) ngl@( 2 )

Exercice5— Probléme

)’
| \

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = xe
1) Calculer f(1).
2) Etudier la fonction f.

3) Donner I’équation de la tangente 77 en 1 a la courbe de f.

)
)
)
4) Tracer la courbe de f et T7.
5) Déterminer U'intersection de la courbe de f avec 'axe (Ox).
)

6) Déterminer U'intersection de la courbe de f avec 'axe (Oy).

190



4 Calcul intégral

Intégration par parties

Théoréme

Si v et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I et dont les dérivées u’ et v’ sont
continues sur I, alors pour tous réels a et b de I :

b b b
/ U,'U = |:U'U:| — / 'LL'U, 0
a @ a

Il est parfois utile de remarquer que

b b
/ f(z)dx :/ 1 x f(z)dz, en posant u'(z) = 1.

a

Exemple

1
Calculer I :/ ze® dzx.
0

Corrigé

7
| \

Posons u=z,u' =1 et v =e% v=¢e".
1 1 1 1
I= [me“’“} —/ 1xe¥dx = [xex} — [e“}
o Jo 0 0
=(1-e'-0-e)—(e!—e’)=e-0-(e—1)=e—e+1

I=1

Exercice 6 — Calculer

2lnzx

w/3 e
T:/ x cosz dzx, 1= — dz, J:/ rlnzdx.
0 1 VT 1

Exemple

| \

Calculer /lnxdyc et I = /e”” sin z dz.

Corrigé

|

x

/lnxd:c:/l X Inz dz, posons u = Inz, u' = =, V=1 v==x.

/lnxdm: [] —/m % L = i —/ld:c: [5] = 5]

X

/1nxdx=xlna:—x+0, CeR
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Pour I = /egﬁ sinz dz, posons u = sinz, ' = cosx et v/ = €%, v = €%

I=[e"sinz| — /excosmdsv.

n ule & présen n nt u = U = — i v = v=e":
On calcule a présent [ e® cosx dx en posant coszx, u sinz et v/ = e*, e’

/emcos:vdx = [e” cos x] —/(—exsinx) dz = emcosx—i—/ex sin x dx.

I =¢€"sinx — (ezcosx+/exsinxdm> =e"sinz —e*cosx — I

2] = e*(sinx — cosx)

x
I= %(sinx—cosx)—i—c, CeR

i
Exercice 7— Déterminer / z2e® dx
0

On donne également les intégrales suivantes a calculer par la méme méthode :

Iz/xZexdzL‘, J:/mzcosxdx, Tz/excosxd:r,

S = /623” sin z dz, E = /(ln:p)2 dz.

Les équations différentielles

Définition

Une équation différentielle est une équation dont ’inconnue est une fonction.

Exemple

Résoudre 1’équation différentielle du premier ordre 3y’ + 5y = 0, puis déterminer 'unique
solution telle que y(1) = 2.

Corrigé

@\
3}

3y +5y=0 < 3y = -5y <— v =3 y # 0.

Y 5 5
Zdy= [ —zdz <= hn|y|=—zz+C, CeR.
Y 3 3

C

erll = ¢757 x 0 = y(x) = ke_gm, kEeR

Déterminons 'unique solution telle que y(1) =2 :

Wl

y(x)zke_%w = y(l)zke_g =2 = k=2es3.
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Exercice 8

1) Résoudre I'équation différentielle 2y’ + 5y = 0 (Ej).
2) Déterminer la solution de (Ep) telle que f(0) = 1.

3) Résoudre: a)y +5y=0 b) v =2(25—y) c)y —

\.

Equations différentielles du second ordre

Du type y” + w?y = 0 et y” — w?y = 0.

Propriété
Les solutions de " + w?y = 0 sont de la forme

f(z) = acos(wx) + bsin(wx), a,beR.
Les solutions de 1’équation 3" — w?y = 0 sont de la forme

f(z) = ae® + be™™7, a,beR.

Exemple

Résoudre ¢y — 9y = 0 et y"" + 25y = 0 (Ep).

Corrigé

| \

ey’ —9y = 0 : 'équation caractéristique est 72 —9 =0 <= (r+3)(r—3)=0 < r= -3
our =3.

f(z) = ae®® +be™3*, a,b € R

ey’ + 25y =0 (Ep) : I'équation caractéristique est
r2425=0 < 12 -252=0 <= (r—5i)(r+5i) =0 < r =>5iour = —bi.

Les solutions de (Ep) sont

f(z) = acos(b5x) + bsin(5z), a,b € R

Exemple

Déterminer la fonction f solution de y” — 9y = 0 telle que f(0) =2 et f/(0) = —1.

| \

Corrigé
f est dérivable sur R et f/(x) = 3ae3* — 3be™3%. On a

£(0) =ae®@ 4+ b0 =2 = at+b=2 (1)
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7/(0) = 3ae>® —3be30) = _1 «— 3a-3b=-1 (2)

{ (1)

(2)

)
3 x (1) : 3a+ 3b = 6; en ajoutant a (2) : 6a =5, donc a = 1

at+b=2
3a—3b= -1

—3x (1) : —3a — 3b = —6; en ajoutant a (2) : —6b = —7, donc b = g

Donc la fonction recherchée est

f(x) _ %63$ + ge—?)m

1) Résoudre 2y’ + 3y = 0.
2) Soit (E') I'équation différentielle 2y + 3y = 2% + 1.

a) Déterminer une fonction f, polynéme du second degré, solution de (E').

b) Montrer que si g est une solution de (E’), alors g— f est une solution de (F) : 2y'+3y = 0.
c) Montrer que si g — f est une solution de (E), alors g est une solution de (E’).
)

d) Déterminer toutes les solutions de (E').

Corrigé

1)
/ / Y 3
2 +3y =0 < 2y = -3y — g:—i, y # 0.
/
/ydy:/—;dx = ln]y|:—;x+C = y(a:):ke*%x, kEeR
Y

2a) Cherchons f(x) = az? + bx + ¢, a,b,c € R, avec f'(z) = 2ax + b.
f solution de (E') <= 2f'4+3f=a2+1:

2(2ax +b) + 3(az® + bz +c) =22 + 1

3az? + (4a+3b)x + 26+ 3c =22+ 1

Par identification :

3a =1, 4a + 3b = 0, 2b4+3c=1
1 4 4 4 17
a 3 3+3b 0 =0 9’ < 9>+3c = c o7
1, 4 17
=3 "5"*m
2b) Supposons que g est une solution de (E’) :
29’ +3g=22+1 (1)
2f +3f =22 +1 (2)

(1)—(2): 2(g—f)+3(g—f) =0, donc (f —g), et de méme (g — f), est une solution de (FE).
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2¢) Réciproquement, supposons que g — f est une solution de (E) :
209—f)+3(g—f)=0 < 24 +3g=2f +3f.
Or f est une solution de (E'), donc 2f' + 3f = 2% + 1, d'ou
29’ +3g=2%+1,

ce qui montre que g est une solution de (E’).
2d) On en déduit que les solutions de (E’) s’écrivent comme la somme d’une solution de
I'équation homogene (E) et de la solution particuliére f :

1 4 17
43 2

- — = —, keR
+3x 993+27, €

3

y(z) = ke 2

Exercice 9

Résoudre I'équation différentielle 3y” +y = 0.

Exercice 10
1) Résoudre I'équation différentielle y” + 16y = 0 (Ep).

2) Trouver la solution de (Fy) telle que f(0) =1 et f/(0) =

Exercice 11

Résoudre les équations différentielles 4y” — 9y = 0 et 3" + 9y = 0.

Exercice 12

| L

1) Résoudre ’équation différentielle v — 9y = 0 (Ep).
2) Trouver la solution de (Ep) telle que y(0) =2 et y/(0) = 1.

3) Résoudre : a) y’ —36y =0 b) v + 36y =0

| .

Exercice 13
1) Résoudre 'équation différentielle y” + 3y = 0 (Ep).

2) Déterminer la solution de (Ep) telle que y(0) = 2 et 3/(0) = —3.

| .

Exercice 14

On donne (E) : ¢y — 2y =1 + 6.
1) Montrer que ’équation (F) admet une fonction affine comme solution.
2) Résoudre I’équation homogene y' — 2y = 0 (Ey).

3) En déduire 'ensemble des solutions de (E).

\.
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Exemple — I et J deux intégrales

I et J sont deux intégrales définies par
™ ™
I:/ e’ sinx dz, J:/ e cosrdz.
0 0

a) Démontrer que [ +J =0¢et que [ —J =1+ ¢€".

b) En déduire les valeurs exactes de I et J.

2 1
Exemple — Calculer J :/ zlnxdr et T = / z2e® dz
1 0

Corrigé

1 1
Pour J, posons u =Inz, v/ = —et v/ =z, v = 53:2.
z

2 2 2 2
J = [%mQIle]l—/l %x2x%dazz [%$21nm}1—/1 %:cda:

= (3(2?m2-1(1)%m1) - [}lﬁ]j =2In2— (1-1)

J=2n(2) —%

2 B

Pour T, posons u = x%, u/ = 2z et v/ = €%, v = €”.

1 1 1 1
= [$261] = / 2z dx = [x2em] = 2/ ze® dx.
0 0 0 0

Or, en posant u =z, u' = 1, v/ = %, v = €%,

/lee’”dxz [xex];—/olemdxz [wez};— [em];ze—(e—l)zl.

D’ou
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5 Probléme de synthése (Session normale 1997, série C)

Partie A

| Fxercicets

Soit la fonction f définie par

f(0)=0
f(a:):ilj_l:;, siz > 0.

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
2) Soit ¢ la fonction définie sur ]0;+oo] par ¢(x) =Inz + = + 1.

a) Etudier les variations de .

b) Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet une solution unique g telle que 0,27 <
8 < 0,28,

1) a) Exprimer f/(z) en fonction de ¢(z). En déduire les variations de f.

b) Verifier que f(5) = —0.
2) Tracer la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J).
(On prendra In0,27 ~ —1,31, In0,28 ~ —1,27, In2 ~ 0,7, In3 ~ 1,1, In5 =~ 1,6.)

Corrigé

1) Continuité en 0. On sait que lim xlnz =0et lim(x + 1) =1, d’on
x—0t z—0

lim f(z) = 2 = 0= £(0).

z—0F 1
Donc f est continue en 0.
Dérivabilité en 0.

f@)=f0) 1 sz Iz

x—0 z z4+1 zxz+1
1 1
im —— = lim Inz x lim = (—00) x 1 = —o0.
z—0t x + 1 z—0F =0t .+ 1
— f(0
Donc lim M = —oo : f n’est pas dérivable en 0, mais f admet en 0 une demi-

z—0 rz—0
tangente verticale.

2a) ¢ est dérivable sur ]0;+oo[ comme somme de fonctions dérivables, et

1
/

== 41
pl(z) =

1

Pour tout z €]0;+00[, — > 0 et 1 > 0, donc ¢'(x) > 0 : ¢ est strictement croissante sur
x

105 +o0l.

2b) [0,27;0,28] C]0;+oo[, donc ¢ est croissante sur [0,27;0,28]. Avec les valeurs approchées
données,

©(0.27) ~ —1,31+ 027 +1=—0,04,  ©(0,28) ~ —1,27+ 0,28+ 1 = 0,01.

Donc ¢ réalise une bijection croissante de [0,27;0,28] sur [¢(0,27);¢(0,28)] = [-0,04;0,01],
et 0 € [—0,04;0,01]. D’aprés le théoreme de la bijection, I’équation ¢(z) = 0 admet une
unique solution € [0,27;0,28].
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la) f est dérivable sur ]0;+oo] comme quotient de fonctions dérivables (le dénominateur ne
s’annulant pas).
(xlnz) =lnz+1, (x+1) =1.

(W == 0N =5 D) = i allingg el i s s o s L epliagey g S ol

f@) = (@+1)2 - (@+1)? T @12

Comme ¢(3) =0, on a f'(8) =0.

Signe de f'. Pour x €]0; 3], ¢ étant croissante, (z) < ¢(8) = 0, donc f'(z) < 0 : f est
décroissante sur |0; 5.

Pour x €]8;+00], p(x) > p(B) =0, donc f'(z) > 0: f est croissante sur |3 ;+oo].

1b) ¢(8) =0 <= Inpf+pf+1=0 <= Inf=—(F+1). Donc

_flmp  —BB+1) _

Limite en +oo.
) . zlnz . Inz
Jm @)=ty T T Tt
7 0 15} 400
f'(z) - 0+
0 +00
f(x) AN Vv
-B
Y
A
O \/lg >z
—Bf---

Partie B

1) a) Démontrer que I’équation f(xz) = 1 admet une solution unique « dans [3;4].
b) Démontrer que les équations f(z) =1 et e!*3 = z sont équivalentes.

2) Soit g la fonction définie pour tout réel strictement positif x par g(z) = elts,

a) Etudier les variations de g.
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b) Démontrer que pour tout x € [3;4], g(x) est un élément de [3;4].
1
5

c) Démontrer que Vz € [3;4], ¢'(z) <

(On prendra el/3 ~ 38 et 9/t 3,49.)

3) Soit (uy,) la suite définie par ug = 3 et la relation de récurrence u, 1 = g(uy).

. 1 )
a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, |up41 — al < 5‘“" — «af. En déduire
que |u, —al < on
b) Démontrer que la suite (uy,) est convergente. Calculer sa limite.

c¢) Pour quelles valeurs de n, u, est-elle une valeur approchée de o & 1072 prés ?

\. J

Corrigé

la) [3;4] C|B;+o0] ; f est continue et strictement croissante sur [3;4], donc f réalise une
bijection croissante de [3;4] sur

3In3 ) 4In4
4 5

@ fw) = | | ~ 082511
Or 1 € [0,82;1,1], donc 'équation f(x) = 1 admet une unique solution o dans [3 ;4] (théoréme
de la bijection).
1b)
xlnx z+1 1

=1 «— zhhrx=2+1 < lnz = =1+ -
r+1 T x

flz)=1 <

1 1
s T =clts — g =¢lts.

2a) g est dérivable sur |0;+4o00| comme composée de fonctions dérivables.

/ 1\ 141 Loigl
g (x) = 1—{—; e’e=——e’s.

1
Pour tout z > 0, —— < 0 et e > 0, donc ¢'(z) < 0 : g est strictement décroissante sur
x

10; 400
2b) [3;4] C]0;+oc[, donc pour 3 < x < 4, g étant décroissante,

9(4) < g(z) <g(3).
Or ¢g(3) = elTs = 43 ~ 38 et g(4) = elti = ¢5/4 ~ 3,49, donc

3,49 < g(z) < 38,

o

et comme

2¢) Pour

3,49 et 3,8 <4, 0on a3 < g(r) <4: pour tout z € [3;4], g(x) € [3;4].
1
2

1 1
,9<$ <16,d0nc176<?<§

<1+ p < 3’ et par croissance de I’exponentielle,

wow

De plus , donc

1 1
/4 < eltr <et3 soit 349 <eltr <38

En multipliant les bornes positives,

1 1
= X349 < elts <

1
= i < g (x)] < .
@ . 3 3,8, soit 0,218 < |¢'(z)] < 0,422
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Donc |¢'(z)| < 0,422 < 0,5, d’ou

Vo € [3;4], |g'(2)] <

N~

3a) Montrons par récurrence que u, € [3;4] pour tout n. up = 3 € [3;4] : la propriété est
vraie au rang 0. Supposons u, € [3;4] : d’aprés 2b), g(u,) € [3;4], donc up+1 = g(uy) €
[3;4] : la propriété est vraie au rang n+ 1. D’apres le principe de récurrence, u,, € [3;4] pour
tout n € N.

1
Comme uy,a € [3;4] et |¢'| < 5 sur [3;4], I'inégalité des accroissements finis donne
1 : 1
9un) — 9(@)] < glun—al, skt fungs —al < shun — al.

Montrons par récurrence que |u, — a| < . Comme 3 <a<4,ona—4<—a< —3, donc

1
on
1
—1<y—a=3-—a<0,dou|uyy—a|<1= 20 : la propriété est vraie au rang 0.
1
Supposons |u, — a| < o Alors

_ 1
T oontl”

<1 <1 1
|Un+1*04|\§|un*04|\§><27

La propriété est vraie au rang n + 1. D’aprés le principe de récurrence,

Vn e N, |u, —a| <

on
3b) De l'encadrement précédent,
1 < < 1
_27 S Uy — O x 277
: 1 . o
et lim — = 0. D’aprés le théoréme des gendarmes,
n—-+oo 2N
lim (u, —a) =0, donc lim u, = a.
n——+o0o n—-+00

La suite (uy,) est donc convergente, de limite a.

1
3c) uy, est une valeur approchée de a & 1072 prés dés que oh) < 1072, c’est-a~dire 2™ > 100,
soit n > 7 (car 20 = 64 < 100 < 128 = 27).
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Théme 12

Dénombrement — Probabilités
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13.1 — Le dénombrement

Dénombrer, c¢’est compter les issues de la réalisation d'une expérience aléatoire.
Le cardinal d’un ensemble fini F est le nombre d’éléments de cet ensemble. On le note Card E.
Soit A et B deux sous-ensembles de E. On a :

Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B)
Si A et B sont disjoints, on a AN B = & et

Card(A U B) = Card(A) + Card(B)

Si A est un sous-ensemble de E (A C E), on note A le complémentaire de A dans E. On a :

Card(A) + Card(A) = Card(E) soit Card(A) = Card(E) — Card(A)

Activités

1) Arbre de dénombrement (arbre pondéré) : On lance trois fois de suite une piéce de
monnaie non truquée, de coté pile P et face F'. Dénombrer le nombre d’issues possibles & ’aide d’'un

arbre pondéré.
PN
P F
P F P F
A A A Ay
P F P F P F P F

Q={PPP, PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, FFP, FFF} Card2 =8
On dénombre 8 issues possibles.

2) Deux roulettes : On fait tourner deux roulettes : la premiére avec les chiffres 1,2,3, la
deuxiéme avec les lettres A, B,C. La fleche de chaque roulette ne peut s’arréter que sur un chiffre
ou une lettre. Dénombrer 'univers des possibles & ’aide d’un arbre puis d’un tableau.

&

Roulette 1 Roulette 2
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e

1 2 3
e VRe Ve
A B C A B Cc A B C
CardQ2 =9
1 2 3
A 1A | 24 | 34 CardQ2=3x%x3=9
B 1B | 2B | 3B
C 1C | 2C | 3C

Le diagramme de Venn

Parmi une promotion de 100 diplomés qui ont obtenu leur dipléme & l'université il y a 10 ans : 77
sont aujourd’hui salariés ; 35 sont péres de famille ; 27 sont salariés et péres de famille.

a) On note F I'ensemble des diplomés. On désigne par A I’ensemble des diplomés qui sont salariés
et B ’ensemble des diplémés qui sont péres de famille. Quel est le nombre de diplémés qui ne sont

ni salariés ni péres de famille 7

15

Card(AUB) =50+ 27+ 8 = 85

On en déduit qu’il y a 100 — 85 = 15 personnes qui ne sont ni salariées ni péres de famille.

Le diagramme de Carroll

A A Total
B 27 35 -27=8 35
B 77—27=50| 656—50=15 | 100 — 35 =65
Total 77 100 — 77 = 23 100

Exercice 1 : Soient les ensembles F, A et B tels que :

E =1{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} A={0;1;3;5;7} B =1{0;2;4;5;7;9}

Déterminer AN B, AUB, A, B.

Corrigé :

ANB={0;5;7} AUB ={0;1;2;3;4;5;7;9}
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A=1{2;4,6;8,9} B =1{1;3;6;8}
Exercice 2 : Soient les ensembles E, A, B et C tels que :
E ={a,b,c,d,e, f,g,h,i,7} A={a,b,c,i} B ={b,c,d,e} C={cd,ij}

Déterminer ANB, ANBNC, AUC, Aet C.

13.2 — Principe de multiplication

Pierre constate, en regardant dans son armoire, qu’il posséde 5 tee-shirts, 4 pantalons, 6 paires de
chaussures (dans des boites) et 3 sacs a dos.
De combien de maniéres différentes peut-il s’habiller le matin ?

17 étape | 2°™€ étape | 3°™€ étape | 4°™€ étape
tee-shirt | pantalon | chaussures | sac & dos
5 4 6 3

On multiplie le nombre de choix possibles & chacune des étapes.
Le nombre de tenues différentes est : 5 x 4 x 6 x 3 = 360.

La notation factorielle

On appelle factorielle n le nombre noté n! défini par :

nl=nn—-—1)(n—-2)x---x3x2x1, n € N*

Par convention : 0! =1 et 1! = 1.

I1=3x2x1=6 5l=5x4x3x2x1=120

Awvec la calculatrice :

9! = 362880 41 =24 5/ =120, 5 x4!'=120, donc5! =75 x 4!

Calculer :
§:82Z28 3:8x;5M=8x7:%
271!:21><26T:21 QZM{:@‘
20! 207 5! H

(n+2)! _ (n+ 2+ D)D" _
(n—1) (w11 e

Les p-listes

Une banque distribue a chacun de ses clients un identifiant de connexion formé de 4 chiffres entre
0 et 9. Combien existe-t-il de modes de connexion 7

1er 2éme 3éme 4éme

10 X 10 X 10 X 10
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Chaque chiffre peut étre utilisé plusieurs fois, on a :
10 x 10 x 10 x 10 = 10*

Cet exemple illustre la formule de dénombrement des p-listes.

Arrangement avec répétition : on appelle arrangement avec répétition de p éléments choisis
parmi n le nombre notée A

—P

A, =nP, n=>1

2

Ezemples : 256 = 26° Zfo =104 A =32

Arrangement sans répétition : on appelle arrangement sans répétition de p éléments distincts
choisis parmi n le nombre noté A%, avec 1 <p < n :

n!
AP =
(n —p)!
Calculer : n A | |
A3 = = —=41=24 - n :&:1
YT =3 (n—=0)! nl
4l n! :nx(n—l)! "
" (n—=1)! (n—1)!
10! 10!_10><9><8><7><,6’!/

=10x9x 8 x7=>5040

4 _
AlO_

1o—4)! 6 7
Awec la calculatrice : A3 = 4nPr3 =24 A3y = 5040

Exercice 3 — Simplifier :
(n+2)! n!
n!

1)

/\ Attention

La formule A%, s’utilise quand Pexpérience s’apparente & un tirage successif sans remise.

Exercice4 — Résoudre dans N I’équation : A2 =72

Corrigé :
n! n(n —1)(n —2)!
=) 2 = =2 72 = nn—-1)=7
n?—n—-72=0
A =b* —dac = (—1)* —4(1)(—72) = 1 + 288 = 289
“b—VA 1-17 “b+VA 1417
ny = % = 5 ——8¢N nyg = % = 5 =9eN
donc S = {9}

Exercice 5 — Résoudre dans N :

1) A =4242 2) A3, —5A2 =50
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Une urne contient 4 boules numeérotées a, b, c et d. On tire successivement 3 boules, en notant
apreés chaque tirage le numéro obtenu puis en remettant la boule tirée dans 'urne avant le tirage
suivant, soit : on effectue 3 tirages avec remise parmi 4 possibles.

Zj = 43 soit 64 possibilités

206



Théme 12 : Dénombrement — Probabilités

Anagramme

Le nombre d’anagrammes d’un “mot” de n lettres distinctes est n!.

Nombre d’anagrammes du mot BIC : BIC, BCI, IBC, ICB, CIB, CBI (6 possibilités), soit BIC formé
de 3 lettres distinctes : 3! =3 x 2 x 1 =6.

Si une lettre est répétée p fois, on divise par p!. De méme, si plusieurs lettres sont répétées, on
divise par le produit des factorielles correspondantes.

|
Anagramme de TABLEAU : Le nombre d’anagrammes de TABLEAU est ;

TABLEAU
7 lettres : 7!
2A:2
Anagramme de ANANAS : Le nombre d’anagrammes de ANANAS est _0
ANANAS 3l x 2!
6 lettres : 6!
3A:3!
2N:2!

Exercice 6: Déterminer le nombre d’anagrammes des mots : PISE, ANAGRAMME, SOPHIE,
CALCULIS, MISSISSIPI.

Combinaison

Le nombre de combinaisons de p éléments choisis parmi n (1 < p < n) est :

AP n!
op =" CP —
p! p!(n—p)!

n n

Cette formule s’utilise si I'expérience s’apparente a4 un tirage simultané. Il n’y a pas d’ordre
possible dans le tirage.
Ezxemple : calculer

5! 5! , 9! 9!

C2 = = =10 Cs = = =
T ol5—2) 213! 973119 —-3)!  3l6!

84

Exercice 7: Avec la calculatrice, déterminer C2 : C4, : C22. Exercice 8 Calculer a la main C%, :
’ 8 » V34 » Y25 12 »

0.5 .3
C'77615?6116'

Propriété

CE=CpP Ch =cCr

Exercice 9 — Résoudre les équations, n € N :

1) 3Cs =14C2  2)5C2 =Ch,

3) A

n

15
= ZAZ 4) C3 +C%2=15(n—1)

Exercice 10 : Démontrer que C’f;j + Cﬁ_l =CP.
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Triangle de Pascal

Le triangle de Pascal est un ensemble triangulaire de coefficients binomiaux.

ST lo12]3]4
0 |1

1 |11

2 |1]2]1
3 [1]3]3]1
4 J1]4]6]4]1

Cl=1 Cj=2 C2=3 Ci=6

C)+C5 =} <> <> G)

CP  +CP1=CP  VnpeN, 1<p<n-—1

Le binéme de Newton

Ya,beR, ¥n e N: (@+d)"=> Cra"pr*
k=0

2
(a+b)2220k’ k’b2 k CO 0b2+021albl+022a2b0
k=0

3
(a+0b)? Z C¥a® b = a0 + Clalb? + C3a’b! + C3a®t°

4
(x+2y)* =) Cf =02 (2y)t + Clat (2y)° + Ca®(2y)” + Cia’(2y) + Cila® (2y)°
k=0

Exercice 11: A I'aide de la calculatrice et du binome de Newton, développer : (1 +3z)3 ; (3z + 2)?
2z +y)* s (22 +3y)°.
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Probabilité

Définition : la probabilité d’un événement de 'univers €2 est la somme des probabilités des événe-
ments élémentaires qui le composent.

Lorsque tous les événements élémentaires ont la méme probabilité, on dit qu’il y a équiproba-
bilité. Dans ce cas :

P(A) = nombre de cas favorables de A  Card 4

nombre de cas possibles de 2 ~ CardQ

Propriétés

Soient A et B deux événements, on a :

e P(0)
P(Q

0 (probabilité de I’événement impossible)

=0
=1 (probabilité de 'événement certain)

)
e 0<PA)K1
° P(Z):l—P(A)
e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Si A et B sont disjoints, AN B =@, ona P(AUB) = P(A)+ P(B).
L’événement “ A et B” est représenté par AN B. L’événement “A ou B” est représenté par AU B.

Si A est un événement réunion de k événements élémentaires, on a :

k Card A
Hl) = n  CardQ

Chacun des éléments contenus dans A est appelé un cas favorable. On a donc, dans le cas de
I’équiprobabilité :
nombre de cas favorables

P(A) =
(4) nombre de cas possibles

Le calcul de probabilité se raméne donc, dans ce cas, & deux calculs de dénombrement. L’équiprobabilité
sera signalée dans les exercices par des expressions comme : au hasard, indiscernable au toucher,
non pipé, non truqué, etc.

Exercice 12 : On tire au hasard 5 cartes d’un jeu de 32. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 coeurs
exactement parmi les b cartes tirées 7

Corrigé : le mot “au hasard” signifie que ’on est dans le cas d’équiprobabilité. Le nombre de
cas possibles associés a cette épreuve est le nombre de maniéres de tirer 5 cartes parmi 32 : 0352.

Le nombre de cas favorables, c’est-a-dire le nombre de maniéres de tirer 5 cartes contenant
exactement 3 cceurs, s’obtient ainsi : le nombre de maniéres de tirer 3 cceurs parmi les 8 cceurs est
Cg’ ; les deux autres cartes ne doivent pas étre des coeurs et sont donc & prendre parmi les 32—8 = 24
cartes restantes, il y a C, maniéres de les prendre.

Le nombre de mains favorables est donc C3 x C32,. La probabilité de I'événement “tirer 3 coeurs
exactement sur 5 cartes” est : 5 )

080)(5024 _ % ~ 0,077.
32

Exercice 13 : On lance deux dés non pipés. Déterminer la probabilité de 'événement A : obtenir
6 en faisant la somme des deux nombres lus.
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Corrigé : les deux dés étant non pipés, il y a équiprobabilité des couples de résultats possibles,
qui sont au nombre de 36. Les couples favorables, c’est-a-dire les couples dont la somme fait 6, sont :

(1,5), (5,1), (2,4), (4,2), (3,3)

Il y a donc 5 cas favorables. D’ou la probabilité de réaliser A :

5
P(A) = 52 ~0,139.

Exercice 14 : Une urne contient trois boules blanches et quatre boules rouges, indiscernables au
toucher.

1. On tire simultanément deux boules de ’'urne, déterminer la probabilité p; de tirer deux boules
rouges.

2. On tire une boule, on note sa couleur, on la remet dans I'urne et on tire une deuxiéme boule.
Quelle est 1la probabilité py de tirer deux boules rouges 7

Corrigé :

1. Il y a équiprobabilité, car les boules sont indiscernables au toucher. Nombre de cas possibles :
il y a sept boules donc C’? maniéres de prendre deux boules. Nombre de cas favorables : il y
a quatre boules rouges donc C? maniéres de prendre deux boules rouges.

C? 4x3 2

2
=—= X = - =~ 0,286.
C? 20 T Tx6 7 7

b1

2. Il y a 7? maniéres de prendre les deux boules (tirages successifs avec remise, dans un ensemble
a sept éléments). De méme, le nombre de cas favorables est 42, d’oil
42

P2 = o5 ~ 0,327,

Exercice 15 : Une urne contient trois boules blanches, deux boules rouges et une boule verte. Les
boules sont indiscernables au toucher.
1. On tire au hasard, successivement et sans remise, deux boules de I'urne.

a. Calculer la probabilité des événements suivants : A : “les deux boules tirées sont de la méme
couleur” ; B : “la premiére boule tirée est blanche”. On donnera les résultats sous forme de
fraction irréductible.

b. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au second tirage.

Corrigé :

e Ensemble des cas possibles. Soit E = {b;, by, b3, 71,72, v} ensemble des six boules de
Purne : 3 blanches, 2 rouges et 1 verte. Un cas possible, c’est-d-dire un tirage successif et
sans remise de 2 boules, peut étre décrit comme une liste de 2 éléments distincts de F, notée
(r1,22) : x1 étant la premiére boule tirée, zo étant la deuxiéme boule tirée.

L’ensemble des cas possibles est ’ensemble des 2-listes (ou couples) d’éléments distincts de E.
lya A% cas possibles, soit 30 cas possibles :

A2 =6 x 5=30.

(Intuitivement, il y a 6 choix possibles pour la 1*® boule, puis 5 pour la deuxiéme puisqu’il n’y
a pas de remise et ordre est important puisque les 2 tirages sont successifs.)
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o Equiprobabilité. Les tirages se faisant au hasard, on peut faire ’hypotheése d’équiprobabilite,
et la probabilité d’un événement A est :

nombre de cas favorables & la réalisation de A

p(A) =

nombre de cas possibles

e Probabilité de A : “les 2 boules sont de la méme couleur”. A est la réunion de deux
événements incompatibles : Ay : “les 2 boules sont blanches” ; As : “les 2 boules sont rouges”.
Le nombre de cas favorables & A; est le nombre de 2-listes d’éléments distincts de Ep =

3 X2
bi,bo,b3}. 1l A2 =3x2et p(4;) = =
{b1,b2,b3}. Iy en a: A3 et p(Ar) 6xE —E
Le nombre de cas favorables a As est le nombre de 2-listes d’éléments distincts de Eo = {ry,r2}.

2 1
Ilyena:A%:2><1:2etp(A2):6X5:1—5:
(4) = p(A1 U Az) = plAr) +p(Ar) = 5 + 3 = =
p =plal 2)=pla1) T p 2) =575 T 15

e Probabilité de B : “la premiére boule tirée est blanche”. (x1,x2) est favorable & B
lorsque x1 appartient & Ey (il y a donc 3 possibilités pour x1) et lorsque x2 est I'une des 5
boules restantes. Il y a 3 x 5 = 15 cas favorables a B.

3 x5 1
p<B)_6><5_§
4 1
P(A)—ﬁ P(B)—§

Remarque : on peut calculer p(B) en ne considérant que la premiére boule : 3 chances sur 6
3 1
qu’elle soit blanche donc p(B) = 5= 3
Exercice 16 — Simplifier :

Exercice 17— Soit n un entier naturel, résoudre les équations :

1) Ay =72 nl = 132(n — 2)!
2) A} =712A2 12n! +5(n+ 1) = (n+2)!
+1)!
242 — A2 (n+ D!
3) 242 + 50 = A3, g =30
4 02 = 03 _ 4 04
) n 15 n B n+2
5) 508 =, C2,, +C3,, =7
Exercice 18 — Simplifier :
C3 x 6! 6! — 41 e
A7 5! 0 5 )Al
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Exercice19: Une urne contient 5 boules noires et 15 boules rouges. On suppose que toutes les boules
ont la méme probabilité d’étre tirées. On tire simultanément 3 boules de 'urne.

a) Combien y a-t-il de tirages possibles ?

Calculer la probabilité P(A) de tirer exactement une boule noire.

Calculer la probabilité P(B) de tirer exactement deux boules noires.

Calculer la probabilité P(C) de tirer exactement trois boules noires.

Corrigé : tirage simultané de 3 boules parmi 5+ 15 = 20 :
CardQ = C3, = 1140

Probabilité P(A) de tirer exzactement une boule noire. Tirage simultané de {IN parmi 5} et
{2R parmi 15} :

Cl x C? 525 35
dA = 1 2 = 2 P A = 5 15 = [ —
Car C5 X 015 5 5 ( ) OSO 1140 76

Probabilité P(B) de tirer exactement deuz boules noires. Tirage simultané de 2N parmi 5 et 1R

parmi 15 :
C2 x O} 150 5
Card B = C? x O P(B) = =& 15 _ -2
o 5 % Vs B)=—zg 1140 ~ 38

Probabilité P(C) de tirer exactement trois boules noires. Tirage simultané de 3N parmi 5 :

03 10 1
s S A
CardC = C§ P(C) = Cc3, 1140 114

L’arbre de probabilité

L’arbre de probabilité permet de représenter des épreuves successives.

» <
A A
2\ =)
7 =
B B

P(B/ A) : probabilité de B sachant A, est la probabilité conditionnelle que I’événement B se réalise
sachant que I’événement A s’est réalisé.

v

p(@M
p(@/4

Sy
Sy

P(B/A) = W avec P(A) # 0.
P(ANB) = P(A) x P(B/ A) P(B) = P(ANB) + P(ANB)

Exercice 20 : Dans une classe de 20 éléves, il y a 10 filles et 10 gargons. 6 filles font du sport et 4
garcons font du sport.
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Théme 12 : Dénombrement — Probabilités

Sport | Pas de sport | Total
Filles 6 4 10
Garcons 4 6 10
Total 10 10 20

Quelle est la probabilité qu’un éléve fasse du sport sachant que ¢’est un garcon 7

4 2
P(Sport | Garcon) = 0 ©

Exercice 21 : Dans un sac, il y a 4 boules rouges et 6 boules vertes. On tire successivement et sans
remise deux boules de 'urne. Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge au deuxiéme tirage 7

NN
R Vv
(3R, 6V) (4R, 5V)
A A
R \% R \%
Premier et deuxiéme tirage :
P(RAR)= 1o x 5= o =+

On peut avoir (R et R) ou (V et R) :

4 3 6 4 12424 36
P(R) = P(RAR) 4+ P(VAR) = — x >4 2 x = — _
(R) = P )+ P ) =10%9 10 %% 90 90

36 2

Exercice22: A et B deux événements d’un univers 2.
1) On donne P(A) =0,2; P(B) =04 ; P(AN B) =0,01. Calculer Pg(A) ; Pa(B).
2) P(A)=0,2; Ps(B)=0,3et Pg(A) =0,1. Calculer P(AN B) et P(AU B).

3) P(A)=0,5; P(B)=0,3 et P(AUB) =0,65. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

Exercice23: A et B deux événements indépendants d’un univers 2. P(A) =0,3 ; P(AU B) = 0,65.
Calculer P(B).

Exercice24: A, B et C trois événements indépendants d’'un méme univers 2. A et B sont indépen-

dants : 3 . )
=L P(O)=5: PANC) =

P(A) = % . P(AUB) =

a) Calculer P(B) et P(AUC).
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Exercice 25 : Dénombrement et Tirages

Combien de numéros de téléphone de 6 chiffres peut-on former ?

* Tirage successif avec remise de 6 objets parmi 10 :

A, 06 = 10° numéros de téléphone.

Combien de numéros de téléphone de 6 chiffres peut-on former en utilisant chaque
chiffre une fois ?

* Arrangement sans répétition de 6 objets parmi 10 :
A106 =10!/(10-6)! = 10! /4! =151 200

Nombre de mains de 9 cartes d'un jeu de 32 cartes:

* Tirage simultané de 9 objets choisis parmi 32 :

c329 = 321/ [91(32 - 9)!] = 32! /(9! 23!) = 28 048 800
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Exercice 26 : Tirages avec remise

Une urne contient 12 boules numeérotées : 5 boules noires (N), 3 boules blanches (B) et 4
boules rouges (R). On tire successivement avec remise 5 boules de l'urne.

4 )

Urne (12 boules)

5 N (noires)

3 B (blanches)
4 R (rouges)

. 7

a) Combien y a-t-il de tirages possibles ?
» Tirage successif avec remise de 5 boules parmi 12 :

= 5 _ 5 . .
A,,” =12° = 248 832 tirages possibles.

b) Combien y a-t-il de tirages possibles comportant 2 noires et 3 blanches ?
(11 peut y avoir des répétitions)
* Tirage successif avec remise, I'ordre est important.

* Il y a 5 places dont 2 pour les noires : coefficient d'ordre C52.

* Il reste 3 places pour 3 blanches : coefficient d'ordre C33.
C52 X C33 X KSZ X K33 = C52 x1 x5 %3 = C52 x 52 x 3% = 6 750 tirages possibles.
c) Combien y a-t-il de tirages possibles comportant 2 rouges, 1 noire et 2 blanches ?

* Tirage avec remise, 'ordre est important.

* 5 places : 2 pour les rouges, coefficient d'ordre C52.
* Reste 3 places, 1 pour les noires, coefficient d'ordre C31.

* Reste 2 places pour 2 blanches, coefficient d'ordre C22.

2. X 2.K
C XA4 ><A5

2 1
5 xCg xC

5 1xK32zc52x3x1x42x51x32=(752x3x42x5x32:43

200
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Exercice 27 : Tirages sans remise

Une urne contient 12 boules telles que 5 boules sont noires, 3 boules sont blanches et 4
boules sont rouges. On tire successivement et sans remise 5 boules de l'urne.

4 )

Composition de 1'urne

5 N (noires)

3 B (blanches)
4 R (rouges)

. 7

a) Combien y a-t-il de tirages possibles ?
» Tirage successif sans remise de 5 boules parmi 12 :

5 . .
A;,” = 95 040 tirages possibles.

b) Combien y a-t-il de tirages possibles comportant 2 noires et 3 blanches ?
* Tirage successif sans remise, 'ordre est important.

* 5 places dont 2 pour les noires : coefficient d'ordre C52.
* Il reste 3 places pour 3 blanches : coefficient d'ordre C33.
* Tirage successif sans remise de 2 N parmi 5 N :A52.

* Tirage successif sans remise de 3 B parmi 3 B :A33.

Nombre de tirages possibles :

2 5 2 3_,~2 2 3 _
C5 ><C3 ><A5 ><A3 —C5 ><A5 ><1><A3 =1200

c) Combien de tirages possibles comportant 2 rouges, 1 noire, 2 blanches ?
Choix / Ordre Rouges (2R parmi 4) Noires (IN parmi5) Blanches (2B parmi 3)

2 1 2 2 1 2
C5 X CS X C2 A4 AS A3

Nombre de tirages possibles :

2 1 2 2 1 2_ 2 2 2
C5 ><C3 ><C2 ><A4 XA5 ><A3 —C5 XA4 ><3><5><A3

= C52 x 3 % A42 X5 x A32 = 10 800 tirages possibles.
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Exercice 28 : Probabilités (Tirages simultanés)

Une urne contient 5 boules noires et 15 boules rouges. On suppose que toutes les boules ont
la méme probabilité d'étre tirées. On tire simultanément 3 boules de l'urne.

4 )

Composition

5 Boules Noires (N)
15 Boules Rouges (R)
Total = 20 boules

. 7

a) Combien y a-t-il de tirages possibles ?
» Tirage simultané de 3 boules parmi (5 + 15 = 20) : C203

_~ 3.
Card(Q) = C,,> = 1140

b) Calculer la probabilité P(A) de tirer exactement une boule noire.
* Tirage simultané : 1 N parmi 5 N et 2R parmi 15 R

Card(A) = C! x C, .7 = 5 x 105 = 525

_ 1 2 3_ _
P(A) = (C5' x C,°)/ C,y> =525/1140 = 35/ 76

c) Calculer la probabilité P(B) de tirer exactement deux boules noires.
* Tirage simultané de 2 N parmi 5 N et 1 R parmi 15 R

2 1_ _
Card(B) = C.~ x C,' =10 x 15 = 150

_ 2 1 3_ _
P(B) = (C;° x C;s')/ C,y° = 150/1140 = 5/ 38

d) Calculer la probabilité P(C) de tirer exactement trois boules noires.
» Tirage simultané de 3 N parmi 5 N

Card(C) = C;> = 10
P(C) = C5>/Cy,® =10/1140 = 1/114
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Exercice 29

Un sac contient 5 jetons verts (numérotés de 1 a 5) et 4 jetons rouges (numérotés de 1 a 4).

Composition du sac

5 Jetons Verts (V1, V2, V3, V4, V5)
4 Jetons Rouges (R1, R2, R3, R4)
Total = 9 jetons

" S

1) On tire successivement et au hasard 3 jetons du sac, sans remettre le jeton tiré.
Calculer les probabilités :

a) De ne tirer que 3 jetons verts :
_ a3 8 —
p —A5 /A9 =60/504=5/42
b) De ne tirer aucun jeton vert :
_ a3 8 —
p —A4 /A9 =24/504=1/21
¢) De tirer au plus 2 jetons verts :
P=1-P@Bext{verts}) =1-5/42 =37/42
d) De tirer exactement 1 jeton vert :

P=(Cyl xAl xA2)/AS = (3% 5x12)/504=180/504 = 5/14

2) On tire simultanément et au hasard 3 jetons du sac. Reprendre alors les questions
a), b), c) et d).

a) De ne tirer que 3 jetons verts :
_~3 g _ —

p= C5 /C9 =10/84=5/42
b) De ne tirer aucun jeton vert :

P=Cj/Cs=4/84=1/21
¢) De tirer au plus 2 jetons verts :

P=1-P@B3ext{verts}) =1-5/42 =37/42

d) De tirer exactement 1 jeton vert :

P=(CxC2)/Cy>=(5%6)/84=30/84=5/14
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Théme 13

Bases et repéres

Cours — Géométrie dans ’espace

Orientation, bases, produit vectoriel, plans, droites, sphéres
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Théme 13 : Bases et repéres Mathématiques — Terminale

1. Orientation dans I’espace

%
Soit (O; 7, 7, k) un repére orthonormé de I’espace. Orienter ’espace, c’est distinguer les repéres
dits directs de ceux qui ne le sont pas et que I'on appelle indirects.

—

J
@
> 7
1
0 —
b
%
k K
Base (7,7,?) Triedre (@, T , @) avec @ NS

Régle de la main droite (triédre direct)

e 7 : direction du pouce

. 7) : direction de I'index

e k : direction du majeur

Pour un triédre ( a,b ?) avec d = b /\7 @ suit le pouce, b suit Vindex, ¢ suit le majeur.
e Avec la main dr01te, le triédre est direct.

e Avec la main gauche, on obtient la relation d’un triédre indirect.

Reégle du tire-bouchon

Pour un triedre (7, 7, k) : 7 A est colinéaire & k de méme sens, J A k est colinéaire a

7 de méme sens, k A 7 est colinéaire & 7 de méme sens.

A Remarque

1
1l

En tournant de 7" vers 7, si le tire-bouchon avance dans la direction de &, le triedre est direct

; sinon il est indirect.

Exemple — en physique

La force de Lorentz s’écrit ? = q7 A g, avec :
e pouce : mouvement de o ;

e index : champ magnétique ;

e majeur : sens de la force
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Théme 13 : Bases et repéres Mathématiques — Terminale

2. Base de ’espace

Définition
R e e o = ’ [ 3N :
Soit (%", J', k) une base. Tout vecteur de l'espace peut s’écrire de maniére unique sous la forme
%
U=aT 4y +2k

s coordonnées de .

D

ol =, y et z sont 1

Une base (7,77
7|

|

_>
) est dite grthonormée si les vecteurs 7, 7 et k sont orthogonaux deux
171 =11%]-

)

a deux et si |

2.1 Norme dans I’espace

Dans un repére orthonormé, pour A(z4;ya;24) et B(xp;yp; zB) :

TR —TA
AD YB — YA H@H =z —24)2+ (yp — ya)? + (2B — 24)?
ZB — %A

2.2 Le produit vectoriel ¥ A U

Définition
Soit (7, 7, E?) une base directe. Le produit vectoriel de U et U est I'unique vecteur tel que

I AT =12 x 7| % sin(W, )

Propriété

o et U sont colinéaires si, et seulement si, © A U = 0.

Exemple

| ’

L’aire A d’un triangle ABC' est donnée par

A= e

Soit A(1;2;3), B(—1;1;—1) et C(0;2;4).

Corrigé

—2 ~1
Onax@ -1 etjﬁ 0 |, donc
—4 1
(=1)(1) = (=4)(0) —1
ABAAC = | (—0)(-1) - (—2() | = [ 6
(=2)(0) = (=1)(=1) —1
d’ou ]
A= V(1?2 + 6+ (-1)2 = 5V38
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Théme 13 : Bases et repéres Mathématiques — Terminale

2.3 Déterminant de trois vecteurs

/

x x a
Dans une base, on écrit @ |y |, @ [y |, @ | b |. Le déterminant det(ﬁ, v, E?) est
z 2! c
a b ¢ , - -
det(W, 7, W)=z vy = =al? y/ blo, T l+cl| y,
oy Y z Zz T Y

=a(y? —y'z) — b(xz — 2'2) + c(zy — 2'y)

Exemple — calcul de déterminants
1 2
A=|-1 1

1
0 =12
3 Za =2

S Ot
© 00

1
3 A=|-3 1 =3
1

Corrigé

58 ]2 8] ]2 5

5_1‘6 9‘—4‘3 9’+7’3 6‘_1(45—48)—4(18—24)—|—7(12—15)_—3+24_21_0
1 3 -1 3 -1 1

A_l‘—2 1‘_2‘2 1‘“‘2 _2‘—1(1+6)—2(—1—6)+1(2—2)_7+14+o_21

223



Théme 13 : Bases et repéres Mathématiques — Terminale

3. Plans, droites et sphéres

Définition

Tout plan admet une équation de la forme (P) : ax + by + cz +d = 0, ou a, b, ¢, d sont des réels
tels que (a,b,c) # (0,0,0). Le vecteur ﬁ)(a, b, c) est un vecteur normal au plan (P).
Un plan est défini par trois points distincts non alignés A, B, C': 7 = ﬁ A ﬁ, et ’équation

du plan est déterminée par
(ABAAC) - AM =0

7

3

I

3.1 Plans paralléles, plans perpendiculaires
Soit (P) : ax + by + ¢z + d = 0 de vecteur normal 7 (a,b,¢) et (P') : d'z 4+ by +cz+d =0 de

vecteur normal n'(a’, V', ).

Propriété

4
4

e (P) et (P') sont perpendiculaires si, et seulement si, 7 L n’, c’est-a-dire 7 - n/ = 0.
( perp : : :

N —

e (P) et (P') sont paralléles si, et seulement si, 7 et n’ sont colinéaires, c’est-a-dire 70 = k n’
%

(k € R*), ou encore W An’ = 0.

Exemple 1
(P) :2z—y+52—5=0cet (P') : —4x+2y—6z+4 = 0. Montrer que (P) et (P’) sont paralléles.

Corrigé

1
1

T(2;—1;5) et n'(—4;2;—6). On remarque que n’ # —27 (car —2 x 5 = —10 # —6) : les
vecteurs ne sont pas colinéaires, donc (P) et (P’) ne sont pas paralléles.

Exemple 2

(P) : 2z +4y+42—3 =0et (P): 2¢ — 5y +42—1 = 0. Montrer que (P) et (P’) sont
perpendiculaires.

Corrigé

|

%
W(2;4;4) et n/(2,-5:;4). W -n/ =2x24+4x (=5)+4x4=4—20+16 = 0. Les vecteurs
normaux sont orthogonaux, donc (P) L (P').
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Théme 13 : Bases et repéres Mathématiques — Terminale

Soit (P): 20 —y—2+2=0,(P):—4x+2y+224+3=0et (P"):24+22—-5=0.
a) (P) et (P’) sont-ils paralleles ou orthogonaux ?
b) (P) et (P") sont-ils paralléles ou orthogonaux 7

3.2 Equation paramétrique d’un plan

Dans V'espace rapporté a un repére orthonormé, soit A(xa;ya;za), 7(&; b;c) et 7((1’;6’;0’) deux
vecteurs formant une base d’un plan (P). Si M € (P), alors AM = ol + BV avec a, B € R, soit

r =14+ aa+ fd
(P): Sy=ya+ab+ gt a, B €R
z =24+ ac+

Exercice 2

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé, soit A(2; —1;—3), B(0;1;4) et C(—3;0;0).

1. Déterminer 1@ et 1@

2. Soit M € (P), M (z;y; z), tel que AM = aAB + SAC. Déterminer ’équation paramétrique
du plan (ABC).

Exercice 3

w(1;2;3), U(—2;0;1) deux vecteurs formant une base d’un plan (P). Déterminer I'équation
paramétrique de (P).

3.3 Distance d’un point & un plan

Propriété

Dans ’espace rapporté a un repére orthonormé, la distance de A(za;y4;24) au plan (P) :
ar +by+cz+d=0 est

B laxa + bya + cza + d|

AP =

Exemple

A(=7;0;4) et (P):x+2y—22—-3=0.

(=7 +20)-2(4) -3 |-7-8-3 18
dA P = e = =g =

Exercice 4

Soit A(2;0;1) et (P) : —x + 2y 4+ 32+ 2 = 0. Calculer la distance d(A, (P)).
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Théme 13 : Bases et repéres Mathématiques — Terminale

Rappel — distance d’un point 4 une droite (dans le plan)

P(2;5) et la droite (d) : 3z +y—1=0:

3.4 Droites et plans dans I’espace

1

Dags I’espace rapporté a un repére orthonormé, deux plans non paralléles de vecteurs normaux

et n’ ont pour intersection une droite dirigée par le vecteur AN

Exemple

Intersection de (P):22+3y—z2+2=0et (P):z+y—22+5=0.

| r

Corrigé
20 +3y—2+2=0 20 +3y=2—2
<~
z+y—2z2+5=0 z+y=22-5

On pose z =t. Le systéme donne z = —13 4+ 5t et y = 8 — 3¢.
Les plans (P) et (P’) se coupent suivant la droite (d) d’équation paramétrique

r=—13+ 5t
(d): Jy=8-3t teR
z=1

U (5;—3;1) est un vecteur directeur de (d), et (d) passe par A(—13;8;0).

3.5 Equation de la sphére

Propriété
Dans ’espace rapporté & un repére orthonormé :

e I’équation de la sphére de centre A(a;b;c) et de rayon R est (z—a)?+ (y—b)?+ (2 —c)? = R?

! AW
e l'ensemble des points M de Iespace tels que M A- M B = 0 est la sphére de diamétre [AB],
de centre le milieu de [AB].
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4. Repére associé 4 un pavé droit

ABCDEFGH un pavé droit, (A;ﬁ,ﬁ,ﬁ) un repére de 'espace : A(0;0;0), B(1;0;0),
D(0;1;0), E(0;0;1).

H
: G
I F
FE +
1
1
1
I
1
G E C
/,,D
A B

Corrigé

AC = AB + AD = C(1;1;0)
ﬁ:zﬁ-l-ﬁ = H(0;1;1)
ﬁz@—i—ﬁ—{—ﬁ = G(1;1;1)

Regle du parallélogramme : ﬁ = /ﬁ + /ﬁ ; AFGD est un parallélogramme, donc E = F4C>¥
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5. Points cocycliques

Deux points du plan sont dits cocycliques s’ils appartiennent & un méme cercle. Deux cercles
sont dits concentriques s’ils ont le méme centre.

A Remarque

e Les sommets d’un carré ABCD sont cocycliques : ils sont sur un méme cercle de diamétre

la diagonale du carré.
o Les trois sommets d’un triangle rectangle sont toujours cocycliques.

Propriété

A, B, C et D non alignés sont cocycliques si, et seulement si,

(CTZl; C@) = (ﬁ,ﬁﬁ) [7]

/
\

Soit (C) un cerclg_cit; centre O, et M, A, B trois points de (C).
e L’angle ori_e?té (MA;Mg) est 'angle inscrit.
e [’angle (OA;@) est 'angle au centre.

5.1 Lignes de niveau

—
Soient A et B deux points du plan. L’ensemble des points M du plan tels que (M A; Mg) =« [r]
est le cercle passant par A et B dont la tangente (AT) en A vérifie (ﬁ, E) = « [n], privé de A et
B. Ce cercle s’appelle cercle capable d’angle a.
Soit (€4): (MA; MB) = a [x], M(2), A(24), B(z) ; on a arg(z - ZB) = a [7].

zZ— 24
e Sia=0[n], () est la droite (AB) privée de A et B.
e Sia#0 [n], () est un cercle.
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L’ensemble des points M tels que (ﬂ,]\ﬁ) = « [27] est larc de cercle ouvert AB du cercle
capable d’angle a.

Soit (&) : (MA;]\TB)) =60 [27] : si 0 = 0 [27] alors & est la droite (AB) privée du segment
[AB] ; si 0 = 7 [27] alors & =]AB].

M
Déterminer I’ensemble des points M tels que ik 2.

% —9 = MA=2MB <= MA?>—4MB? =0 < (MA+2MB) (MA—zMB) —0

G1 =bar{(A,1);(B,2)} (car 1 +2=3#0) et Gy = bar{(4,1); (B, —2)} (car 1 —2=—1#0).

—
L’ensemble des points M tels que (M A; Mg) = g [27] est I'arc de cercle ouvert AB tel que la

tangente au cercle en A est la demi-droite [AT).
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6. Complément — notion de matrice

) ) . a
En classe de seconde, on a calculé le déterminant de

b .
‘. On appelle matrice un tableau tel que

d

A <a b> + 1" ligne (a,b) Tt

¢ d) <« 2°ligne (¢,d) colonne 1 colonne 2

Corrigé

Somme :
(141 942\ (2 11 (0T
A+B‘<—4—1 —6+0>_<—5 —6> A B‘<—3 —6)

Produit :

1 3 4 1 39
A=|-2 1 3 |,B=(2 1 4. Calculer Ax Bet B x A.
0 2 -1 01 3
) 3xr—2y—2=0 —rz+y+z=1
Résoudre :
—Sr+4y+4z=0 20 —y+32=2

Corrigé

Produit : on multiplie chaque ligne de A par chaque colonne de B.

(-2) x14+1x24+3x0 (—2)x34+1x1+3x1 (-2)x9+1x4+3x%x3
O0x14+2x24+(-1)x0 0x3+2x14+(-1)x1 0x9+2x44+(-1)x3

1+6+0 3+3+4 9+12412 7 10 33
=|-24+2+0 -6+14+3 —-18+44+9] =10 -2 -5

0+4+0 0+42-1 0+8-3 4 1 )

(1><1+3><2+4><0 1x3+3x1+4x1 1><9+3><4+4><3)
Ax B=

7. Rappels sur les similitudes planes

Définition
Une similitude est une transformation qui conserve le rapport des distances. Pour tous points
M,N,P,Q avec M # N et P # Q, d’images M', N', P, Q' :

M'N'"  PQ

MN PQ

Une transformation du plan est une similitude §’il existe un réel k > 0 tel que M'N' =k MN ;
k est le rapport de la similitude.
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Propriété

e La composée de deux similitudes de rapports k et k' est une similitude de rapport kk’.

e La réciproque d’une similitude de rapport k est une similitude de rapport —.

Pour a,be C, a#0, et M'=S(M),onaz' =az+bouz =az+0b.

Une similitude qui a deux points invariants distincts A et B est 'identité ou la réflexion

d’axe (AB).

e Une similitude est dite directe si elle conserve les angles orientés. Translations, rotations,
homothéties, ainsi que leurs composées, sont des similitudes directes.

Propriété

Soient A, B, A’, B’ tels que A # B et A’ # B’. 1l existe une unique similitude directe transfor-
mant A en A’ et B en B'.

Exercice 6

(A;ﬁ,?) un repére orthonormé direct tel que E = V27 et E — 7. C un point tel
que ABCD soit un rectangle et I le milieu de [AB]. Soit S la similitude directe telle que
M =S(M), M(z) et M'(2') avec 2’ =az+b, a,be C, a#0.
a) Déterminer a et b tels que S(D) = C et S(C) = B.

w2 V2
b —=z+

o5 + ¢. Déterminer le rapport et I'angle de T

T: z+— 2 avec 2/ =

)
¢) Démontrer que T est la similitude qui transforme B en I.
d) Démontrer que (BD) L (CI).
e) Démontrer que le centre € de T est le point d’intersection de (BD) et (CI).
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8. Exercices

8.1 Probléme 1

On considére dans l'espace un cube de 3 cm de coté, noté ABCDEFGH. Soit I le barycentre
des points pondérés (F;2) et (F;1), J celui de (F;1) et (B;2), et enfin K celui de (G;2) et
(C;1). On veut déterminer 'ensemble des points M équidistants de I, J et K ; on note A cet
ensemble.

1. Placer les points I, J et K.

2. Soit 2 le point de A situé dans le plan (IJK). Que représente ce point pour le triangle
I1JK?

1 1 1
On se place dans le repére orthonormal <A; 5@, 5@’ 3@)

3. Donner les coordonnées des points I, J et K.
Soit P(2;0;0) et Q(1;3;3). Démontrer que la droite (PQ) est orthogonale au plan (IJK).
5. Soit M un point de l'espace de coordonnées (z;y; z).
a) Démontrer que M € A si, et seulement si, (z;y;2) est solution d'un systéme de deux
équations linéaires que l'on écrira. Quelle est la nature de A 7
b) Veérifier que P et Q appartiennent a A.
6. a) Déterminer un vecteur normal au plan (IJK) et en déduire une équation cartésienne de
ce plan.
b) Déterminer alors les coordonnées exactes de Q.

-~

| G
, Q
I F

E Fr———— 4
[ T A--- 2
N , 21K
1 N L7 ’
1 AN , 4
1 NS 4

< /
1 2N ’
1 4 N /
1 ,/ N /
1 , AN
7 N
7
,
) SRRRREEEED [---sAcC
/‘D
/’P
A B
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Corrigé

1. Par définition, 21E + [F = 0 <« O = %(20?+ OF). De méme JE +2JB = 0 <=

6) = L0 +208) et 5KG+ G- T o OF - L2008 + 00

Le point I (resp. J et K) est au tiers du segment [EF| (resp. [FB] et [GC]) a partir de E
(resp. F et G).

2. Le point © du plan (IJK) équidistant des trois sommets du triangle IJK est le centre du
cercle circonscrit a ce triangle, donc le point commun aux trois médiatrices de ce triangle.

1 1— 1
3. Dans le repére <A; gﬂi; gﬁ; gfﬁ) . E(0;0;3), F(0;3;3), B(0;3;0), G(3;3;3), C(3;3;0).
On en déduit 1(0;1;3), J(0;3;1) et K(3;3;2).

1 0 3
4. P(2:0;0) et Q(1;3;3). Ona PO | 3 |, 1| 2 | et TE | 2
3 9 1

—
PO-TJ = —1x0+3x2+3x(—2) = 66 = Oet PO-TK = —1x3+3x243x(—1) = —3+6-3 = 0.
Le vecteur 1?65 est orthogonal & ﬁ et & IK, donc a tout vecteur du plan (IJK) : la droite

(PQ) est orthogonale au plan (IJK) (1@ est un vecteur normal au plan ([JK)).
5.a. M(2;y;2) €A <= MI=MJ=MK <= MI?>=MJ? et MI?> = MK?, soit

2+ (y—1)2+(2-3)2=22+(y—-3)2+ (2 - 1)? . J—4=0
2+ y-12+(2-32=(z-3)%+(y—3)% + (2 — 2)? 6x+4y —22—12=0
soit encore g = Ce sont les équations de deux plans de vecteurs normaux
3x+2y—2==6

respectifs (0;1; —1) et (3;2; —1), manifestement non colinéaires : ces plans sont sécants en une
droite. A est donc une droite.

5b. 0-0=0et 3 x2+2x0—0=06: égalités vraies, donc P € A. De méme 3 —3 =0 et
3x1+2x3-3=6: QcA.

6.a. 1@ est un vecteur normal au plan (I JK), donc une équation de (IJK) est —x+3y+3z+d =
0. Comme [ € ([JK): -04+34+94+d=0 <= d=—12. Donc (IJK): —z+ 3y + 3z = 12.
6.b.  est le point commun & A et au plan ([JK) :

y—z2=20 Y=z
y=2=6-—3z
3r+2y—2==6 — (3rxr+y=6 — — 24=19z
—x 4 6(6 —3z) =12
—r+3y+3z=12 —x + 6y =12

24 42 24 42 42
dotzxz=—ety=2=—. lusion : Q| —; —; — |.
ol x 19 et y=1=z2 19 Conclusion <19, 19’ 19)
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8.2 Probléme 2

Une unité de longueur étant choisie dans I'espace, on considére un pavé droit ABCDEFGH tel
que AB=1, AD =2 et AE = 1. On appelle I le milieu de [AD]. L’espace est muni du repére

orthonormé (A; E; ;1_[); A_E)) .

1. Déterminer, dans le repére choisi, les coordonnées des points F, G, H.

2. a) Montrer que le volume V' du tétracdre GFIH est égal & 3
b) Montrer que le triangle FTH est rectangle en I. En exprimant V d’une autre fagon,
calculer la distance d du point G au plan (FIH).

2. Soit le vecteur 77 de coordonnées (2;1;-1).
a) Montrer que le vecteur 77 est normal au plan (FIH).

b) En déduire une équation cartésienne du plan (FIH).
c¢) Retrouver par une autre méthode la distance d du point G au plan (FIH).

4. a) La droite (AG) est-elle perpendiculaire au plan (FIH) 7 Donner un systéme d’équations

paramétriques de cette droite.
b) Déterminer les coordonnées du point d’intersection K de (AG) et de (FIH).

3. Soit I' la sphére de centre G passant par K. Quelle est la nature de l'intersection de I et

du plan (FIH) ?

H
. G
n //
" F o
FE Tt ,

i 4
N o

[ hd

[ ////

[ e

[ 2,7

[ L

[ | ,//

[ %

[

[ Iy

I’ ;/4' _____________ C

0} D

/’I
A B
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1. F(1;0;1), G(1;2;1), H(0;2;1).
FGH) x AE
2.a. V= Al ) X . FGH est rectangle en G, donc A(FGH) =

etcommeAEzl,Vz1;:1 L

g.
2.b. 1(0;1;0), I*T[)(—l; 1;-1), I?(O; 1;1), FI-TH = 0+1—1=0: les vecteurs sont orthogonaux,
donc (FI) L (IH) en I.

FG><GH_2><1_1
2 2 7

d
En prenant comme base le triangle FIH, V = M, d étant la distance de G au plan
FIxIH
(FIH). Le triangle FIH étant rectangle en I, Aprg = +
3 2

FI? = 14141 =3= FI =/3; IH? =0+1+1=2=IH =2; AF1H2¥:_

1 1 6 2 6
Dol -=-X—Xd < d=—==—.

oz =g X 5 % 75 3

3.a. ﬁﬁ: —24+141=0c¢et ﬁ-ﬁ]zOJrl—l:O: T est orthogonal & deux vecteurs

non colinéaires de (F1H), donc normal & ce plan.

3.b. (FIH): 20 +y—2z+d =0. Comme F e (FIH): 24+0-1+4+d =0 < d = -1

Donc (FIH): 2z +y—2—1=0.

3.c. d= 1276 +y6 — 26 — 1| = 2+2-1-1| = 2 = ié On retrouve la méme valeur.
V22 + 12 +12 V6 V6 3

4.a. (AG) est perpendiculaire & (F I H) si, et seulement si, AQ est colinéaire 3 . Or ﬁ(l; 2; 1),

qui n’est manifestement pas colinéaire a 7 (2;1; —1) : (AG) n’est pas perpendiculaire a (FIH).

rx=t
(AG): sy=2t teR
z=1t

1 121
4.b. 2t+2t—t—-1=0 <= 3t =1 <= t = 3" Les coordonnées de K sont (5’5’5)

4 1 4 24 /24 2
5. Le rayon de la sphére est GK. GK2:§-|—§6+§:§:>GK: 32%6 Or la

6
distance d de G au plan (FIH) vaut \/?_, donc inférieure au rayon de la sphére : la section de

I par le plan (FIH) est un cercle.

=
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8.3 Probléme 3

On considére un cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1. On désigne par [ le milieu de [E'F]
et par J le symétrique de F par rapport & F. Dans tout ’exercice, I’espace est rapporté au

repére orthonormal (A; 1@, zﬁ, E) .

1. a) Déterminer les coordonnées des points I et J.

b) Vérifier que le vecteur ZT} est un vecteur normal au plan (BGI).
¢) En déduire une équation cartésienne du plan (BGI).
d) Calculer la distance du point F' au plan (BGI).
1. On note (A) la droite passant par F' et orthogonale au plan (BGI).
a) Donner une représentation paramétrique de la droite (A).
b) Montrer que la droite (A) passe par le centre K de la face ADHE.
¢) Montrer que la droite (A) et le plan (BGI) sont sécants en un point, noté L, de coor-
215
3766/
d) Le point L est-il 'orthocentre du triangle BGI 7

données

H
— G
: - /
1 I _--'F ,,
E — ,
\ 1
1 \ f
! \ /
! \ /
1 \ i
1 \ /
1 \ /
1 \ i
1 \\ /
1 N /
1 \ i
Pk - A0
/,D A
e N
A B
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Corrigé

l.a. ] %;0; 1), cauu?[> = E—Fﬁ = E—F%ﬁ = ﬁ—k%zﬁ Le point J a pour coordonnées
(2;0;1).
1.b. 1737(2;—1;1), ﬁ(o;l; 1) et B—[> (—%;0; 1) ; lﬁ et l?[) ne sont manifestement pas col-

inéaires. Onalﬁ-BﬁzO—l—i—l:OetD;J}-Bﬁz2x (—%)—}-O—i-l:O. Levecteurlﬁ

est donc orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (BGI), donc normal & ce plan.
l.c. (BGI): 2z —y+ z+d = 0, avec d tel que I’équation soit verifiée par B(1;0;0) :
2—-04+0+d=0 <= d=—-2. Donc (BGI): 20 —y+2z—2=0.

td g 2x1-0+1-2] 1 V6
22+ 12 ¢ 12 V6 6

2.a. (A) est dirigée par 17}(2; —1;1) et passe par F(1;0;1) :

r=1+2t
(A): Sy=—t teR
z=1+t

2.b. Le plan de la face ADHE a pour équation x = 0 ; le point de (A) d’abscisse 0 correspond
1

159 ) c’est bien le centre de la face ADHE, milieu de [AH]

(H(0;1;1), A origine du repére) : c’est le point K.

1
at= —3 de coordonnées (O

215 1
2.c. Le point L, de coordonnées §; 6; 6)’ est le point de (A) de paramétre t = 5 De plus

2 1 5 4 4 4 2
2X§_6+__2:§+6_2:§+§_2:2_2:0: les coordonnées de L vérifient

I’équation de (BGI), donc L est 'intersection de la droite et du plan.

1 1 1 1 1
2.d. ﬁ (3;_6;_2 et Cﬁ (—5;—1;()). ﬁ . Cﬁ =% + 5 4+ 0 = 0 : les vecteurs sont

orthogonaux, donc (BL) L (GI) : (BL) est la hauteur issue de B dans BGI.

11 1 1 1
B?(O; 1;1) et 17 (6’ & _6) Ij . ﬁ =0+ 6 6" 0 : les vecteurs sont orthogonaux, donc
(IL) L (BG) : (IL) est la hauteur issue de I.

L est donc l'intersection de deux hauteurs du triangle BGI : c’est bien 'orthocentre de BGI.
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8.4 Probléme 4

On considére un cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1, dans le repére orthonormal

(A;/ﬁ;fﬁ;zﬁ). On considére les points [ (1; ;;O), J (0; 2;1), K <2;0; 1) et L(a;1;0)

3
avec a € [0;1].
Partie A (les parties A et B sont indépendantes)
1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (1.J).
2. Démontrer que la droite (K'L) a pour représentation paramétrique

3+t’ 5
T =- a— —
4 4

' eR

1
3. Démontrer que les droites (I.J) et (K L) sont sécantes si, et seulement si, a = T

1 1
Partie B (on pose a = T donc L (4; 1;0))

1. Démontrer que le quadrilatére I K JL est un parallélogramme.

2. On note M le point d’intersection du plan (IJK) et de la droite (BF), et N le point
d’intersection du plan (IJK) et de la droite (DH).
a) Prouver que le vecteur 7 de coordonnées (8;9;5) est un vecteur normal au plan (IJK).
b) En déduire que le plan (IJK) a pour équation 8z + 9y + 5z — 11 = 0.
¢) En déduire les coordonnées des points M et N.

H
250 ¢
E R
\I
¥
1
1
:
1
. c
/,D
e 7
A B
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Corrigé

1 1
Partie A — 1. La droite (I.J) passe par I (1; §;0> et est dirigée par ﬁ (—1; §; 1> :
r=1-—t
1t
1J): =_-4 - teR
(IT): qy=3+3
=

. . . . 3
2. La droite de représentation paramétrique donnée passe par le point de coordonnées i 0;1

)
i1 —1) .
C’est donc bien une représentation paramétrique de (KL).
3. (IJ) et (K L) sont sécantes si, et seulement si, le systéme formeé par les deux représentations
admet une solution unique en (¢,t) :

N N

. 3 .
c’est-a-dire K ; le vecteur (a — Z; 1;—1) en est un vecteur directeur. Or ﬁ <a —

3 3
l—t==-+4+t(a—-
17" (a 4>
1+t—t'
38
t=1-+t
' , . . 11—t 2 ¢
En substituant ¢ = 1 — ¢’ dans la deuxiéme équation : - + = §_§_t —=
4 donc ¢ L La premiére équation devient L 3+ L a > = a !
= — = —. V. —_ = — — — — = —,
2’ 2 P 4 21 2 1 1

Remarque : on obtient au passage les coordonnées du point d’intersection des deux droites :

111
2'2'2)°
Partie B — 1. D’aprés la question précédente, les diagonales (I.J) et (K L) du quadrilatére

111
IKJL sont sécantes en un point Q | — , qui est bien le milieu de [IJ] et de [KL] : les

222
diagonales se coupent en leur milieu, donc IKJL est un parallélogramme.

2.a. I, J, K définissent le plan (IJK), ils sont non alignés et I.J, IK ne sont pas colinéaires.
1 1

1
ﬁ(—1;§;1>, 7T =—-8+3+5=0. ﬁ((—z;—g;l) T IK = —2-34+5=0. 7 est
bien orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de (IJK), donc normal & ce plan.
2.b. (IJK): 80 +9y+52+d=0. Comme [ € (IJK): 8+3+0+d=0 < d=—11.
Donc (IJK): 8z +9y+5z—11=0.

z=1
2.c. (BF) passe par B(1;0;0), dirigée par ﬁ(O;O;l) : ¢y=0 . En remplagant dans
z=t

I'équation du plan : 8 +0+5t - 11 =0 <= t = g Donc M (1;0; g)

(DH) passe par D(0;1;0), dirigée par 171(0; 0;1): Sy =1 . Enremplacant: 04+9+5t—11 =

Z=0

0 «— tz%. DODCN(O;l;%).
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Trigonométrie — Courbes paramétrées —
Coniques

(1)

Cercle trigonométrique, courbes paramétrées et coniques

Cours mis en forme, exemples et exercices corrigés
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14.1 — Trigonométrie

Mesure principale d’un angle orienté

Définition

On appelle mesure principale d’un angle * = « + 2kw, k € Z, 'unique mesure de x qui est
comprise dans U'intervalle | — 7; 7.
Elle se lit directement sur le cercle trigonométrique.

Exemple 1

11
Mesure principale de 'angle Tﬂ

117r 8« 31 9 3

a4ty ST

3 11 3
Comme 0 < Zﬂ < 7, la mesure principale de Tﬂ est Zﬂ

Exemple 2
345w

Mesure principale de

4
On a % = 57,5, donc 57 < 57,5 < 58 ; le multiple pair le plus proche est 58. On écrit

3457 _ 3457 — 6 X 58

T:587T+oz — « —31—

T
6 6 2°

T
Comme 5 €] — 7; 7|, la mesure principale de

Exemple 3

b
Mesure principale de 5

4
On a 37 ~ 15,66, donc 15 < 15,66 < 16 ; le multiple pair le plus proche est 16.

A7 47 — 3 x 167 T
7:167r+oz - aqg=——

3 3

47
Comme —% €] — m; 7], la mesure principale de Tﬂ est —%.

807
Mesure principale de —

80
On a -3 ~ —26,66, donc —27 < —26,66 < —26 ; le multiple pair le plus proche est —26.

807 %6 + 807 42 —80m + 78w 27
——=-20r+a = a=-—— T = ——,
3 3 3 3
2 80 2
Comme —?ﬂ €] — m; 7], la mesure principale de —?ﬂ est —?ﬂ.
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Déterminer la mesure principale des angles :

1157 ) T4m ) Tl ] 137 ] 1217
4 37 3 7 5 6

Equations trigonométriques

Pour z,a € R,

z = « [27]
COSXT = Ccosa <= ( ou c’est-a-dire * = o + 2km ou x = —a + 2k7, k € Z.
xr = —a [27]
z = a [27]
sinx =sina <= < ou tanx =tana <= z =« 7).

r=m—« |27

Exemple — cosz =
1 m 1
On cherche a tel = cost =
n cherche a tel que cosa = 5 : cos o =
Y
A -
3
: > T
1
?
=
cosx = cosg = = % [27] ou = = —g [27] cest-a-dire  z = :l:g [27].

_8+12 [7] ou x:§—ﬁ[ﬂ].

(en divisant par 2, la période 27 devient 7).
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Exemple — cosz = sin 3z

cos T = sin 3z <— cosxzcos(%—3x> — :ng—?;x [27] 01133:—(%—3:5) 2],
m T
remier cas T 27[T7r]:>x 87T2
Second cas : —2:5:—5 [277]:>x:Z [7].
T ) R
738 12 voorEy

Exemple — 2cos?z +sinz =1, z € R

2.%':

En remplacant cos?z = 1 — sin

2(1 —sin®z) +sinz =1 <= —2sin’z+sinx+1=0 < 2sin’z —sinz —1=0.
1 2 PREN 1

Avec u =sinx : 2u —u—1:0:(u—1)(2u+1),douuzlouu:—§.

o sing=1=7=— [27].
1 5
e sinx = g == —% [27] ou = = —% [27].
> l2n) = l2n] 7 fom
T== ou Tr=-—— ou T=-——
2 7 6" 6"
1 . . us
1) Cos(ac - Z) =3 4) sin(3z) = sm<2x - Z>
. ™ 7'('
2) sm<2:v—|— §> =0 5) sinz = 008(5 —:L‘)
3 4 _ 3 1
) cos(4x + ) = cos| x + i 6) cos(2z) = 5
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14.2 — Courbes paramétrées

Introduction

Définition
Soient x(t) et y(t) deux fonctions numériques définies sur un méme intervalle I. La courbe
paramétrée est I’ensemble des points M (t) de coordonnées

x(t)
-

Soit t un réel, on donne le systéme d’équations paramétriques

{x(t) =1-2t

y(t) =6 — 3t

a) Exprimer t en fonction de x ;

b) Exprimer y en fonction de x.

Exemple — équation cartésienne de l’ellipse

Déterminons la courbe représentée par le systéme paramétrique

T =acost
. , a>b>0,te[-m; |
y = bsint

x
On a — = cost et % = sint, et comme cos®t +sin’t =1 :

T\ 2 y 2 2 y2
L N ol
(a) (b) e + b2
: y
kw\;\nC s ]s@[su) N

Cette courbe paramétrée est une ellipse.

Exemple — cercle

r=a-+ Rcost
y=>b+ Rsint

, a,beR, teR.

Onaxz—a= Rcost et y—b= Rsint, donc

(x —a)® + (y — b)2 = R*(cos®t + sin’t) = R>.

C’est le cercle de centre A(a; b) et de rayon R.
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Exercice 3— déterminer la courbe paramétrée

t) = t =2(1 t

3 x(t) 8c?s teR n z =2(1 + cost) LeR
y(t) = 8sint y = 3cost+ 6
=8cost+ 3 =2t

2) “ C?SJF teR 5) v , tER
y = 8sint + 6 y=t
= 2sint =3 —4sint

3) x sin LeR 6) x sin teR
y=3sint +1 y=4+3cost

Etude d’une courbe paramétrée : périodicité et symétries

Exemple — z(t) = 2cos(2t), y(t) = sin(3t)

1) Périodicité.
M (t + 2m) = (2cos(2t + 4n) ; sin(3t + 6m)) = (2 cos(2t) ; sin(3t)) = M(¢).

La fonction est périodique de période 27 : I’étude peut se faire sur | — 7 ; 7).

2) Symétrie par rapport a (Ox).
M (—t) = (2cos(—2t); sin(—3t)) = (2cos(2t) ; —sin(3t)) = (z(t); —y(?)).

M (t) et M(—t) sont symétriques par rapport & (Oz) : 1’étude se poursuit sur [0; 7.

y(@) f---- .

—y(t) f---- ¢

3) Comparaison de M (7w —t) et M(t).
M(m —t) = (2cos(2m — 2t) ; sin(3m — 3t)) = (2cos(2t); sin(3t)) = M (¢).

Donc M (7w —t) = M(t) : ’étude définitive se fait sur [O; g]

Etude conjointe des fonctions z et y, représentation graphique

. . 0
Suite — étude conjointe sur [O; 5

2'(t) = —4sin(2t), 2'(t) =0 < sin(2t) =0 < t=00ut=

-
y(t) = sin(3t), y'(t) = 3 cos(3t), Y () =0 < cos(3t) =0 < t= % <sur [0; gD .
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@' (¢) 0 0
2
x(t) \ 1
\ _2
y'(t) + 0 -
1
y(t) 0 — \
-1

Courbe paramétrée z(t) T]?cos(%), y(t) = sin(3t)

4
v B

s .
La portion en rouge correspond & t € [0; 5} ; la courbe compléte (en bleu) s’obtient par les
symeétries précédentes.

i
Exemple — z(t) = —t — 3, y(t) = 51‘,2

7'(t) = —-1<0 (toujours décroissante), y'(t) =t, y(t)=0 < t=0, y(0) = -2.
En exprimant ¢ en fonction de z : t = —x — 3, d’ou
1 z? + 6z +9 1 5
= (—zx—-3P2-—2=""T"""_9="3p243z+-.
Yy 2( xz —3) 5 57 + 3z + 5
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La trajectoire est une parabole.

Exemple — représentation graphique a partir d’un tableau de variations conjointes

On donne le tableau des variations conjointes de x(t) et y(t) :

Lorsque z augmente, y augmente ; lorsque x diminue, y diminue également : le sens de parcours
de la courbe suit celui indiqué par les vecteurs vitesse portés sur la figure.
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Vecteur dérivé

Définition

Le vecteur dérive de OM = z(t) 7 + y(t) 7 est
—
dOM _ dx(t) —, | dy(t) - PR S
L V) =2'(t) 7 +y() 7.

Pour tout réel ¢, si #/(t) # 0 et y/(t) # 0, le vecteur (2/(t); y/()) est un vecteur directeur de la
tangente a la courbe en M (t).

Interprétation cinématique

La fonction 7’(t) = (2/(t); ¥'(t)) = V(t) est appelée vitesse du mobile M (t).
7”(t) = (2"(t); ¥ (1)) = @ () est appelée accélération du mobile M(t).

e 5i la norme du vecteur vitesse est constante, le mouvement est dit uniforme.

o Le mouvement est dit rectiligne si la trajectoire de M est contenue dans une droite.

Symeétries

Un intervalle I est dit symétrique si, pour tout t € I, on a —t € I.

o Siz(—t)=ux(t) et y(—t) = —y(¢), la courbe est symétrique par rapport a (Ox).

e Six(—t)

—x(t) et y(—t) = y(t), la courbe est symétrique par rapport a (Oy).

o Siz(—t)=—x(t) et y(—t) = —y(t), la courbe est symétrique par rapport a 'origine O.

Périodicité — rappel

e Si M(t+ 2m) = M(t), 'étude peut étre faite sur | — 7 ; .

e Si M(m—t)= M(t), ’étude peut étre réduite a [0; —]

Exemple — parité, x(t) =2 + 1, y(t) =t

o(—t) = (=t +1=+1=a(t), y(-t)=(=t)3=-3=—y(t).
M(t) et M(—t) sont symétriques par rapport & (Oz) : M(—t) = sym oy (M(2)).

Exemple — étude conjointe de z(t) = t2, y(t) = t3 — 3t

Tt) = (%5 ¢* — 3t).

Parité.
(-t)=t*=a(t), y(-t)=—+3t=—(t"-3t)=—y(t).

M (t) et M(—t) sont symétriques par rapport a (Oz) : 'étude est faite sur RT.
Etude sur R*.
7' (t) = 2t, P(t) =0 < t=0.

y(t)=3t2-3=3(t>-1), ¢ (t)=0 < t=1 (sur R").
M(0)=(0;0),  M(1)=(1;-2).
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t 0 1 +00
@' (¢) 0 + I
+00
0
y'(t) - 0 +
+00
y(t) ’ \ /
—2
y y
1.2
/’*N\\
III \\\\
1 \
1 AN
i N
\\
0 \
N X

(1, -2)

La branche en tirets (¢ < 0) s’obtient par la symétrie par rapport & (Ox) : la courbe présente
un point double (un noeud) sur 'axe (Ox).
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14.3 — Coniques

Une conique est une courbe plane définie comme 'intersection d’un coéne de révolution avec un

plan.

Paramétrage de la parabole

2
- e a(t) = -
Soit la courbe définie par 2p
y(t) =t
y?
Comme y(t) =t, on a z(t) = 25 c’est-a-dire
P

y? = 2px (équation réduite de la parabole).

Eléments caractéristiques

e Le foyer F' a pour coordonnées F' (g ; 0).

e La directrice a pour équation z = —g.

e Le sommet de la parabole est le centre du repére.

e La tangente a la parabole en A(xzg; yo) a pour équation yyo = p(z — x¢).

Hyperbole

Exemple — z(t) = —

On utilise l'identité

i tan?t = 1, valable pour t # g [].

1
Onax=— et /2y =tant, donc
cost

z? — 2y2 =

—tan?t =1 — % —

cos?t

La trajectoire est une hyperbole.
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Equation réduite d’une hyperbole

2 2
x c
—2—%2:1, avec 2 = a® + b, e=—>1, b =c?—a?
a a
e Les foyers ont pour coordonnées F(c; 0) et F'(—c; 0).
. . . a>  a a? a
e Les directrices ont pour équations z = — = —etz = —— = ——.
c e c e
e Les sommets sont les points (a; 0) et (—a; 0).
. a? 2 ) b b
e Les asymptotes ont pour équation - 35 = 0,s0it y=—-zouy=——=1.
a b a a
. TT
e La tangente a I’hyperbole en (z¢; yo) a pour équation —20 — % = 1.
a

Ellipse
Paramétrage et équation réduite
T = acost z2 2 c
== 7+y7=1, ¢ =a®— b €=
y = bsint a® b a

Les foyers ont pour coordonnées F'(c; 0) et F'(—c; 0).

2 2

a a
e Les directrices ont pour équations x = — et x = ——.
c c
e Les sommets sont les points (+a; 0) et (0; +b).
xT
e La tangente a l'ellipse en (z¢; yo) a pour équation —20 + % =1.
a
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Définition d’une conique par foyer, directrice, excentricité

(D) une droite du plan, F' un point tel que F ¢ (D) et e € R%. On appelle conique de foyer F,
de directrice (D) et d’excentricité e la courbe (%) formée des points M du plan tels que

d(M,F)=e-d(M,(D)).
e Si0<e<1, (%) est une ellipse.
e Sie=1, (%) est une parabole.
e Sie>1, (%) est une hyperbole.

La droite (A) passant par F' et orthogonale a (D) est appelée aze focal : c’est un axe de symétrie
de la conique. Le réel p = ¢ - d(F, (D)) est appelé paramétre de la conique (%).

Exemple 1 — 22 +y2 — 22+ 4y —20=0

(z—-1)2-14+(@y+22-4-20=0 < (z—1)°+ (y+2)*=25.
C’est le cercle de centre A(1; —2) et de rayon R = /25 = 5.

Exemple 2 — 422 4 25y2 — 100 = 0

4% 2542 22 2 22 2
— =l = o= = S+
100 * 100 25 + 4 52 + e

C’est une ellipse : a =5, b = 2, sommets S1(5; 0), S2(—5; 0), S3(0; —2), S4(0; 2).
C= \/a2_b2:\/2>%47587 Fl(\/ﬁao)v FQ(_\/ﬁ70)7
V21 25

S
r=——=cet x = ——= (directrices).

5 7 V21 V21

51(5;0)/_\51‘(5;0)
FZ(VQ;K F‘(\zl’l)i X
i i
i i
i i
i i

="

e =
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Exemple 3 — nature et éléments caractéristiques de y> — 3z — 4y —2=10

P —dy—3:-2=0 <= (y—22-4-32-2=0 < (y—2)2=3(z+2).

En posant X =z +2et Y =y — 2, on obtient Y? =3X : 2p =3, donc p =
(€) est une parabole de sommet S(—2; 2).

Do o

y

Exemple 4 — (z—2)2 +4(y+1)2—25=0

(x—=2°  (W+1)?*

25 25/4 sle= 5t (3)

DN | Ot

C’est une ellipse de centre (2; —1), aveca =5, b =

/ 25 53 3 b2 53
C:\/a2—b2: 25—4:\2/7’ e:czg, p:—:i

X
K .
Q2 —1)

Exemple 5 — éléments caractéristiques de (v —2)?/16 —y%/9 =1

C’est une hyperbole de centre (2; 0), avec a =4, b = 3.

b?
C:\/om:\/%:f)’ 622:%, p:—zg,

3 3
Asymptotes obliques : y = Z(x —2)ety= —Z(x —2).
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Exemple 6 — 22 +4y?> — 62— 8y +9=10

2’ —62+4y° —8y+9=0 < (z—3)°—9+4[(y—1)*-1]4+9=0 < (z-3)°+4(y—1)* =4.

(z—3)
4
C’est une ellipse de centre Q(3; 1).

+(y—-12=1, a=2, b=1.

Exemple 7 — nature de |z + 1 —i| = 2Re(z)

Avec z=x + iy :

lz4+1+i(y—1)|=2r < (z+1)2+(y-1)2=42? — 3224+ 2z+(y—1)>2+2=0.

Y P 2+1+( -1)2+2=0 < -3 e s 2+( —1)2——Z
3) T3V - 5) TW-1"=-3

En simplifiant (division par —% puis réduction) :

(-3 -1?
1 1
9

La courbe () a pour équation

255



1
C’est une hyperbole restreinte au demi-plan x > 0, de centre (2 (3 ; 1), avec

2 4 4 12 1 4
7,b2:f 02:a2+b2:§+—:—6:>c:§

3} 9 9

a = y

4 3 4 4
e= g =z 5= 2, foyers F<3; 0) , F'<—3; 0> dans le repere (Q, 77, 7)),

1
3’ asymptotes y = V3 et Y= —V3z.

Exercices C1 A C4

Cl. (%): y?> -6y +2z+10=0.
1) Donner la nature de la courbe (.%#). 2) Préciser le foyer, la directrice, l’excentricité, le
sommet et le centre. 3) Tangente & (%) en A(—1; 2). 4) Tangente a (%) en B(—1; 4).

. . 1
directrices x = 3 et v = —

C2. (&): 322 +4y*> -39 =0.
1) Nature de la courbe, centre. 2) Eléments caractéristiques, excentricité, foyers et direc-
3 3
trices. 3) Tangentes a (&) en A(S; 2) et B<3; —2>.
C3. (&) : =322 +¢y?-3x—-4=0.
1) Nature et centre. 2) Eléments caractéristiques et directrices de (#). 3) Tangente en
A(0; —2). 4) Tangente en B(0; 2).

C4. Nature de la courbe d’équation |z + 2 — i| = 2Re(z) ; déterminer les éléments caractéris-
tiques de la courbe (7¢) obtenue.
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Problémes corrigés

Probléme 1

Enoncé

Un mobile du plan P a son affixe z(¢) donnée, en fonction du temps ¢, par
2(t) = f(ti) +10 — 6i,  f(2) = 2> +4(1 —4)2* — 2(2+ Ti)z — 16 + 8i.

Quand t décrit l'intervalle [0; 2] de R, on note M (t) le point correspondant & l'instant ¢, z(t) =

x(t) +ay(t).

1) Déterminer les coordonnées (a: (t)) de M(t) dans le repére (O, U, V), ainsi que les
coordonnées dans la base (7, ) des vecteurs vitesse et accélération du mobile & 'instant
t.

2) Faire un tableau indiquant les variations de = et de y en fonction de ¢.

3) Construire les points de la trajectoire du mobile correspondant aux valeurs
1 2 7
0; 37 5; 1; 1 ; 2 du réel ¢, et un vecteur directeur des tangentes a la trajectoire pour
2 7
les valeurs 0; ;2 det.
¥ ER

4) Déduire de ce qui précéde le tracé de la trajectoire du mobile, en indiquant le sens du
parcours quand ¢ décrit [0; 2].

1) Coordonnées de M(t). Avec z = ti :

f(ti) = (ti)® + 4(1 — )(ti)? — 2(2 + 7i)(ti) — 16 + 8i.
= —t% — 4(1 —i)t* — 2(2+ Ti)ti — 16 + 8i = —4¢t> + 14t — 16 + i ( — t> + 4> — 4t + 8).
D’ou

z(t) = —4t2 + 14t — 6

2(t) = (— 42 + 14t — 16 + 10) +i( — 3 + 4t — 4t + 8 — 6) —
) = )+ ) y(t) = —t3 + 412 — 4t 4 2

Vecteur vitesse 7(1&) et vecteur accélération @ () :

) al(t) = -8t + 14 ) a(t) = -8
vo): {y’(t) = -3t + 8t — 4 @) {

2) Variations de z et y sur [0; 2].
7
Z({t)=-8+14=0 <~ t:Z' Y(t)=-3t2+8t—-4=—-(3t-2)(t-2)=0 < t=
2
g out=2.
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On calcule également (0) = —6, z(3) =0, y(3) = g, z(1) =4, y(1) = 1.

3) Points et tangentes. Les vecteurs vitesse aux instants demandés :

o= (). 9)-(): 7~ (3): 7o (2)

4) Trajectoire.

Le mobile part de (—6; 2), descend vers le minimum (1@4 ; g—?), remonte jusqu’au point le plus &

droite (%; %), puis revient légérement en arriére jusqu’au point d’arrivée (6; 2).

Probléme 2

Enoncé

4 13
1) Résoudre dans C I'équation 22 — ——z + —5— — 9 =0, t parameétre de l'intervalle |0; [.
sint sin“ ¢
2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 7,7), on considére le point M mobile
d’affixe

2 L 3icot(t),  telo;
= —— 72 CO T
sint ’ ToY

soit S la trajectoire du mobile, décrite par un point M (¢) de coordonnées z(t) et y(t)

avec z(t) = (t) = 3cot(t).

sint’ y

a) Déterminer I’équation cartésienne de la courbe décrite par M (t).
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b) Nommer la courbe () décrite par M(t), donner son centre et les équations de ses
asymptotes obliques.

Déterminer les éléments caractéristiques de (7).

)

d) Construire la courbe (77).
) Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse V(t)
)

Montrer que |]7(t)|] = 3 équivaut & 4cos’t +9 = 9sin*t (E), montrer que (E)
équivaut & 9sin® t 4+ 4sin?t — 13 = 0 (E’). Déterminer la racine acceptable de (E') et
en déduire la date & laquelle le point M se trouve au sommet de la trajectoire.

Corrigé

1) Résolution dans C.

4\? 13 16 — 52 36 36 cos2 ¢ 6i £\ 2
A=—) - 4(—-9)|=—F—+36=——3 +36=— .COQS _ z.cos ‘
sint sin“t sin“t sin“t sin“t sint

D’ou

2 2
2 = — — 3icot(t) ou 2= . + 3icot(t).

sint sin
. 2
2a) Equation cartésienne. x(t) = — donc 2? = —— ; y(t) = 3cot t donc
sint sin“ ¢
2 2
9 9 cos“t 1 aj
=9cott=9.—— =9 -1)=9-——-09.
Y sin? ¢ <sin2 t > 4
D’ou
2 2
Z_ Y.,
4 9

2b) Nature. () est 'hyperbole de centre O, d’axe transverse porté par (Ozx), de demi-

longueur @ = 2. Comme sint €]0; 1] pour ¢t €]0; 7[, on a x(t) = —— > 2 : seule la branche
s

3 3
droite (z > 2) est décrite. Asymptotes : y = 2% et y = —3%-

2c) Eléments caractéristiques.

1
b=3, c=+a+b =13, ezc:\/;g'

2d) Construction.

5(2;0)

F(—V13;0) F(V1350)
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2e) Vecteur vitesse.

2 2 t 3
— o/(t) = — 2 y(t) = 3cott = y/(t) = —

sin?t’

2f) Etude de ||V (1)]].

4 cos? t 9 40082t+9
IV @2 =2/ (8)? + ¢/ ()2 = = .

sin? ¢ sin*t sin* ¢
VO =3 = [VOIP=9 < 4cos?t+9=9sin*t. (E)
En remplacant cos?t =1 — sin?¢t :
4(1 —sin®t) + 9 = 9sin*t <= 13 —4sin’t = 9sin’t <= 9sin’t + 4sin’t — 13 = 0.
En posant u = sin’¢ : 9u® +4u — 13 =0, A = 16 + 468 = 484 = 222

—44929 ) —4 —22 13 (rejeté Satiine)
— = = — = —— (1 n 1 o
U 13 ou U 13 9 ejetée, négative

T
La racine acceptable est u = sin?¢ = 1, donc sint = 1 (car sint > 0 sur |0; 7[), soit t = 2

(E")

A cet instant, M ( ) = (2;0) = S : le mobile se trouve alors exactement au sommet de la

s
. 27
trajectoire, avec une vitesse de norme 3.
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Théme 15 : Arithmétique (2)

(Codage affine)

Sommaire

I. Numération : écriture d’un entier en base b
1. Ecriture en base b
2. Quelques bases classiques
3. Passage d’un systéme a un autre

II. Le chiffrement affine
1. Principe
2. Exemple : clé (15; 7)
III. Déchiffrement affine
. Inverse d’un entier modulo n
. Fonction de déchiffrement
. Exemples de déchiffrement
. Décryptage affine
. Congruences ax = b [n]

U s W N

IV. Problémes corrigés
Probleme 1 Probléme 2 Probleme 3 Probleme 4 Probléme 5 Probleme 6

, 3 . , . ) . = h

1. Ecriture en base b

Soit b un entier tel que b > 2. Tout entier naturel non nul x s’écrit de maniére unique sous la
forme
r=a,b" +a, 0"+ +a;b+ay,

ou agy, a, ..., a, sont des entiers appartenant a [0; b — 1] et a,, # 0.
Ainsi x =a,,a,,_; alaob est ’écriture de x en base b.

Exemples.

« Ecriture 243" (en base b) : passage a la base 10 :
—b
243 =2 xb%> +4 x bl +3 x b (donne le nombre en base 10).

—b
¢ 0,73 =7xb'+3xb2 (donne le nombre en base 10).
o Passage de la base 5 a la base 10 :

66
0231 =2x5 ' +3x524+1x53 = o = 0528,

Attention : un nombre décimal est le quotient d’un entier par une puissance de 10.
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Theme 15 : Arithmétique (2)

2. Quelques bases classiques

Systéme Base | Chiffres

binaire 2 {0; 1}

quinaire 5 {0;1;2;3;4}

octal 8 {0;1;2;3;4;5;6; 7}
décimal 10 {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9}

duodécimal 12 {0;1;...;9; A; B avec A=10et B=11
hexadécimal 16 {0;1;...;9;A;B;C;D; E; F}
sexagésimal 60 {0;1;2;...;58; 59}

Dans le systéeme hexadécimal : A =10,B=11,C=12,D =13, E=14, F = 15.

Exemples.

126 =1 x 102+ 2 x 10* + 6 x 109 :mn2:1x23+0x?+4x21+1x2mzn

En base 16 : a,a,_; —a;qg 16 — a, X 16™ +a, ; x 16" + - +a; x 16 + a, = Zak 16*.
k=0

3. Passage d’un systéme a un autre (a I’aide de I’algorithme d’Euclide)

Pour écrire un entier en base b, on effectue des divisions euclidiennes successives par b jusqu’a obtenir
un quotient nul ; les restes, lus de bas en haut, donnent I’écriture cherchée.

Exemple. Ecrire 234 en base 2.

234=117x2+0 1}
117 =58 x 2+ 1
58 =29 x 2+ 0
20=14x2+1
14=7x2+0
7T=3x2+1
3=1x2+1
1=0x2+1

9234 — 11101010
TI0T = 1x 25 +1x224+0x 2" +1x2° =13 (en base 10)

1302° = 1x 5% +3x 5240 x5 +2x5° =202 (en base 10)
Exercice 1

1) Eerire en base 10 : 231" ; 110111 .
2) Ecrire en base 2 : 149 ; 83; 22.

Exemples.

—12
1A6 =1x1224+Ax 120 +6x129=144+120+6 =270 (A =10)
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Theme 15 : Arithmétique (2)

Ecrire 496 en base 7. Ecrire 2278 en base 12.

496 =70 x7+6 2278 =189 x 12+ A
70=10x7+0 189 =15x%x12+9
10=1x7+3 15=1x12+3
1=0x7+1 1=0x12+1

7 —12
496 = 1306 2278 = 139A

Ecrire en base 10 :

3DAF = 3x 163 +Dx 162 +4x 16! +Fx 160 = 12288+ 3328+ 64+15 = 15695 (D = 13, F = 15)

Exercice 2

1) Ecrire en base 16 les nombres suivants : 64206 ; 61 205.
2) Convertir en base 10 : mw; ﬁ5 ; Sﬂ5 ; TEE16; TOQ.
3) Convertir en base 10 : BAC ; 3F9°

4) Ecrire 77 en base 16.

II. Le chiffrement affine (cryptographie élémentaire)

1. Principe

L’idée est d’utiliser comme fonction de chiffrement une fonction affine du type y = ax + b, ou x et y
sont des entiers.

Le couple (a; b) est la clé ; la clé est satisfaisante si PGCD(a; 26) = 1.

La lettre chiffrée correspond a un entier compris entre 0 et 25, et I'on travaille modulo 26 :

y = azx + b [26].

Le chiffrement affine se réduit a des calculs sur des entiers.

A|BICIDIE|IFIGIHIIT|J|IK|ILIM|N|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|X|Y|Z
0(1|2|3(4]|5|6|7(8|9|10|11]12]13|14|15|16|17|18|19|20(21|22|23|24|25

1) Onremplace chaque lettre par son rang dans ’alphabet auquel on retire 1, d’ou la correspondance
du tableau.

2) On choisit deux nombres a et b qui sont la clé de chiffrement.

3) Le nombre z est alors codé par y = ax + b, ou (a; b) est un couple d’entiers compris entre 0 et
25.

4) On prend le reste r de la division de y par 26 ; ce nombre r est & son tour remplacé par la lettre
qui lui correspond dans I’alphabet.

2. Exemple : clé (15;7)

On associe a x I'entier r qui est le reste de la division euclidienne de 15247 par 26 : c’est le chiffrement
affine de clé (15; 7).

Coder D. D correspond a 3 dans le tableau. On cherche la lettre qui lui correspond dans le codage
y=1bx+7:pourx=3,y=15x3+7=>52et 52 =2 x 26+ 0. Le reste est r = 0, donc D est codé
par A.
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Coder le mot MATHS.

Lettre | « | 152z + 7 | Reste r | Lettre codée
M 12 187 5 F
A 0 7 7 H
T 19 292 6 G
H 7 112 8 I
S 18 277 17 R

M correspond a 12 (voir tableau) : x = 12 ; fonction 15z + 7.

1) 15 x 1247 =187

2) 187 =7 x 26+ 5, donc r = 5 (correspond a F, voir tableau).
A correspond 40 : 15 x04+7=7et7=26x0+7,donc r=7 (7 H).
MATHS est codé par FHGIR dans cette fonction de codage.

Exercice 3

1) Avec y = 3z + 7 [26], coder le mot SECRET.
Indication : S J;E—T;C— N; R G; T +— M.

2) Avec y = 5z + 3 [26], coder le mot AFFINE.

Indication :
Lettre | « | 52+ 3 | Reste r | Lettre codée

A 0 3 3 D

5 28 2 C
F 5 28 2 C
I 8 43 17 R
N 13 68 16 Q
E 4 23 23 X

AFFINE est codé par DCCRQX.

III. Déchiffrement affine (décodage)

1. Inverse d’un entier modulo n
Chercher I'inverse de @ modulo n, c’est chercher a=' tel que

al-a=1]n.

Remarque : a! est Pinverse de a (modulo n). Chercher 'inverse de a modulo n revient a résoudre
I’équation au+nv = 1 ; u est alors I'inverse de a modulo n (ce qui fait penser a I’algorithme d’Euclide).

Exemples.
Inverse de 5 modulo 26 : Inverse de 17 modulo 59 :
5=26—21 59 =17 x 3+8
1=26—5x%x5 17T=8x2+1
=26 —5(26 —21) 1=17—2x38
=26x(—4)+5x21 =17-2(59—-17 x 3)
Onabx2l=4x26+1, donc5 x 21 =1 [26]. —17x7—2%x59
Donc 571 [26] = 21. Onal7x7=2x59+1,donc 17 x 7 =1 [59].

Donc 1771 [59] = 7.
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Inverse de 7 modulo 31 : 31=4x7+3;7=2x3+1,dou
1=7—2x3=7—-231—-4x7)=9x7—2x3l.
Donc 7 x 9 =1 [31] : I'inverse de 7 modulo 31 est 9.

2. Fonction de déchiffrement

Le déchiffrement nécessite de connaitre les deux coefficients a et b et de vérifier que PGCD(a; 26) = 1.
Si PGCD(a; 26) # 1, le message est indéchiffrable.

Pour déchiffrer le message, on cherche la fonction inverse de la fonction y = ax 4+ b [n] :
ax =y —b[n].
On cherche & isoler x ; pour cela, on détermine a1, I'inverse de a modulo n : a-a~! =1 [n], d’ott

al-ar=atl(y—>5)[n]

On obtient la fonction inverse permettant le déchiffrement :

r=al(y—b)[n] ’

Attention : si I'on sait qu'un code affine a été utilisé, on peut « casser le code » en essayant
toutes les clés.

Méthode. Pour déterminer la fonction inverse de y = ax + b [26], on doit exprimer x en fonction de
y : on multiplie, de gauche a droite, par 'inverse de a modulo 26. L’entier a doit étre premier avec
26.

ar +b=y[26]; PGCD(a;26) =1 donc a ! [26] existe ; z=a '(y—0b)[26].

3. Exemples de déchiffrement
Exemple 1. Soit y le reste de la division euclidienne de 15z 4+ 7 par 26.
152+ 7=y [26], soit 1bz+7=y+ 26k, k€ Z.

On cherche x en fonction de y : 15x = y — 7 4+ 26k. On doit déterminer 'inverse de 15, c¢’est-a-dire p
tel que p x 15 =1 [26], puis multiplier par p.

Cherchons l'inverse de 15 modulo 26 (algorithme d’Euclide) :
26=15x1+11; 15=11x1+4; 11=4x2+3; 4=3x1+1.
On exprime 1 en fonction de 26 et 15 :

1=4—-3x1
=4—(11—4x2)=4x3—11
=(15—11)x3—11=15x3—11 x4
=15x3—(26—15) x4 =15x7—26 x 4.

Donc 15 x 7 =144 x 26, soit 15 x 7 =1 [26] : 7 est I'inverse de 15 modulo 26.
Multiplions par 7 : 7 x 152 = 7(y — 7) + 26 x 7k, donc

7 x 15z =Ty —49 [26].
Comme 7 x 15 =1 [26], on obtient x = 7y — 49 [26]. Or —49 = —2 x 26 + 3, donc —49 = 3 [26], et
xr =Ty + 3 [26] (x €{0; ... ; 25}).

On obtient ainsi la fonction de décodage.
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Décodage de WHL.

Lettre | y | 7y + 3 | Reste r | Lettre
W 22 157 1 B
H 7 52 0 A
L 11 80 2 C

W correspond a 22 (voir tableau) : 7 x 22+ 3 = 157 et 157 = 26 x 6 + 1, donc » = 1. Dans le tableau,
1 correspond a B. Le décodage de WHL donne le mot BAC.

Exemple 2. y = 7z + 3 [26] est une fonction de chiffrement, et 771 [26] = 15 (car 7 x 15 = 105 =
4 % 26+ 1). Ainsi
x = 15(y — 3) = 15y — 45.

Comme —45 =7 —2 x 26, on a —45 =7 [26] et

x = 15y + 7 [26] (fonction de déchiffrement).

Exercice 4

Notation : a~![n] désigne I'inverse de a modulo n. Déterminer :
a) 71[26]; 371 [26]; 571 [7]; 1171 [26]; 2071 [57].
b) 1371[27]; 1071 [27]; 871 [27]; 171 [50] ; 1471 [45].

Exercice 5

Soit la fonction de chiffrement affine :

y = 3z + 1 [26] ; coder le mot MATHS.

y = 5x + 8 [26] ; coder le mot AFFINE.

4. Décryptage affine

On consideére la fonction de chiffrement affine y = 7z + 2 [26]. Décrypter le mot ZEBBW.

De y = Tz + 2 [26], on obtient x = 71 (y — 2) [26], et comme 7! [26] = 15, z = 15(y — 2) [26].

Lettre | y | 15(y —2) | « (modulo 26) | Lettre

Z 25 345 7 H
E 4 30 4 E
B 1 —15 11 L
B 1 —15 11 L
w22 300 14 0]

e Z:2=15(25—2) =345 ; 345 = 7+ 13 x 26, donc 345 = 7 [26].

e E:2=15(4—-2)=230;30=4+ 26, donc 30 =4 [26].

e B:zx=15(1—-2)=—-15; —15 =11 — 26, donc —15 = 11 [26].

e W:2z=15(22—-2)=300; 300 =14+ 26 x 11, donc 300 = 14 [26].

Le mot décodé est HELLO.

Exercice 6

1) Montrer que si la fonction de chiffrement affine est y = 3x 4 7 [26], alors la fonction de déchiffre-
ment est x = 9y + 15 [26].

2) Décrypter le mot : KGHSX.
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Exercice 7

a) On donne y = 3x+1 [26], une fonction de chiffrement affine. Déterminer la fonction de décodage
correspondant a y modulo 26, puis décoder LBGWD.

b) Idem pour y = 5z + 8 [26].
Exercice 8
Déterminer : 2771[392]; 1771 [41]; 8971 [232].

Exercice 9

a) On donne z = 111’ ; déterminer I’écriture de x en base 10.

3 -7 N

b) Donner ’écriture en base 10 des nombres a = 210210 ; b = 10642 ; ¢ = 111111111 ; d =
12
1040B .

Exercice 10

Chiffrement affine : y = 172 + 40 [26] ; chiffrer le mot NUAGE.
Déterminer la fonction de déchiffrage de y modulo 26.

Décoder le mot : SQRDMDB.

Indication : x = 23y + 16 [26].

5. Congruences ax =b [n]
Exemple. Résoudre dans Z : 4z = 8 [5].
Onadx4=16=1[5], donc 4! [5] = 4. En multipliant par 4 :

471 x4 =471 x 8 [5], r=4x8=232[5]
Comme 32 =5 x 6+ 2, on a 32 =2 [5], donc x = 2 [5], c’est-a-dire z = 2 + 5k avec k € Z.

Exercice 11

Résoudre dans Z : 4o =3 [5]; de =21[5]; 3z =5[7]; bz =1 [9].
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IV. Problémes corrigés

Probléme 1

1. Déterminer PGCD(2688; 3024).
2. Dans cette question, x et y sont deux entiers relatifs.

a) Montrer que les équations (1) et (2) sont équivalentes :
(1) 2688243024y = —3360;
(2) 8z 4 9y = —10.
b) Vérifier que (1; —2) est une solution particuliere de I’équation (2).
c¢) Déduire de ce qui précede les solutions de (2).
— = —
3. Soit (O; i, j, k)unrepere orthonormal de I’espace. On consideére les plans 2 et Q d’équations
respectives  + 2y —z= —2 et 3x —y + 52 = 0.
a) Montrer que 2 et Q se coupent suivant une droite 2D.
b) Montrer que les coordonnées des points de 2 vérifient I’équation (2).
¢) En déduire I'ensemble & des points de 2 dont les coordonnées sont des entiers relatifs.

Corrigé

1. Pour déterminer le PGCD de 2688 et 3024, on les décompose en produits de nombres premiers :
2688 =2"x3x 7 et 3024=2%x3%x7,

donc PGCD(2688; 3024) = 2% x 3 x 7 = 336.

2.a) On a immédiatement :

2688 3024 3360

1) e 2200, 42050 _ 200 L ROy =—10 (2).
(1) 336 © " 336 Y 336 T (2)

b) On a 8(1) + 9(—2) = 8 — 18 = —10, donc (1; —2) est une solution particuliere de (2).
c) Puisque (1; —2) est solution de (2) :

8 +9y=-10 < 8z +9y=8(1)+9(—2) < 8(z—1)=9(—y—2).

Donc 9 divise 8(z — 1) ; or 9 est premier avec 8, donc (théoréme de Gauss) 9 divise z — 1 : il existe
K €7 tel que z —1 =9K. Alors 8 x 9K = 9(—y — 2), soit —y — 2 = 8K. Les solutions de (2) sont
donc tous les couples

(149K; —2—-8K), KeZ.

3.a) Le plan P d’équation = + 2y — z = —2 admet pour vecteur normal @(1; 2; —1) ; le plan Q

d’équation 3z — y + 5z = 0 admet pour vecteur normal 7?9(3; —1;5). Ces vecteurs ne sont pas
colinéaires (par exemple % + _%), donc les plans P et 9 ne sont pas paralléles et ils se coupent suivant
une droite 2.

b) Les coordonnées (x; y; z) des points de 2D sont les solutions du systéme

rT4+2y—z=-2
@
3r—y+52=0

donc elles vérifient 5(x + 2y — 2) + (3x —y + 52) =5 x (=2) + 0, soit 8z + 9y = —10 (2).
c) Les coordonnées (x; y; z) entieres des points de D sont nécessairement (d’apres 3.b) et 2.¢)) de
la forme z = 1+ 9K, y = —2—8K (K € Z). Or (14+9K; —2—8K; z) est un point de 2D si, et
seulement si

(14+9K) +2(—2—8K) —z = —2

314+9K)—(—2—-8K)+52=0
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c’est-a-dire si, et seulement si, z = —1 — 7K. Finalement, 'ensemble £ des points de D dont les
coordonnées sont des entiers relatifs est I’ensemble des points de coordonnées

(1+9K; —2—8K; —1-7K), KeZ.

Probléme 2

1. On considere I'équation (E) : 8x 4+ 5y = 1, ou (z; y) est un couple de nombres entiers relatifs.
a) Donner une solution particuliere de I’équation (E).
b) Résoudre I'équation (E).
. g o N =8a+1
2. Soit N un nombre naturel tel qu'il existe un couple (a; b) de nombres entiers vérifiant : {N N

a) Montrer que le couple (a; —b) est solution de (E).

3. a) Résoudre I'équation 8z + 5y = 100, ou (x; y) est un couple de nombres entiers relatifs.

)
b) Quel est le reste, dans la division de N par 407
)
b)

Au VIII® siecle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100 pieces de monnaie
dans une auberge. Les hommes ont dépensé 8 pieces chacun et les femmes 5 pieces chacune.
Combien pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans le groupe ?

Corrigé

1.a) (zg;y9) =(2; —3),car 8 x2+5x (—3) = 1.

b) (E) <= 82+5y=8x2+5x(—-3) < 8(r—2)=—5(y+3). Comme 8 et 5 sont premiers entre
eux, les solutions de (E) sont

xr=2—-5k, y=-3+8k (keZ).

2.a)8a+5(—-b)=(N—-1)—(N—-2)=1.
b) (a; —b) est solution de (E), donc a = 2 — 5k et b = 3 — 8k ; par suite

N =8a+1=8(2—5k)+1=—40k + 17.

De plus N > 0, donc k£ < 0 ; ainsi le reste de la division euclidienne de N par 40 est 17.

3.a) 8z + 5y =100 < 8z + 5y =8 x 200 + 5 x (—300) <= 8(z —200) = —5(y + 300), donc les
solutions sont

z=200—"5k y=-300+8k (ke ?Z).

b) Soit x le nombre d’hommes et y le nombre de femmes ; alors z > 0, y > 0, avec = 200 — 5k et
y=-300+8k (k€Z). Onax >0 < k<40ety>0 < k > 37,5, donc k =38 ou k =39, d’ou

(z;y) = (105 4) ou (5;12).

Probléme 3

Le plan complexe est muni d’un repeére orthonormal (O ; u, 7) (unité graphique : 1 cm). On fera
une figure que I'on complétera tout au long de cet exercice.

Soient A, B et C les points d’affixes respectives a =3+ 5i, b= —4+2i et ¢ =1 + 4i.

Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’
d’affixe 2" définie par 2’ = (2 — 2i)z + 1.

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
2. a) Déterminer l'affixe du point B’, image du point B par f.
b) Montrer que les droites (CB) et (CA) sont orthogonales.
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3. Soit M le point d’affixe z = x + iy, ou l'on suppose que x et y sont des entiers relatifs. Soit M’
I'image de M par f.

— —
Montrer que les vecteurs CM’ et CA sont orthogonaux si et seulement si z + 3y = 2.

4. On considere I'équation (E) : z + 3y = 2, ou = et y sont des entiers relatifs.
a) Vérifier que le couple (—4; 2) est une solution de (E).
b) Résoudre I'équation (E).

¢) En déduire ’ensemble des points M dont les coordonnées sont des entiers appartenant a
— —
intervalle [—5; 5] et tels que les vecteurs CM’ et CA soient orthogonaux.
Placer ces points sur la figure.

Corrigé
1. f admet une écriture complexe de la forme 2’ = az + 3 ot (a; B) € C?, avec a # 0 et a # 1, donc
f est une similitude directe.

Le centre est le point invariant : z = (2 — 2i)z 4+ 1 équivaut a

(1—-242)=1 < 2(—1+2i)=1 < ! S
P 1) = —_ 1) = = = = .
: : T Titai (1222 5

1 2
Le centre 2 de f admet pour affixe w = —5 = gi.

Nous avons :

2—21_2\f( ) 2f(cos<—1>+1sm<—1>>_2fe—14

2R
f est la similitude directe de centre €, de rapport 2v/2 et d’angle de mesure —%.
2.a) Soit b’ Iaffixe du point B :

b =(2—-21)(—4+21)+1=-8+4+4i+8+4+1=-3+12i

B’ admet pour affixe —3 + 12i.

b) Nous avons :
V—c —3+120—1—4i —4+8 4i(2+1i)
a—c¢  345i—1—41  24i  24i

LT N (= Qe I
) = arg(4i) = 5 [27], c’est-a-dire | CA; CB | = 3 [27].

=4i.

/

Donc arg (

Les droites (CA) et (CB’) sont donc perpendiculaires.
3. Soit M le point d’affixe z = x + iy ot (x; y) € Z2. Nous avons :

Z—c  (2=2)(z4+iy)+1—-1—4i 2z+2y+i(2y—2z)—4
a—c 34+5i—1—4i - 2+i

~ (2r 42y +i(2y — 20 —4))(2 1)

B 5

Az 44y —2x+2y—4) +i(dy — 4z — 8 — 22 — 2y)
B 5

= %((2$+6y—4)+i(—63:+2y—8)).

N N ’

z
Les vecteurs CM’ et CA sont orthogonaux si et seulement si
a—c

est imaginaire pur, c’est-a-dire si

et seulement si

1
g(2x+6y—4):0 = 2x+6y—4=0 <= +3y—2=0 < r+3y=2.
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4.a) Nous avons —4 + 3 x 2 = 2, donc le couple (—4; 2) est solution de (E).
b) (E) équivaut a x 4+ 3y = —4 + 3 x 2, soit x +4 = 3(2 —y). Donc 3 divise z + 4 : il existe k € Z tel
que £ + 4 = 3k. On en déduit que = = 3k — 4 et 3k = 3(2 — y), soit 2 —y = k, c’est-a-dire y = 2 — k.
L’ensemble des solutions de (E) est I’ensemble des couples (3k —4; 2 — k) ou k décrit Z.
- —
c) z € [-5;5],y€[-5;5], et CM et CA sont orthogonaux si et seulement si
53k —4<b5 et —5<K<2-k<5H
—1<3k<9 et —7T<—k<
<k<3 et —3<k<
keZ et kel0; 3]

3
1
-1 7
L’ensemble des points dont les coordonnées appartiennent a [—5; 5] est donc I'ensemble des points de

coordonnées (—4; 2), (—1; 1), (2;0) et (5; —1), obtenus respectivement lorsque k =0, k =1, k = 2
ou k = 3.

Y

1. On considére I'équation (&) : 17z — 24y = 9, ou (x; y) est un couple d’entiers relatifs.

Probléme 4

a) Vérifier que le couple (9; 6) est une solution de I’équation (&).
b) Résoudre I'équation (&).
2. Dans une féte foraine, Jean s’installe dans un manége circulaire représenté par le schéma en

annexe. Il peut s’installer sur I'un des huit points indiqués sur le cercle.
Le manége comporte un jeu qui consiste a attraper un pompon qui se déplace sur un céable
formant un carré dans lequel est inscrit le cercle.
Le manege tourne dans le sens des aiguilles d’une montre, a vitesse constante. Il fait un tour en
24 secondes. Le pompon se déplace dans le méme sens a vitesse constante. Il fait un tour en 17
secondes.
Pour gagner, Jean doit attraper le pompon, et il ne peut le faire qu’aux points de contact qui
sont notés A, B, C et D sur le dessin.
A Vinstant t = 0, Jean part du point H, en méme temps que le pompon part du point A.
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a) On suppose qu’a un certain instant ¢, Jean attrape le pompon en A. Jean a déja pu passer
un certain nombre de fois en A sans y trouver le pompon. A Dinstant ¢, on note y le nombre
de tours effectués par Jean depuis son premier passage en A et = le nombre de tours effectués
par le pompon. Montrer que (z; y) est solution de ’équation (&) de la question 1.

b) Jean a payé pour 2 minutes ; aura-t-il le temps d’attraper le pompon ?

¢) Montrer qu’en fait, il n’est possible d’attraper le pompon qu’au point A.

d) Jean part maintenant du point E. Aura-t-il le temps d’attraper le pompon en A avant les
deux minutes ?

Qs

Corrigé

1.a) Nous avons 17 x 9 — 24 x 6 = 153 — 144 = 9, donc le couple (9; 6) est solution de (&).

b) (&) équivaut a 17x — 24y = 17 x 9 — 24 x 6, soit 17(x — 9) = 24(y — 6).

24 divise 17(x —9) et 24 et 17 sont premiers entre eux, donc 24 divise x — 9 : il existe k € Z tel que
x —9 = 24k. Alors (&) équivaut a

ITx24k =240y —=6) ] . ou

y =6+ 17k
{$—9—2M7(k62) ey

L’ensemble des solutions de (&) est 'ensemble des couples (9 + 24k; 6 + 17k) ou k € Z.

2.a) Soit ¢ le temps, en secondes, au bout duquel Jean attrape le pompon en A, x le nombre de tours
effectués a l'instant ¢ par le pompon, y le nombre de tours effectués a l'instant ¢ par Jean depuis son
premier passage en A ; x et y sont deux entiers naturels.

Pour le pompon : t = 17x.

Pour Jean : il met 9 secondes pour aller de H a A, puis 24 secondes par tour, donc t = 9 4 24y.

On en déduit 17z = 9 + 24y, c’est-a-dire 17z — 24y = 9 : (z; y) est donc bien solution de ’équation
(€).

b) D’apres la question 1., la plus petite valeur entiere positive de y telle que (z; y) soit solution de
(&) (avec z et y entiers naturels) est y = 6 (pour £ =0). On a alors z = 9.

Jean se trouve donc pour la premiere fois en A en méme temps que le pompon apres avoir fait 6 tours
depuis son premier passage en A ; le pompon a alors fait 9 tours complets. Le temps ¢ (en secondes)
écoulé depuis le départ est t = 9+ 24 x 6, soit t = 153 (on a aussi 17 x 9 = 153).
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Jean et le pompon se trouvent pour la premiere fois ensemble au point A 153 secondes apres le départ.
Donc, si Jean ne reste que 2 minutes, soit 120 secondes, sur le manege, il n’aura pas le temps d’attraper
le pompon.

¢) On suppose toujours qu’a l'instant ¢t = 0, Jean part de H et le pompon part de A.

e Supposons qu’au bout d’un temps ¢ (en secondes), Jean et le pompon soient ensemble au point
B. Comme précédemment, on note = le nombre de tours effectués a l'instant ¢ par le pompon
depuis son premier passage en B et y le nombre de tours effectués a l'instant ¢ par Jean depuis
son premier passage en B, avec x et y entiers naturels.

17 17
Le pompon met T secondes pour aller de A & B, puis 17 secondes par tour, donc t = T +17z.

5
Jean met 3 x 24 = 15 secondes pour aller de H a B, puis 24 secondes par tour, donc t = 15+ 24y.

17 17 43
On a donc Z+17x = 15424y, qui équivaut a 17z—24y = IS—Z =71 ou encore 68x—96y = 43.

Le PGCD de 68 et 96 est 4, et 43 n’est pas divisible par 4, donc cette équation n’admet aucune
solution (z; y) avec = et y entiers. Donc Jean et le pompon ne peuvent pas se trouver au méme
instant au point B.

o De méme, supposons qu’au bout d’un temps ¢ (en secondes), Jean et le pompon soient ensemble
au point C. On note x le nombre de tours effectués a 'instant ¢ par le pompon depuis son premier
passage en C et y le nombre de tours effectués a l'instant ¢ par Jean depuis son premier passage
en C, avec x et y entiers naturels.

17 17
Le pompon met > secondes pour aller de A & C, puis 17 secondes par tour, donc ¢t = > +17zx.

7
Jean met 3 x 24 = 21 secondes pour aller de H a C, puis 24 secondes par tour, donc t = 214 24y.

17 17 25
On a donc ?+17x = 21424y, qui équivaut a 17z—24y = 21—? = —» ou encore 34x—48y = 25.

Cette équation n’admet aucune solution (z; y) avec = et y entiers (le premier membre est pair,
le second impair). Donc Jean et le pompon ne peuvent pas se trouver au méme instant au point
C.

o Enfin, supposons qu’'au bout d’un temps ¢ (en secondes), Jean et le pompon soient ensemble au
point D. On note de la méme maniére = le nombre de tours effectués a I'instant ¢ par le pompon
depuis son premier passage en D et y le nombre de tours effectués a 'instant ¢ par Jean depuis
son premier passage en D, avec x et y entiers naturels.

Le pompon met — x 17 = e secondes pour aller de A a D, puis 17 secondes par tour, donc
51
Jean met 3 secondes pour aller de H a D, puis 24 secondes par tour, donc ¢ = 3 + 24y.
51 51 39
On a donc T +17x = 3+ 24y, qui équivaut a 17z —24y = 3 — o =~ Ouencore 68x —96y =
—39.

Cette équation n’admet aucune solution (z; y) avec x et y entiers (le PGCD de 68 et 96 est 4,
qui ne divise pas 39). Donc Jean et le pompon ne peuvent pas se trouver au méme instant au
point D.

En fait, Jean ne peut attraper le pompon qu’au point A.

d) On suppose qu’a l'instant ¢ = 0, Jean part du point E, que le pompon part toujours du point A
et qu’au bout d’un temps ¢ (en secondes), Jean et le pompon sont ensemble au point A. On note x le
nombre de tours effectués a 'instant ¢ par le pompon et y le nombre de tours effectués a l'instant ¢
par Jean depuis son premier passage en A, avec x et y entiers naturels.

Pour le pompon : ¢ = 17z. Pour Jean : il met 3 secondes pour aller de E & A, puis 24 secondes par
tour, d’ott t = 3 + 24y.

On a donc l'équation 17z = 3 + 24y, qui équivaut & 17x — 24y = 3. Le couple (3; 2) est une solution
de cette équation : 17 x 3 =51 et 3424 x 2 = 51.

Au bout de 51 secondes, le pompon aura fait 3 tours complets, et Jean aura fait le déplacement du
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point E au point A, puis 2 tours complets. 51 secondes aprés le départ, Jean et le pompon seront tous
les deux au point A, donc Jean a le temps d’attraper le pompon en A avant les deux minutes pour
lesquelles il a payé!

Probléme 5

Partie A — Question de cours

1. Enoncer le théoréme de Bézout et le théoréme de Gauss.
2. Démontrer le théoréeme de Gauss en utilisant le théoreme de Bézout.

Partie B

=13 d 19
Il s’agit de résoudre dans Z le systeéme (§) : {n (mo )

n =6 (mod 12)
1. Démontrer qu'il existe un couple (u; v) d’entiers relatifs tel que 19u+ 12v = 1. (On ne demande

pas dans cette question de donner un exemple d’un tel couple.)
Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N = 13 x 12v + 6 X 19u est une solution de (§).

n = ng (mod 19)

2. a) Soit n, une solution de (8) ; vérifier que le systéme (§) équivaut a

n = ng (mod 12)
n = ng (mod 19)
n = ngy (mod 12)

3. a) Trouver un couple (u; v) solution de I’équation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de N
correspondante.

b) Démontrer que le systéme { équivaut & n = n; (mod 12 x 19).

b) Déterminer I’ensemble des solutions de (§) (on pourra utiliser la question 2.b)).

4. Un entier naturel n est tel que, lorsqu’on le divise par 12, le reste est 6 et, lorsqu’on le divise
par 19, le reste est 13.
On divise n par 228 = 12 x 19. Quel est le reste r de cette division ?

Corrigé

Partie A.

1. Théoréeme de Bézout : deux entiers naturels non nuls a et b sont premiers entre eux si et seulement
s’il existe un couple (u; v) d’entiers relatifs tels que au + bv = 1.

Théoréme de Gauss : soient a, b, ¢ trois entiers naturels non nuls. Si a et b sont premiers entre eux
et si a divise le produit bc, alors a divise c.

2. Soient a, b, ¢ trois entiers naturels non nuls tels que a divise le produit bc. Si a et b sont premiers
entre eux, d’apres le théoréme de Bézout il existe un couple (u; v) d’entiers relatifs tels que au+bv = 1
; alors acu + bev = c.

Or a divise le produit ac, donc il divise acu, et a divise le produit bec, donc il divise bev. Donc a divise
la somme de ces deux nombres, c’est-a-dire a divise c.

Partie B.

1. Les deux nombres entiers 19 et 12 sont premiers entre eux, car 19 est un nombre premier et 19 ne
divise pas 12 ; d’apres le théoréme de Bézout, il existe donc un couple (u; v) d’entiers relatifs tel que
19u + 12v = 1.

En écrivant cette relation sous la forme 19u = 1 — 12v, on peut affirmer que 19u = 1 (mod 12). De
méme, en écrivant la relation de Bézout sous la forme 12v = 1—19u, on en déduit que 12v = 1 (mod 19).
Considérons alors le nombre N = 13 x 12v + 6 x 19u. Puisque 19u = 1 (mod 12), il en résulte que
6 x 19u = 6 (mod 12) et, d’autre part, 13 x 120 = 0 (mod 12), car 13 x 12v est un multiple de 12. Par
conséquent, N = 6 (mod 12), d’apres la compatibilité de la relation de congruence avec 1’addition.
De méme, puisque 120 = 1 (mod 19), il en résulte que 13 x 12v = 13 (mod 19) et, d’autre part,
6 x 19u = 0 (mod 19), car 6 x 19u est un multiple de 19. Par conséquent, N = 13 (mod 19).

Ces deux congruences prouvent que N est une solution de (§).
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2.a) Soit n, une solution de (§) : ny = 13 (mod 19) et ny = 6 (mod 12). Alors (8) est équivalent a

n =13 (mod 19) et ny =13 (mod 19)
n =6 (mod 12) et ny, =6 (mod 12)

oL . | n=ny (mod 19)
ce qui equivaut a
n = ng, (mod 12).

n = ng (mod 19)

n =n, (mod 12).

Si n est une solution de (8”), cela signifie qu'il existe deux entiers relatifs k et &k’ tels que n —ny = 19k
et n —ng = 12k’. On a alors 19k = 12k’ ; par conséquent le nombre 12 divise le produit 19k. Or
12 et 19 sont premiers entre eux ; d’apres le théoréme de Gauss, 12 divise k ; donc k = 12k”, ainsi
n—ng =19 x 12k”. Cela se traduit par : n = n;, (mod 12 x 19).

Réciproquement : si n vérifie la congruence n = ny (mod 12 x 19), cela signifie que n—mny = p x 12 x 19

b) Considérons le systeme (8) :

n =n, (mod 19)

ou p € Z ; donc n —ny est un multiple de 12 et de 19, donc , donc n est solution

n =n, (mod 12)
de (8").
Ainsi le systeme (8”) est équivalent & n = ny (mod 12 x 19).

3.a) Ecrivons l’algorithme d’Euclide pour la recherche du PGCD des nombres 19 et 12.

19=12x147 donc7=19x1—12x 1.

12=7x1+4+5 doncH=12x1—-7x1=12x1—-(19x1—-12x1)=12x2—-19 x 1.
T=5x142 donc2=7—-5x1=(19—12)—(12x2—19) =19 x 2— 12 x 3.
5=2x2+1 doncl=5-2x2=(12x2—19)—2(19x2—12 x 3) = 19 x (—5) + 12 x 8.

Nous avons donc trouvé un couple (u; v) solution de I'équation 19u + 12v = 1 : (u; v) = (—5; 8).
Ainsi la valeur de N qui lui correspond est

N=13x120+6 x 194 =13 X 96 — 6 x 95 = 1248 — 570, soit N =678.

b) On a prouvé a la question 2. que le systéme (8) est équivalent & la seule équation n = n (mod 12 x
19), et ici ny = N = 678. Par conséquent, ’ensemble des solutions de (&) est ’ensemble des entiers
relatifs n tels que n = 678 (mod 228), c’est-a-dire I'ensemble des entiers relatifs

n==0678+228k oukeZ.

n = 13 (mod 19)

donc, d’apres ce
n =6 (mod 12)

4. n € N ; les hypotheses de cette question se traduisent par {

qui précede, n = 678 4+ 228k avec k € Z et n € N.
Déterminons le reste r de la division de n par 228 ; autrement dit, déterminons l'entier r tel que
0<r<228
n =7 (mod 228).
Il suffit pour cela de calculer le reste de la division euclidienne de 678 par 228. Or 678 = 228 x 2 + 222
avec 0 < 222 < 228. Donc n = 222 (mod 228) et r = 222.

275



Theme 15 : Arithmétique (2)

Probléme 6
Pour chacune des cinq propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une dé-
monstration de la réponse choisie.

1. Proposition 1 : « Pour tout entier naturel n, 3 divise le nombre 22" — 1 ».

2. Proposition 2 : « Si un entier relatif x est solution de I'équation 2% + 2 = 0 (mod 6), alors
z =0 (mod 3) ».

3. Proposition 3 : « L’ensemble des couples d’entiers relatifs (z; y) solutions de ’équation 12z —
5y = 3 est ’ensemble des couples (4 + 10k ; 9+ 24k) ou k € Z ».

4. Proposition 4 : « Il existe un seul couple (a; b) de nombres entiers naturels tel que a < b et
PPCM(a; b) —PGCD(a; b) =1 ».

5. Deux entiers naturels M et N sont tels que M a pour écriture abc en base dix et N a pour
écriture bca en base dix.

Proposition 5 : « Si 'entier M est divisible par 27, alors 'entier M — N est aussi divisible par
27 ».

Corrigé

1. Pour tout n € N, 22" —1 = (22)" —1 = 4" — 1. Or, pour tout n € N,

n—1
o 1—4" 1
4 = = (4" —1

n—1 n—1
donc, pour tout n € N, 4" — 1 = 3Z4i et Z4i € N, donc pour tout n € N, 3 divise 22 — 1.
i=0 i=0

La proposition 1 est vraie.
2. Pourz =2: 22+2=6¢et 6 =0 (mod 6), donc z = 2 est solution de I'’équation ; pourtant
2 # 0 (mod 3).
La proposition 2 est fausse.
3. Nous avons 12 x4 —5x 9 = 3, donc (4; 9) est solution de I'équation (E) : 122 — 5y = 3. Il s’ensuit
que (E) équivaut a

120 —5y=12x4—-5x%x9 < 12(x —4) =5y —9).

12 divise 5(y —9) et 12 et 5 sont premiers entre eux, donc 12 divise y — 9. On en déduit qu’il existe
k€ Z tel que y—9 = 12k, soit y = 9+ 12k. Alors 12(x —4) = 5(y —9) et y — 9 = 12k équivaut a
x—4 =>5ket y—9 =12k, soit

xr=4+bk et y=9+12k.

Pour k =1, onax =9 et y =21 (on vérifie : 12 x 9 —5 x 21 = 108 — 105 = 3). Or il n’existe pas

4+10k=9
d’entier relatif k tel que + donc la proposition 3 est fausse.
9+ 24k =21

4. Cherchons s’il existe au moins un couple (a; b) d’entiers naturels non nuls tel que a < b et
PPCM(a; b) — PGCD(a; b) = 1.

Il existe k € N* tel que PPCM(a; b) = kPGCD(a; b). Il s’ensuit que PPCM(a; b) —PGCD(a; b) =1
PGCD(a; b) =1

équivaut a PGCD(a; b) (k—1) =1, soit a -1

; autrement dit, a et b sont premiers

entre eux, k = 2 et PPCM(a; b) = 2.

Comme ab = PPCM(a; b) x PGCD(a; b) = 2 et a < b, on en déduit que a = 1 et b = 2, et il existe
bien un unique couple solution.

La proposition 4 est vraie.

5. Soit M un entier naturel d’écriture abe en base 10 et N un entier naturel d’écriture bea dans cette
méme base. Nous avons M = 100a + 10b + ¢ et N = 100b + 10c + a.
Si M est divisible par 27, alors il existe k£ € N tel que 100a + 10b+ ¢ = 27k, d’ou ¢ = 27k — 100a — 100,
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et on a alors :
M — N =99a — 90b — 9¢

= 99a — 90b — 9(27k — 100a — 10b)
= 999a — 243k
= 27(37a — 9k).

Or 37a — 9k € Z, donc M — N est divisible par 27.

La proposition 5 est vraie.
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Aire sous une courbe
Primitive
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Définition
Etude d’une courbe paramétrée
Exemples d’étude

Aire sous une courbe

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] et (Cy) sa courbe représentative. La
mesure de 'aire, en unités d’aire (u.a.), du domaine situé sous la courbe (Cy) entre les abscisses a et
b est donnée par :

A:/abf(:n)dx

b
/ se lit « intégrale de a a b». L'unité d’aire est u.a. = L x £, ot O =/l et OJ = L.
a

Yy
()
14
J
wa. | [,
0] 1 x
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ive

t

11m1

Pr

Une fonction F' dérivable sur un intervalle I est une primitive de f sur I si F/ = f.

Si F' est une primitive quelconque de f, fonction continue sur un intervalle I, alors pour tous

a,bel:

= F(b) — F(a)

)]

/abf(:r)da::[F

ive

t

’

1011 nega

Cas d’une fonct

b], 'aire du domaine compris entre la courbe (Cy), 'axe (Ox)

a;

[

A Si g est continue et négative sur

et les droites d’équations © = a et © = b est donnée par :

ire comprise entre deux courbes

A

Soient f et g deux fonctions continues sur [a;b] telles que f(x) > g(x) pour tout = € [a;b]. L’aire A

comprise entre les courbes (Cy) et (C4) est donnée par :
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Rappel des primitives

Fonction Primitive Intervalle
k,keR kx +c R
L,
— R
T 2:6 +c
1
", neN| ——a"tl ¢ R
n+1
1
- In|z|+ ¢ | — 00;0[ ou ]0;+o0o[
T
1
sinx —cosx + ¢ R
Ccos ¥ sinz + ¢ R
e’ et +¢ R
ou ¢ est un réel.
Fonction Primitive
uu™ (n# —1) Lu"Jrl +c
n-+1
Ul
— (u ne s’annule pas) In |u| + ¢
U
u'e® e’ +c
1
u(az +b) (a #0) —U(ax + b) 4+ ¢, ot U est une primitive de u
a

Exemples de calcul

2 2
1 1 1 4
/azdx: x| = x22 - x12=2_
. 2", 7 2 2 2

1

2
€lnx 1 ¢ 1 1 1
—“dr=|=(Inz)?| ==(lne)?>-=(In1)’2==-0=
[ e = [Gma?] = Jmep = Jm1)? = ;

Propriétés de ’intégrale

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a,b,c € I.

/aaf(x)dw:O /abf(x)dx:—/baf(x)dx
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Relation de Chasles :

/acf(:r)dx:/abf(w)da:+/bcf(x)dx

Linéarité : pour tous réels « et 3,

b b b
[ las@) + By do=a [ fz)do+5 [ g(o)do
a a a
Positivité et ordre : sur un intervalle [a;b] avec a < b,

b
o si f(x)}()alors/ f(z)dz > 0;

b b
o si f(z) = g(x) alors/ f(x)dx}/ g(z)dx.

Inégalité de la moyenne : si m < f(z) < M sur [a;b], alors

b
m(b—a) </ f(z)dz < M(b—a)

Preuve. Soit f une fonction bornée entre deux valeurs réelles m et M sur lintervalle [a;b] : on a
m < f(x) < M. L’intégrale conserve l'ordre des inégalités, d’ou

Valeur moyenne
En divisant I'inégalité par b — a > 0, on obtient

1
b—a

/abf(x)dng

m <

1
b—a

b
Le nombre / f(x)dx est la valeur moyenne de f entre a et b; il est noté pu :
a

1 b
n=5= | fe)s

Exemple

Déterminer la valeur moyenne de la fonction f(x) = 22 sur [0;2].

1 2 171 .12 1/1 1 1
w=— :):de—{x‘g} —<><23—><03>—2><§

“2-0/ 2137 [, 2\3 3
1
Hzg
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Exercice 1

Déterminer la valeur moyenne de la fonction f(x) = 322 sur [1;3].

Exemple (relation de Chasles)
3

Calculer / || d.
2

Onalz|=—-zsiz<0et|z|=xsiz>0.

Exercice 2
a) Soit la fonction f(x) = sinz. Calculer la valeur moyenne de f sur [0; g}

ez -1

b) Soit la fonction f(z) = e~*. Montrer que la valeur moyenne de f sur [0;2] est pu = 552
e

Exercice 3

Calculer :

2
1)/ ’ 5 dz
0 3+$
In2 4z
2)/ S
0 1+€x

3) /01 (2 —3e’) dz

Exercice 4
1 =z 1
1
On considere I:/ ¢ dz et J:/
0

0 e’ + 2
1) Montrer que [ + J = 1.

dx
er 4+ 2

2
2) Montrer que I — len(e_; )

3) Déterminer I et J.
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16.3 Intéerati :

Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a;b], avec u’ et v’ continues sur [a;b]. Alors :

Exemple

1
Calculer I = / (22 — 1)e?® dz.
0

1
Posons u(z) = 2z — 1 et v/(x) = €2*. Alors v/(z) = 2 et v(z) = 56296.

M1 1! |
I=|-(2z—1)e* —/ 2 x —e*dx
|2 lo Jo 2

_1 _1 l
= |Z(2z —1)e*® —/ ¥ dx
12 lo Jo

(1 11,0t
= 5(235—1)62”” — [62“”]

L 10 2 0
1 1 1 1
= _2(2—1)62—2(0—1)60] — |:2€2—2€0:|
_62+1 €2+1
2 2 2 2
I=1

Exercice 5

e
Calculer / Inzdz.
1

Exercice 6

T e +1
On pose J = e ? cosxdx. Montrer que J = 5
0

Exercice 7

vy
Calculer T' = / zsin x dzx.
0

Exercice 8

Soient I = /WICOSZSCdl‘ et J = /Fxsinzxdx.
a) Calcule(:]r I+J. '
b) Calculer I — J.
c) En déduire I et J.
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16.4 Intéerati | ] bl

4
1
Calculons I = ———dx.
ulon, /1 T va x
Onposet=1++z.Onaxr=t—1et

1 1
dt = 53:_% dz = NG dz donc dr = 2y/xdt =2(t — 1) dt

Siz=1,t=14+V1=2;siz=4,t=1++4=3. Ainsi :

31 341 3 1
1:/ ><2(t—1)dt:2/ tdt:2/ (1—) dt
9 1 g 2 t

=2[t—In[t]3 =2[3-1n3—-2+1n2]

2
I=2(1+In-
<—|—n3>

16.5 Volume engendré par la rotation d’une courbe autour de ’axe
(Ox)

Soit f une fonction continue et positive sur [a;b]. Le volume engendré par I’aire hachurée lors de la

rotation de (Cy) autour de 'axe (Ox) est le volume engendré par 'aire délimitée par l'arc AB , axe
(Ox) et les droites d’équations x = a et = b. Il est donné par :

b
Vv :/ 7r[f(:c)]2dx X U.v.

Yy
0 x
Exemple
2
Volume du cone engendré en faisant tourner la droite d’équation f(z) = —x autour de l'axe des

abscisses entre £ = 0 et z = 3.

77,

oy

7777

srrr770

71777777,

vrrr777771

01777277777

vrr777777777)
D1272277277777
v17777777777777)
01727227727777777,

Vs 777777777777777]

LI 177707777777707777
1177777777777 77777777)

LI 777777777777777777777
1177277727777 77777777777
A AR V]
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3 3
V:/O W(f($))2d$><u.v.:/ < > dxxu.v.:/o wx%xzdxxu.v.

dm 3 5
=7 [ 2?de x uv. = —W} ><uV
9 Jo 9 |37
4 (1 1
—g<3x33—3x03>xuv §x9xu.v.
V =4r u.wv.

ou u.v. désigne 'unité de volume.

Le volume engendré par I’aire comprise entre deux courbes (Cy) et (Cy) telles que f(z) > g(x) > 0 sur
[a;b] est :

V= ﬂ/ab[(f(x))2 - (g(:z:))ﬂ dz x u.v.

Exercice 9

Soit la fonction f(z) = 1 — 2% Calculer le volume engendré par (Cy) autour de l'axe (Ox) sur
[0;1].

Exercice 10

L’unité de longueur est le centimétre. Soient f(r) = —x? +4 et g(x) = x + 2 sur [-2;1].
1) Tracer (Cy), la courbe de f.

2) Tracer (Cy), la courbe de g.
3) Calculer l'aire comprise entre (Cy) et (Cy).
4) Calculer le volume V' engendré par I’aire comprise entre (C¢) et (Cy) lors de la rotation autour
de l'axe (Ox) sur [—2;1].
Exercice 11

Reprendre I'exercice 10 avec f(z) = /z et g(z) = 22 sur [0; 1], autour de I'axe des abscisses.
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16.6_ Intéeral .

Exemple-méthode

A
1) Calculer I(\) = / e “dx.
0

2) En déduire lim I(\).

A——+o00
1) On a
A
= / el =[e )= et = () =1-e
0
1
I =1 =
W =1-—
2)

Exercice 12

Soit L(\) = / ) dz, avec A < —1.
A
a) Calculer L(\) en fonction du parameétre A.

b) Calculer lim L(\).
A——00

Exercice 13

1
1
On pose I(A) = —dz,avec 0 < A < 1.
W= 7
1) Calculer I()).

2) Calculer lim I(\).

A—0

Exercice 14

A
1
On pose T'(A :/ —dx, avec A > 1.
W= =
1) Calculer T'(\).

2) Calculer lim T'(M).
A—+o00

16.7 Courbes paramétrées

Définition
Le plan est rapporté & un repeére orthonormé (O, 7, jj et I est un intervalle de R. Comme en physique,
a tout réel t de I on associe le point M (¢) défini par le vecteur
OM(t) = a(t) T+ y(t) ]
L’ensemble des points M (z;y) du plan tels que

x = z(t)
{yzy(t) et
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est appelé courbe paramétrée de parametre ¢.

Exemple
t)=—-2+3t
Soit, M(f) : {x( ) =2+

(0) iit t € R. Déterminons I’équation cartésienne de la courbe :
Yy\i) = —

r=-2+3t (1)
y=—4+t (2)

De (2) : t =y + 4. En remplacant dans (1) :
r=-243(y+4)=—2+3y+12=10+ 3y
On a la droite d’équation x — 3y — 10 = 0.

Exemple
x(t) =sint

, t € R. Déterminons ’équation cartésienne de la courbe :
y(t) = 2 — cost

Soit M(t) : {

r =sint et y—2= —cost

Elevons au carré :

22 =sin®t et (y—2)? =cos’t

d’ou
22+ (y —2)? =sin®t + cos’t =1

On obtient 1’équation du cercle de rayon v/1 = 1 et de centre A(0;2).

Etude d’une courbe paramétrée

Périodicité. Si les fonctions z(t) et y(¢) sont périodiques, on étudie la courbe sur une seule période.
Parité et symétrie.
o Siz(—t)=ux(t) et y(—t) =—y
o Sia(—t) = —a(t) et y(—t) = y
o Siz(—t) = —x(t) et y(—t) = —y(t), la courbe est symétrique par rapport a l'origine O du repere.

(), la courbe possede une symétrie par rapport a l'axe (Ozx).
(

t), la courbe possede une symétrie par rapport a 'axe (Oy).

Variations. On calcule les dérivées 2/(t) et 3/ (t) pour dresser un tableau de variations commun & x(t)
et y(t).
Tangentes.
o Tangente verticale : 2/(t) = 0 et y/(¢) # 0.
» Tangente horizontale : y/(t) = 0 et 2/(t) # 0.
Branches infinies.
e Sixz(t) — a (afini) et y(t) — oo : la droite d’équation x = a est asymptote verticale.
o Six(t)— ooety(t) = b (bfini) : la droite d’équation y = b est asymptote horizontale.
o Six(t)— ocoety(t) — oo

- y(t)

— si == — 0, la courbe a une branche parabolique de direction (Ozx);

x(t)
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Theme 16 : Calcul intégral — Courbes paramétrées

— si yEg — 00, la courbe a une branche parabolique de direction (Oy);
x
t
— si yiti — a (a fini, a # 0) et y(t) — ax(t) — b (b fini), la droite d’équation y = ax + b est
x
asymptote oblique;
t
— si zgt; — a (a fini, a # 0) et y(t) — ax(t) — oo, la courbe a une branche parabolique de

direction la droite d’équation y = azx.

Exemples d’étude

Exemple
. z(t)=t2+1
Etude du systeme ,te|—=1;2].
{y(t):\/t+2 | ]
1
On a /() = 2t, et 2/(t) = 0 t = 0. De plus /() = ——— > 0 sur [—1;2].
na z'(t) et a'(t) pour e plus ¢/ (¢) N> sur | ]
t -1 0 2
l
a'(t) - 0 +
2 )
1
y'(t) +
/ 2
() .
1

Points remarquables : pour t = —1, M(2;1); pour t = 0, M(1;+/2), avec une tangente verticale ; pour
t=2 M(5;2).
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Exemple

. z(t) = sint
Etude du systeme ®) te [_E ; E}.
y(t) =1 —cost 2°2

Parité.

z(—t) = sin(—t) = —sint = —x(t)
y(—t) =1—cos(—t) =1 — cost = y(t)

Les points M (t) et M(—t) sont symétriques par rapport a ’axe des ordonnées. On peut donc étudier

7T . S .
la courbe sur [0; 5} , puis effectuer une symétrie axiale.
R . g ™
Dérivées et variations sur |0; 51

2'(t) = cost et y'(t) = —(—sint) = sint

Sur cet intervalle, cost > 0 et sint > 0.

' 0 3
2/ (t) = cost +
2(t) O / :
y/(t) = sint +
y(t) ) / 1

Points remarquables.
Pour ¢t = 0 : M(0) a pour coordonnées (0;0). On a z/(0) = cos0 =1 et 3/(0) =sin0 = 0 : le vecteur
‘7(0) <(1)> dirige la tangente, qui est horizontale.

Pourt =5 :x=sinf =1lety=1-cos§ =1, donc M(g) a pour coordonnées (1;1). On ax’(%) =0

et y’(%) =1 : le vecteur V(g) <(1)> dirige la tangente, qui est verticale.

<
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Théme 17 : Equations différentielles - Fonction

puissance
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Equations différentielles

Définition
Une équation différentielle est une relation entre une fonction inconnue f et ses dérivées successives.

y' — 2y = 0 est une équation différentielle d’ordre 1.

y" 4+ 1y — 2y = 0 est une équation différentielle d’ordre 2.

Equations différentielles du premier ordre

Ce sont les équations de la forme 3’ = ay + b, ou encore ' —ay = b, ou a et b sont des réels (a # 0).

Résolution de ’équation (E) :y' —ay =b.

1) Les solutions de I’équation homogeéne 3y’ = ay sont les fonctions y telles que

y(x) = Ce, C eR.
2) Les solutions de 3’ = ay + b sont les fonctions définies sur R par

y(m):Ce“m—é, CeR.

a

Equations différentielles du second ordre sans second membre
Ce sont les équations du type ay” + by + cy = 0, ou a, b et ¢ sont des réels et a # 0.
L’équation caractéristique s’écrit : ar? + br 4+ ¢ = 0, de discriminant A = b — 4ac.

Les solutions de (E) sont les suivantes, avec A\, u € R :

e Si A > 0, I’équation caractéristique a deux racines réelles 1 et ry et
y(z) = Ae® 4+ pe™”.
e Si A =0, I’équation caractéristique a une racine double rg = —b et
y(@) = (Az 4 p) "%
e Si A < 0, 'équation caractéristique a deux racines complexes conjuguées z; = a + if et

z=7Z1=a—1if et
y(z) = (Acos(Bz) + psin(Bz)) e**.

Exemples

Exemple 1
Résoudre dans R Péquation (E) :y' + 2y = 3.

/

Résolution de I’équation homogéne 3y’ + 2y = 0. On a y' = —2y, donc Y — 9 En primitivant a

Y
gauche et a droite, In |y| = —2z + k avec k constante, d’ou |y| = e¥ e72%, et donc

y(z) = Ce 2, CeR.

Solution particuliére de (E). Soit m une constante solution de (E). On a m’ = 0, donc 0+ 2m = 3
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et m= —.
2

La solution générale de 1’équation avec second membre (E) est la somme de la solution générale de
I’équation homogeéne et d’'une solution particuliére :

3
y(x):Ce_2x+§, C eR.
Déterminons 1'unique fonction f solution de (E) telle que f(0) = 2.
3 4-3 1

3 3
—or 9 e RN g —
Ona f(z)=Ce —|—2,doncf(0)—C+2—2,douC_2 5= "3 5
D’ou

fla)=ge 4o,

Exemple 2

Résoudre les équations différentielles suivantes.

(E1) :y" — 3y + 2y = 0. Equation caractéristique : 72 —3r +2=0. A =b?> —dac=9—-8 =1 > 0,
donc

—b-VA 3-1 —b+VA 3+1
’r'lz = :17 7"2: = =
2a 2 2a 2

y(x) = Ne® + pe®, A e R,

2.

(Es) :9y" — 6y’ +9y = 0. Equation caractéristique : 72 —6r +9 = 0. A = b?> — 4ac = 36 — 36 = 0, donc

- 6
TO—%—g—S.

y(x) = Az +p)e’, A\ peR
(E3) :y"—2y' +5y = 0. Equation caractéristique : 72 —2r+5 = 0. A = b?> —4ac = 4—20 = —16 = (4i)?,
donc
b+ VA 244i
22 2

2 =142, z=7z=1-2i
Ainsia=1et =2, dou

y(z) = (Acos(2z) + psin(2x)) €, A e R,

Exercices

1. Résoudre les équations différentielles :

1) 3y —2y=0;
2) =5y +2y=0;
3) ¥y’ +2y=0.

2. Déterminer la fonction f solution de chacune des équations différentielles suivantes et vérifiant la
condition donnée :

a) y’*%yZOet ) =

b) ¥ +y=0et f(-1)

c) 4/ +y=0et f(0) =

= w‘%“@\w

3. a) Reésoudre I'équation (E) :y"” +4y =0.

V3 1

b) Déterminer la solution f verifiant f(0) = > et f/(0) = 7
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4. a) Résoudre l'équation (E) :9y” +y = 0.

b) Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) =0 et f/(0) = 3.
)
)

ot
o

Résoudre 1'équation (E) : 4y” + w2y = 0.

1
b) Déterminer la solution f de (E) telle que f<3> =0et f/(1) = g

6. Résoudre les équations différentielles :

a) ' =3y +2y=0; D)y -0/ +2=0; oy —4/+4y=0;
d)y" =9 =0; ey -3y —4dy=0; £y -y +y=0; gy +2-8y=0.

Problémes corrigés

Probléme 1
1. Reésoudre sur R l'équation différentielle (E) :y” — 4y = 0.

2. Démontrer que 'équation différentielle (E') : y” — 4y = 4(z — 1)? — 2 admet sur R une et une
seule solution qui soit une fonction polynéme P de degré 2.

3. a) Démontrer qu’une fonction f est solution de (E’) si et seulement si la fonction f — P est
solution de (F).

b) En déduire les solutions sur R de (E’), puis celle qui veérifie f(0) =0 et f'(0) = 0.

Correction.

1. L’¢quation caractéristique est 72 — 4 = 0, de racines r; = —2 et 7o = 2. Les solutions de (E) sont
les fonctions
y(x) = Ne® + pe 2, A peR.

2. Cherchons P(z) = az? + bx + c avec a # 0. On a P"(z) = 2a, donc

P" — 4P = —4az® — 4bx + 2a — 4.
Or 4(z — 1)? — 2 = 42? — 8z + 2. Par identification des coefficients :

—4a = 4, —4b = =8, 2a — 4c = 2,

dota = —1,b=2et ¢c = —1. Il existe donc une unique fonction polynéome de degré 2 solution de
(E') :

P(z)= -2’42z —1=—(z—1)2%
3.a) P est solution de (E'), donc P” — 4P = 4(z — 1)? — 2. Ainsi
f solution de (E') <= f"—4f = P"—4P <= (f—P)"—4(f—P)=0 <= f— P solution de (E).
b) D’aprés ce qui précéde, f — P est de la forme X e?® + pe~2%, donc les solutions de (E’) sont

flz) = e +pe ™ — (x —1)% A peR.

On a f'(x) = 2Xe* — 2pue™2% — 2(x — 1). Alors

{f(0)=A+u—1:o <:>{)\+u:1

= A=0, p=1.
f0)=2x—-2u+2=0 A—p=-1

La solution cherchée est
fla) = e — (@~ 1)
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Probléme 2
1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E) :y” + 4y + 4y = 0.

2. Déterminer les nombres réels a et b pour que la fonction g : z — ax + b soit solution de I’équation
différentielle (E') :y" + 4y + 4y = —4x.
3. Démontrer qu'une fonction f est solution de (E’) si et seulement si f — ¢ est solution de (E). En

déduire la solution f sur R de (E') telle que f(0) =2 et f/(0) = —2.

Correction.

1. L’équation caractéristique r? +4r+4 = 0 a pour discriminant A = 0 et pour racine double ry = —2.
Les solutions de (FE) sont
y(x) = Az +p)e™™,  ApeR.

2.0nag(r)=aet g’(x) =0, donc
g" +4g + 49 = 4a + 4(ax + b) = dax + 4a + 4b.

g est solution de (E’) si et seulement si 4a z + 4a + 4b = —4x pour tout réel x, c’est-a-dire a = —1 et
4a 4+ 4b = 0, soit b = 1. Ainsi
g(z) = —x+1.

3. g est solution de (E’), donc
f solution de (E') <= f" +4f +4f =¢" +44 +4g

= (f-9)'+4f—9) +4(f —9) =0
<= f — g solution de (E).

Les solutions de (E’) sont donc les fonctions f(x) = Az +p)e ?* —z+1.On a

fllx) =X e ™ -2 x4+ p)e 2 — 1.

{;/(O):M+1:2 — u=1 A=1.

0)=A—2u—1=-2

La solution cherchée est
f@)=(z+1)e® —z+1.

Probléme 3
1. (Ey) désigne I'équation différentielle y” + 2y + y = 0. Déterminer les solutions générales de (Fy).

2. (E) est I'équation différentielle y” 4+ 2y’ + y = 2e~*.

2

a) Veérifier que la fonction h définie sur R par h(z) = z°e™" est une solution particuliére de (E).

b) Démontrer que ¢ est une solution de (F) si et seulement si g = ¢ — h est solution de (Ey).

c) Déterminer toutes les solutions de (E).

d) Déterminer la solution fy de (E) satisfaisant aux conditions initiales : fo(0) = 4 et f{(0) = 0.
Correction.
1. L’équation caractéristique 7% + 2r +1 = 0 a pour racine double ry = —1. Les solutions générales de
(Ep) sont

y(o) = Ar+p)e™®,  ApeR
2.a) Onah/(z) = 2z —2%)e % et M'(z) = (2 —2x) e ® — (22 — 2%)e @ = (22 — 42 + 2) e~®. Donc

W' +2h +h=(2"—dw+2+40— 22>+ 2°)e " =2e 7.
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h est bien une solution particuliére de (E).
b) Comme h est solution de (E) :

¢ solution de (E) <= ¢" +2¢'+ o =0"+20 +h

<~ (p—h)"+2(¢—h)+(p—h)=0
<= g solution de (Ej).

¢) Les solutions de (E) sont les fonctions ¢ = g+ h :

p(r) =@+ Az +p)e™,  ApeR

Probléme 4
Soit (F) 'équation différentielle y” + 9y = 18, ou y est une fonction définie et deux fois dérivable sur
R, ¢’ étant la dérivée seconde de y.

1. Déterminer la fonction constante h solution de (F).

2. a. Montrer que toute autre solution g de (E) vérifie : (9 — h)” +9(g — h) = 0.
b. Résoudre 'équation 3" + 9y = 0.

3. a. Déduire de 1 et 2 I’expression générale des solutions de (E).
b. Déterminer la solution particuliere f de (E) qui vérifie f(0) =1 et f/(0) = 0.
2
4. On considére la fonction ¢ définie sur [O; ;} par ¢(x) = 2 — 3cos3z. Voici la représentation

graphique (C) de ¢ dans un repére orthonormal.

Calculer le volume engendré par la révolution de la courbe (C) autour de 1’axe des abscisses.

Correction.
1. Si h est constante, h” = 0 et 9h = 18, donc h = 2.
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2.a) g et h sont solutions de (F) : ¢ +9g = 18 et h” + 9h = 18. Par différence,

(g—h)"+9(g—h) =18 — 18 = 0.

b) L’équation caractéristique 72 +9 = 0 a pour racines £3i (o = 0, 8 = 3). Les solutions de y” +9y = 0
sont
y(z) = Acos 3z + psin 3z, A e R

3.a) Les solutions de (F) sont les fonctions g = (g — h) + h :

y(x) = Acos3x + psin 3z + 2, A peR.

b) On a f'(z) = —3Asin 3z + 3u cos 3z, donc
=A+2=1
J(0) * <~ A=-1, u=0.
f(0)=3u=0
f(z) =2 — cos 3z.

4. Le volume engendré par la révolution de (C) autour de ’axe des abscisses est
2m/3
V=nm / o(x)* dz.
0

17 9
On a ¢(x)? =4 — 12cos 3z + 9 cos? 3z = 5 12 cos 3z + 5 €08 6x. Donc

2m/3 1 27/3 1 9 1
/0 QS(:U)?dx: [2733—4sin3a;+isin6az}0 :;xgzg,

puisque sin 27 = sin4xw = 0. Ainsi

vV — 1772

unités de volume (= 55,9).

Probléme 5

Partie A : résolution d’une équation différentielle.
—2
On se propose de résoudre 'équation différentielle (E) :y' — 2y = Tr oo
e
1. Déterminer la solution de ’équation 3’ — 2y = 0 qui prend la valeur 1 en 0.

2. On considére les fonctions f et g définies sur R et telles que f(0) = In2 et, pour tout réel z,

f(z) = e*g(x).
a. Calculer ¢(0).
b. Calculer f/(z) en fonction de ¢'(x) et de g(z).

—2e 2%
c. Démontrer que f est une solution de I’équation (F) si et seulement si ¢'(x) = Troo
e
d. En déduire l'expression de g(x) puis celle de f(z), sachant que f est une solution de I’équation
(E).
Correction.

1. Les solutions de 3’ — 2y = 0 sont y(z) = Ce?*. Comme y(0) = C' = 1, la solution cherchée est
y(x) = e,

296



2.a) f(0) = e%(0) = g(0), donc g(0) =1In2.
b) f'(z) = 2¢*g(x) + &> ¢ () = ¥ (¢'(z) + 29(x)).
c) On a f'(x) — 2f(x) = e®*¢'(x) + 2e*Tg(x) — 2e**g(x) = e**¢' (). Donc

_9 —9 —2z
f solution de (E) <~ e2rg/(x) == m <~ g/(ﬂﬁ) = ]ﬁﬁ
u'(z)
d) On remarque que ¢'(z) = @ avec u(z) =1+ e 2* > 0. Donc g(z) = In(1 + e~ **) + k. Comme
u(z

9(0)=In24+k=In2,onak=0:

g(z) =In(1+ 6_227), f(z) =e**In(1+e ).
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Fonction logarithme décimal

Définition. Propriétés

Pour tout entier relatif n, on a In10™ = nIn 10.

Il est commode de trouver une fonction telle que I'image de 10™ par cette fonction soit n. Pour cela, il

suffit d’écrire
In 10™ B

mio "

|
et la fonction cherchée est x — ﬂ.
In10

Deéfinition.

1
On appelle fonction logarithme décimal la fonction x — il définie sur RY.

In10

On la note log. Donc :

(Vz e RY) loge = ——

Considérons les formules démontrées pour le logarithme népérien. Si nous divisons les deux membres
par In 10, nous déduisons que, quels que soient les réels a > 0 et b > 0 et quel que soit le rationnel « :

log ab = log a + log b
log% =loga — logb

1
logg = —logb

loga® = aloga

Etude de la fonction logarithme décimal

1
Cette fonction est définie sur R* par logx = % Elle est donc dérivable sur R , et sa dérivée est
n
(In)’ () 1
x = :
In10 xIn10
1
Puisque 10 > 1, on aln10 > 0, donc 10 > 0 pour z > 0 et la fonction log est strictement croissante
xIn
sur R . On a
lim logr— lim 2% — 4 lim log = lim % —
gc—1>r—&r-loo ng_z—lg—il-loo In10 %0 xi% ng_xl—r% Inl0
D’ot1 le tableau de variations :
x 0 1 10 ~+00
(log)'(x) + + +
log x —00 Ve 0 Ve 1 Ve 400
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La représentation graphique I'V de la fonction log se déduit de celle T' de la fonction In de la fagon
suivante. Supposons le repére orthonormé : pour une méme valeur de z, ’ordonnée du point de I" se

déduit de l'ordonnée du point de I' en la multipliant par

In10°

Figure : représentations graphiques de In (T") et de log (TV).

In10
Remarque. On a vu que log 10 = ln 0= 1. On dit que 10 est la base des logarithmes décimaux.
n
La base des logarithmes népériens est le nombre e tel que Ine = 1. Une calculatrice donne e =~

2,718 281 828.

On peut fabriquer d’autres fonctions logarithmes : si @ > 0 et a # 1, la fonction définie sur R’ par

Inz
T — a5 note log, x. Nous avons encore log,a = 1. Le nombre a est la base de ces nouveaux
a

o In
logarithmes.

Puissances d’exposant réel

Siac R et a ¢ Q, par extension, nous poserons Ina® = alna, ce qui signifie encore que :

«@ alna

a” =e

On démontre que les formules sur les puissances sont les mémes que celles & exposants entiers relatifs.
Quels que soient a > 0, b > 0, o et [ réels :

a®aP = a®tP
a

(@) = a”

(ab)* = a™b®
a\e a®
(3) =%

Ces formules se démontrent en prenant les logarithmes népériens. Par exemple, démontrons 1’égalité
(a®)? = a®® (les autres se démontrent de la méme fagon) :

In(a®)? = flna® = afIna = Ina®’,

donc (a®)? = a*P.
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Exercice résolu

1. Le taux de croissance t d’une population est de 8 % par an. A la fin de la 1*® année, la population
p devient donc p+0,08p = 1,08p. A la fin de la 2° année, la population est 1,08 (1,08p) = (1,08)2p,
..., alafin de la n® année elle est (1,08)"p (par récurrence).

Au bout de combien d’années n la population a-t-elle doublé ? triplé ?

2. Déterminer ¢t pour que la population double seulement au bout de 20 ans.

Correction.

1. On a:
In2
1,08)"p =2p <= (1,08)" =2 <= nlIn(1,08) =In2 <= n=——— ~ 9,006.
(1,08)"p =2p (1,08) nn(1,08) = In "= nos) 2
La population double donc en un peu plus de 9 ans, soit au bout de 10 ans en années entiéres.

De méme : 3
n
1 "y = =———=1427...
(1,08)"p =3p <= n In(1,08) 27

La population triple en un peu plus de 14 ans, soit au bout de 15 ans en années entiéres.

2. La population double au bout de 20 ans, lorsque le taux de croissance est ¢, si et seulement si :

(1+t)* =2
20In(1 +¢) =In2
In2
n(l4+1t) = —
n(1l+1t) 50
14+t=e% =1,035...
t~35%.

Fonction puissance z — 2% (z > 0, a € R)

Quels que soient = > 0 et « réel, on sait que z® = e*™*. Considérons les applications
[ Rl —R, z+— X =alhz et g: R— R, X — X,

On peut dire que 2@ = e*'™* = g o f(x). Nous pouvons alors étudier les variations de x — 2® sans
I'aide de la dérivée.

e Si >0, f et g sont strictement croissantes, donc g o f également :

T 0 +0o0
Inzx —00 ya +00
alnx —00 ya 400
& = ealnx 0 /x +00

lim 2% = lim e*™% = (.
x—0 x—0

Nous pouvons prolonger par continuité en 0 la fonction puissance en définissant la fonction h par :
sixz >0, h(z) =% six =0, h(0) =0.
Soit M(z, h(x)) ot on suppose z > 0. Le coefficient directeur de la demi-droite [OM) est

@ — ﬁ — o1 = e(a—l)lnx
x T ’
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e Sia>1, lin% el — ( ot ]a courbe représentant A admet une demi-tangente portée par 2’Ox
Tr—r

(voir la figure ci-dessous).

e Si a =1, h(x) =z et la courbe représentant h est la demi-droite définie par y = x et z > 0.

e Si0<a<l, lin% ele=Ine — 4 o on exprime cette propriété en disant que la courbe représentant
T—

h admet une demi-tangente portée par y'Oy.

e Si a < 0, f est strictement décroissante tandis que g est strictement croissante, donc g o f est
strictement décroissante :

z 0 +00
Inx —00 N 400
alnx 400 N —00
% = ealnx 400 \ 0

e Si a = 0, la fonction z — z° = 1 deéfinie sur R? est représentée par une demi-droite ouverte
paralléle & Oz.

Y
a>1
=1
0<ax<l1
a=0
1 |
i a<0
, | .
Y0 1
y/

Croissance comparée de r — Inx, x — 2%, z+——¢e" (x>0, a > 0)

Introduction

Supposons z > 0 et a > 0. On sait que les fonctions  — Inz, £ — 2%,  —— e” sont strictement
croissantes sur R* . Une calculatrice nous donne (pour a = 3) :
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T 10 40 70 100
Inx 2,30 3,69 4,25 4,61
3 1000 64000 343 000 106

e® | 2202647 | 2,35-10'7 | 2,52-10%0 | 2,69 - 10%3

Il apparait que  — Inz croit beaucoup moins vite que £ — 23, qui croit elle-méme beaucoup moins
vite que x — e®. On peut penser que :

Inx Inz a3

lim — = lim — = lim —=0.
r—+o0 T z5+Foo g3 x—+o00 e¥

Etude de quelques limites

Nous supposons x > 0 et a > 0.
. 1
W Etude de lim ——.

r—-+00 I

Nous avons lim Inz = +oo et lim z = +o00 : on ne peut conclure directement pour la limite du
T—+00 T—+00

. Inz
quotient —.
T

1 1
Cherchons un encadrement 0 < e < ¢(x) avec lim @(x) = 0. Il en résultera que lim 2T o
T z—+00 T—too T

2\/x 2
Montrons pour cela que, si > 1, nous avons Inz < 2/x. On prendra alors p(z) = i = 7
x x
Etudions la fonction g : o+ Inz — 2y/Z sur [1;4o0[. Pour 2 > 1, on a les équivalences :

1 1— 7
T

—— <0 =
NG

Cette derniére inégalité est vraie pour = > 1. D’oil le tableau de variations de g :

<0 <= 1<V,

g'(x) =

SR

x 1 +00
g(x) | 0 -
g(z) | —2 N

Ce qui montre que g(x) < 0 sur [1;4o00[, donc Inx < 24/z sur [1;+00], et on aura sur cet intervalle :

1 2 2 2 1
M<£:— lim — =0, donc lim H:O.

0<
S T NG z—too /T ztoo I

B Etude de lim lni

r—+oo ¥

Nous avons lim Inxz = +oo et lim % = +oo : on ne peut conclure directement pour la limite du
r—r-+00 r—r—+00

Inz
quotient ——. On peut se ramener au cas précédent en posant X = 2%, dout In X = alnz et :
x

Inz 1knX
¢ a X
1 InX
Comme lim X = 4ocoet lim —n—:(),ona:
T—+00 X =400 (¥
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(Va € RY) lim — =0

. Inz ) 1
On peut dire que, lorsque z tend vers 400, le comportement de — est celui de —.
x

B Etude de lim z%1n z.
—0

Nous avons lin% x*=0et lin% Inx = —o0 : on ne peut conclure directement pour la limite du produit.
T— T—
1
On peut se ramener & la limite précédente par un changement de variable. Posons X = —, d’ou
x
In X
o —
z*Inx = — o -

In X
Comme lim X = +oo et lim <— - > =0,ona:

(Va e RY) il_r)%l‘ Inz =0

On peut dire que, lorsque « tend vers 0, le comportement de =% Inz est celui de z®.
€T

B Etude de lim —.

r—+o0 %

Nous avons lim e® = 400 et lim 2% = 400 : on ne peut conclure directement pour la limite du
r—r—+00 r—r-+00

quotient. On peut écrire :

T - exlnz

Inz
en posant X =x —alnxr ==« <1 - oz). Nous avons :
T

Inz Inzx Inx
lim — =0, lim (1 — a) =1, lim =z (1 — a> = +00.
r—+oco I r—+400 X Tr—+00 X
Il en résulte que lim X = +ooet lim e¥ = 400, d’ou :
T—+400 X—+o0
e.’IJ
M R lim — =
( @ +) m—gpoo T OO
eI
Quand x tend vers +o0, le comportement de — est celui de e”.
x
B Etude de lim z%“.
r——+00
Nous avons lim 2% = +ocoet lim e = lim — = 0 : on ne peut conclure directement pour la
T—+00 T—+00 z—+o0 el
.. . x® . ) e”
limite du produit z%~*. On remarque que x% % = —, qui n’est autre que l'inverse de — dont on

x
vient de trouver la limite. D’aprés le théoréme relatif a la limite de I'inverse d’une fonction :

(Va e RY) lim z% ™ * =0

T—-+00

Quand z tend vers 400, le comportement de x%e™" est celui de e™”.
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Etude de la fonction f :z+— 2*

Etudier et représenter graphiquement la fonction numérique f de la variable réelle z, définie par

f(z) =z".

Nous pouvons écrire f(z) = "%, La fonction f, définie sur D =]0;+oo|, est continue et dérivable

sur D avec, pour tout x €]0; 400/,

1
fl(z) =e"n" [l-lnx—km : x} ="M [Inz + 1.

Aux bornes de D :

lim f(z) =1 car limzlnz=0; lim f(z) =400 car lim xlnz = +oo.
= = i e

La fonction f est prolongeable en une fonction ¢ définie par
e(0)=1 et Vrel0;4oo], ¢(z)= f().
Pour étudier la dérivabilité & droite en 0 de ¢, considérons, pour h > 0 :

(,O(h)—(,O(O) ehlnh_l ehlnh_l

h h hinh
En posant X = hlnh, et en remarquant que }llin[l) hlnh = 0, nous obtenons
h;>0
. ehlnh_l . eX—l )
im ——— = lim =
h—0 hlnh X—0 X ’
h>0
dont nous déduisons, puisque }lLir% Inh = —o0,
h;O
e —e0)
h—0 h

h>0
 n’est donc pas dérivable a droite en 0. La courbe représentative admettra au point (0; 1) une tangente
paralléle a 3/Oy.
Etudions la branche infinie en considérant
f(I) emlnm ezlnz

= = ‘Inzx.
T x zlnx

En posant X = zInz et en remarquant que lim xlnxz = 400, nous obtenons
T—+00

et Inz ) eX

lim = lim — = +o0,
zotoo xlnxr  X—+4oo X

et, par conséquent, puisque lim Inz = 400,
r—r—+00

lim @ = +o0.
r—+o00 I

La courbe représentative admet donc une branche parabolique de direction celle de ¢’ Oy.
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Théme 18 : Probabilités (2)
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18.1 Dénombrement

Tirage successif avec remise

L’ordre compte et la répétition est possible :

nP

Tirage successif sans remise (arrangements)

L’ordre compte et il n’y a pas de répétition :

AP —
(n —p)!

Tirage simultané (combinaisons)

L’ordre ne compte pas et la répétition est impossible :

18.2 Probabilités

¢ Evénement impossible : @, avec P(@) = 0.
e Evénement certain : , avec P(Q) = 1.

e Evénements incompatibles (disjoints) : AN B = 2.

Propriétés. Pour tous événements A et B :
e 0<P(A4) <1
e P(AUB)=P(A) +P(B) - P(ANB)
e P(AUB)=P(A) +P(B) si A et B sont incompatibles
e Evénement contraire A : P(A) = 1 — P(A4)

Cas d’équiprobabilité

Si toutes les issues élémentaires ont la méme probabilité de se produire, la probabilité d'un événement

A est donnée par :

P(A) = nombre de cas favorables card A
~ nombre de cas possibles  card Q

18.3 Probabilité conditionnelle

La probabilité que B se réalise sachant que A est déja réalisé (avec P(A) # 0) est notée P(B| A) ou
a(B).

P(B]A):P(E(Z)A) —  P(BNA)=P(4) xP(B|A)
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Probabilités totales

Soient Ay, Ao, ..., A, des événements deux & deux disjoints dont la réunion forme 'univers ). Pour
tout événement B :

P(B) = f: P(BN A;)
=1

Indépendance

Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si :
P(ANnB)=P(A) x P(B)
Si les probabilités ne sont pas nulles, cela équivaut & :

P(B|A) =P(B) ou P(A|B)=P(4)

18.4 Variables aléatoires

Une variable aléatoire X est une application qui associe un nombre réel & chaque issue de 'univers
Q.
X(Q) = {x17x27 cee 7:1:71}

a) Loi de probabilité

Définir la loi de probabilité de X, c’est associer a chaque valeur x; sa probabilité p; = P(X = x;),

n
telle que Zpi =1
i=1

T; Ty | X2 | X3 | - | Ty

P(X=u) | pi|p2|p3| - | Pn

pr+p2tp3t--tpp=1

b) Espérance mathématique

n
i=1
Lorsque X désigne le gain algébrique d'un joueur :

e E(X)=0: le jeu est équitable ;
e E(X) > 0: le jeu est favorable au joueur ;

e E(X) <0: le jeu est défavorable au joueur.

¢) Variance

La variance V(X) est toujours positive ou nulle.

V(X) = E(X?) — [E(X)]* =Y «? P(X = 2;) — [E(X)]® = alp1 + a3ps + - + 22p, — [E(X)]°
=1

308



d) Ecart-type

Exemple

On consideére la variable aléatoire X de loi :

€Ty 0 1 2
1111
P(X = Sl [
X==z) | 71713
Spolililo
pi = 1 =
=1
1 1 1 1 4 5
E(X) = 1x =42 Sy
(X)=0x 4+ ><4+ ><2 4—|—4 1
1 1 1 5\2 1 25 4+432-25 11
VX)=0?x - +12x - +22x=-— (= ht Bl Sl
(X) ptUgte s \d) Tite T T T 16 16

l\D\.Jk
%ﬂ

-0 - 5

18.5 Schéma de Bernoulli et loi binomiale

e Epreuve de Bernoulli : expérience aléatoire & deux issues, le succés de probabilité p et
I’échec de probabilité g =1—p

e Schéma de Bernoulli : répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

e Loi binomiale : la variable aléatoire X comptant le nombre de succés obtenus au cours
de n épreuves suit la loi binomiale de paramétres n et p, notée B(n;p), telle que, pour k €

{0,1,...,n}:

P(X =k) = <Z> prg" "

Propriétés de la loi binomiale. E(X)=np et V(X)=mnp(l-p)

Exemple

Une urne contient 10 jetons indiscernables au toucher :

e 3 jetons rouges numérotés : —1, 0, 1 ;
e 4 jetons noirs numérotés : 0, 1, 1, 2 ;

e 3 jetons verts numérotés : 0, 2, 2.
On tire simultanément et au hasard 3 jetons de I'urne.

1. Calculer la probabilité d’obtenir 3 jetons de couleurs différentes.
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2. Soit X la variable aléatoire qui correspond au nombre de jetons portant le numéro 0 parmi les
trois jetons tirés.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer son espérance mathématique E(X), sa variance V(X) et son écart-type o(X).

Correction
. . 10
Le tirage étant simultané, card Q = (3> = 120.

1. II faut tirer un jeton de chaque couleur :

po DME) _3x4xs_36 _3
o (130) 1200 120 10

2. a) Trois jetons portent le numéro 0 et sept ne le portent pas. X prend les valeurs 0, 1, 2, 3 et

(i) (s72)
()

P(X = k) =

35 7 63 21 | 21 7 1

( zi) 120 24 1 120 40 | 120 40 | 120
b)
35 63 21 1 108 9
(X) =0x 5+ 1 150+ 2% 155 +3 X 150 = 120 = 10
V(x) = 0x35+1x63+4x21+09x1 9\ 156 81 13 81 49
B 120 10/ 120 100 10 100 100
49 7
X: _— = —
o(X) 100 10

18.6 Fonction de répartition

La fonction de répartition F' d’une variable aléatoire X est la fonction définie sur R par :
F(z)=P(X <x)

Soit X () = {x1,z9,...,2,}, o0 les z; sont rangeés dans I'ordre croissant, avec les probabilités

associées p; = P(X = z;).

Ezxpression par intervalles

e Siz<uz : F(x)=0.
o Size(r;zi]: Flo)=p1+pa+-+pi.

e Siz>uz,: F(x)=1
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Propriétés. Pour toute fonction de répartition F :
e pour tout t € R, 0 < F(z) <1
e [ est croissante sur R ;

e lim F(z)=0et lim F(z)=1;
T——00 T——+00

e pour tous réels a < b: Pla < X <b) = F(b) — F(a).

Méthode pour tracer F'(z) : exemple

Une urne contient 5 boules indiscernables au toucher : 3 vertes et 2 rouges. On tire simultanément
2 boules de I'urne. X est la variable aléatoire égale au nombre de boules vertes obtenues.

1. Lot de probabilité de X

X(9) = {0:1:2} ef card Q@ — (;) _ 10,

3\ (2
Obtenir 0 boule verte : P(X =0) = (0) (2) = i

(3) 10
~ . oD@ 6 3
Obtenir 1 boule verte : P(X =1) = (g) =10=5

3\ (2
Obtenir 2 boules vertes : P(X =2) = (2) (0) = i

2. Construction de F(x)

e Size]—00;0[: F(x) =0, car il n’y a pas de nombre négatif de boules.

1
e Size[0:1[: Fx) =P(X =0)= 15 =0.L.

e Sizel;2[:onaX <zdésque (X =0)ou (X =1),donc F(z) =P(X =0)+P(X
1 6 7
T0+TO—TO—O;7.
. 1 6 3
e Size[2i4o0]: F(e) =P(X =0)+ P(X = )+ P(X =2) = S, 4 1o+ 15 = 1

F est donc définie par :
0 siz<O0

0,1 si0<z<1
0,7 sil<x<2
1 sixz>2
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0,1 ¢&——0

18.7 Exercices corrigés

Exercice 1
On lance deux fois de suite un dé cubique et on note S la somme des deux nombres obtenus.
SiS <5 ongagnel F;si6<.S5<10,on gagne4dF ;etsiS> 10, on gagne 10 F.

Soit X la variable aléatoire associant & chaque partie le gain obtenu. Déterminer la loi de probabilité
de X, puis calculer son espérance mathématique, sa variance et son écart-type.

Correction

L’univers €2 compte 6 x 6 = 36 issues équiprobables. X prend les valeurs 1, 4 et 10.

e (X =1):S5€{2,3,4,5}, ce qui correspond & 1 + 2+ 3 + 4 = 10 issues.
e (X =10): S € {11,12}, ce qui correspond & 2 + 1 = 3 issues.
o (X =4):36—10— 3 =23 issues.

; 1 4 10
0 5 | 23] 3 1
(X=2) | 36~ 13636 12

10 23 3 10492430 132 11
E(X)zl><—+4x—+10x—:¥— =

36 36 36 36 © 36 3
V(X)_12><10+42x23+102><3 11\* 678 121 113 121 339—242 97
B 36 3) 36 9 6 9 18 18
V194
o(X) = /2T VI 939
18 6
Exercice 2

Pour prévenir 'extension d’une certaine maladie, on vaccine 60 % d’une population & risques. Le
vaccin n’étant pas totalement infaillible, 10 % des personnes vaccinées attrapent la maladie. En
revanche, 30 % des individus non vaccinés ne sont pas malades.

1° a) On choisit une personne au hasard. Quelle est la probabilité qu’elle soit malade et vaccinée 7
Malade et non vaccinée ?
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b) En déduire la probabilité pour un individu de contracter la maladie. (On pourra remarquer
que M =(VnM)u(VnM).)

2° Calculer la probabilité qu’un individu bien portant soit vacciné.

Correction

Notons V' : « la personne est vaccinée » et M : « la personne est malade ».

10
%

60 v \

100 90 _ .

100 i

M -VnM

40 /ﬂ/M VM
100

1° a) Probabilité qu’'une personne soit malade et vaccinée :

60 10 6 3
PVAM)= — x — = > —
( )= 700 ¥ 100 ~ 100 ~ 50

Probabilité qu'une personne soit malade et non vaccinée :

_ A0 70 28 7
P(VAM) = — x 2 _ =0 _
(VOM) =106 700 = 100 — 25

b) Comme M = (VN M)U (VN M), avec VN M et VN M incompatibles :

7 6 28 34 17
P(M)=P(VNM)+P(VAM) = 10+ 700 = 105 = =5

— P M
2° On cherche P(V | M) = (Virl)
P(M)
PN =1-P(M)=1— -+ - 80 3 pyagp o 0 0 52T
100 100 50 100 100 100 50
27
— g5 27 80 27 9
_ 50 _ _ At
PVIM =5 = 55" 5=~ 1

Exercice 3

Une entreprise posséde 50 ordinateurs. La probabilité qu’un ordinateur tombe en panne est de 0,01.
On suppose que le fonctionnement d’un ordinateur est indépendant de celui des autres.

1. Calculer la probabilité qu’aucun ordinateur ne tombe en panne.

2. Calculer la probabilité que 5 ordinateurs soient en panne.
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3. Calculer la probabilité de I’événement E : « au moins 1 ordinateur est en panne ».
4. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre d’ordinateurs en panne parmi les 50.
a) Que signifie P(X =3) ?
b) Calculer P(X = 3).

5. Calculer E(X) et interpréter ce résultat.

Correction

X prend ses valeurs dans {0,1,2,...,50}. On répéte 50 épreuves de Bernoulli identiques et indépen-
dantes, le succés étant « 'ordinateur tombe en panne », de probabilité p = 0,01 ; ’échec a pour
probabilité ¢ = 1 — p = 0,99. Donc X suit la loi binomiale B(50;0,01).

1.
50
P(X =0) = (0 > (0,01)°(1 — 0,01)%°7% = (0,99)°° ~ 0,605

50 50
P(X =5) = (5 ) (0,01)°(1 — 0,01)%°7° = <5 ) (0,01)(0,99)* ~ 1,35 x 1074

3. L’événement contraire de « au moins 1 ordinateur est en panne » est « aucun ordinateur n’est
en panne » :

P(E)=1-P(X =0)~ 1 - 0,605 = 0,395

4. a) P(X = 3) est la probabilité que exactement 3 ordinateurs tombent en panne parmi les 50.

b)

P(X =3) = (53()) (0,01)3(1 — 0,01)%073 = <530> (0,01)3(0,99)*" ~ 0,012

E(X)=np=150x0,01 =05

En moyenne, 0,5 ordinateur est en panne parmi les 50.
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Théme 19 : Statistiques a deux variables réelles
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19.1 Présentation

En statistiques a deux variables, I'ajustement affine consiste a trouver une relation mathématique

simple entre deux caractéristiques mesurables.

Série statistique

X X1 X2 X3 Xn

Yi V1 Y2 y3 Vn

Le nuage de points
Lorsqu'on étudie deux variables, on place chaque couple de données (X;; y;), avec 1 <i<n, dans
un repere orthogonal ; cela forme un nuage de points.

« Si le nuage a une forme allongée, les points semblent s'aligner le long d'une droite.

+ On cherche alors a tracer une droite qui passe « au plus pres » de tous ces points : c'est la droite

d'ajustement, d'équation y=ax+ b, avec a € R “etheR.

Le point moyen

Le point moyen, noté G, est le centre de gravité du nuage de points : G(X; V) avec

Xy +x2+x3+ -+ X,
n

=
Il
=) —

Mx EM:

=
I

yity2+ys+--+yn
n

=
Il
=) —
=
Il

Il
—

19.2 La méthode de Mayer

Pour un nuage de points, elle consiste a diviser la série en deux sous-séries d'effectifs égaux (ou
différant d'une unité lorsque 1'effectif total est impair) afin de calculer deux points moyens
G1(x1; v1) et Ga(x2; y2). La droite d'ajustement est la droite (G1G2) : y=ax+ b avec
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a=p— et b=y —ax
Exemple 1
Soit la série :

X 1 2 3 4

y 2 3 5 6
Point moyen G(X; y) :

=__1 . 1+2+3+4 _ 10

X =zi§xI === =7=25

G(2,5;4)
Equation de la droite d'ajustement par la méthode de Mayer

Premier groupe G :

X 1 2
y 2 3
x=2=15 y=232=25 G(1,5;2)5)
Deuxieme groupe G? :
X 3 4
y 5 6
+

3+4 5+6
n=34=35 ), =310-55  Gy3,5:5,5)
La droite d'ajustement passe par G et G :

_ =y _55-25 _
A=%=x =35-75 = 1)

b=y;—ax;=2,5-1,5x1,5=0,25
donc (G1Gy): y=1,5x+0,25
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Construction du nuage de points. Echelle : en abscisse, 1 unité = 1 cm ; en ordonnée, 1 unité = 1

cm.

7 (G1G2)

3
T
2.5
2

T T T T
I L5 2 25 3 35 4 5

5-:“

Exemple 2 (effectif total impair)

On releve 1'évolution du chiffre d'affaires d'une entreprise, en millions.

année (X) 1 2 3 4 5 6 7 8 9

C.A. en millions 12 14 15 16 18 19 21 22 24

 Construire le nuage de points.
« Déterminer 1'équation de la droite d'ajustement affine par la méthode de Mayer.

Echelle : en abscisse, 1 unité = 1 cm ; en ordonnée, 5 unités = 1 cm.

ordonnée y 12 14 15 16 18 19 21 22 24
longueur (cm) 2,4 2,8 3 3,2 3,6 3,8 4,2 4.4 4,8
¥y
r Y
25 -
215 G S
20 4 / GiG2)
15
/
10 A
5
| > 3 s 5 6 7 75 8 o o X

Effectif impair (n=9) : premier groupe de 5 points, second groupe de 4 points.

Premier groupe G (n=15) :
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X 1 2 3 4 5

y 12 14 15 16 18
1+24+34+44+5 12+ 14+15+16+18 _75 .
x1=T=3 V1= = ?=15 G1(3;15)
Deuxiéme groupe G2 (n=4):
X 6 7 8 9
y 19 21 22 24
6+74+84+9 194+214+224+24 _ 86 .
X2 :T:7,5 y2= 7 =T=21’5 G2(7,5, 21,5)

gm0 _215-15 =§

np =22 1,444
b=yi—ax =15-2x3=2~10,667

(G1G2): y~1,444x+ 10,667

Q

19.3 La méthode des moindres carrés

C'est la méthode la plus précise et la plus utilisée pour trouver I'équation de la droite y=ax +b.
Elle rend minimale la somme des carrés des écarts verticaux entre les points réels et la droite. La

droite des moindres carrés passe par G(X; V), donc son ordonnée a l'origine est b=y — a x.

La covariance

On appelle covariance de la série statistique double des variables x et y le nombre réel :

H

Cov(x; y)=41 Z —Dyi—V) =5 LXiyi— Xy

i=1 i=1

La variance et I’écart-type
La variance de x est V(x) =Cov(x; x) ; celle de y est V(y)=Cov(y; y):

Ra
~
|
(%]

B
Il
=) —
b

l\.J
I
=2

V(y)=

I
=

iMx ﬁMx

L'écart-type o (lire « sigma ») est la racine carrée de la variance :

ox)=yV(x) o(y)=+v V()
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Droites de régression

La droite de régression de y en x a pour équation y=ax + b avec

_ Cov(x;y)

= Vo s

et b=

=)

La droite de régression de x en y a pour équation Xx=a y+b avec

+_ Cov(x;y)

=5 © b =x—ay

Le coefficient de corrélation linéaire

Cov(x; )
vV V(x) X/ V(y)

Ce coefficient sert 2 mesurer la qualité d'un ajustement affine. Il vérifie —1 <r < 1. Plus |l est

proche de 1, plus 1'ajustement affine est justifié. Si ¥ = =1, la droite de régression passe par tous les

points du nuage, qui sont alors alignés.

Exemple
Utiliser les formules pour calculer 1'équation de la droite de régression de y en x et le coefficient de

corrélation linéaire r.

Xi Yi Xiyi x? y?

1 3 1x3=3 12=1 32=9
3 5 3x5=15 3?=9 52=25
5 6 5%6=30 52=25 6% =36
Total 9 48 35 70

On obtient :

3
i=1 i=1
_1 —-_ 48 14
Cov(x,v)—g_zlx;y;—xy—T—3xT_
1=
13 2 2_35 2_8
1=
_Cov(x;y)_i 9_1
T Vix) T 83 8 4
_ ~_14 _3 14 _9_29
b=y ax=- ZX3__T 1=7

L'équation de la droite de régression de y en x est donc :

3 29
y=3*+1
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Coefficient de corrélation linéaire r :

3
=5 Lot -v=5-(5)=%

— Cov(x:y) — 2 ~0.98
V V&) x V() 83 x\/149

m|

19.4 Ajustement exponentiel

Lorsque I'ajustement affine ne convient pas, 1'ajustement exponentiel permet de déterminer un

ajustement plus juste. On pose z=1InYy et on effectue un ajustement affine de z en x. Si z=ax+b

, alors :
y =€ax+b — eb % (ea)x
Exemple 1
Soit la série :
By 1 2 3 4 5 6
Vi 70 90 115 140 170 220
bye 1 2 3 4 5 6

zi=Iny; 4,248 | 4,500 | 4,745 | 4942 | 5,136 | 5,394

Equation de la droite de régression de z en x par la méthode des moindres carrés, a partir des

couples (x;; zi) :

(d): 7=0,224x+4,044

Comme z=Iny, on obtient :

Iny=0,224x+4,044

y = 02245+ 4044 — (,0224yx 5 4,044
y=~57,054 x(1,251)*
Exemple 2
Soit la série statistique :
F 1 2 3 4 5
Vi 43 33,6 24,75 19,7 14,7

Déterminons I'équation de la droite de régression par la méthode des moindres carrés et le
coefficient de corrélation linéaire, puis un ajustement exponentiel. On construit le nuage de points

associé a la série en choisissant une échelle convenable.

Ajustement affine de y en x
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=3 y=43+33,6+24,;5+19,7+14,7:27,15 G(3: 27.15)

5
Cov(x; y) =§2 xiyi =Xy =222 —3%27,15=~14,1

5
V) =3 Yx} 5= -32=2
s 1

_ Cov(x;y) _ 41
= Ve =3 7,05

b=y—ax=27,15—(=7,05)x3=48,3
y=-7,05x+48,3

Coefficient de corrélation linéaire r
V(y) = Zy —$2=838,9405— (27,15)* = 101,818

Cov(x v) —14,1 .
= ~ —0,99 el[-1;1
\/Wx\/W V2 x1/101,818 rel ]

Ajustement exponentiel de la série, z;=1Iny; :

4% 1 2 3 4 5
zi=Iny; 3,761 | 3,515 | 3,209 | 2,981 | 2,688

_ _ Cov(x;2) — s =
z=ax+b a=—ys— b=7—ax

u=20 %3231

M1

I
N —
DM

i=1

5
Cov(x; 2) =% Xz ~5#z=22_3x3231~ -0,536

a= ‘02536 0268 b=7—ax~323140,268x3~4,035
7=-0,268x+4,035

Coefficient de corrélation linéaire :

V(2)=2 2z} —7°~0,144

-

1
5
1
— Cov(x; 2) — -0,536 ~— 0’999
VV) xV(z)  V2x4/0,144

Calculons z pour x=16:

z=-0,268 x6+4,035=2,427

Comme z=Iny,ona y=e*:
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y= 8—0,268x+4,035 =(e —0,268))6 % 6,4,035 ~ 56,54 % (0’765)x

Pour x=6: y=e>%7"x11,32

Exercices

Exercice 1
Une entreprise souhaite faire des prévisions sur son chiffre d'affaires. Les résultats seront exprimés

au centieéme pres.

X; (années) 1 2 3 4 5 6 7 8
y;i (C.A. en millions d'€) 15 18 20 22 25 27 29 32

1) Construire le nuage de points de la série.
2) Déterminer les points moyens G et Ga.
3) Déterminer 1'équation de la droite d'ajustement affine par la méthode de Mayer.

4) Tracer la droite de Mayer.

Exercice 2

Soit la série statistique :

Xi 1 2 3 4 5 6 7

Vi 2 3 5 4 6 8 9

Déterminer I'équation de la droite d'ajustement affine par la méthode de Mayer.

Exercice 3
Un magasin de sport étudie ses dépenses en publicité (x, en centaines d'euros) et son chiffre

d'affaires (y, en millions d'euros) sur 6 mois.

mois m no ms3 my ms Mme
X; (pub) 2 4 6 8 10 12
yi (C.A) 15 22 28 32 40 43

1) Construire le nuage de points associé a cette série. Choisir une échelle convenable.
2) Déterminer les coordonnées du point moyen G.
3) Trouver I'équation de la droite de Mayer et tracer cette droite.

4) Estimer le chiffre d'affaires du magasin s'il dépense 15 centaines d'euros en publicité.
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Probléme

Le tableau suivant présente 1'évolution du chiffre d'affaires y; (en millions) d'une start-up de

services numériques depuis sa création en 2018.

Année 2018 2019 2020 2021 2022 2023
Rang Xx; 1 2 3 4 5 6
CA.y; 120 155 210 280 390 530

Partie A

1) Représenter le nuage de points M;(x;; y;) dans un repére orthogonal.

2) Déterminer I'équation de la droite de régression de y en x par la méthode des moindres carrés.

Retrouver cette équation a 1'aide de la calculatrice.

3) Selon ce modele, quel serait le chiffre d'affaires pour 1'année 2026 ?

Partie B

On souhaite affiner ce modele, car la croissance semble s'accélérer. On pose z; =1Iny;.

1) Compléter le tableau ci-dessous en arrondissant les z; au milliéme pres.

B 1 2 3 4 5 6
zi=Iny; 4,787
2) Déterminer 'équation de la droite de régression de z en X, sous la forme z=ax + f#, avec
a,fER.
3) En déduire une expression de y en fonction de x de la forme y=Ae®* avec A, BER.
4) Avec ce nouveau modele, donner le chiffre d'affaires en 2026.
5) Lequel des deux ajustements est le plus pertinent au regard des données ?
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Exercices corrigés

Exercice 4
Le mur d'une habitation est constitué d'une couche de béton et d'une couche de polystyreéne
d'épaisseur variable x (en cm). On a mesuré la résistance thermique y de ce mur pour diverses

valeurs de x, et on a obtenu :

BYE 2 4 6 8 10 12 15 20
Vi 0,83 1,34 1,63 2,29 2,44 2,93 4,06 4,48

1°) Calculer les coordonnées du point moyen G.

2°) Déterminer, par la méthode de Mayer, une équation de la droite d'ajustement affine de la forme
y=ax+b.

3°) Déterminer, par la méthode des moindres carrés, I'équation y =a x4+ b’ de la droite de
régression de y en x.

4°) En admettant que I'évolution constatée se poursuive, quelle résistance thermique peut-on
espérer obtenir avec une couche de polystyréne de 25 cm ? Utiliser les deux ajustements

précédents et donner deux estimations possibles.
Corrigé

1°) Point moyen :

x=7=9,625 y=2=25 G(9,625;25)

2°) Méthode de Mayer : on forme deux groupes de quatre points.

G1(5; 1,5225) (quatre premiers points)

G>(14,25; 3,4775) (quatre derniers points)

_ya—y1 __34775-1,5225
=P =21 50,211

b=y, —ax; ~0,466
y=0,211x+0,466

3°) Méthode des moindres carrés :
Cov(x; y)= 6,585 V(x)~30,984
a == ~0213  b'=j-a ¥~0454
y=0,213x+0,454

4°) Pour x=725 cm, en conservant les valeurs exactes des coefficients :

+ avec l'ajustement de Mayer : yx 5,75 ;

« avec l'ajustement des moindres carrés : Y~ 5,77.
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Exercice 5
Tous les résultats seront donnés a 1073 pres. Le tableau donne I'évolution du pourcentage de
logiciels piratés en France de 1990 a 1999. On désigne par x le rang de I'année et par y le

pourcentage de logiciels piratés.

Année 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999

Rang Xx; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Pourcentage y; 85 78 73 66 57 51 47 44 43 37

1°) Représenter par un nuage de points M;(x;; y;) la série statistique.

2°) a) Calculer le coefficient de corrélation | entre x et y (aucun détail des calculs statistiques

n'est demandé). Un ajustement affine est-il justifié ?
b) Calculer les coordonnées du point moyen G.

¢) Déterminer, par la méthode de Mayer, une équation de la droite d'ajustement affine de la forme
y=ax+b>b.

d) Estimer, en utilisant cet ajustement affine, le pourcentage de logiciels piratés en 2010. Comment

interpréter ce résultat ?

3°) L'allure du nuage permet d'envisager un ajustement exponentiel. On pose z=1Iny (aucun détail
des calculs statistiques n'est demandé).

a) Compléter le tableau :

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

zi=Iny;

b) Calculer le coefficient de corrélation 72 entre x et z. Le comparer avec rj.

¢) Déterminer, par la méthode des moindres carrés, 1'équation 7= ax + b de la droite de régression
de z en x.

d) En déduire une relation liant y et x de la forme y=ke™".

e) Estimer a nouveau, en utilisant cet ajustement, le pourcentage de logiciels piratés en 2010.

Corrigé
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1°) Nuage de points, points moyens et droite de Mayer :
y

o0
80 4
70 4
60

50 A

20 4

10 4

0 T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 X
2°) a) r| &~ —0,984. Comme ||l est proche de 1, I'ajustement affine est justifié.
b) G(x; y) avec x=4,5 et y=158,1, donc G(4,5; 58,1).

¢) On considere le nuage constitué des cing premiers points, puis celui des cinq derniers points :

G1(2;71,8)  Ga(7;44.4)
%
GiG2 (_y4)

M(x; y) € (G1G?) si et seulement si les vecteurs Gl_}{ff et Gl_ég sont colinéaires, c'est-a-dire si et
seulement si det (Gl_j/f, Gl_G)g) =0:

-274(x-2)—-5(y—-71,8)=0
—274x-5y+54,8+359=0
—274x-5y+413,8=0
y=-5,48x+82,76

d) En 2010, x=20:

y=—548x20+ 82,76~ — 26,34

Ce résultat est incohérent (un pourcentage ne peut pas étre négatif) : 'ajustement affine n'est donc

pas le modele idéal.

3°)a)

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

7 =i 4,443 | 4,357 | 4,290 | 4,190 | 4,043 | 3,932 | 3,850 | 3,784 | 3,761 | 3,611
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b) r» ~ — 0,993 : ce coefficient est plus proche de —1 que ry.
¢) z=—0,093x+4,444.

d)z=ax+b<=Iny=ax+b<= y=e“*P=¢be® donc

y = 85,095 ¢ ~0:093x

e) En utilisant cet ajustement exponentiel, le pourcentage de logiciels piratés en 2010 serait :

y~ 85,095 ¢70093%20 ~ 13,295
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I. Applications affines

I1.1. Définition

Application affine

On appelle application affine toute application du plan qui conserve le barycentre et le
coefficient de colinéarité.

Une application f du plan est une application affine s’il existe une application linéaire ¢ du
plan vectoriel V telle que, pour tous points A et B du plan affine :

F(A)F(B) = p(AB).

@ est I'application linéaire associée a I’application affine f.

Soit f : P — P qui conserve le coefficient de colinéarité, et G le barycentre de (A, «) et (B, B) tels
quea +pB #0.0Ona

ﬁ:oﬁﬁﬁ donc  FAVS(G) = P FayfeB.

x+p

Ainsi f(G) est le barycentre des points (f(A),«) et (f(B),B).

I.2. Propriétés

Propriétés

Soit f une application affine du plan et ¢ I'application linéaire (vectorielle) associée a f. Pour
tous vecteurs if, 7 de V et pour tous réels a et 3 :

@(wii + B0) = a (i) + B ¢(7).

* Une application affine est bijective si elle transforme un repére du plan en un repere du
plan.

* Deux applications affines sont égales si elles coincident en trois points non alignés du plan.

* L'expression analytique d"une application affine du plan est de la forme

y/ :a/x+b/y+c/

{x’:aerberc

I.3. Exemples

Exemple 1: application linéaire

Soit V I'ensemble des vecteurs du plan et ¢ : V — V telle que ¢(if) = kii, k € R*. Pour tous
ibecVettoutA € R:

(a+D) =k(@+b) =ki+kb= (@) +¢((b),  ¢(A7) = kAT = Ag(a).

Donc ¢ est une application linéaire.

Exemple 2 : détermination d’une application affine

—

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O,7,7). Soit f I'application affine telle que A(3;2),
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B(1;1), C(0;1) aient pour images A’(6;6), B'(3;3), C'(2;1). Soit M(x;y) — M'(x’;y') et ¢
I"application linéaire associée a f.

Ona AB(=2;—1), A'B(=3;—3), AC(~3; 1), A'C/(—4; —5).
p(AB) = AB' : —29(1)— (j) = —37—3] (1)

p(AC) = A'C' : —39(7) — o) = —47- 57 (2)

(1) — (2) donne ¢(7) = 7+ 2J. En remplacant dans (1) : ¢(7) =7—7.

— —
go(m) = A'M' avec m(x—B;y—Z) et AM'(x' — 6,y —6):

(x=3)T+2)+(y—2)7—-7) = (' -6)T+ (¥ —6)]
(x+y =57+ 02x—y—4)7= (' —6)T+ (y —6)7T.

! — - /:
Paridentification:{x 6=x+y->5 <= {x x+y+1

y—6=2x—y—4 y=2x—y+2

Exemple 3 : expression analytique d’'une homothétie

-
Soit h ’homothétie de centre ()(2; —1) et de rapport —2. Soit M(x;y) — M'(x;y') tel que OM’ =

—ZQ—Z\}I:
<x’—2>_ 2<x—2><:> X' —2=-2x+4 PN x'=-2x+6
y+1)  “\y+1 Y +1=-2y—2 Y =-2y—3
1.4. Exercices

Exercice 1

Soientz,z' € Cet f : M(z) — M'(2') telle que 2’ = (5+ 4i) Z + 3z + 2 + 4i.

1) f est-elle une application affine ?

2) Sioui, f admet-elle un point invariant ?

Solution
Posons z = x +1iy avec x,y € R ; alors Z = x — iy.

1)

= (5+4i)(x —1iy) +3(x +iy) +2+ 4
= (5x +4y) +i(4x —5y) +3x +3iy + 2+ 4
= (8x+4y+2)+i(4x — 2y +4).

x'=8x+4y+2
Yy =4x—-2y+4
application affine.

Donc est de la forme x’ = ax+by+c, y = a'x+by+c : f estune

2) M(x;y) estinvariant si et seulementsi x’ = xety’ =y

7x+4y+2=0 (a)
dx—3y+4=0 (b)
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3(a) +4(b):37x+22=0;4(a) —7(b) : 37y — 20 = 0.
. L . 22 20
Donc f admet un unique point invariant (2 <— 37 37> .

Exercice 2

Soit f I'application affine du plan définie par { Y (le point M(x;y) a pour image
pp P P o P y)ap 8

M (u;0)).
Démontrer que f est bijective et déterminer sa réciproque 1.

Solution

X—y=1u
X+y=v
équations, 2x = u+vet2y = v —u.

Pour (u;v) donné, le systeme { donne, en additionnant puis en soustrayant les deux

Il admet donc une unique solution : tout point M'(#;v) a un unique antécédent, donc f est
bijective, et
u+ov

-1, 2
f ' 0O—Uu
2

Exercice 3

Le plan est muni d'un repeére orthonormé (O,7,7). Soit f : M(x;y) — M'(x;y’) telle que

1
x' = ' (5x — 12y +24)

y = % (—12x — 5y + 36)

1) Démontrer que fo f =

2) Démontrer que l'ensemble des points invariants par f est une droite (D) que l'on
précisera.

3) M et M’ sont deux points du plan tels que M’ soit I'image de M par f.
a) Démontrer que le milieu de [MM'] appartient a (D).

—
b) Démontrer que MM’ a une direction fixe orthogonale a celle de (D).

¢) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

Solution
1) Soient M'(x;y) = f(M) et M" (x";y") = f(M).
13x" = 5x' — 12y + 24 = 4 [5(5x — 12y +24) — 12(—12x — 5y + 36)] + 24
= 5(169x — 312) + 24 = 13x,
13y" = —12x — 5y +36 = [ —12(5x — 12y +24) — 5(—12x — 5y + 36)] + 36
= 5(169y — 468) + 36 = 13y.
Doncx” =xety’ =y,soit M" =M: fof =
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2) f(M)=M <= ¥ =xety =y:

5x —12y +24 =13 —8x—12y+24=0
{x v * <:>{ * yr < 2x+3y—6=0.

—12x — 5y + 36 = 13y —12x — 18y +36 = 0

L'ensemble des points invariants est la droite (D) : 2x+ 3y — 6 = 0.
3) a) Soit A le milieu de [MM'] :

. _x+x 9x—6y+12 _y+y  —6x+4y+18
AT T T T T T B3
18x — 12 24 —18 12y 4 54 78
Dxp 43y —6— X Y+ - x+ 12y + 6= ﬁ_6 0,
donc A € (D).

— (X —x —2x -3y +6 (4
7 _
0w (5 20) = =52 6)
—
MM’ est donc colinéaire au vecteur fixe @(4; 6). Un vecteur directeur de (D) est 7(—3;2) et
W-T=4x(-3)+6x2=0:0 L7

¢) fof =1d,'’ensemble des points invariants est la droite (D), le milieu de [MM'] appartient
a (D) et (MM') L (D):
f est la symétrie orthogonale d’axe (D) : 2x + 3y — 6 = 0.

Exercice 4

Soit ABC un triangle, A’, B’ et C’ les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB], f I'application
affine du plan définie par: f(A) = A, f(B) = B’ et f(C) = C'.

1. Déterminer les images par f de A’, B’ et C'.
2. Déterminer les images par f des droites (AA’), (BB') et (CC').

3. Déterminer 'expression analytique de f dans le repere (A, B, C).

Solution
On travaille dans le repere (A; 1@,1@) : A(0;0), B(1;0),C(0;1), A’ (3; %), B' (0;3),C' (3;0).
1. Une application affine conserve les milieux.

e A’ milieude [BC]: f(A’) estle milieu de [f(B)f(
e B/ milieu de [AC]: f(B’) estle milieude [f(A)f(C
e C' milieude [AB]: f(C’) estle milieude [f(A)f(
Soit I le milieu de [AC’] et ] le milieu de [AB'] : f(A")
2. ¢ f(A) = Aet f(A) (ir 1) € (AA)): f((AA)) = (AA)).
o f(B)=B'etf(B')=1:f((BB')) = (B'I), d’équation 4x + 2y = 1.
o f(C)=Cletf(C')=1]:f((CC")) = (C']), d’équation 2x + 4y = 1.

3. Soit ¢ l'application linéaire associée a f :

— F(A)(B} = AB' = 14,  ¢(4C) = AC' = 1A,
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Pour M(x;y), AM = xAB + yzﬁ donc

AF(M) = 9(AM) =

NlI=
=
—+

NIR
Al

Expression analytique de f :

——
Q\ R\
[
N RN

Exercice 5

Soit ABCD un losange et f l’application affine de P définie par : f(A) = A, f(B) = D et
f(C)=D.
1. a) Déterminer les images par f du point D, de la droite (AD) et du plan P.
b) Démontrer que f o f est une application constante.

2. Soit g la symétrie orthogonale d’axe (AC).

a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de 1’application g o f.

b) En déduire la construction de I'image par f d’un point quelconque M de P.

Solution

Soit ¢ I'application linéaire associée a f. ABCD étant un losange, zﬁ — AB + AD.

1. a) g(AB) = F(A)f(B) = AD et p(AC) = F(A)f(C) = AD.
¢<ﬁ)=¢<ﬁ>—¢<@>=/ﬁ—ﬁ 0.
e F(A)f(D} = p(AD) = 0 donc f(D) = f(A) = A.
-PourMe(AD ), AM = t AD et Af(M) — t p(AD) = 0: ( D)) = {A}.

e Pour M € P, AM—xzﬁ%—yzﬁetA ;—xﬁ f(M) € (AD), et x décrit R donc
f(P) = (AD).
b) Pour tout M € P, f(M) € (AD) et f((AD)) = {A}, donc (fo f)(M) =
f o f est’application constante égale a A.

2. a) Les diagonales d'un losange sont perpendiculaires et (AC) est la médiatrice de [BD] :
§(A) =4, g(B)=D,g(D) = B.
g o f est affine et

(gof)(A)=4, (gof)(B)=g(D)=B,  (gof)(D)=g(A)=A.

Soit ¢ sa partie linéaire : 1/1(1@) — AB et 1/7(@) — 0. Pour AM = xAB +yzﬁ,
A(go (M) = 4B,
g o f estla projection sur la droite (AB) parallelement a la droite (AD).
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b) gog=Iddonc f =go(gof).

Pour construire f(M) : (AB)

e laparallele a (AD) passant par M coupe (AB) s’
enP = (gof)(M); :\\\\CM
: (AC)

* f(M) est le symétrique orthogonal de P par ‘
rapport a (AC) ; il appartient a (AD). |
D
f(M)

(AD)

Exercice 6

Soit f une application du plan dans lui-méme. On se propose d’établir que :
f est affine si et seulement s'il existe une application vectorielle linéaire ¢ associée a f.

Partie A : on suppose que f est affine. Soient M, N, P et Q les points d'images respectives M’,
N',P' et Q' par f.

— s —
1- Justifier que : si Z\_ZRT> = @ alors M'N' = Q'P".

2- Soit ¢ l'application vectorielle, du plan dans lui-méme, qui a tout vecteur MN associe
p(MN) = FM)F(N).
a) Démontrer que ¢ est linéaire.
b) En déduire que ¢(0) = 0.
c) Démontrer que si ¢’ est une application vectorielle linéaire associée a f alors ¢ = ¢'.
(On pourra montrer que pour tout vecteur i du plan de représentant MN : ¢(ii) =
¢'(i0).)
d) Enoncer le résultat établi dans cette partie.
Partie B : on suppose dans cette partie qu’il existe une application vectorielle linéaire ¢
associée a f telle que pour tout vecteur i du plan de représentant MN : (i) = f(M)f(N .
1- Soient (A; ) et (B; B) deux points pondérés quelconques de barycentre G. Démontrer que
f(G) est le barycentre des points pondérés (f(A); a) et (f(B); B)-
2- En déduire que f est une application affine.
3- D’aprés ce qui précede, comment peut-on montrer quune application du plan dans
lui-méme est affine ?
Partie C: le plan est rapporté & un repeére orthonormé (O ;?,]l> f est_li;appliation du plan dans
lui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel que : OM' = OM + (OM - 7) 7.

1- Soit ¢ I'application vectorielle associée a f. Démontrer que, pour tout vecteur i/ du plan,
7).

ona: ¢(il) =i+ (ii-])
2- Démontrer alors que f est une application affine.
3- Soit i un vecteur quelconque du plan. On pose y = i - 7, ol y est un nombre réel.
a) Déterminer I'image par ¢ du vecteur i — y7.

b) En déduire que f est une transformation affine.

¢) Quelle est 'image du plan par f ?
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Solution
Partie A
H ?
1- MN=QP < N-M=P—-Q <= M+P =N+Q: les segments [MP] et [NQ] ont le
méme milieu I.
f conserve le barycentre : f(I) est le milieu de [M'P’] et de [N'Q’]. Ces deux segments ont
méme milieu, donc M’ + P/ = N’ + Q’, soit M'N’ = Q'P’.
2- D’apres 1-, ¢(if) ne dépend pas du représentant MN de it : @ est bien définie.
a) Additivité. Soient ii, ¥ des vecteurs, M un point, N et P tels que m =iet I\ﬁ>j = 7, donc
MP = it + 7. Alors

\

(it +7) = f(M)f(P) = f(M)f(N) + f(N)f(P) = (i) + (3).

Homogénéité. Soient k € R, ii = MN et P le point tel que MP = km, c’est-a-dire le
barycentre de (M;1 — k) et (N;k). f conserve le barycentre : f(P) est le barycentre de
(fF(M); 1= k) et (f(N);K), done fF(M)f(P) = k f(M)f(N), soit p(kil) = k ().
Donc ¢ est linéaire.

b) ¢(0) = ¢(0- @) =0- (i) =0.

c) Si ¢ est linéaire associée a f, pour tout vecteur i de représentant MN - @' (i) =
F(M)F(N] = g(if). Donc ¢ = ¢/

d) Si f estune application affine, il existe une unique application vectorielle linéaire ¢ associée

. . gy

a f, c’est-a-dire telle que, pour tous points M et N : f(M)f(N ) = ¢(MN).

Partie B

1- G barycentre de (A;x) et (B;B), a +p #0: AG = 0(“[?‘,81@ Par linéarité de ¢ :

FIVFG) = p(AC) = A5 9(AB) = L F(A)f)

Donc f(G) est le barycentre de (f(A); a) et (f(B); B).

2- f conserve le barycentre (question 1-). Elle conserve aussi le coefficient de colinéarité : si
AC — k AB alors f(A)(C) = p(AC) = k p(AB) = k F(A)f(B).

Donc f est une application affine.

3- Pour montrer qu'une application f du plan dans lui-méme est affine, il suffit de montrer qu’il

exist_e> une application vectorielle linéaire ¢ telle que, pour tous points M et N: f(M)f(N) =
¢(MN).

Partie C

1- Pour tous points M et N :

M'N’ = ON' — OM' = MN + ((ON — OM) - /)T = MN + (MN - 7).

7)7.

X
Donc, pour tout vecteur ii = MN : @(if) = ii + (i - ])

2- Pour tous vecteurs i, 7 et réels a, B, le produit scalaire étant bilinéaire :

@(wil + B0) = wil + B+ ((ail + p7) - J)T= w @(il) + B ¢(7).
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¢ est linéaire et f(M)f(N ) = (p(m ) pour tous points M, N : d’apres la partie B, f est une
application affine.

3- a) Avec7-7=0etii-T=y:
i —yD) =i —yT+ (H—yD) - J)T=0—yT+ (y—0)7=1i.

b) Tout vecteur i a pour antécédent if — y7 par ¢ : ¢ est surjective, donc bijective (le plan
=
vectoriel est de dimension finie). Comme f(O) = O et Of (M) = ¢(OM), f est bijective.
f est une transformation affine.

c) f estbijective : I'image du plan par f est le plan tout entier, f(P) = P.
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II. Similitudes planes

II.1. Similitudes directes du plan

Ecriture complexe

On appelle similitude directe du plan toute écriture complexe de la forme

7 = f(z) =az+1, aeC* beC.

Eléments caractéristiques

Pour une similitude directe d’écriture complexe z’ = az+b:
e le centre est le point invariant de la similitude : 2’ = az + b = z, soitaz +b =z ;

* le rapport estle module de a : |a] ;

e l'angle est un argument de a : arga.

Définition géométrique

On appelle similitude directe toute application de P dans P composée d'une homothétie de
rapport positif et d"un déplacement.

I1.2. Propriétés

Propriétés
e Soient A, B, A/, B’ quatre points du plan tels que A # B et A" # B’ : il existe une unique

similitude directe transformant A en A’ et Ben B’.

* Une similitude est une application du plan sur lui-méme qui, au point A, associe le point
o/

A’ et, au point B, associe le point B’ tels que =k, ot k est un réel : c’est le rapport de
la similitude. Pour une similitude directe, (A ;ﬁ ) = 0 (27) est l'angle de la similitude.

¢ Une isométrie est une similitude de rapport 1.

* Toute similitude directe de rapport k # 1 posséde un centre.

* Le rapport d’une similitude directe est toujours positif, car c’est le rapport des distances.

e S(Q,k,0) désigne la similitude directe de centre (), de rapport k et d’angle 6.

* SiS(O,k0)etS(Q,K,0) sont deux similitudes directes de méme centre :

SoS' =S(QO,kk,0+6), Sl= S(Q, % —9).
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I1.3. Cas particuliers et forme réduite

Cas particuliers

e Sif =0, la similitude est une homothétie : S(Q, k,0) = h(Q, k) et S(Q, k, w) = h(Q, —k).
A'B’
AB

Forme réduite d’une similitude S

S =hoR = Roh, ouh est une homothétie et R une rotation de méme centre.

T
e SiS(A) = A'et S(B) = B, alorsk = = et§ = (AB; A'B') (270).

Exemple 4 : forme réduite
Pour $(Q,2,§) : h(Q),2) et R(Q), §), et S = ho R = Ro h est la forme réduite de S.

Exemple 5: composée d'une rotation et d'une homothétie

R(A,%) oh(A,—4) = S(A,l,%) 0 S(A,4, 1) = S(A,l x 4,% + 7r> - 5<A,4,%").

Exemple 6 : image d’un point par S(Q,3, §)

oM’ — — T
! __ . _ _ . N —
Pour M' = S(M) : k = = = 3et (AM; QM) = - (27).
M/
T
4
QO M

I1.4. Composée de deux similitudes directes

Composée de deux similitudes directes
Soient S1(I,k1,01) et Sa(], ka, 62) deux similitudes directes :
S1 08, = S(Q), kiky, 61 + 67).
1) Sil=JalorsQ=1=].
2) Sil # Javeckiky =1et6 + 6, =0 (27), alors S; o Sy est une translation.

oM = oM’

3) Sik=1etf # 0, alors S est une rotation R((), 0) définie par : —
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I1.5. Exercices

Exercice 7

Soit f:C—C,z f(z) =2 = (1-iv3)z—1+1i.
Etudier la transformation f et déterminer 1’expression analytique de f.

Solution
, 1 V3 in/3 o : ;
a=1-iVv3=2 ;i )= 2e /3 f est une similitude directe de rapport |a| = 2 et d’angle
arga = —=.
b —1+i  (=1+i)(—i) 14i V3 V3
Centre: zg = = = = ,s0it O | —; — |.
710 i3 V3 V3 3° 3

Expression analytique : avec z = x + iy,
(1—iV3)(x+iy) —1+i= (x+v3y—1)+i(—V3x+y+1),
X' =x++3y—1
y=—V3x+y+1

Exercice 8

[ —
Soit f {x—”Zy ’

y=-2x+y+1
Déterminer l'expression complexe et la nature des éléments caractéristiques de la
transformation f.

Solution

Avecz = x +1y:
Z=x+iy =1-20)x+2+i)y—3+i=(1-2i)(x+iy) —3+1,

car 2 +1=1i(1 — 2i). Expression complexe : z’ = (1 —2i)z — 3 +1i.

f est une similitude directe, de rapport |1 — 2i| = /5 et d’angle 6 = arg(1 — 2i) tel que cos§ = \}5
etsinf = _2
N
340 =341 (=3+i)(—i) 143 . (13
Centre.zQ—l_(l_Zi)— T 5 = , soit () 575 )
Exercice 9

ABC est un triangle équilatéral direct, E le milieu de [BC] et L le milieu de [BA]. Soit S la
similitude directe S(B,2,%) ;ona S(B) = Bet S(E) = A.
Soit F = S(L). Construire F.
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Solution
S(E) =AetS(L) =F,donc

(EL;Aab) =7 n) e aF _,

EL
E et L sont les milieux de [BC | et [BA] . EL = 1@, donc ﬁ est I'image de 2 El = C—fi par la

rotation vectorielle d’angle 5.

Le triangle ABC étant équilatéral direct, (ﬁ (‘fg (271) et CA = CB : cette image est (‘Zg

3

Donc ;l_F) = @ : F est le point tel que AFBC soit un parallélogramme (la parallele & (BC) passant
par A, avec AF = BC du coté de B).

Exercice 10

ABCD est un carré direct de centre O et de c6té 2. Soit S la similitude directe S (A, V2, %)
Déterminer S(B).

Solution

(At AC) — , Ty

AB; A Z (27) (diagonale du carré) et, d’apres le théoreme de Pythagore, AC* = 2AB?, soit
AC =2v2=+2AB.

Donc B’ = S(B) est le point de la demi-droite [AC) tel que AB’ = /2 AB = AC: S(B) = C.

Exercice 11

ABC est un triangle isocele en A tel que (zﬁ, zﬁ) = g (27r). A’ est le symétrique de A par
rapport a C.
1) Déterminer I'angle et le rapport de la similitude S telle que S(A’) = Cet S(C) = B.

2) Soit () le centre de S. Montrer que Q)CB est rectangle et isocele. Construire ().
3) M est un point du plan. Construire M’, I'image de M par S.
4) Déterminer I'image de (AC) par S.

Solution
o
1) S(A') = CetS(C) = B: 6 = (A'C;CB) etk = Ef:.
—
C est le milieu de [AA’] donc A’C = CA et A'C = CA.
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2)

3)

4)

Le triangle ABC est rectangle isocele direct en A : (ﬁ @ ,et CB?> = 2CA? donc

CB = v2CA.
Ainsi 0 = g etk = S—A = /2 : S est la similitude de rapport V2etd angle —

S(Q) = Q et S(C) = B done (OC;QB) = - (277) et OB = v20C.

Dans le triangle QQCB : CB? = QC? + QB2 20C - QBcos % =QC24+20C?2—-20C? = QC2.

Donc CB = QC et OB? = 2QC? = QC? + CB?: QCB est rectangle et isocele en C.
Construction : le triangle (QCB est direct, donc Eﬁ Cﬁ E et CQ) = CB: () est 'image de

U
B par la rotation de centre C et d’angle 5

—
S(Q) = Q et S(M) = M’ donc (OM; OM') = T em)etoM = v20M.

Construction : M’ est le sommet opposé a () du carré construit sur [QM] du coté direct (la
diagonale [OM'] fait I'angle F avec [(QM) et mesure v/2 QM).

A" € (AC),S(A") = Cet S(C) = B: une similitude transforme une droite en une droite, donc

I'image de (AC) = (A’C) par S est la droite (CB) = (BC).

(AC)
A’ _ \Q

MQ\/ - \\\
C -

M/
A
(BC)
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I Cours

1 Présentation

—

o L’espace £ est muni d’un repere (O;7,7, k).
¢ Le vocabulaire et les résultats concernant les applications du plan s’étendent a 1’espace.
o Une transformation de I'espace est une application bijective de & dans €&.

o Une isométrie de 'espace & est une application de & dans & qui conserve les distances.

Une application de £ dans & est une application affine si elle vérifie 1) ou 2) :
1) elle conserve le barycentre de n points pondérés (n € N\ {0;1});

' =ar+by+cz+d
2) son expression analytique est de la forme < ' =a’z +b'y+c'z+d’
z/ — a//x+b//y+c/lz+d//

o Toute isométrie de ’espace &£ est une transformation affine.

o Une isométrie conserve les positions relatives, les aires et les volumes.

2 La translation

La translation de vecteur u est une isométrie du plan ou de 'espace. C’est la transformation
du plan ou de I’espace qui, & tout point M, associe le point M’ tel que

u.

MM’

Traduction analytique. Dans un repere (O;7, 7, Z:), soit i(a;bsc), M(xz;y;z) et M'(x';y";2"):

- a ¥ =x+a
MM =4 <= |y —y|=|b| = v =y+b
7 —z c Z=z+c
Remarques.
e Sit=0,alors M’ = M et lapplication est identité : tous les points de I’espace sont invariants
par tg.

o Si i+ 0, la translation n’admet aucun point invariant.

Exemple 1
Donner l'expression analytique de la translation de vecteur u(1;—2;—1).

Solution. t;(M)=M" << MM =1 < (' —z;y —y;2 —2)=(1;—-2;—1), d’ou
"=z +

7
/

Y

z

S
Il
— N =
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3 Homothétie de I'espace

L’homothétie de centre I et de rapport k (k # 0) est la transformation du plan ou de I'espace
qui, & tout point M, associe le point M’ tel que

IM =kIM.

e Si k=1, 'homothétie est I'identité du plan ou de ’espace.
e Si k= —1, 'homothétie est la symétrie centrale de centre I.

e Si |k| > 1, 'homothétie est un agrandissement.

Traduction analytique. Soit (O;7,7,k) un repére de l'espace, M(x;y;z), M'(x";y";2") et
I(a;b;c).
' —a=k(x—a)
higmM)=M" <« IM =kIM < { ' —b=k(y—b)

2 —c=k(z—c)

Exemple 2
Définir analytiquement h(L%) tel que I(1;—2;5).
Solution. <y +2=3(y+2) d’ou y =3y+1
Z,—5:%(Z—5> Z’:%z—g
Exemple 3
' =—2x—4
Soit h I’homothétie d’expression analytique < 3 = —2y + 1
Z=-22+3

Déterminer le point invariant par h.
Solution. M’ =M donc 2’ =2,y =y, 2 =z :
—2rx—4=z; 2y+l=y; —22+3==z2

1

4 1 4
doll z = — Y= 3’ z = 1. Le point invariant est 2 <—§ i 1)-

4 Rotation dans I'espace

Soit (D) une droite et k& un vecteur directeur de (D). On dit que le couple (D, k) est un axe

orienté.

La rotation R d’axe la droite (D) et d’angle 0 est 'application de I’espace qui, & tout point M
de 'espace, associe le point M’ image de M par la rotation plane, dans le plan (P) passant
par M et orthogonal & (D), de centre m = (D) N (P) et d’angle 6.
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k
A
- JE BT, M’ ///
p R =
(P)
(D)

5 Symétrie orthogonale par rapport a un plan

La symétrie orthogonale par rapport au plan (P) est une isométrie de 'espace. C’est la
transformation de l’espace qui, & tout point M, associe le point M’ tel que (P) soit le plan
médiateur de [MM'].

L’ensemble des points équidistants de M et M’ est un plan (P) orthogonal a la droite (M M’) en
I, milieu de [MM’]; il est appelé plan médiateur du segment [MM’].

m /

ITp—Ta
Equation du plan médiateur. Soit A(z,;y4;24) et B(xyg;yp;2g), avec AB yg—ya |- Le
“B T %A
plan médiateur (P) de [AB] est orthogonal & (AB) et passe par le milieu I de [AB]; AB est donc
un vecteur normal au plan (P). On a :

H(x;y;z)E(P)@m-@:O, I(xA;xB;yA;yB;ZA;ZB).
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Exemple 4
Dans un repére orthonormé (O;7,7, %), on donne A(3;—2;—5) et B(1;4;3). Déterminer
I’équation du plan médiateur de [AB].

Solution.

1) AB(—2;6;8) et I, milieu de [AB], a pour coordonnées (2;1;—1).

2) H(zy;2) € (P) < ITH-AB=0 < —22—-2)+6(y—1)+8(z+1) =0 <
—2r +6y+8z2+4+6=0.

Le plan médiateur de [AB] a pour équation x — 3y — 4z — 3 = 0.

6 Projection

En géométrie, une projection est une application de ’espace dans lui-méme.
Projection orthogonale. Soit (P) un plan. Le projeté orthogonal de M sur (P) est le point

M’ tel que
M e€(P) et (MM’)L(P).

Projection parallélement & une droite. Soit (P) un plan et (A) une droite non parallele
a (P). Le projeté de M ¢ (P) sur (P) parallelement & (A) est le point M’ tel que

M’ € (P) et (MM') | (A).

M M
(A)
: /
M’ M’
(P) (P) /
projection orthogonale projection paralléle a (A)

7 Demi-tour (symétrie par rapport a une droite de I’espace)

On appelle demi-tour d’axe (A), ou (A) est une droite de l’espace, la transformation de
lespace notée S, telle que S, (M) = M’ avec :

o si M€ (A),alors M' =M,

o si M ¢ (A), alors (A) est la médiatrice de [MM'].

Expression analytique. Soit (D) la droite passant par A et de vecteur directeur 4, M(z;y;z)
et M'(z";y";2") 'image de M par le demi-tour d’axe (D). On a :

I milieu de [MM'] et I € (D)
MM’ -u=0
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8 Composée de deux homothéties de méme centre

Exemple 5
Soit hy = h4 3y €t hyg = h(s 1) avec A(—1;2;—2). Déterminer la nature et les éléments

caractéristiques de hy o h,.
Solution. La composée de deux homothéties de méme centre est une homothétie de ce centre,

de rapport le produit des rapports :

hl Oh’2 = h’(A;kk:’) = h(A;fSX%) = h(A;f%)‘

3 o +l=—3(z+1) o' =—3z—3
Donc AM’ = 5 AM, Cest-a-dire ¢ ¢ —2=—3(y—2) dolt{ y' =—3y+5
Z+2=-3(z+2) 7 =-3,-5
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Exercice 1

—

L’espace est muni du repére orthonormé (O ;7,7, k).
Soit ABCDEFGH un cube de centre O et les réflexions s; = sogn), S2 = S(ora)-
1. Déterminer les images des sommets du cube par les transformations s;, s, et s, o ;.

2. Conjecturer la nature de s, o s;. Démontrer cette conjecture.

Solution

Le cube est d’aréte 2, ses faces ABC'D et EFGH sont H Ie.
opposées, ses arétes sont [AFE], [BF|, [CG|, [DH]; le

-

repere (O;7,7, k) est dirigé par les arétes :

[ F
A(=15 =15 -1) B(=1;-1; 1) T
B:—1:-1) F(1;-1:1) o
C(1;1;-1) GA;1;1) Dol c
D(—=1;1;-1) H(-1;1;1) o
A B

1. Le plan (OEH) a pour équation .+ 2z = 0 (O, E et H la vérifient) ; 7i(1;0;1) lui est normal.
Pour M(xz;y;2) :

20M -7 .
Sl(M)ZM—WHZ(:v;y;Z)—(ﬂerZ)(l;O;l), soit sy (w3y;2) = (—2;y;—x).

De méme, (OFG) a pour équation x — z =0 et sy(x;y;2) = (2;y; ).

M A|B|C|D|E|F|G|H
ss(M) |F|B|C|G|E|A|D|H
so(M) |A|E|H|D|B|F|G]|C
sy0s,(M) | F|E|H|G|B|A|D|C

2. Conjecture : s, o s; est le demi-tour d’axe la droite (O;J), c’est-a-dire la droite passant par
O et parallele a (AD) (les sommets sont échangés deux a deux : A «+» F, B+ E, C < H,
D + @G).

Démonstration. Pour M (x;y;z) :
sg o8 (M) = sy(—2;y;—x) = (—w3y;—2) = M.

Le milieu de [MM’] est (0;y;0), qui appartient & la droite (O;7), et MM’(—2x;0;—2z) est
orthogonal & 7. Donc M’ est le symétrique de M par rapport a la droite (O;7) : sy 0 s, est le

demi-tour d’axe (O ;)
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Exercice 2

1. Démontrer que la composée d’une réflexion de plan (II) et d’une translation est une
réflexion de plan parallele a (IT).

2. Démontrer que la composée d’un demi-tour d’axe (A) et d’une translation est un demi-tour
d’axe parallele a (A).

Solution

Dans les deux questions, le vecteur 4 de la translation est orthogonal & (IT), respectivement &
(A); sans cette condition, la composée est une symétrie glissée, respectivement un demi-tour
suivi d’une translation paralléle a 1’axe.

1. On choisit un repére orthonormé (O ;7, 7, 7%) tel que (II) soit le plan (O ;7, j) d’équation z = 0.
Alors 4 = ck et, pour M(z;y;2) :

sm(M) = (z;y;—2),  tz(M)=(z;y;2+c).

tyosa(M) = (v;y;—2+c)=M".

c c —
Le milieu de [MM’'] est (x;y; 5), qui appartient au plan (II') d’équation z = 2 et MM’ =

(¢ — 22) k est normal & (IT'). Donc ¢ o s est la réflexion de plan (II'), parallele a (II).

De méme sy ot (M) = (z;y;—2 — c) est la réflexion de plan 2z = —%.

2. On choisit un repere orthonormé (O ;7,7, 7%) tel que (A) = (0;7), d’équations y = z = 0.
Alors @ = (0;b;¢) et, pour M(z;y;2) :

Sa(M) = (x;—y;—2),  tzeSa(M)=(z;—y+b;—2z+c)=M.

b b
Le milieu de [MM’] est (x 15 g), qui appartient & la droite (A’) d’équations y = 3 2= g,

parallele a (A); et MM’(0;b — 2y;c — 2z) est orthogonal & 7. Donc t; o So est le demi-tour
d’axe (A’), parallele a (A).

De méme Sp oty (M) = (v;—y—b;—z—c) est le demi-tour d’axe la droite d’équations y = —g
c

z=—_.
2

Exercice 3

Soit ABC' D un tétraedre dont la face BC' D est un triangle équilatéral et les faces ABC, ACD,
ADB sont des triangles rectangles et isoceles.
1. Démontrer que la droite (AB) est orthogonale au plan (ACD).

2. Déterminer les plans et axes de symétrie de ce tétraedre.
3. Préciser les images des points A, B, C et D par les transformations suivantes :
a) réflexion de plan (BCD);
b) réflexion de plan (ABC);
¢) demi-tour d’axe (AB);
d) demi-tour d’axe (C'D).
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Solution

Préliminaire. Posons a« = BC = CD = DB, x = AB, y = AC, z = AD. Un triangle
rectangle isocele a des cotés proportionnels & 1,1,v/2; dans ABC dont un c6té vaut a, on a
donc {z,y} = {%, %} ou {r,y} = {a,av/2}; de méme pour {y,z} et {z,2}. Si I'une des

longueurs x,y, z vaut %, les deux autres valent aussi % Sinon, x,y, z prendraient deux a

deux les valeurs distinctes a et av/2, ce qui est impossible pour trois nombres. Donc

AB=AC=AD=""_  AB? 4 AC? = a® = BC?,
V2

et les triangles ABC, ACD, ADB sont rectangles en A.

1. (AB) L (AC) et (AB) L (AD), avec (AC) et (AD) sécantes en A dans le plan (ACD). Donc
(AB) est orthogonale au plan (ACD).

Repére. On prend le repeére orthonormé (A;E, TCi Zﬁ), d'unité AB : A(0;0;0),
B(1;0;0),C(0; 15 0), D(0; 05 1). Soit I, J, K les milieux de [CD], [BD], [BC] et G (5 %

le centre de gravité de BC'D.

2. Une symétrie du tétraedre conserve les longueurs; A est le seul sommet dont les trois arétes

ont méme longueur % (celles de B valent %, a, a). Elle fixe donc A et permute B, C, D.

o Plans de symétrie : (ABI) d’équation y = z (échange C et D), (ACJ) d’équation = = z
(échange B et D), (ADK) d’équation = = y (échange B et C).

o Axe de symétrie : la droite (AG), intersection des trois plans (équations z = y = z), axe

de la rotation qui permute circulairement B, C, D (angles %” et %’r)

e Aucun demi-tour ne laisse le tétragdre invariant : un tel demi-tour fixerait A, échangerait
deux des sommets B, C, D et fixerait le troisiéme, par exemple B; son axe serait (AB) et
passerait par I, ce qui est faux car A, B, I ne sont pas alignés.

a) B, C, D sont invariants. Comme AB = AC = AD, le projeté orthogonal de A sur (BCD)
est G; 'image de A est A" = 2G — A, soit A’ (% ; % ; %)

b) A, B, C sont invariants. (AD) L (ABC), donc le projeté de D sur (ABC) est A; 'image
de D est D’(0; 0; —1), symétrique de D par rapport a A.

c) A et B sont invariants. Le projeté de C sur (AB) est A (car AC L AB), de méme pour
D : les images de C' et D sont C’(0; —1; 0) et D’(0; 0; —1), symétriques de C' et D par
rapport a A.

d) C et D sont invariants. Comme AC = AD et BC = BD, les projetés de A et de B sur
(CD) sont le milieu I (0;4;3) de [CD]. Les images sont A’ = 21 — A = (0; 1; 1) et

B =2I-B=(-1;1;1).
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Exercice 4

1. Démontrer que toute symétrie centrale de & est la composée de trois réflexions.

2. Soit ABCDEFGH un cube de centre O. On désigne par s, la symétrie de centre O,
s(aoc) la réflexion de plan (AOC) et s4) le demi-tour d’axe (AG). Déterminer les
transformations suivantes :

a) S0 °Sa0c) €t S(a0c) ° S0
b) 50 °8(aq) €t S(aq) ° So-

Solution

-

1. Soit s la symétrie de centre €. On choisit un repeére orthonormé (€2;7, 7, k) et les trois plans
orthogonaux deux a deux (2;7,7), (2:7,k), (;7, k) dont les réflexions s’écrivent

si(z5y;2) = (v;y5—2), so(x3y52) = (v5-y;2), s3(v5952) = (—x35y;2).

Alors sgosy081(x3y;2) =830 8(x3y;—2) = sg(x;—y;—2) = (—2;—y;—2) = sq(M).

Donc s = 55 0 5, 05, : toute symétrie centrale est la composée de trois réflexions.

2. On reprend le cube et le repere (O;7,7, %) de l'exercice 1 : sommets (£1;41;+1), avec
A(—1; —1; 1) et G(1;1; 1), C(1; 1; —1). Alors sp(z;y;2) = (—x;—y; —=2).

Le plan (AOC) a pour équation x—y = 0 (O, A, C'la vérifient), donc s 4oy (7;9;2) = (y;2;2).

20M -n s
La droite (AG) passe par O et est dirigée par 7(1;1;1), donc s 45)(M) = WQn n—OM.
n

a) s ° Suoc)(Tiy;z) = so(y;zi2) = (—y;—w;—2), et de méme s 400 © Sp(T;Y;2) =
Siaoc)(—T5—y;—2) = (—y;—x;—2).

Les deux composées sont égales. Leurs points invariants vérifient z = 0 et y = —z : c’est la
droite (A) passant par O et dirigée par (1;—1;0), orthogonale au plan (AOC); de plus, le

milieu de [MM’'] est <¥;y;x;0) e(A)et MM -(1;-1;0) = (—y—z)—(—x—y) = 0.

80 ° S(a0C) = S(a00) © So = demi-tour d’axe (A), droite passant par O orthogonale a (AOC).

b) Comme s5(M) = —OM (vecteur), on a s © S(4q) = S(aq) © So €t, pour M(z;y;z) :

r+y+2)
3

— 2 r—2y—2z 2x+y—2z 2r—-2y+=z
SOOS(Ag)<M):OM— 3 N )

1;1:1) =
(7?) ( 3 ’ 3 ) 3

C’est la réflexion de plan (P) passant par O et orthogonal & (AG), d’équation x +y+ 2 =0 :
en effet, MM’ est colinéaire & (1;1;1) et le milieu de [M M’] vérifie z + y + z = 0.

80 °8(aG) = S(ac) © So = réflexion de plan (P) : x+y+2=0.
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Exercice 5

—

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O ;7, 7, k).
1. Soit (D) la droite passant par F(1;1;0) et de vecteur directeur %(1;0;1). Justifier que
pour tout point M de l’espace, on a :

r=t+1
M(z;y;2) € (D) <= < y=1 , teR
z=t

2. Soit M(x;y;z) un point de 'espace et M’ (z’;y’;2z") son symétrique par rapport a la
droite (D) ; K milieu de [MM’].
a) Démontrer que le point K appartient a (D) si et seulement s’il existe un nombre réel ¢

' =2t+2—2x
telque: < 3y =2—y
Z=2t—2
b) Démontrer que (MM’) L (D) si et seulement si (z" —z) + (2" — z) = 0.

¥ =z+1
c) En déduire que 'expression analytique de Sp est < o/ =2 —y
Z=x—1
3. Soit () un plan orthogonal a (D) au point E(1;1;0) et S, la réflexion de plan ().
a) Déterminer I’équation cartésienne de (7).
' =—z+1
b) Justifier que 'expression analytique de S, est ¢ 3’ =y
Z=—x+1
c) Soit M(z;y;z), Mi(xy;yy;2,) et M'(z’;y";2") trois points de I'espace tels que M; =
S.(M) et M" = Sp(M;). Déterminer I’expression analytique de Sp, S,
d) Soit M(z;y;z) un point de l'espace et M'(x";y’;2") son image par Sp. Déterminer
I’expression analytique de Spg.

e) Que pouvez-vous en conclure ?

Solution
1. M(xz;y;2) € (D) < EM est colinéaire a 4 < It € R, EM =tu < (z—1;y—
1;2)=(t;0:t), cest-a-direz =t+1,y=1, z =t

’ / /
2.a) K Tt ;y—i-y ;Z+Z . D’apres la question 1 :
2 2 2
o Ly L ¥ =2t+2—=x
KE(D)<:>E|t,$2x :t+1,y2y:1,222 =t < 3, Yy =2—9
2 =2t—z

b) (D) est dirigée par i, donc (MM') L (D) <= MM’ -i=0 < 1x (' —2)+0x (y —
y)+1x (2 —2)=0,s0it (2" —z)+ (2 —2) =0.
c) M’ est le symétrique de M par rapport a (D) si et seulement si K € (D) et (MM") L (D).
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En reportant les expressions de 2.a) dans 2.b) :

z+z—1

(2t+2—22)+ (2t—22)=0 < t= 5

Alors 2’ =2t4+2—2x = (v +2—1)+2—x =241, vy =2—y, 2/ =2t—z2=(v+2—1)—z=2—1.
D’ou
=2+

z
=2
x

SD: —

/

IS SRS
I
_ < =

3. a) u(1;0;1) est un vecteur normal a (), qui passe par E(1;1;0) :
M(z;y;2z)e(m) <= 1(z—1)+0(y—1)+1(2—0)=0 < z+2—-1=0.

b) M’ = S_(M) si et seulement si M M’ est colinéaire a 4 et le milieu de [M M’] appartient a
(7). Il existe donc A tel que MM’ = N, soit " =x+ N\, ¢y =y, 2/ =z+ A, et

z+ax 247
2 2

—1=0&= z4+24+2—-1=0 <= A=1—x—2.

Douwad' =z+1—z—2=—2+1, ¢y =y, 22 =z2z+1—a0—2=—x+1.
c) M, =S, (M) =(1-=z2;y;1—x), puis M = Sp(M;) donne, avec Sp : (z1,y;,2) —
(z7+1;2—y; 52, —1):

=zn+1l=01—-2)+1=2—u, Yy =2—y, =2—y, Z=r,—-1=1-2)—1=—z

=2 —x
SDOSW: ’ -y

SRS

—Zz

d) Sg est la symétrie de centre E(1;1;0) : E est le milieu de [MM’], donc 2’ =2 x 1 — z,
Y =2x1—y, 2/ =2x0—2:

'=2—z
/ 27y

—Zz

Sp:

SRS
Il

/

e) Les expressions analytiques de S5, et de Sy sont identiques : Spo S, = Sp. La composée
du demi-tour d’axe (D) et de la réflexion de plan (), orthogonal & (D) en E, est la symétrie
centrale de centre F.
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