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ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION 3 ©
EXERCICE 1
E est espace vectoriel sur R dont une base est & = (Z;,l}) Soit ' 'endomorphisme de E défini

parf( )—;—}'+27€'f(*'):2;—lﬁc'f(l;)=2}'—5/;.

1. Détermine la matrice 4 de f dans la base &
2. Montre que ker f est une droite vectorielle dont tu préciseras une base.
3. Montre que Im f est un plan vectoriel dont tu préciseras une base.
4. Soit &= (a,g,g) avec eT = 2;—}'+76, g :—;+}'—2l_é et E; = 4i —2k.
(a) Montre que &7 est une base de E.
(b) Montre que eT € ker f et que (g,ej) est une base de Im f.
(c) Montre quef(ez) 362 Ly e, et f(e3) 862 ~3
(d) Déduis-en la matrice A de f dans la base &’
EXERCICE 2 0 0 0 1 -1
On considére les matrices M :<O _2> etA=|-3 4 -3
1. Calcule M et M°. S U/

2. Montre par récurrence que pour tout 7 € N*, ona:M" = ;
3. (a) Veérifie que 4° —34+21, =0, 0 (-2)
(b) Montre que A est inversible et détermine la matrice inverse A~' de A.
EXERCICE 3
E désigne un espace vectoriel sur R de dimension 3 muni d’'une base ;, ;,l_é .
Soit f 'endomorphisme de E défini parf(;) =i f(}) = f(/;) = l(} + 7{)
1. Détermine une base de ker f 2
2. Détermine une base de Im f".
3. Démontre que tout vecteur de £ s’écrit de maniere unigue comme somme d’un vecteur
de ker f et d’un vecteur de Im f.
4. Que peux-tu dire des sous-espaces vectoriels ker f et Im f?
5. (a) Verifie que fof = f.
(b) Démontre que 1 € Im f(:f(&) =u.
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1. Montre que la matrice P est inversible, puis détermine P~'.

EXERCICE 4
4 -6 3 2
On considére les matrices 4 = 1 et P= i )

2. Montre que P~' AP est une matrice diagonale D.

3. Déduis-en une expression de 4" en fonction de n e N'.
EXERCICE 5
E est un espace vectoriel sur R dont une base est &= Z}',l; . Soit f 'endomorphisme de E qui
4 tout vecteur u = xi + y}' +zk associef(&) = (—x -y+ 22);+ (2x -y+ z)}'+ (x -2y+ 32)76.

1. Détermine la matrice M de f dans la base &

2. (a) Détermine le noyau ker f de f. (Précise une base de ker f)

(b) Déduis-en la dlmen3|on de Im f, |mage def fest eIIe buectlve ? Justifie la réponse.
3. On considére les vecteurs e1 =2j—k;e = 3i+ j+k e3 —i—k.

(a) Démontre que la famille & = (el,ez ,e3) est une base de I'espace vectoriel E.

(b) Détermine la matrice de f dans la base &’

EXERCICE 6
On désigne par J(RZ) la famille des endomorphismes fz de R? dont la matrice M , relativement
- - -1+4 1+4
a la base canonique (z',j) de R* est de la forme ou A estun réel.
A(1-4) A

1. A quelle condition sur A, f/1 est-il un automorphisme ?
2. Détermine une équation cartésienne du noyau et de 'image def_z.
3. Soit g I'application linéaire définie de R* dans R” par g (x, )= > (— x+3 y,%x + y).
g appartient-elle a Z(RZ) ? Justifie.
EXERCICE 7

Sur la figure ci-contre, CABD est un tétraédre régulier. G et H sont des points

tels que : CG = i@ . CH = %@ et L le milieu du segment [CD].

1. Montre que les droites (GH) et (AB) sont sécantes en un point /.

- —

2. i, et k sont des vecteurs unitaires, respectivement colinéaires et de

méme sens que les vecteurs AB, AD et AC.
On suppose que I'espace & est rapporté au repére &% = (A,;,}',l;) etque AC =4.
Détermine les coordonnées des points G, H et I dans le repére &2

3. Soit £ I'espace vectoriel associé a I'espace affine &’ (;, },7{) une base de E et f I'endo-
morphisme de E tel que f(;) = } f(}) = —2}' et f(l;) =
(a) Justifie que f n’est pas un isomorphisme de E.

—

(b) Détermine le noyau et 'image de f ; donne une base pour chacun d’eux.
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