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FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGES N° 5 : CLASSE DE T* C, TI

ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION 3 (!

EXERCICE 1
On considére dans R’ les sous ensembles Fet G définis par : F = {(x,y,z) eR’/2x+y-z= 0}
et G = {(x—y,2x+y+4z,3y+22)/x,y,z € ]R}.

1. Montre que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de R’.

2. Donne une base et la dimension de F, puis de G.

3. Festilégala R*? G estilégala R’ ?
EXERCICE 2
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R* ?
E= {(x,y,z)e]R3 /3x—=5y+z :O} ; B = {(x,y,z) e R’ /2x—3y+SZ:1}

G:{(x,y,z)eR3/2x+3y+220} : H={(x,y,z)e]R3/x+y—z=x+y+z:0}
EXERCICE 3

On note (2,5,23) la base canonique de R’. On considére les vecteurs u= (1,1,1), V= (1,—1, O)
et w=(-1,1,-1).

1. Montre que &% = (u,v, w) est une base de R’,

- - —

—_— —_—

2. Détermine les coordonnées de ¢, , e, et e, dans la base &

EXERCICE 4
On considére les sous-ensembles de R’ définis par : E = {(x,y,z) eR’/3x+2y+z= ()} et
F :{(x,y,z) eR/x+3y+z=0etx—y+2z :O}.
1. Montre que £ est un plan vectoriel.
2. Est-ce que F est un sous-espace vectoriel de R*?
EXERCICE 5
Dans 'espace vectoriel réel (E, +,-), on consideére les vecteurs 1; = (cos a,cosb,cos c),
V= (sina,sinb,sinc) et W= (sin(x+ a),sin(x+b),sin(x+c)) ot a,b,c e R.
Montre que la famille & = (&,;,Vv) est liée.
EXERCICE 6
Soit les ensembles : E = {(x,y,z) eR’/x=y= Z} = {(x,y,z) eR’/x-2y+z= O} et

G={(a—b,a+b,2a-3b)/acR et beR}.
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1. Montre que £, F et G sont des sous-espaces vectoriels de R’.
2. Détermine les sous-espaces vectoriels ENF, ENG et FNG.
EXERCICE 7
1. Montre que les vecteurs ¢, =(2,~1,4), e, =(3,1,2) et e, =(0,2,~1) engendrent R’
2. Montre que u = (4,0, —2) V= (—8,1,5) et w= (2,0,0) sont linéairement indépendants.
EXERCICE 8
Dans I'espace vectoriel E = R, on pose LZ =(—-4,3,2), 172 =(—4,0,1) et 1,7; =(2,1,0).
1. Les familles de vecteurs suivantes (1,71, uj) , (LZ,LTZ,LZ> sont-elles libres ? génératrices de £7?
bases de E ? Lorsqu’elles sont liées, précise une relation de dépendance linéaire.
2. Détermine une équation du sous-espace vectoriel /' engendré par (LZ,LZ)
3. Montre que G = {(x,y,z) eR’/x—2y+z=0et3x—y-2z= 0} est un sous-espace
vectoriel de E et détermine une base de G.
4. Montre que F' et (G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.
EXERCICE 9
Soit f I'application qui a tout vecteurﬁ = (x, y,z) de I'espace vectoriel £ = R associe le vecteur
f(&) = (3x—y—22,2x—22,x—y).
1. Montre que I'application / est un endomorphisme de E.
2. Ecris la matrice 4 de f dans la base canonique de E.
3. Détermine ker f* et Im f'. Précise une base de chacun de ces sous-espaces vectoriels.
4. Montre que H = {; ek/ f(i;) = 2&} est un sous-espace vectoriel de E.
5. Montre que les vecteurs a = (1,1,1) : g = (1,0,1) et 23 = (1,1,0) forment une base de E.
6. Détermine la matrice D de f dans la base (a,g,a).
EXERCICE 10
On considere les fonctions f,, 1, f; et f, définies sur ] = ]O; +oo[ par f| (x) =x, f,(x)= x’,
fi(x)=xInx et f,(x)= x* In x. On note E I'espace vectoriel engendré par f,, f,, f; et f,.
1. On suppose que a,b,c et d sont des réels tels que : af, + bf, +cf, +df, = 0.
(a) Montre que a+b=0.
+L+£+ d = 0. Déduis-en que d =0.

xlnx Inx x

a In x
(c) Montre que pour tout x > 0,—+ b+ c—— = 0.Déduis-en que b = 0.

(d) Que peux-tu dire de la famillex(fl,fz,]gx,ﬁ)?

2. On note @ I'application qui a toute fonction f de E associe la fonction go(f) = g définie par :
pour tout x > O,g(x) = xf’(x).
(a) Montre que @ est une application linéaire.

(b) Détermine (o(fl) : ¢(f2) o(f;)et go(f4)

(c) Montre que @ est un automorphisme de E.

(b) Montre que pour tout x > 1,
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