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TRAVAUX DIRIGES N°1 SUR LES NOMBRES COMPLEXES APPROCHE
ALGEBRIQUE TleC-D.

PROPOSES PAR M. NOUMSSI

ETUDE ALGEBRIQUE DES NOMBRES
COMPLEXES

On consideére le nombre complexe
Z=x?+x—2+ (x + 2)i ou x est un nombre réel.
Pour quelles valeurs de x :

a. Z est-il réel ?
b. Z est-il nul ?
C. Z a pour partie réelle 4 ?

OPERATIONS SUR LES NOMBRES
COMPLEXES

Donnez la forme algébrique des nombres
complexes suivants :

z = (3 4i)+ (9 +20); z, = (5 - V3)(3D);

z3= B-DQi-1?; 2= (1+1V3) 2 = 2
__ia-7i)
(2+3i)"

f est la fonction de C dans C définie par :
f(2)=(2-i)z" - (1+3i)z +5.

Calculer f(i), f (1jet f (Ej
i 3+1

Z est un nombre complexe distinct de i de la
forme x + iy (x, y réels).
Déterminer dans les deux cas suivants, la partie réelle
et la partie imaginaire du nombre complexe Z :
a) Z=-227+43i2-7; b)z =22
Z—1i
NOMBRE COMPLEXE CONJUGUE

Donnez la forme algébrique du nombre
complexe conjugué de chacun des complexes
suivants :

a) 3—11i; b)i(9+2i); ¢) (3+i)(—13 —2i);
2-3i 3

d) o s @) -

8+5i 1+i  1-i
f estle polynéme défini sur C par

f(z)=2*-7z+9.

1. Démontrer que pour tout complexe z,

f@)=1(z).

2. Calculer f(1+1i).Endéduire f(@1-i).

Soit z un nombre complexe non nul. Pourquoi
peut-on affirmer que chacun des nombres complexes
suivants est soit réel, soit imaginaire pur ?

= 2_52
I =2 . _ z-z — z"—Z
A=z"+2 ’B_z3+23’ zz+2"
- s 1-i N
On considére le nombre complexe Z = 1+Z ol

Z # 1.

1. Déterminer tous les complexes z distincts de i pour
que le complexe Z soit réel.

2. Montrer que Z est imaginaire pur si et seulement si
zz = 1.

Résoudre dans C I’équation z2 — 2Z + 1 = 0.

MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Calculer le module de chacun des complexes
suivants :
b) 5—12i; b) ivV2(-1+1i);

V6-ivZ | VZ-ivZ\? Ly (-1+iy3
c) 2(1+0) ’ ) (1—1'\/37) ’ )Z_( V3+i )

1988

Soit z = —/2 — 3 + i+/2 + /3 un nombre
complexe.

1) Calculer z2

2) Déduire le module de z2 puis celui de z.

Résoudre dans C I’équation z? + |z|2 — 8 = 0.

EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C :
RACINES CARREES D’UN NOMBRE
COMPLEXE

Résoudre dans C chacune des équations
suivantes :
a z2+z+1=0 b.z2+2z4+2=0

c. (z+1)3%=2%4d 2z22-1=0;
e. 2 +2z24+41=0;f iz +(-5)z+6i—-2=0.

(E) désigne 1’équation suivantes :

72— 2c0s0z + 1 = 0 ou @ est un réel de I’intervalle

josf



a. Résoudre cette équation dans C.
b. On désigne par z; et z, les deux solutions de cette
équation. Calculer en fonction de 8 zZ+zZ;

3,,3.,4, 4
Zi+Z5 ;21 +Z5 .

On considere dans C le polynéme défini
par P(z) =z3 —3z22—iz+ 4 —i.
1. Démontrer que I’équation P(z) = 0 admet une
solution réelle que 1’on déterminera.
2. Résoudre I’équation P(z) = 0.

P est le polyndme de variable complexe z défini

par :

P(z) =z*—2723+622—27z+5

1. Etablir que pour tout nombre complexe z, P(Z) =
P(z)

2. En déduire que si z, est une racine de P, alors z,
’est aussi.

3. Calculer P(i) et résoudre dans C 1’équation
P(Z) = 0.

1. Uest un nombre complexe tel que
|u| =1, u=1etzestun nombre complexe quelconque.

z ,
est réel.

z
1. Montrer que

. z . .
2. Montrer que si est réel, alors z est réel ou

lul = 1.

P est le polyndme défini dans 6 par :
9
P(z) = z* + 323 +§ZZ+32+1
1. Montrer que P(Z) = P(z) et en déduire que si z,
est une solution de I’équation P(z) = 0 alors

_ 1 1 . . , .
Zo) 5 sont aussi des solutions de cette équation.
0 0

2. Montrer que I’équation P(z) = 0 admet une racine
de la forme a + i ou a est réel a déterminer.
3. Résoudre alors dans C I’équation P(z) = 0.

P est le polyndéme défini par: P(z) = z3 —
3z2+ (3 —i)z— 2 + 2i.
i.  verifier que P admet une racine réelle a.
ii.  Déterminer les nombres complexes a et b tels
que P(z) = (z — a)(z>+ az + b).

iii. Résoudre alors 1’équation P(z) = 0 dans C.
Résoudre dans C I’équation z2 = 48 + 14i.

Le plan complexe muni d’un repére orthonormé

direct (0,4, V).
Déterminer 1’ensemble des points M (x; y) du plan en
posant z = x + iy tels que:
a) |2 =3: b) [z+3i|=VvEi0)lz+z-11 =4
dlz+5-il=]z-2—i|;
e)lz+1+i|l=13z-9-3i|;
f) (z2)2 —22—6=0; g)z> — (1 —2{)? = 22 — (1 + 2{)2.
h) 2;1 est un nombre réel;
i) 2222 o5t un nombre réel;

z+1-2i

zZ—2+4i . ..

k) - est un nombre imaginaire pur ;
z+1-2i

D=1

z—2+4i
Z+1 - , . .
m) — soitun réel strictement positif.

Z+172i

Soit I’équation (E) :
z*+223+22°-22+1=0(z€C)
1) Démontrer que si z, est solution de (E), alors Z, est
solution de (E).
2.a) Déterminer les nombres réels a et b tels que :

2 1)? 1 _
(E)e=z [(z—;) +a(z—;)+b] =0.
b) Résoudre dans C I'équation Z2 + aZ + b = 0,puis
I’équation (E).

1. Résoudre dans C les équations :
a)z2—4z+5+i(z+1)=0
b) (z2 — 4z +5)* + (z+ 1)? =0.
2. En déduire qu’il existe quatre nombres réels a, b, c et d
que I’on précisera tels que pour tout nombre réel x, ona:
(x2—4x+5?+(x+1)2=x?+ax+ b)(x*> +cx +d)

Soit P le polynéme défini par :
P(z) = z3 = 2(1 + 2i)z? + 7iz + 3(1 — 3i).
1) Démontrer qu’il existe un imaginaire pur if solution de
I’équation : P(z) = 0.
2) Déterminer le polynéme Q tel que :
P(z) = (z— if)Q2).
3) Résoudre dans C I’équation : P(z) = 0.

Calculer et écrire sous forme algéebrique les
racines carrées des nombres complexes suivants :

a)15—-8i; b)2i; c)-i;d)—5+12i.



