Angles orientes et
Trigonomeétrie

Introduction

Nous avons renconiré les angles orientés en classe de seconde.
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0, L J). (C) est le cercle trigonométrigye, I
I;fpfement aIet] [T) est la tangente 4 (c)

Le plan orienté est muni du repere orthonormé direct
sont les points de (C) diamétralement opposés respec
L’unité de mesure d'angle est le radian.

et I
€n |

—1.1.. Mesures d’'un angle oriente

emmmmm Présentation

et U étant deux vecteurs non nuls, on a défini en classe de seconde

I'angle orienté (u,v ) et sa mesure principale o (o € }-n; nl). _

On a vu également qu'il existe un unique point M du cercle trigonométrique
=, = %

tel que : (u, v ) = (O, OM).

Toutefois, on remarque que la somme des mesures principales de deux

angles orientés n’est pas toujours la mesure principale d'un angle

i . L S R 1 P T
orienté ; par exemple : 55 + =28 et 3¢ |- ;7]

On est donc amené  étendre la notion dg mesure d’angle orienté.

On munit la tangente (T) du repére (I, QJ). Soit A et A’ les points de (T)
d’abscisses respectives 1 et —1. Imaginons maintenant que (T) soit un fil
inextensible que 1'on enroule autour de (C) :

* dans le sens trigonométrique pour les points de la demi-droite [IA) ;

* dans le sens contraire pour les points de la demiiifuite {LA7).

A tout point de (T) d'abscisse x dans le repére (I, OJ) on associe ainsi un
point M(x) de (C).

On définit alors une application de [t dans (C).

Soit a € |-n ; n] et M(a) son image sur (C). 2
o est la mesure principale de 1'angle orienté (O, OM{a)).

De plus, les points de (T) qui viennent se placer sur M(c) ont pour abscisses
Q, 0+ 27, o+ 47, ..., 00— 27, 0 — 47, ...

Les points de (T) dont I'image est M{c) sont donc les points dont I'abscisse
est de la forme o + k2n, ol ke Z.

Cette étude justifie la définition suivante, m

Définition L 12
' Soit (¢,0) un angle orienté et o sa mesure principale.
| On appelle mesure de I'angle orienté (u,v) tout nombre réel de

R emarques

* A tout nombre réel x correspond un unj 1 ; . At oM dont
x est I'une des mesures. 3 que point M de (C), donc un unique angle orienté (01, OM) dor

* 5ix est une mesure d'un angle orienté, Jes mesures A me
x + k2r, ol k appartient d 7. de cet angle sont les nombres réels de la for
* Tous les nombres réels, mesures d’'un méme angle ori -
> ) e or o e tri
gonométrique. Ce point sera noté, selon les bes b Nenté, ont le méme point i mage sur le cercl

la forme : & + k2, o k e 7.

AL , p oins, Mfx),
* Deux angles orientés sont égaux si et seulement sj une(nfe:ﬂg gez?'{rﬁ.:t_uﬁgj;ne;:ﬁre de 'autre.
tations

* L'angle orienté [H,B’) de mesure a sera noté a.
* L'angle orienté nul et I'angle orienté plat seront n
* Le fait qu'il existe une infinité de nombresg réels,

donner une notation satisfaisante 2 ces mesures. O

Otés respectivement 0 gt . de
mesures d’ 8 i N
; es d'un HMeme angle orienté, ne permet P
L, ~¥ '
N €crira : soit (g, ) un angle orienté de mesure ¢
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mmmmmm  Congruence modulo 2r

Deux mesures quelconques d'un méme angle orienté différent d'un multiple entier de 2n ; on dit qu'elles
sont congrues modulo 2m.

Définition
Deux nombres réels x et y sont congrus modulo 27 s'ils différent d'un multiple entier de 2.
'On note : x =y [2n] et on lit : « x est congru 4 y modulo 2 ».

Ona:x=yl2n] & 3ke Z x=y+ k2l

Leés propriétés suivantes s'établissent sans difficulté. Elles serviront 4 résoudre des équations trigono-
métriques.

Propriétées ]
Pour tous nombres réels x, y, zet @, on a : i |
(1) x=ylznl o x+a=y+al2n]; [3][.1:55'[211:]

(20 x=yl2n] & —x=-ylznl; y=zl2n] x=gz|[2n].

mmmEmm Recherche de la mesure principale d’un angle orienté

1°) Déterminer la mesure principale « de l'angle orienté de mesure 3% et placer sur le cercle trigono-
métrique le point M[%ﬂ ). 3

71n o _ 1197

2°) Mémes questions pour les angles orientés de mesures - 5 a
Solution
1°) Nous remarquons que : 332 = aﬁr:; T 6x (2m) + % . Donc : % = —1;- [2r].
De plus,—ﬁs-e -7 ;7] ; donc: CE:‘g"-
z 71t [~72 +1)m n 37n _ =
2) D el =—6x(2n) + —. Donc : === = = [2n].
) De méme 5 5 (2m) + g - Donc: —¢ 5 [2r]

Deplus.%e ]~x;n];dnnc:u=%.

Trouvons, par une méthode générale, la mesure principale o de 1'angle orienté de mesure — 1197,
o vérifie les deux conditions suivantes : 37

e
(1] ~MT<OST; 3 (_11:;“)
(2) 3keZ,a=—%9—“+k2ﬂ- ...... , ;m
Déterminons tout d'abord k. o M(—?)

De (1) et (2), on déduit que: —w<— 213E 4 k2n<x; .

en divisant par 2r, on obtient : —-%ﬁ < —% + k= —é- :
parsuite:l—?—¢k$l§—3:d'oﬂ:k=15.

119x (<119 + 120)x _ =«
Dunc.a:—T+15x2n_ 7 bl 7

. = - ————— = we— e —— — - S — e . =SS

M | Déterminer la mesure principale o d'un angle orienté, dont une mesure a est connue, consiste
}ﬂécrir_e ag=a+k2m,ot -t<asn et ke Z -
| e Cetlte écriture peut étre immédiate.
[. » Sinon, on détermine tout d'abord k & l'aide des inégalités : -t <a + k 2n < m.
I'  Puis l'on détermine a en utilisant 'égalité o = a + k 2. :

1, Le symbole 3 signifie : « il existe ». Ainsi, « 3c€ 2, x =y + k2r » signifie : « il existe un nombre entier relatif k tel que ; x = y + k2r ».
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R emarqgues

* Six est une mesure en radian d’un angle orienté, uné mesuré Y
par I'égalité : % - i%ﬁ‘
» Sauf indication contraire, I'unité d'angle utilisée par o

i / 4 . ; e poin
* Si o est la mesure principale (en radian) d'un angle orienté et Mlep

nométrique, la longueur de I'arc IM est |ol.

en degré de cet angle orienté es:F obteny,

la suite, sera le radian.
t image de o sur le cercle trigo.

—1.2. Somme de deux angles orientés

Soit @ et P deux angles orientés de mesures o et B, o et p deux mesures quelconques de cet f,
Ona: o' =o[2n] & o +B =c+p [2n]

p =P [2n] e a+Pp=o+p [2n
Donc: o +p'=c+p[2n);0e +p eta+fsont des mesures d'un méme angle orienté.

Cette étude justifie la définition suivante.
Soit @ et P deux angles orientés de mesures respectives o et B. On appelle somme des angles orientés

et ’[i;'et on note o + Tf. I'angle orienté dont I'une des mesures est o + B.

B emargues

» Deux gngles prientés sont opposés lorsque leur somme est I'angle orienté nul ; 'opposé de o est noté - @.
Ona:o+(-a)=0.

« La différence de deux angles orientés est la somme du premier et de l'opposé de I'autre :

o -pf=a+(- E‘

* Les propriétés de I'addition des angles orientés sont celles de I'addition des nombres réels ; en particulier,
o+ p=p+

I —
Exemples —

ABCD est un carré inscrit dans (C) tel que (OA, OB) soit I'angle droit direct

et%unamesurede{c_}f,o—:&).ﬂna:

Angle Gi.on | ©LO) | GLoh | @hoo

Mesure -73[- %‘ % —EEE l
%+%=%;dnnc:(ﬁ)+ﬁ=bﬁ):
%+%"=-3~3£[2n]:dunc:{_i_]3+l6_-fﬁ]=ﬂ3:'1?l_€}.

1.0 On considére un angle orienté dont une mesure b)x=-3 y= i3 d)x= A y= %TE
est 2‘-‘%-75 . Donner quatre autres mesures de cet > *

¥
angle orienté, dont la mesure principale. lc o . i . an
Placer su:zge cercle trigonométrique le point n’;ﬂz:‘:rﬁém I'angle orienté de mef::;e :t.
image de _&E' s mesures en degré de cet ang

1d . : direc!
1.b  Vérifier que, dans chaque cas, ona : x = y [2x], :‘g 121";1)'1 ;ﬂ_ mlm'l du repére orﬂjnn{;ITiﬁﬁ it
n_ an an fix : L) cf-llhllmagedunumhr&rﬂ e

a)x= oY== clx= 3 U= e cercla mgﬂnumétrique. Quelle est la longt

de I'arc 1A 7
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—2.1.. Relation de Chasles

mmmmmm Introduction 1_A3)

* Sur le cercle trigonométrique, placer les ?:uinls A,BetC, 5(5_

images respectives des nombres réels -E3- ‘% ot — % ®

* Déterminer les mesures principales des angles orientés Clo |
(OA,OB), (0B, 0C) et (OA, OC). j

* Vérifier que : [53.5]3] + [6]5,0-_6] = [C_);\.C_}E].

Cette relation se généralise a des angles orientés quelcongques c(_’é)

et conduit & la propriété suivante que nous admettons.

Proprieté

Ll

E _' J -+ -l-_'h-.. s . ———
' Pour tous vecteurs non nuls u vetw: (K, 0) + (v, w) = (¥, ©).

Cette pmprfété est upﬁefée relation de Chasles.

Exemples
* Soit A, B et C les points de (C) tels que —g-, e o = '%“ soient les mesures principales respectives des

4
angles (OI,0A), (OB, 0A) et (OC, OB).

On se propose de calculer les mesures principales respectives o et p A A
des angles (5.1', D_E] et [E_]f, E_]&]. ﬂa
~Ona: (OF,0B) = (OF,0A) + (GA,O) (2,
[ﬁiﬁﬁ]aﬂmesme:% jil?—;;d'nﬁ:u= ,f—;:- )
~On a : (OF,0C) = (OT.0B) + (OB, 0C). ¢
(ﬁﬂ_é]apourmesu:e:i—g +%i;%=2n;%f;dﬂ=-%. i

* Soit MNP un triangle ; on a : (ﬁ,h_ﬁn + (I;I_I\.-‘l, ﬁﬁ} 4 (F{G,ﬁﬁ) =T

e —_

En effet : (MP,MN) + (NM, NF) + (PN, PM) = (MP,MN) + (MN, BN) + (PN, PM)
= (MP.PM) = 7. "

mmemmm Conséquences
Propriété 1

; : —— — —
' Soit u, v, u’ et o’ quatre vecteurs non nuls. Ona: (¥, 0) = (', v) o (4, )= o)
ke

—
by
F]

Eneffet, (@, 0)= (i, 0] & (@ @)+ (@ 0)=(@, o)+ [0 0.

Propriétés 2

3 Sﬁit U et v deux vecteurs non nuls et k un nombre réel non nul. On a -
kv

W @Ga)=-@o);: .

(2) si k> o,alors w=m=[ﬁli
(3) si k<o, alnﬂkﬁ v)=(w kv) = (@, 0) + 7;
(4) (kif, V) = (i, ©).
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Démonstration

Ces propriétés se démontrent aisément ; a titre indicatif, démontrons la propriété (3).
Sik< ﬁ_._f!f_s:_\r_ecteu:s U et ku sont de SBEE__ contraires.

Done : (7, &) =(ki, W) +(i #) = T+@¥). ___ __

On démontre de méme que : (':-;—Tc;-] [u., v)+ (0 k) =(d,v)+ 2

‘ as particulier

——

Pour k = - 1, la propriété (3) devient : (~u,v)= W, -v)= T+ (4 v).

 Pour tous nombres réels a et b d’images respectivas A et B sur (C), b - a est une mesure de I'angl
orienté (DA OB]

Demonstratlon —

D'aprés la relation de Chasles, on a : [5:&. 0B) = (DA ol + [01 0B)

et ] = [Dl DB] - [UI DA]
(01, ﬂ] et [6?. 613] admettent pour mesures respectives a et b.

Dong, b — a est une mesure de 'angle orienté (OA, OB).

—2.2. Double d’'un angle orienté

De nombreuses configurations géométriques font appel au double d'un angle géométrique, par exemple un
angle inscrit et I'angle au centre correspondant. Dans le §1.2, nous avons défini la somme de deux angles
orientés. Il est donc utile de définir également le double d'un angle orienté.
Définition ;
| Soit ﬁ) un angle orienté. 1
- On appelle double de (i, ), et on note 2(x, v), 'angle orienté défini par : 2(%, v') = (&, v) + (. ©).
ema e5

e Le double d'un angle orienté de mesure o a pour mesure 2.
e Soit o et B deux angles orientés ;ona:2 o+ 2 P=2(a+ E}.

Soit o et Edeux angles orientés et B I'angle orienté droit direct. On a :

‘1) 22=0 & @=0 oua=7;
(2 2o= zT}" =1 E=’ﬁ' ou E=E+ :
(3) 2a=1 & a=05 ou a=-9,
Démonstration
(1) 2a=0 & 2a=k2n(ke2) (3)Ona:25 - o
& askrked 20=7 o 29=23
= =0 ou a=m. = =% & S=08+7%
(2)2a=2F o do-pled o & ®=3 ou a=-"0
= oa-f=00u a-P=1n
&  o=Pou w=P+m
28 Angles orientés et trigonométrie l
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Exemple

—
— * ——

Trois points A, B et C distincts du plan sont alignés si et seulement si : 2(AB, AC) = 0.
Eneffet:2(AB,AC)=0 « (AB,AC)=T0 ou (AB,AC)=T
-
<  AB et AC colinéaires

< A, B, Calignés.

[ e ———

m ‘ Pour démontrer que trois points A, B et C sont éljjg;pés. on peut étab_l_ir'qug :,Z'Eﬁ, ';':(E) = Tf .

4
|
|

e a2 )
—_——= e o i e e i e e e b e = e e S

—2.3.. Angles orientés et cercle

mmmmems Caractérisation d’un cercle

Propriéte
Soit (¢) un cercle de centre O, A et B deux points distincts de ce cercle.
Pour tout point M distinct de A et B,ona: Me (€ <«  2(MA,MB)= (OA, OB).

Démonstration

Si la corde [AB] est un diamatre, alors la propriété est immédiate.
Eneffet:Me (€) < MA LMB

&  2(MA,MB)=T.
Nous supposerons désormais que la corde [AB] n'est pas un diamétre de (6).

* Démontrons que : si M € (%), alors 2 (MA, MB) = (OA, OB).
L'angle AMB intercepte I'arc AB ou I'arc AB.
— 8i AMB intercepte 1'arc AB, alors lfi__ triangles MAB et OAB sont
orientés dans le méme sens et mes AMB = — mes AOB ;

—p— == 2
done : 2 (MA, MB) = (0A, OB).

—SiAMB intercepte 'arc AB, alors les triangles MAB et OAB sont

i = e 1 ———
orientés en sens contraires et mes AMB = — — mes AOB :
—

donc: 2 (MA,MB) = - (2 7 - (OA,OB))
=(0A, OB).

ey
* Réciproquement, démontrons que : si 2 (MA, MB) = (OA, OB), alors M e (€).
Si2 [I»TA, h_d]ﬁ] = 5:&, CTﬁ}, les points A,B, M ne sont pas alignés, sinon on aurait ( —.’ﬂl, —f;] = 'ﬁ‘. ce qui
est contradictoire avec 1'énonce. .
Soit O’ le centre du cercle circonscrit au triangle ABM ; on a : 2 (MA, MB) =(0'A,0’'B).
Donc : ({:Fbﬁ.(ﬁ] = (5;5, aﬁ]. =l
Les triangles isociéles OAB et O'AB ont une base commune [AB] et les angles AOB et AO’B ont méme

mesure. Ces deux triangles sont donc confondus ou symétriques par rapport a la droite (AB).
De plus, ils sont orientés dans le méme sens ; ils sont donc confondus,

Ainsi : 0 =0"et M € (€).

memmmm Points cocycliques

Des points situés sur un méme cercle sont dits cocycliques.
Par deux points distincts A et B, il passe une infinité de cercles.
Par trois points distincts et non alignés A, B et C, il passe un seul cercle : le cercle circonscrit 2 ABC.

Angles orientés et trigonométric 29
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Propriété — :
— T T T : ues d'entre eux ne sont pas aljgn,

: B lan tels que trois quEICSIAST = ==, = g

Soit A, B, C, D quatre points distincts du p ot 5i : 2(CA, CB) = 2(DA, DB).

Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seule

Démonstration
* Si A, B, C et D appartiennent & un méme cercle (¢) de centre O,
alors, d’aprés la propriété précédente, e

ona: 2{55;.6}51 =[E_}:l;a,61§) et 2{]_3?%1313] =[0A, 0B).
Donc: 2 [C_R.EB'] =i2 [ﬁ,ﬁ-ﬁ].
* Réciproquement, si 2(CA, CB) = 2 (DA, DB), désignons par (€] le

cercle circonscrit au triangle ABC et par O le centre de L. cercle. . 1
Ona:2 I:E;‘i, C_E] = [63. Gﬁ] :donc: 2 [ﬁ.ﬁﬁ) = (DA, OB) et le point D appartient au cercls (€).

Les points A, B, G et D sont donc cocycliques.

—2.4, Travaux dirigés

mmmmmm 1. Caractérisation d’une fangente & un cercle
Soit () un cercle de centre O, A et B deux points distincts de ce cercle, (2) la tangente a () en A.
Démontrer que pour tout point T du plan, distinct de A, on a :

Te (@) ¢« 2(AT,AB)= (OA,OB).

Solution e =
Le triangle OAB est isocgle en O et (OA, OB) + (BO,BA) + (AB,AQ) = =;

deonc : (63.613] =7-2 (ﬁ.f_sb].

Soit T un point du plan, distinctde A ;ona:
—  —

Te (@) & ATLAO

2(AT,A0) ==

=
e e .
&  2(AT,AB)+2(AB,AOQ)= =
— = —
& 2(AT, AB) =(0A, OB).

memmmm 2. Droite de Simson

ABC est un triangle, (€) le cercle circonscrit a ce triangle et M un point du plan. Soit E, F, G les pmjgtés
orthogonaux respectifs du point M sur les droites (AB), (AC), (BC).

Démontrer que les points E, F, G sont alignés si et seulement sj M appartient au cercle (€).

La droite passant par les points E, F et G est appelée droite de Simson du triangle ABC relative aM

Solution
Deux des points E, F, G sont confondus si et seulement
propriété est alors immédiate.

Nous supposerons désormais que M est distinct des points A B C

— —
Me.(€) 2 2(AC.AM) = 2 (BC,BM), car A, B, C et M sont cocycliques

si le point M est un sommet du triangle: L

30 Angles orientés et trigonométrie .
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= —F =
Or: 2(AC,AM] = 2(AF,AM) (a condition que F # A)

e S
= 2(EF,EM), car A, E, F et M sont cocycliques ;

= —

et: 2(BC,BM) =2 [B_('-}.B_I:‘I] (a condition que G # B)

—> —
= 2(EG,EM), car B, E, C et M sont cocycliques.

. = = — —
Si les angles (AF,AM) et (BG,BM) sont définis , on a donc :
— — =
Me (€) e 2 (EF,EM) = 2 (EG,EM)
=3 E, F, G alignés.

‘ as particuliers

* Si I'angle (AF, A_ﬁ} n’est pas défini, c’est-G-dire si F est en A, alors
M et C sont diamétralement opposés, G est en B, les drites (FG) et

[AB) sont confondues et les points E, F, G sont alignés.

* Si I'angle ( B_G’, BM) n'est pas défini, c'est-a-dire si G est en B, alors
M et C sont diamétralement opposés, F est en A, les droites (FG) et

(AB) sont confondues, et les points E, F, G sont alignés.

WE XCTCICeS BZoss o s o s o A e

2.a  Surle cercle trigonométrique, on considére les

points A et B, images respectives des nombres

1999 at an
s

1. Placer les points A et B.
2. Quelle est la mesure principale de l'angle

—r
orienté (OA, OB)?

réels —

2.b  Soit ABC un triangle : on désigne par « une
mesure de I'angle orienté [Kﬁ. PTE;L
Donner, en fonction de o, une mesure des angles

. =% P —» —r — oy
(BA, AC), (AC, AB), (CA, AB), (CA, BA).

2.c  uet v sont deux vecteurs non nuls, k et k' sont
deux nombres réels non nuls. Exprimer (ke k')
en fonction de (4, v').
(On distinguera deux cas : kk' > 0 et kk’ < 0.

2d

2.e

2f

A, B, C, D sont quatre points distincts du plan.
Démontrer que :

——— e ——

(AD, AB) + (BA, BC) + (CB, CD) + (DG, DA) = 0.

[AB] est une corde d'un cercle (€) de centre Q.
M et N sont deux points de (%) n'appartenant
pas au méme demi-plan de frontiére (AB). On
désigne par o une mesure de 1'angle orienté
(MA, MB).

1, Déterminer, en fonction de o, une mesure
des angles {I\_IA. N_li} et[ﬁi‘l. lﬁ:ﬁsl.

2. Exprimer [O_fi. ﬂ_ﬁ] en fonction de [;‘?B. ﬁ].

ABCD est losange de sens indirect tel que :
mes BAD = % Déterminer une mesure des angles

e
— —

(BA, BC) et (CD, CA).

Angles orientés et trigonométrie 31
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—3.1.. Lignes trigonométriques d'un angle oriente

mEmmmm Cosinus et sinus d’un angle orienté
Définitions

' Soit (&, v') un angle orienté de mesure o et M I'image de c sur (C).
* Le cosinus de (u, v) ou de o est 'abscisse de M.
. * Le sinus de (i, v') ou de o est I'ordonnée de M.

Eemggg es

* 5i P et Q sont les projetés orthogonaux respectifs de M sur (I') et (']), /’5

ona: cosfu,u} cos=0P et sin (U, v)=sino=0Q.

* Dans le plan muni du repére (O, 1, J), ona : M(g?j g') I

o F !
* Pour tout nombre réel o et pour tout nombre entier relatif k, on a :
cos®a+sinfo=1;
—1=coso<1 et -Issinas1;

. )
cos(o+k2n)=cosa et sin(o+k 2n)=sinc.

mmmmm=m Tangente d'un angle orienté
Définition

Soit (¥, v') un angle orienté non droit de mesure .

La tangente de (i, v') ou de c est le nombre réel, noté tan {Eﬁ'] ou tan @, défini par:
‘tan (4, 7)) = tan o0 = 22 &

cos o’
Rgmargues

= tan o n'est pas défini pour les nombres réels associés aux paints J et J', J
c'est-a-dire les nombres réels o de la forme : o = -2’5 +kn, ke Z. in o

* Soit T le point d’intersection de (OM) et (T}, h I'homothétie de centre O

qui applique P sur 1. Le rapport de h esl —=— et hiM)=T. I

— 1 ;F Smao 7r
Donc : IT = ['.‘OSCLPM CO5 O fﬂ dﬂﬂ IT_ﬁ;m[);

* Pour tout nombre réel o. et pour tout nombre entier relatif k, on a :
tan (o + k)= tan « el 1+ tan‘o =

Vocabulaire

cosf J

(T

cos , sin a el tan o sont appelés « lignes trigonométriques » de l'angle [ﬁi OM) ou du nombre réel &

sommms Lignes trigonoméiriques des angles remarquables
Le tableau ci-dessous indique les lignes trigonométriques remarquables 2 retenir

I I I
*1°%°1613]|3
cose] 1 | 3] 2] 1
2 2 2

sinet| 0 1l
‘21 Z 2

tana| O _fi 1 J;‘,
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memmmm Lignes trigonométriques d’angles associés

.
Soit & un angle orienté de mesure o. Les angles orientés de mesures —a, T — 0, T + @, -;l — o ou % + o

sont habituellement appelés angles associés 4 o, .

B(m - a) :

Alo)
—110) I'(r)
~D(- @)

Pm) [————

Cn+ o)

&

Les deux configurations géométriques ci-dessus, ainsi que les définitions des fonctions sinus, cosinus et
tangente, justifient les propriétés suivantes.

Propriétés

' Pour tout nombre réel a,ona:

;cos[f-cr.]=cusa : cos(i-o)=-cosa uns[n+tt]=—l|:usc'.; ms(%—a]:sinnc .
;sin(-{x]=—sinc:_ ; sin(i-o)=sine ; sin(r+o)=-sine ; sin(f-a)=cosa

Bemargues

. %- +o=m- ( 21 - cx), donc on a également les relations suivantes :
cos(-‘;i+ a)=—51'n o;
sin (-g— + u:) = cos O.

» Les tangentes des angles associés se déduisent des formules précédentes ;

S — sin(n-o) _ sino
ainsi : tan 5 =y

Exemples "
Les lignes trigonométriques des angles remarquables et les formules relatives aux
angles associés permettent de calculer les lignes trigonométriques des nombres 51
réels de lintervalle ]- & ; ] représentés sur la figure ci-contre. On a ainsi : 3

3 .

n
cos%=ces(n-—%)=—msﬁ=—z. -
L} :'ll:_'..—-.'lll:=—-‘l
sin % —s:n(n—_ﬁ)—51n =7

cos (—137—':)=c052-3£=cos (n—3£)=-cos%=-.%—

sin(—%z)=—sin%t=-sin(n— 3)=-sin %z_

P
e,
i

pofes ="
i
|
(77 o O IS

__3.9. Formules de trigonométrie

mmmmmm Formules d’addition

Les formules d’addition permettent de calculer les lignes trigonométriques de la somme (ou de la diffé-
rence) de deux nombres réels, connaissant les lignes trigonométriques de ces deux nombres.

Angles orientés et trigonométrie 33

acdlnicu vy walllaCariTel



(3) cos (a +b) = cos acos b-sin asin b

=

Pour tous nombres réels cet bon a:

(2) sin [a-b].-'sinacuﬁh-r:usaginb.

(1) cos (a—b) = cos a cos b+ sinasin b 2 sm(ﬂ"'b] smacusb-rcnsasmb

Démonstration

Considérons les point M et N, images respectives des
a et b sur le cercle trigonométrique.

nombres réels

L

N{b)
cos a cos b
Ona: M (sm a) et N (sm b) — = M(a) 7
a et b sont des mesures respectives de (UT OM) et [DI DN) p |
Donc : b — a est une mesure de 'angle (OM, ON). o
— —>

« Calculons de deux manidres différentes le produit scalaire OM.ON.
OM.ON = |[OM] [| ONj| cos (OM,ON) = cos (b a) = cos @ = b) ; R
OM.ON = Xy Xy + U Upg = €OS @ cas b + sin a sin b.
D'oil : cos (a—b) =cosacos h+sinasinb  (1).
* En remplagant b par - b dans la formule (1), on obtient Ja formule (2).
* Etablissons maintenant la formule (3) :
sin (a — b) = cos (1—(a—b}) = CO08 ((%+ b) -a) = Cos (% +b) cos a + sin (%mb) sin a.
Or : cos (T+b)——-—smb et 5m( +b) cos b.
D'oli:sin (a~b)=sinacosb-cosasinb (3).
= En remplagant b par — b dans la formule (3), on obtient la formule (4).
Exemples ;
En remarquant que i.'g = T“ -4 on calcule cos f;,sm f;‘ et tan 22

5m _ 2r _m 2n n 2n fo
cnsﬁ-COS(a 4)—cnsTcus-4—+5m~3—stql=..% J‘ J; "'r -‘% F'S.—l]'.

. B _ o 2R m\_ o2 w2} ; fa Iz
in 5 won(§- ) Fomt-mFaat-fodoc ek -G o
.. bl
sin ==

5n 12 _Ja+1 =
tan == = = =2+43.

14 cos ,f—; Ja-1

mesmmm Formules de duplication et de linéarisation

Propriétés

Pnur tnut nombre réel a,on a:

formules de duplication
(5) cos 2a = cos’a - sin’a

formules de linéarisation

2 1 + cos 2a 1
= : LI b=
(7) cos 2 (8) sin?q = 1=c0s 2a

; (6) sin 2q =2 $in a cos a.
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Démonstration
* En prenant b = a dans les formules (2) et (4), on obtient :

cos 2a = cos2a — sina (6) sin 2a =2sinacosa (6).
* En utilisant la relation cos®a + sin%a = 1, on en déduit :
cos 2a = 2cos?a -1 et  cos 2a=1- 2sin’a.
1 1+ cos 2a -0
D'oll ; cos®a = — == (7] et sina =% (8).
Exemples
En utilisant les formules de linéarisation, calculons cos —~ 12 et sin 1’;
r 3
cos? 1+cos & _ 1+ %_ 4+23 ~ (/3 + 1) >
12 2 2 8 8
x {3
T 1-cos & -5 4-23 (/3-1)?2
sin Vi = = = i
2 2 8 8
De plus, l'image de 13 sur (C) nous indique que cos 1“ et sin 35 - sont des nombres réels positifs.

3+1 _J3-1
Donc : cas—*"r et sin — .
127 32/ 12° 372

. . ; o
mmEmmm Expressions de cos o, sin o et tan o en fonction de tan 5

Propriétés

Pour tout nombre réel o tel que tan % soit défini, en posant £ = tan % ,ona:

1-¢2 ; 2t
'19) cosa = ; 10) sina = :
) 1+t (10) 148
i, de plus, tan o est défini : (11) tan o = = 2
Démonstration
1 1
Dnsaitque:cosz%= R T h

1+[ﬂ]lz—2—

On en déduit que :
q sing &

o o oL 2 1-—t2
2 ine =4 = 2201 = = .
— — 51N* - Ccos ’
COs 0. = COS 7 ] 3 ( ol 1+ 62

o sl 2t

: i O e O 22> 192 = .

sin @ = 2C05 ) sin 2 cos 7 ( cos D!) 1+£2!
2

sin o 2L

si, de plus, tan o est défini, tan o = A iR

__3.3. Travaux diriges

EEEEEEE  1°) Démontrer que pour tous nombres réels a et b ; on a : 2 sin a cos b = sin (a + b) + sin (a - b).

F T 15 an 5n 6n
2°) En déduire que : Z sin—- (cos? + €08 = + €08 =5 ) = sin =
2n an

T 1
3°) Démontrer que : COS —- — €08 7= + COS = = .
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Solution )
1°) D'aprés les formules d’additi
sin (a + b) + sin (a—=b) = sin a cos

—2sinacosbh.

L LU DS':E-I'EOSS—E),
2°) Fﬂsons:h=25in?(cus-?—+c 7 -

onona:
b+sinbcosa+sinacosb-sinb g,

A:zsin-g-ms -’-7‘-+25inl;~c033—;5+25in%cus -

En appliquant le résultat précédent, on obtient :

A =sin3?£+sinu+sin'%-siu%ﬁ+sin B%—Siﬂ%:sin @;
39) Ona  sin & = sin (n - 3) =sin J-

Donc : cos %+ cos 3-}+ cos 5TE= %

UT:EDG%’E:—(H}E (It-s%)=—cus ?_;_E

D'oi : cos %—cos 273+ cos %: %

r L]
ﬁzExerclces L

S
3.a Calculer le sinus, lg cosinus et | ﬁm/{ﬂﬁ%
chacun des pomh - a tangente de 3-9 X est un nombr Ié ;
mbres réels suivants : LT ® réel non multiple sy 1
_%ﬂ_ . _12n . _ 199 - m ; émuntrerque:_glﬂ_l.iihcush% 1
G 4 2. E:;primer en function de co:;:-l:
3b a) SD3x . cosdx '

Démontrer que, Pour tout nombhy,

sin x cos .x '
a) cos o + gpg (I:I 4 _23'5)
3

eréel o, on g - si
) 1 b) n 5x cos Sy
4n DX e

b} sin +sin ( 2r
&+ 57) +sin (o 4 47) o
d ) ( e ) =0 3F est un nombre réel. Démontrer qus:
e o costy = 1 3
0 n co 05X = - cos e S
nsidére un nompyg Téel o tel que f iy
Z<e<n g cns(_’L_ 2 ) Sin®x = = cos 4x - - cos Zr + =
Caleuler oq z7%=5. 8 ? 5
5 0, cos 2q, tap 2
»lan 2q,
3d *ely song g 3.9 xestun nombre réel tel que : cos x#0
ont Blx 1 '
QU6 : cog g . 3 Mombres régls 4, [0 _ _rr_] t 1. Démontrer que : 1 + tanx %Eﬂ »
Cal 5 ®cosys 1 V7| tels 2. Calculer sin x et cos x dans chic?
alculer gy (Zx-y] 3 suivants :

ﬂ}lﬂﬂ.‘{‘::—é-et XE ]D;-%-[:

b}tanle"'ﬁ t TE _;,;u[.
'l—_"-— ..,33 r ] 2



La résolution d'équations trigonométriques se raméne le plus souvent 4 la résolution d’équations de types :
cosx=da, sinx=a, tanx=aq.

~—4.1.. Equations de types : cosx=a, sinx=q, tanx=a

pour tout nombre réel x,ona: -1 <cosx<1.
* Siae [-1;1],il existe un nombre réel o tel que cos oL = a.
CoOsx=a =) COS X = COos ¢

& x=aol2r] ou x=-al2n]
Les solutions de 1'équation dans R sont les nombres réels x de la forme
x=o+k2n,keZ ou x=-a+k2n keZ

mmmmmmm Equation du type : cos x = a
Soit a résoudre dans R I'équation : cos x = @, oil x est I'inconnue
et @ un nombre réel donné.
* Sia<~1 ou a>1,cette équation n'a pas de solution puisque,
!

Proprieté

[ i s
| Pour tous nombres réels x et o, on a:
!_qgs-:_r:cnsnr. & x=o+k2mkeZ ou x=-oa+k2nkeZ.

&

Résolution dans R de I'équation (E) : cos 2x =- 5

(E) & cus:‘:‘x:cos%

= u=%+k2n.kez ou sz—%’[+k2n.kez

Exemp.l'e.

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :

_5n __5m
x—ﬁ+kn,kez ou x= 12+k1t,ke Z.

Les images des solutions sont les sommets d'un rectangle inscrit
dans le cercle trigonométrique.

smmmsmm Equation du type : sinx=a
Soit & résoudre dans R I'équation : sin x = a, ol x est |'inconnue et ﬂ—ﬂ/‘

a un nombre réel donné.
¢ Si @ < -1 ou a > 1, cette équation n’a pas de solution puisque,
pour tout nombre réel x, -1 < sinx<1.
¢ Siae [-1:1],il existe un nombre réel a tel que : sin a = a.
sinx=a = sin x = sin o
& x=o[2r] ou x=n-al2n]
Les solutions de ’équation dans R sont les nombres réels x de la forme :
x=a+k2trkeZ ou x=n-a+k2n kel

Propriété

o
0
a
-0
|
|
B, . 5%
“/Tti 12
\Z |
on 5
T -5

EELS

Pl )

O

l_l'uur tous nombres réels xet o, on a:
sinx=sina & x=o+k2mkeZ ou x=n-o+k2n ke ?Z

Angles orientés et trigonométric 37

Scanned by CamScanner



Exemple

‘ , - =
Résolution dans R de I’équation (E) : sin (x ﬂ) 2’

i B | U
[E] L3 sm( 4)"51'“6 kznkéz
= x—i‘-z?+k2n keZ ou x-T*“'?+ ’
13n
= x=15'_z+k2n: ke Z ou x—_—+k2ﬂ ke Z 19

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :

5x
x=ﬁ+k2n keZ ou x-—lfg-i-kzlt.kez

memmmm Equation du type :tanx=a

Soit a résoudre dans R I'équation : tan x = a, ol x est l'inconnue et
a un nombre réel donné.

La fonction tangente prend ses valeurs dans R ; donc, pour tout
nombre réel a, il existe un nombre réel o tel que tan o = a.

- Y
hDL‘-i

tanx=a = fan x = tan

& x=ol2n] ou x=n+a [2n]
Les solutions de 1'équation dans R sont les nombres réels x de la forme : U
x=o+k2nkeZ ou x=n+oa+k2n kel
c'est-d-dire;x=a+ kn, ke Z

Pro o rlele

 Pour tous nnmhres reelsxel atels que tanx et tan o sont déﬁms ona:
tan x = tan o & x=a+kmnkeZ
Exemple

Résolution dans R de I'équation (E) : tan 3x = - 3

9
= 31:—3-+kn,fcez

o =]
=
j\w

—
<2
=)

dans le cercle trigonométrique.

—4.2. Equations du type : a cos x + b sin x + ¢ = 0

Exemples

Soit & résoudre dans R les équations (E) ; —— COS X — ‘(.__ sin x =

{2
5 et (H): ﬁ (cos x
« Dans I'équation (E), on remarque que - et - 7 sont respectivement
égaux a cos (- —] et sin (- ?]-
Donc: (E) & cos (- %] €oS x + sin (— l;-) sinx = "'—i-
o cos[—i—x]=cos% ©

= x———[Zn] ou x——_[zn]

Les solutions de (E) sont les nc:-mbres réels x de |a forme -
I—-%J—an,kE Z ou e +kzz ke 7,

-n|--.1.
m‘m
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S o g 2R . '
2n L)
' 0
Les solutions de (E) sont les nombres réels x de 1a forme : %s
=Bk B kel
=79 3" ;

Les images des solutions sont les sommets d'un hexagone régulier inserit 1z

i 9

/
/

. R |
+sinx)=

0
) £

=3




* Pour résoudre de fagon analogue 1'équation (H), il suffit de diviser les deux membres de 1'équation par 2.

Ona:(H) < {_%“cnsx+ Jisinx:--l—

2 2
= cus%cosx+sm%—smx (:052?“ 1%
L
=) cns(«;i-— )-cusz—;- O 0-

= I=-—[2ul ou x_llzn [2r].

Les snﬁlutions de (H) sont les nombres réels x de la forme :
.r-——+k2n keZ ou x-1—+k2n' ke Z.

12 _5n
12

R R R R R R R N — S R S —

- Soit & résoudre dans R une équation du type: acosx+bsinx+c= 0.

I
|
e |
| * Sia=00ub=0,on se raméne a une équation du type : cos x =a ousinx=a.
'E'Siaaﬁl]etb:en,alorsaz+b2=r=ﬂat'ona:

cos x +

. b " |
acos x + b sin x = [a?+ b2 [ —2 —Sm-x);
& ( a’+ b2 a+ bh? |
. or ( J'sz:f: )z-i-_( sz—bz )2 = 1, donc il existe un nombre réel ¢ tel que :
' a+ Jas+

I' a e b |

|
|
1
|
I

cosp=———=— et sinfh=——
! ? Ja®+ b® 28 Ja+b? |
| Hediiit e ey o sl !
| onen uit que : a cos x + b sin x = Ja*+b* (cos ¢ cos x + sin ¢ sinx |
. = Ja%+ b? cos (x—¢) ;

" on est ainsi ramené a résoudre I’équation : cos [x — ¢) = ——=

: ' R e SRR

—4.3. Autres exemples d'équations trigonométriques

ENEEET 1. Résoudre dans R I'équation (E) : cos x = sin TT?‘-

5n
Solution : 14
; . 5T an
On sait que : sin -2~ = cos 77, car %;:%-1—4-. 5
T
Onadonc:(E] ¢« cnsx o8 17 0
= 5%
= ,t‘-14 [2n] ou x= 12 [27].

Les soluﬁons de (E) sont les nombres réels x de la forme : “5n

Sm 14
xX= ﬁ +k2nm,keZ ou x=-— i3 +k2n ke Z

mEEES 2. 1°) Résoudre dans R I'équation (E) : cos 2x + /3 sin 2x¢ = 1.

Représenter ses solutions sur le cercle trigonométrique, -
2°) Donner les solutions de (E) appartenant a l'intervalle ]—» 5 2;:]

Solution S
1) cos 2x + /3 sin 2x = J1+3 (—%—EOSZI+ 3 smz.x)
= 2 cos (Zr—-:’?'l-]
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e 1

I
2
Donc: (E) & cos (Z.r—-j—;-)=*'%-‘ it &
n _n -5l 6
& 2-1‘“%5-3'[3“] ou 2x— 73 3
T
& 2Zr=n2n] ou HE"';:T[mﬂ kel T 0
__T_t,. T, = 5
& 2x=x+k2rn,keZ ou ZX="73 N
Les solutions de (E) sont les nombres réels de la forme : hJEtF
-t=—121-+kr:.kez ou x=-%—+kﬂ'.kez° -
L3R N L fen<2n: o
2°) » Cherchons les entiers relatifs k tels que : = 3~ <7 ¥ E A i
M i kngon e —2<ksd Trois valeurs de k conviennent =1; 0 ;13 L ieur correspond Jeg r,,
2 2 ) -
i ; ._m,m 3¢
solutions suivantes R

ar s < :
* Cherchons les entiers relatifs k tels que : = 5 <— 5 + kK ® <27

' B Tikn<an o -d<k<id. Quatre valews dek conviennent : —1; 051 ; 2 ; Il leur correspopg

2 6 3
. . n, 1in
les quatre solutions suivantes : — ZBE e %‘- i 5-5" i

. In .
! * Les solutions de 1'équation (E) appartenant & l'intervalle ]- 5 21:] sont donc :
_m._=n n . n. 5%, 3%, 1%

BT TTe e 6 20 6
. In
EEEEEN 3. Résoudre dans R I'équation (E) : tan 2x + tan (I'T) =0.
Solution
* Détermination des contraintes sur I'inconnue
I _dn.n n 3 57
2x # 7 +kn et x ) +kn & xaaTHcT et x :-;--:-k n
I Ry
& x# 3 +k 5

Les images de ces nombres sur le cercle trigonométrique sont les sommets d’un carré PQRS, dont le
cbtés sont paralleles aux axes du repere (O, I, J).

* Résolution de (E) AG“)

(E) = taan:—lan(x-aT“) %
= 1an2x=lan(3ﬂ ) E E'F

T—x

1
Dunc:2x=i—“-x+kn,kez; B(lfﬁu)

' sra s o= U I
c’'est-a-dire : x = 3 +k 3.kE Z.

Les-images sur le cercle trigonométrique des nombres réels ainsi 6]
t&rou\r’ég sont les som[gleis {l)'un hexagone régulier AECDE; ?:ll:rsli P:]

eux des sommets (C et F) sont sur la premidre b & L
repére (O, 1, ]). ssectrice dy

» Vérification des contraintes d

Les nombres réels solutions de (E) sont ce
(C) sont les points A, B, D et E, sommets
sommets du carré.

Les solutions de (E) sont donc les nombres réels x g

. 1
dl-lx fiont les images sur D(.-lgm)
e I'hexagone sans atre

e la forme :

7R T

Les images des solutions sont les sommets d'un rectan
rectangle inscrit dq tri
ns le cercle trigonométrique:
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EESEES 4. On considére I'équation (E): 2cos x -3 sinx+1 =0.

1°) Vérifier que les nombres réels x de la forme : x = + k 2x, k € Z ne sont pas solutions de (E).
2°) Résoudre dans R I'équation (E), en utilisant le changement d’inconnue : t = tan %

On donnera les solutions & 10~% prés.

Solution
1°) Soit x un nombre réel de la forme ; x =n + k 2n, ke Z.
Onaicosx=-1 et sinx=0;donc:2cosx—3sinx+1#0.
2°) Pour toute solution x de (E), d'aprés la question précédente, tan % est défini.
1-—¢2 2t
Ona:cosx= i =
118 et sinx T
1-—¢2 2t
Donc: (E) & 2 -3 |—— =
B = 2loral-slzrg)ri=o

& —ti—6t+3=0.
Les solutions de cette derniére équation sont : &, =— 3 + 2 J3 et t,=-3-2/3.
En utilisant une calculatrice, on trouve que les solutions de (E) sont les nombres réels x de la [orme :

3-~043+kmkeZ ou F=-142+kmkeZ,

c'est-d-dire : x =086 +k 2n, ke Z ou x=-281+1Ik2n ke Z.

WE XETCICRS Bt ittisiir g o

(dans chaque cas, on représentera les images
des solutions sur le cercle trigonométrique)
1.xe [-n;3n], sinxr= %— :

4.0 Résoudre, dans I'ensemble indiqué, les équa-
tions suivantes :
(dans chaque cas, on représentera les images

des solutions sur le cercle trigonométrique) 2.xe R, sin2x =% .

lLxe-2n;2m, 2cosx=2; 3.xe R, sin(—g-— 2,1:} = cus(.’c- %)

2.xe R, cos 3.\.':—"% i

3.xe R, cos2r=cos {% -.r). 4.c  Résoudre I'équation : x € R, tan 2c=-3.

4b Résoudre, dans 1'ensemble indiqué, les équa- 4.d  Résoudre I'équation:x€ R, cosx+ J8sinx=2.

tions suivantes :

e e e
Y |

y Inéquations trigonométriques

Les résolutions d'inéquations seront traitées sous forme d'exercices.
On se limitera aux inéquations simples de type : cos x<b ou cos ax < b (ou sin ou tan).

EEEm=m 1, Résoudre linéquation (T) : sin x> - -
sur les intervalles suivants: a)l-n;nl, b)[0;2x[, ¢ R.

Solution
Considérons les points M et M’ du cercle trigonométrique ayant pour ordonnée — %
Les points du cercle trigonométrique ayant une ordonnée strictement

supérieure & — % sont les points de I'arc MM’, M et M’ étant exclus.
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I
= gt 5

Sl} Da“f I-7; 1], M et M’ sont les images respectives de =
onc 'ensemble des solutions de (I) est :

b §[ 0] §:2]

6 11x
b)D i I ot =
ans [0 ; 2n[, M et M’ sont les images respectives de 5 et g

donc 1'ensemble des solutions de (I) est :
[0+ [ o T . -
¢) Dans R, ’'ensemble des solutions de (I) est la réunion des intervalles

delafurme:]—%‘-+kzn;%t-+k2u[.k2 Z.

I'ensemble d
EEMEE 2. Résoudre dans R l'inéquation (I) : cos 2r 2 %’ R e o168 8alntions

appartenant a l'intervalle |- ; ] sur le cercle trigunuméll’iqUB-

Solution
| Posons : X = 2x. L'inéquation cos X = 1 admet comme ensemble de
solutions dans R la réunion des intervalles de la forme :
n i
[_T+2k“' 3 +2kn].ke Z.
Onadonc: — E+2kn < 2x < F+2km

X
3

-

-

2

Ll
(]
[l
il
(]
1
-
]
il
i
L
!
]
il
L]
il
(]
I
|
I

| K] 3 r
| Dol : —-g—+kﬂ£.t£—g—+k1t. T

L’ensemble des solutions de (I) est donc la réunion des intervalles
| daIaforme:[-%+kn;%+kn].keE.

EEEmES=] 3. Résoudre dans |- n; 7l l'inéquation (I) : tan x < 1.
On représentera l'ensemble des solutions sur le cercle trigonométrique.

Solution
Contraintes sur I'inconnue : x # - -12?; et x# —g—-

n
Dans]—!t:‘ll:].lﬂnx:l & x=-0 ou .r=-£-':-.

q . an
Désignons par N et N' les images respectives sur (C) de - T o 7

Les points M du cercle trigonométrique tels que (OM) coupe (T) en
un point d’abscisse strictement inférieure a 1 sont les points des arcs

fﬁ et 'N', J, N, J' et N' étant exclus.
Dans ] n ; ©), 'ensemble des solutions de (I) est donc :

Fri-B[0] 3 5[ v]Ein)

| y/AE XETCICeS B o s A

5.0 Résoudre, dans R, l'inéquation : S.c  Résoudre, dans R, I'inéquation :
2cas(.t——4ﬂ—)+ﬁ<u- [3tanx+1<o.
(On représentera I'ensemble des solutions sur (On représentera 'ensemble des solutions sur
le cercle trigonométrique.) le cercle trigonométrique.)

5b Résoudre, dans - ; 7, l'inéquation ; 5d Résoudre, dans R, I'inéquation :
2 sin’xc - (3 sin x 2 0. tan (3x) + 1 <0, |

(On représentera I'ensemble des solutions sur g sur

le cercl trigonométrique.] (On représentera I'ensemble des solution
e cercle ;

le cercle trigonométrique.)
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APPRENTISSAGE

Angles orientés

1 A ot B sont deux points distincts du plan.
Représenter l'ensemble des points M du plan dans cha-
cuu des cas suivants :

= —F
a} 5 I st une mesure de (AB, AM)

b) [AB AM) a pour mesure principale — -5-
c}{AM AB] est I'angle nul ;

——__3
d](MA, MB) est I'angle plat.

2 A, B, C sont des points tels que :

__—'—\—____

(AB, AC) et{Bﬁ BC) ont respectivement pour mesures
principales £ ot — I,

Déterminer une mesure des angles :

= = = = = ==

(BA, AC) ; (CA,CB) ; (BA, CA).

3 PQOR est un triangle tel que les angles [{iﬁ C_ll'?"}

et (PK, (JP) ont respectivement pour mesures — %E et 2;1:

Démontrer que le triangle PQR est isocile,
@I ABC est un triangle équilatéral de centre S tel

= . . T
que (AB, AC) ait pour mesure principale 7
Déterminer, en radian et en degré, les mesures princi-
pales des angles orientés :

(BC,BA) ; (SA, SB) ;(SA,BC); (SA,CA); (SA, AB).

5 ABCDE est un pentagone régulier de sens direct
et de centre S. Déterminer, en radian et en degré, les
mesures principales des angles orientés :

————

e e = —F. —r — ==
(SA, SB) ; (AB, AE) ; (BE, BA) ; (CD, BA) ; (BC, DA).

6 ABC est un triangle non rectangle inscrit dans
un cercle (T). D est le point d'intersection des tangentes

= —F
4 () en B et C. Soil & une mesure de I'angle (AB, AC).

Déterminer, en fonction de o, une mesure de 'angle
-

—crefm
(DB, DC).

7 Le plan est muni du repére orthonormé direct
(0, 1, ]). Déterminer les coordonnées des points A et B
tels que :
*DA=3 el OB=5;

» & ot — I soient respectivement des mesures en radian
B 4 ep—

des angles [ﬁl: 6:\] et [C_JE U—ﬁ].

Trigonométrie
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“ExercicesZ—~

8 .I;L Calculer cos x et tan x, sachant que :
- ‘3. .
sinx == el xe ]2 .rt[.
2, Caleuler cos x, sin x et tan x, sachant que :
cos{5n~x1=% et xe |0;nl;
3. Calculer sin x, cos x et tan x, sachant que :

sin[—a:):—lf% et e ]— %:‘E[.

9 Démontrer que pour tout nombre réel x, on a :
* [cosr+sinx)?—(cosr—sinx)i=4cosx sinx;
s (1+cosx+sinx)®=2(1+sinx)(1+cosx);
o sinfx+costx=1-2sinxcostx
* 5in®x + cos®x=1- 3 sin x cos? x.
(On pourra remarquer gue, pour tous nombres réels a

eth:fa+ bl =a’+ 3a°b+ 3ab® + b))

10 1. Pour tout nombre réel x, démontrer que :
(cosx + sinx)® + ([cosx —sinx): = 2
2. Calculer eos x et sin x, dans chacun des cas suivants :

ajcosx—sinx=-1;
b)cos x —sinx = -é—

Angles associés

11 Calculer, en fonction de cos x et sin x, les
expressions suivantes ;
A=cos [+ x)+cos (k=x) +cos (—x) ;
B=sin(rn+x)+sin{mz-x)+sin(-x);
C=sin %—x) + 08 (3—2"—1:) +ms(x—£)+ms .t—Tu) :
D=sin(-’zt—+.v)+zsin(.t+wz’-[-) +sin(.t+5Tn.

12 Démontrer que, pour tout nombre réel x :
sin x = sin (—5‘-4- .'u:) ~ sin (i;*—.t) :

cosx=cns(%+x) +cus(%—~.\:) :

[Formules de trigonométrie

13 En remarquant que T=2x ~g_ démontrer que :

2+ 2 fo ]
cos%{'—z 2;'2 et sin%ﬁ= i
En remanquant que %= % - —. calculer cos %u et sin 33“

18 1. Ecrire cos 3x en fonction de cos x, sin 3xen
fonction de sin x.

i
2. En déduire que : tan 3x = tan x it

1-3tan®x’

15 1 Calculer :

i 5m
A=cos— 12 n::n:m%2 + sin ﬁ sm512 '
- u —— x
B =cos = 12 cos 75 —sin 12 Sin 3= .
5m 5n

: sin o= sin 25 LR LI.
2. En déduire que : sin 12 sin iz = €08 75 COS 3757 = .
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16 Démontrer que pour tout élément x de [0 "g_]'
ona:yl+ sin dr = | sin 2x + cos 2x].

17 Calculer cos x et sin x dans chacun des cas :

a)cos?..r:——%- et xe [0;L];

i T s
b}cusu-ﬁ et xe [?’“]'
c]cos?.r:—-g— et xe [--rr'.---g-]:
d}cnsz.r='f%- et xe [-2&:0].

18 Calculer sin 2x et cos 2x dans chacun des cas :
a)sinx= et xe[-X;Z];

g : L3my,
b) cos x = 5 et xe [n; 2].
cltan x = -3 gt *tE[-v-in—:G].
19 Calculer :
A=[:osz%+cusz%‘£+costsﬂ—“+cosz%:—ti
an

B = sin? %-+ sin? 5= tgin? 53—"+ sin? :;—I

i
(On pourra d'abord calculer A + Bet A-B.)

7R .. 11m_

20 Démontrer que : 16 sin 5 = i LI in—sr=

ﬁsm ESLDES 1.

E quations trigonométriques

21 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

a) sin (3.r+%) =si:1(2—1t ) :

5
b) sin 3x = cos (.r—%) ;
c)sin(—x-i-‘%x) +sln(2r+al) =0;

d} cos (—.t' + %‘-) +cos 3x =0,

22 Résoudre dans R, & l'aide d'un changement
d'inconnue, les équations suivantes et représenter les
images de leurs solutions sur le cercle trigonométrique :
al-2cos’x+cosx+6=0;

b}sinzlr—\f—sgin?.r+-g—=u.

23 Résoudre dans R les équalions suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

2 - L) cos? I\ _g.

a) cos (.?.I: 3) cos (.r+ 4) =0;
bl4costx+3sin®2xr=0;
c]2cos2x+4cosx—1=0;

; g Ty
d) sin 2x — 2 sin x cos (.t + T)_ 0.

24 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :
u}ﬂcﬂsx—ﬁ sinx+fﬁ=l};

b) cos 2x — sin Zx =-1,

44 Angles orientés et trigonométrie
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25 Résoudre dans D les équations suivanygg .
ajtan(1+-g—)—tﬂﬂ{2-t+—g-)=Df[]=m; :
b)3tan’x—-1=0,
¢)tan®x + (1 + [3)tanx+/3=0, D=|p ; 2],

D=fom;n,

[néquations trigonométriqye,

26 Résoudre dans D les inéquations suivanje, é
représenter les images de leurs solutions sur 15 cercle
trigonométrique :

ujcusxc—-%-. D=R;
bjﬁsin(z.td--’i‘-)—lsﬂ. D=[0;2n;
¢)sinx-cosx <0, D=R.

27 Résoudre dans D les systtmes d'inéquations
suivants et représenter les images de leurs solutions gy
le cercle trigonométrigue ;

2

a) smxs-z—

2sinx+120

-

51N X < —

b) 2 ,D=R;

o
cos X2~

. A
o) smh«:T D-R.

1
- —
cas 2x 2 7

,D=[0;2n[;

28 Résoudre dans D les inéquations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

a) 1-2cosx

20, =)—1n:7l:

2sinx -3 Dkl
bJZCDslt'-——‘l{ﬂ D

1+2C052x ' —[0.211:[.

29 Résoudre dans D les inéquations suivantes €l

“"‘Présenler les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique ;

in2
a) sin .r——%-so, D=]-n;nl;
blcosx (2sinx-1) <, D=l-mnl:
5)20032x+ﬁcusxgu. D=[0;2nl:

d}4siu2x+2[¢'§_.ﬂ1] sinx— /250, D=I[0;2nl

16 30 Résoudre dans les inéquations suivantes ®
Présenter les images de leurs solutions sur 1¢ Gt
trigonométrique ;
n
E'Jtﬂﬂ(.t—-é_)at]. D=R;

b-“"a-n-ti?bl, D=R
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APPROFONDISSEMENT

31 On considére deux parallél
_+E L] é ﬂgimmes ABCD
et AECF. Démontrer que : (EA,EB) = (FC, FD),

32 1. A, B, C, D et E sont des points tels que :
AB=AC=1,AD=2, AE=3;
25m 119m _ 85m
T2 —3 -~ g sont des mesures respectives des
angles [A'E,E(FI}. (AC, AD), (AB, AE).
Démontrer que les points A, D, E sont alignés ; calculer DE.

2. a, b, ¢ sont trois nombres réels et A, B, C, D, E des
points tels que :

AB=AC=1,AD=2AE=13;
a, b, ¢ sont des mesures respectives des angles
— i e
(AB, AC), (AC, AD), (AB, AE).
Déterminer une relation entre a, b et ¢ pour que les
points A, D et E soient alignés.
Calculer DE. (On distinguera deux cas.)

33 Soit [AB] et [CD] deux cordes a supports paral-
l¢les d'un cercle (4) de centre D.
1. Démontrer que :

(OA.OC) = (OD. OB) et (DA, OD) = (06, OF).

2.0n suppose que le triangle OAC est équilatéral.
Préciser la nature du triangle OBD,

34 ABC est un triangle tel que (AB, AC) a pour
mesure principale il
Déterminer les points D tels que :

_(AB,AC) = 4 (AB, AD) et AB = AD.

35 ABC est un triangle équilatéral de sens direct
inscrit dans un cercle (€) de centre O.
P, Q, R sont trois points distincts de ().
Démontrer que le triangle PQR est équilatéral de sens
direct si et seulement si ;

—»

(OA, OP) = (0B, 0Q) =(OC, OR). -

36 Propriétés d'un angle de mesure 2 radians
Soit () un cercle de centre O et de rayon A.
1. Déterminer la mesure en radian, de I'angle au centre
d'un secteur de [€) dont l'aire est égale & celle d'un
carré de coté R.
2. Soit A et B deux points de (€). On considére le secteur de
(6), dont I'angle au centre AOB a pour mesure ¢, en radian.
M et N sont deux points tels que :
Me [OA], N € [OB] et OM = ON.

B

an
W A

On considére deux trajets pour se rendre du point A au
point B : =
T, : en suivant l'arc AB du cercle (€) ;

T, : en passant par M et N et en suivant I'arc MN du
cercle de centre O et de rayon OM,

Déterminer & pour que ces deux trajets aient méme lon-
gueur, quels que soient les positions des points M et N
sur les segments [OA] et [OB].

37 1. En remarquant que sin 5x = sin (4x + x),
démontrer que : sin 5x = 16 sin®x — 20 sin®x + 5 sin x,
2. Résoudre dans R 1'équation : sin 5x = 0 ; vérifier que

% et 2E sont des solutions de cette équation.,

3. Résoudre dans R 'équation : 16X° - 20X° + 5X = 0.
4. Déduire des questions précédentes les valeurs de
P - o 2T
sin = et sin 5
38 1. x étant un nombre réel, démontrer que :
cos 5x = cos x (16 cos?x — 20 cos®x + 5) ;
{1—cosx) (4 cos®x + 2 cosx—1)% =1—cos 5x.
2. a) Résoudre dans R |'équation : cos 5x = 1.
b) Déduire des questions précédentes les valeurs de

n qn T
Cos A cos 5 et Cos B

39 On considére trois carrés disposés comme dans

la figure ci-dessous.

T B o

Caleuler cos (B +9) ; en déduire que : a=p + 7.

80 a et b sont deux nombres réels donnés non

tous nuls et ¢ un nombre réel variable.

1, Justifier 'existence de deux nombres réels r et o, tels

que:a=rcos¢ et b=rsing.

2, a) Résoudre le systeme d’équations :
xcost+ysint=a

[x;y)e RxR, {
—xsint+ycost=>b

b) Démontrer que les solutions du systéme sont :

x=rcos(t+y)
'Iy=rsin[t+tp}*

¢] Soit [x ; y) une solution de 1'équation précédente et
M le point de coordonnées '[t] dans un repére orthonorms.

Démantrer que lorsque ¢ décrit R, le lieu du point M est

inclus dans un cercle que I'on déterminera. Préciser ce
cercle pour a* + b% = 4,

81 « et y étant deux nombres réels de I'intervalle
[0 ; ], on considére le systéme d'équations (S) :

COS X COS Jj = 3;‘ 1
{
sinxsiny="3;1.

1. Démontrer que le systéme (S) est équivalent au sys-
teme suivant :

{ cos (x + y) =

mlfa“' £

cos [x-y) =
2, Résoudre (S).

8% 1. a) Vérifier que : \[,34- 2/2=14+ /2
b) Résoudre dans R 1'équation ;
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5';'

2X2 4 II—J-Z)X—J-%=0.

¢) Résoudre dans Uj_l'inéqual.ion :

2X%+ (1-{2)X -2 > 0

2. Déduire de la question 1.b la résolution dans [ de

I'équation : 2 cos?x + (1= J2) cos x - % =0.
Représenter sur le cercle trigonométrique les images
des solutions de cette équation. .

3. Déduire de la question 1-c) la résolution dans I'inter-
valle |- n ; n) de l'inéquati?n ;

2costx+(1-2) cosx— -%—- > 0.

Représenter sur le cercle trigonométrique les images
des solutions de celte inéquation.

43 o est un nombre réel appar-
tenant 2 I'intervalle |0 ; - [et M son
image sur le cercle trigonométrique.
1. Démontrer que : sin & € o € tan @,
(On pourra remarquer que ['aire du
secteur circulaire délimité par les
segments [0}, [OM] et I'arc de cercle
IM est comprise entre les aires des tri-
angles OIM et OIT.)

2. En déduire que, pour tout x élément de ]D ] -;L [

sin.x tan x sin
N m—— ——— & —_—
ona: <1< el Cosx

an Pentagone régulier

Voici un programme de construction du pentagone
régulier.

* (€) est le cercle trigonométrique ; on considere les points

A 0
_Q( 04) et M(l)
2
« Le cercle () de centre Q et passant par M coupe le

egment [I'l] en P et Q.
i [g.es tangentes & () en P et Q coupent (€) en A, Det B, C.
On se propose de démontrer que IABCD est un penta-

one régulier. —_—
E. Soil o une mesure de I'angle (01, OA).

Calculer cos @, puis cos 20.
2. Spit p une mesure de l'angle [(;J_!_, DBJ.;
Calculer cos f et en déduire que p=2a

—
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3. Soit y une mesure de I'angle (OB, UQ]E :
Calculer cos T puﬂ A

En déduire que [Cﬁ.a’ﬂj = (O, DA).
Conclure.

85 Un couloir, de largeur 4'?3 métres, tourmg )
angle droit et sa largeur n'est plus alors que de 1 may, |

r T T

l

Sur la figure, une droite passe par 0, fait avec 1'un des
le o et coupe deux autres murs en A et B,

murs un ang
1. Exprimer, en fonction de ¢, les longueurs OA, OB et AB,
2. 0On pose : AB = f(a). .

4 cos (o — ~ﬁ—]

Démontrer que : f(a) = o

3. a) Déterminer « pour que : AB = 4.
b) Déterminer ¢ pour que : OA = OB.

86 Une chaine de vélo s’enroule autour d'un
pignon (P) de centre O et de rayon r et d'un pédalier (P')
de centre O' et de rayon r'. On pose : 00" =d.

Soit & la mesure en radian de 1'angle que fait (00’) avec
(AA’), tangente commune extérieure 2 (P) et (P').

1. Caleuler sin ¢, puis cos 2a, en fonction de d, T r.
2. On se propose de calculer la longueur L de la chain
Soit A et B (respeclivement A’ et B') les poinis %
contact de la chaine avec (P) (respectivement (P')):
a) Calculer AA' en fonction de d et o.

b) Calculer, en fonction de o r et r', la longueur des a1
AB et A'B' 0l la chalne est en contact avec (P) o4 @'
¢) En déduire, en fonction de «, d, r et ', la longuet
de la chaine.

3. Application
0[1&:r=5t‘.m,r':1[]cme'[d=45cm-

Calculer une valeur approchée a 10°% prés de 0.t de L




