Comment faire un raisonnement par récurrence
Le principe

On va tres souvent utiliser le raisonnement par récurrence en Terminale S.
Les étapes de ce raisonnement sont toujours les mémes et elles sont a bien respecter :

- Initialisation : on doit vérifier que ce que I'on veut montrer (encadrement, formule ...) est vérifié
pour un certain rang. C'est a dire que I'on fera la vérification pour le rang 0 ou le rang 1 ou .....
C'est comme si I'on vérifiait la source d'une information.

Attention, le rang de cette initialisation nous permettra ensuite d'affirmer que la propriété est
vérifiée a partir de ce rang.

- Hérédité : c'est la particularité du raisonnement par récurrence.

On va supposer que ce que l'on veut montrer est vraie pour le rang 7, et en utilisant cette
suppositon on doit montrer que cela reste vraie pour le rang suivant n + 1.

C'est comme si l'on vérifiait la bonne transmission d'une information.

- Conclusion : elle nous permet de résumer la démarche et le résultat obtenu.

Les trois grands types de raisonnement par récurrence (a voir sur les fiches suivantes)

Le premier type correspond au fait d'obtenir un encadrement pour une suite (ou parfois juste une
minoration ou une majoration).
Les questions posés seront du type :

- pour tout #» , montrons que 3 < U,

- pour tout n, montrons que U, < 10 ( c'est une majoration )

- pour tout » , montrons que U, =
Dans I'hérédité, il faudra prendre I'habitude de toujours partir des inégalités avec U, afin de construire
petit a petit les inégalités pour U, ;.

< 4 (c'est un encadrement ).

2 ( c'est une minoration )

Le deuxiéme type correspond au fait d'obtenir une formule explicite (en fonction de »).
Les questions posés seront du type :
- pour tout n , montrons que U, =12x2"- 5
Dans I'hérédité, il faudra prendre I'habitude de toujours partir du lien existant entre U,.; et U,.

Le troisiéme type correspond au fait d'utiliser une fonction f* définie par la relation U, ., =f ( U,).
On rencontrera trés souvent ce type de récurrence lorsque, dans la définition de la suite, on se retrouve
avec U, au numérateur et au dénominateur d'une fraction.
Les questions posés seront du type :

- montrer que la suite ( U, ) est croissante , c'estadireque U, < U, .

- montrer que la suite (U, ) est décroissante , c'esta dire que U, = U,., .

- prouver un encadrement (ou une majoration ou un minoration).
Dans I'hérédité, il faudra juste vérifier que la fonction f est bien croissante afin de conserver le sens des
inégalités.

Fiche (RecTerl) © Bruno Swiners www.coursmathsaix.fr




Raisonnement par récurrence
Pour encadrer (ou minorer) une suite (1)

Pour ce type de récurrence, 'idée de base sera, dans I'hérédité, de partir de la minoration de U, .
Puis, en travaillant sur les inégalités, on passe de U, a U,.,, et on obtient la méme minoration pour U, .

L'énoncé

On considére une suite définie par la relation Unpiy=095U, +200 avec Up=10000.
On veut montrer la minoration suivante : pour tout 7 , montrons que U, > 4000

La méthode

Initialisation
Om auil"qm Uy = 40 coco
Nome om oo Liea v, > L ooco

L’JM’?QG?'C U, 2 booo aF bie ui'«'ud(}&.- MU ARy O .

Hérédité
On rappelle ici que, pour les calculs, il faudra automatiquement partir de la minoration initiale de U, .
C'est a dire que l'on commencera par écrire : U, = 4000

Om Suppatte qui la. wimonatiom et vaie au Mgy Mo
aai b Ve 2 L oco

nam‘fﬂam c\wv... u..ex ﬂmh. V‘\a; A Mug, (M.-o- '.L) ;
aoit Uo,q 2 Wooo

O sk A Vi 2> b ooo

©n b & SRR

biem '101)?&(}1« L 3'|k 9.4% U >, A€ ¢ Looo
primtde diCpank! & . -~ Q\

sl 0,98 U, + 290 2 3400 + 200

')e't"— Unmea = Loeco
L_/b C,(Z/)F lw«m “

Conclusion

Si la minoration est vérifi€ au rang n

Alors cette minoration reste vérifiée aurang n + 1.

Or cette minoration est vraie au rang 0.

Donc, d'aprés le principe de récurrence, la minoration sera vérifiée pour tout entier n.
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Raisonnement par récurrence
Pour encadrer une suite (2)

Pour ce type de récurrence, I'idée de base sera, dans I'hérédité, de partir de l'encadrement de U, .
Puis, en travaillant sur les inégalités, on passe de U, a U,., et on obtient le méme encadrement pour U, ;.

L'énoncé

On considére une suite définie par la relation U,., = v2Un +3  avec Up=4.
On veut montrer 'encadrement suivant : pour tout z , montrons que 3 < U, < 4

La méthode

Initialisation

- . ',q‘\‘"qwu_ Ve = l4
Dou om-o—-L§¢..~_ 3$ug<l4
4

L7 encndarwnd 2 ¢ t),\ ¢l el Liem P«'z/l‘c: au u_&} L5

Hérédité '
On rappelle ici que, pour les calculs, il faudra automatiquement partir de l'encadrement initial de U, .
C'est a dire que l'on commencera par écrire: 3 < U, < 4

Om Avhb-;bt_ qr- -e'umalv.ml"ask Vet aw u.mg ~—
asilr D £ Um < L
Nowtomn Q- wle aenbe nai auw g (med),
ﬂéo(\’ 3L .t Y
D“W”' 3 ¢ Ua ¢ b |
Liem nespehe e asir 6 € 2_0/“\_ {4 (em muﬂ;%;awdffu 2,)
pnk AL biped L 4 ¢ Witd 44 (6w ayoudant3 )

';a'\ng \(\)LU.._*IS S m (4‘*)\ _ X{e/\_, ‘

o_— o uvlal

Conclusion

Si I'encadrement est vérifié au rang n

\Alors cet encadrement reste vérifié aurang n + 1.

Or cet encadrement est vrai au rang 0.

Donc, d'aprés le principe de récurrence, l'encadrement sera vérifié pour tout entier 7.
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Raisonnement par récurrence
Pour encadrer une suite (3)

Pour ce type de récurrence, I'idée de base sera, dans I'hérédité, de partir de l'encadrement de U, .
Puis, en travaillant sur les inégalités, on passe de U, a U,.,, et on obtient le méme encadrement pour U, .

L'enonce
On cons:dere une smte deﬁme par Ia relatmn U Wil= . e avec Up= T

On veut montrer T'encadrement suivant : pourtontn ,montronsque 0 < U, <1

La méthode

Initialisation

D Am"’qu&. U =

4

i

=
Nomte om o Lic.m. o é é

\< "’ LiCm Wrﬁl.(/c‘cl LY ‘\4«3,9‘

L-iappfite © ¢ U

%

Hérédité
On rappelle ici que, pour les calculs, il faudra automatiquement partir de l'encadrement initial de U, .
C'est a dire que l'on commencera par écrire: 0 < U, < 1

Om 60“:4&_ u«.e Cmujwhkmﬁl RU \Amg M. |
Asx(" O< !) ( 4_

nom.\"\o% Qur— L,u(x_ \a\ke, V'Mt PR \‘.u} (nu-d.) ;
/.\.c\\_ \®) < M‘_ﬁ_ < 4 .

© Om g&«l’b. O ¢ Un €4

[epg: o e D € 2UL ¢ U Cenmnlhipliad e 2)

i Al el 4 ¢ad+d s (o ajpudant 1)
PO o 4 _2Z é é (o,««,}mu{" len )

AN

-

-ﬂ_.- Z‘/“\. +4 3 caeb Lea
é <

Conclusion

Si 'encadrement est vérifié au rang »

Alors cet encadrement reste vérifié au rang n + 1.

Or cet encadrement est vérifi€ au rang 0.

Donc, d'aprés le principe de récurrence, I' encadrement sera vérifié pour tout entier 7.
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Raisonnement par récurrence
Pour obtenir la formule explicite d'une suite (1)

Pour ce type de récurrence, I'idée de base sera, dans I'hérédité, de partir de la formule de récurrence
existante entre U,.; et U, (cette formule est souvent donnée mais, parfois, c'est a vous de l'obtenir).

On remplace alors U, par I'expression supposée (qui dépend de ») et on montre que cette expression reste
vérifiée pour U,.; .

L'énoncé

On considére une suite définie par la relation U,.; = 2 U, +5 avec Up=7 ‘
On veut montrer la formule suivante : pour tout n , montrons que U, =12x2"- 5§

La méthode

Initialisation

t Oln.t /M\H"qw!_ Ug -:_

Om Acme(qu, aﬂo«A " FU\ o 4(«.«4 e&jmjc A(A. UM_
— om. obbiend U, = 42« 2°-6 =414 -5 -..—_@

Lo 591“»2:, o dome biew u-a\?dic:. dun Umg o .

Hérédité
On rappelle ici que, pour les calculs, il faudra automatiquement partir de la formule de récurrence entre
U, et U, . C'est a dire que I'on commencera par écrire I'égalité donnant U, .| en fonctionde U, .

O, Supne (ufnm-lc. vﬂaiufou« ) st U =42.2" -6

med
Nowlaows o(v..' e '\%"L Vare pous (m—ﬂ-) , o F U, a=42cl -S

e ) = Oun & Aamphal
O e M s S Segytoy s
bies SN soit J 2,(4.2_; -6 ) ¥ S

P,;.Jfo(,\ a(kflﬂ\.l, g

lso;lr (j,",‘ = Zxdl&ZA-—w + S /( W
' R g Voo T D me pan (alediq

Uiy =@Ze2:27 - 6 7447 =24
‘j At J ﬁ&(‘ w am a1 g

RS R
M

w=22x2 -6 | .
L—» uf%l"a?m“

Conclusion

Si la formule est vérifiée au rang n

Alors cette formule reste vérifiée au rang n + 1.

Or cette formule est vérifiée au rang 0.

Donc, d'aprés le principe de récurrence, la formule sera vérifiée pour tout entier 7.
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Raisonnement par récurrence
Pour obtenir la formule explicite d'une suite (2)

Pour ce type de récurrence, 1'idée de base sera, dans I'hérédité, de partir de la formule de récurrence
existante entre U,.; et U, (cette formule est souvent donnée mais, parfois, c'est 4 vous de l'obtenir).

On remplace alors U, par l'expression supposée (qui dépend de ») et on montre que cette expression reste
vraie pour U,.; .

L'enonce

i e Ul
ol

nkl

On con51dere une sulte deﬁme par la relatlon (i e

Onfvéut ﬁ;qnt‘rer‘la fonnule 5SuiVante: ‘pour tout n , montrons que U, =

La méthode
Initialisation

Am l.uu\'qwg. Ve —D

O vu.m(lau__ Jou e P-( J«ws («.fm‘mje. .Le_ UM

—_—t Oan Osz\ Cuk M = —‘d-'—_-—d":: 4_

Le jnmupc. !/*&‘lo»(, l-;izu_ ujc'o—c-, auw \'““2’ e T

Hérédité
On rappelle ici que, pour les calculs, il faudra automatiquement partir de la formule de récurrence entre
U, et U, . . C'est a dire que l'on commencera par écrire l'égalité donnant U, ., en fonction de U, .

Om_ N C&—j\hmwef- Viaie pPUA asibE U, = M_ﬂ_

a4
m -2

Q& ?*_4" , u _ um (M{-/‘L)(—/-L —~
é((:/"k 1e» —(7({(1 (& !}m'\' 4.

nauhmu; q~ c_«o 'ws'fc, Vaie fbw\. (nu- 4,) I A>." ()”'-_-

A k_ u m - mEA - med - ._4..‘__
oy du-\ 4 *1 ﬂ.i-Mk‘.‘. me M* L.
O Uau a2 ;d. e 4_ m+d {
U pa s Eu (‘ s ottt e, |
| 4 \
Conclusion N

Si la formule est vérifiée au rang » (
Alors cette formule reste vérifiée au rang n + 1.
Or cette formule est vérifiée au rang 0.

Done, d'aprés le principe de récurrence, la formule sera vérifi€e pour tout entier .

g =X
Y s

[
¥e|®

e U"[(“
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Raisonnement par récurrence
Pour obtenir la formule explicite d'une suite (3)

Pour ce type de récurrence, I'idée de base sera, dans I'hérédité, de partir de la formule de récurrence
existante entre U, et U, (cette formule est souvent donnée mais, parfois, c'est a vous de I'obtenir).

On remplace alors U, par 'expression supposée (qui dépend de #) et on montre que cette expression reste
vraie pour U, ., .

L'énoncé

On COnSIdere une sulte définie par larelation U, =1+2+3+....+n o
“nintl

On veut montrer la formule sulvante pour tout n > 1 montrons que U = ( 3 )

La méthode
Initialisation

Qo Ml;\'qw.. U,l-_-_EL] ( om au'\o\\k UL:/_LLZ,::S >

D I\Q.MFQO\QQ— O.e?"A M. Fa\ 4_ A‘..; e&_ J.ﬂmweg, A'_ Um
—_— Qe 0\5"; CM.\‘- \)1: A« Li"i\ w17

Lo jnmufc.. b dome bicw u-("a.l({.'i'z_ au "aug, =

Heérédité

On rappelle ici que, pour les calculs, il faudra automatiquement partir de la formule de récurrence entre
U, et U, ., . C'est a dire que I'on commencera par écrire l'égalité donnant U, ., en fonctzon de U, .
Mais, avec cet énoncé, c’est a vous de trouver ce lien !

OnécritalorsU,.; =1+2+3+...+n+(n+1)=U, +(n+1l) soit U,,+1 -—-U,, +(n+1)
—_———

Ve
Om 'whoaM. ‘ekf.nmueL vViai ¢ Pu& M | Qo\" Um = -‘:"——(-:‘—'.—9'—\-—

2
“Oﬁkam 1\1\. ‘Lett_, '\U\\'L \r\m < faucL (Mq—4,\ kg\k |J M"'d‘l(‘“‘-?‘\
-

O*. fq«,l”l(&, % UM.'_‘ i M. 4 (M‘\" 1) e e, el A'?aut/

i e ey, o mlmedY Clmr ) n o e
[ 2

(?;» n)k’(& 0 ffa\k’ L)
sl U, = (me) (S 1) = (m*ﬁz_(

Oan a/‘ﬁ((jm("s&/ﬁ/\ (M{—/L) L—p L/&I'LDM, ,’/
4 {

Conclusion

Si la formule est vérifiée au rang n

\Alors cette formule reste vérifiée au rang n + 1.

Or cette formule est vérifiée au rang 1.

Donc, d'aprés le principe de récurrence, la formule sera vérifiée pour tout entier n > 1.
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Raisonnement par récurrence
Monotonie d'une suite définie a I'aide d'une fonction

On va utiliser ce raisonnement par récurrence lorsque I'on a une relation du type U, 1 =f ( U, ).
La seule contrainte sera ici de travailler avec une fonction f croissante sur un intervalle donné .
En effet, c'est la condition qui permettra de conserver I'ordre des inégalités et de respecter I'hérédité .

L'enonce

32 Un+2
Un+1
On veut montrer que Ia suite (U, ) est croissante, c'est a dire que Uy, > U, .

On cons1dére une smte deﬁme par la relatlon Un i avec U§'= 1. »

La méthode

Préambule

La méthode de base consistant a déterminer le signe de U, . ; - U, serait fastidieuse (on arriverait sur un
trinome du second degré et il faudait alors situer les valeurs de U, a I'aide d'un encadrement).

De méme, tout raisonnement direct par récurrence serait rendu difficile & cause du terme U, qui se
retrouve deux fois dans I'écriture. 11 faudrait une dextente sur les megahtes que peu d'éléves possedent.
— le plus sxmple est d'utlhser la fonctmn deﬁme par U,,+ ;= f ( U ) On aura f (x ) = %ilg-

Mais il faut montrer que f est croissante (sar [0,; +oo| car les termes U, sont clairement positifs).

g A\ T
NN OE %E_E soik ; (» o (avec ()220

- f‘(,,"',aaﬁu’;vc Awvs Ea' tor [__ qf%"m:‘\WAh Aus rc',t-w C

Initialisation
O w Ad; '- ﬂ\a&. u, | d_
'su re Qx4+
O o ° - -

Om_ o IQM&_. (/4. > uo

S
<

Hérédité ( qui sera trés rapide pour le coup car il suffit d'appliquer la fonctionf )

Om Au‘of:% Aaou.; ')Mrd_> u e
Om o\ab\em{" j “’4\>f( “_3 ‘7{1/2:“&&:4'\/: £

l),uc, L&L (oriERVE

éOnk UIM-L > Uﬁ-\“d. {Codns ‘

— (,/Q/)If' L% (a(
i

¢ i
Conclusion gf((}w) el Liem (romaNe '\
Si la propriété est vérifi€e au rang n
\Alors cette propriété reste vérifiée aurang n + 1.

Or cette propriété est vérifiée au rang 0.
Done, d'aprés le principe de récurrence, la suite est bien croissante pour tout entier 7.
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Raisonnement par récurrence
Monotonie d'une suite définie a I'aide d'une fonction (2)

On va utiliser ce raisonnement par récurrence lorsque l'on a une relation du type U, « 1 =f ( Uy ).
La seule contrainte sera ici de travailler avec une fonction f croissante sur un intervalle donné .
En effet, c'est la condition qui permettra de conserver l'ordre des inégalités et de respecter I'hérédité .

L'énoncé

On considére une suite définie par larelation U,+;= 0,95 U, +200 avec Uy =10 000 .
On veut montrer que la suite ( Uy ) est décroissante, c'est & dire que Uy+; < Uy .

La méthode

Préambule

La méthode de base consistant a déterminer le signe de U, + ; - U, fonctionnerait mais cela demanderait
d'encadrer la suite ( Uy, ) afin de pouvoir conclure sur le signe du résultat.

— le plus simple est d'utiliser la fonction définie par U, +; = f (U, ). On aura f (x)=095x+ 200.
Mais il faut juste montrer que f est croissante .

'« VR ;(;).&o'ﬁsu_-\-zoc aci b f'(x) = 0,4%

Sy j.bsl’foc;hut— L NVIN [R _—" /&«;"me?é&n"&. s R

Initialisation

om bait 91~ Ug = 40 coo
Om. u(’w&_ U,=0,98U, + 200 = 0,28« 40 = + e
om obtient Uy= 830 edow a bien U L U, -

Hérédité ( qui sera trés rapide pour le coup car il suffit d ’appliquer la fonction f )

On va ici obtenir un résultat qui surprend la premiére fois qu'on le voit.

En effet, on va travailler avec une fonction croissante qui va nous permettre de montrer que la
suite est, quant a elle, décroissante.

Oom l‘wﬂry&. Aouc UM,.l < :)M_ o lﬁﬁwt:;;l E@J’
Oan. o\;‘iemk f(‘)‘"'ﬁ-\ <f( (/.\) Jocce. B povettaisk.

-l r (
ik blens, £ ikt £ .|
K—,& L_/Cal”(ar @la

(’/i”( Uw\ s Lﬁlm’n A€c1ox’>f)@m}f€,

Conclusion

Si la propriété est vérifiée au rang n

Alors cette propriété reste vérifiée au rang n + 1.

Or cette propriété est vérifiée au rang 0.

Donc, d'aprés le principe de récurrence, la suite est bien décroissante pour tout entier 7.
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Raisonnement par récurrence
Encadrement d'une suite définie a l'aide d'une fonction

On va utiliser ce raisonnement par récurrence lorsque I'on a une relation du type U, .1 =f ( U,).
La seule contrainte sera ici de travailler avec une fonction f croissante sur un intervalle donné .
En effet, c'est la condition qui permettra de conserver l'ordre des inégalités et de respecter I'hérédité .

L'énoncé

On veut montrer que, pour tout 7 , on a I'encadrement : 1 < U, < 3.

On considére une suite définie par la relation U,. =

La méthode

Préambule
La méthode de base consistant a travailler sur les inégalités, en partant de 'encadrement de U, , serait ici
trés piégeuse I! 11 faudrait une dextérité sur les inégalités que peu d'€léves possedent.
3x +2 :
X
Mais il faut montrer que f est crmssante (sur [0 +eo[ car les termes U, sont clalrement posxtnfs)

£ I T 1 ak ne __L axc: W____'_W
el L b et "’(—“)‘Lm«n‘ (5)-

—le plus snmple est d'utiliser la fonctmn définie par U,,+ 1= f (U ). On aura - (x) =

9} ' &'@"{:A‘l “\uc, Aua \-:o-' .\...OE = /M" t.'\a'\Mﬁ.M}e. Ausy [:D ] +o® E

Initialisation
Da ’&Q.'!‘— Q‘*'-— t), = i
'59&\,0&&_';!&&.4-("}9\(3

. - g
L'O.mt..a_iu.mm(' MF l)lf.«g. Vﬂ'\.!/lc aw \a.u.a, O

Heérédité ( qui sera trés rapide pour le coup car il suffit d'appliquer la fonctionf )

M YAorv\ ; ‘/
=AAJN9M-AOAL. "L(OJ (3 Lké %M

CPJ\SQ{A/U TE

om obbicat ¢(a) ¢ f(‘A) 4; ) ,Lm K s

sedre !
dhdone (4¢) £ ¢ Una ¢ 4L (43)
2Rt ¢

o
OM- . \a;tw A é uau.@ g 3
| =

Conclusion

Si 'encadrement est vérifié au rang »

Alors cet encadrement reste vérifié au rang n + 1.

Or cet encadrement est vérifi€ au rang 0.

Donc, d'aprés le principe de récurrence, 'encadrement sera vérifié pour tout entier .

Fiche (RecTer10) © Bruno Swiners www.coursmathsaix.fr




Raisonnement par récurrence
Encadrement et monotonie en un seul coup (1)

Certains exercices nous proposent de faire un raisonnement par récurrence qui permettra d'un seul coup
de prouver la monotonie d'une suite et de trouver un encadrement de cette suite.
Si c'est bien maitrisé, cela fait gagner un peu de temps car on fait un seul raisonnement plutét que deux.

L'énoncé

On considére une suite définie par la relation U, ;= 0,94 U, +1,5 avec ol
On veut montrer que ,pour toutn,ona 0 < U, < U,+; < 25 .

Cela prouvera en méme temps que la suite est croissante (car on a U, < U, . ) et que la suite est bornee
(car elle est encadrée par 0 et par 25).

La méthode

Initialisation

Om o U,-_-d.

On walede UQ‘O’ALHJ +41.¢
=044 + 4,5 = 2., 44

bcwbomﬁ-l)fcm 94 Uo\ 4_‘(2-5

Heérédité
La relation de récurrence entre U, . et U, est suffisamment simple pour que l'on puisse partir

directement de 0 < U, < U,.; < 25 et que l'on passe au rang d'aprés en multipliant par 0,94 puis en
ajoutant 1,5.

O...Aoﬂwwlomu o § U,«_ { lj.“,ﬁ {ZS

me’el’l (“"W{k
wit 0CoMUL €08ty (138 e

bb;k- d-»\5 O‘)'\d '\‘1 5 OQ"IJ +4 S zs Cmagcw gw,f

Omm\:;tw 4\6 S ‘}M..;g, \( Uauz, ('LS
(1

\——{_;> C(f/)‘/ Lf)/b&-f h

Conclusion

8i la propriété est vérifiée au rang n

Alors cette propriété reste vérifiée au rang n + 1.

Or cette propri€té est vérifiée au rang 0.

Donc, d'aprés le principe de récurrence, la propriété sera vérifiée pour tout entier 7.
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Raisonnement par récurrence
Encadrement et monotonie en un seul coup (2)

Certains exercices nous proposent de faire un raisonnement par récurrence qui permettra d'un seul coup
de prouver la monotonie d'une suite et de trouver un encadrement de cette suite.

Si c'est bien maitrisé, cela fait gagner un peu de temps car on fait un seul raisonnement plutot que deux.

L'énoncé

On consideére une suite définie par la relation =07 1L (101515 avee. 1~ 0.6
On veut montrer que ,pourtoutn,ona 0< U,, < U, < 1.

Cela prouvera en méme temps que la suite est décroissante (car on a U, .; < U, ) et que la suite est
bornée (car elle est encadrée par 0 et par 1).

La méthode

Préambule

La relation de récurrence entre U, . ; et U, va poser probléme a cause du terme U, qui se retrouve deux
fois dans I'écriture. Je rappelle que cela signifierait que tout raisonnement direct par récurrence serait
difficile et qu'il faudrait une dextérité sur les inégalités que peu d'éléves possédent.

— le plus simple est d'utiliser Ia fonction définie par U,+; = f (U, ). : '
On aura f(x) =0,75 x (1 - 0,15 x ). Et il faut juste montrer que f est croissante sur [ 0;1 ]

Om o é(x =oﬁ-$x.(<l.-0,4$x.) —p '(’.3 = -0, 228 % + 0,3S
G o € [o31] i@ ok Endant qw/'(a) >o

EE ea.a(o...‘.‘.‘m,f "W S u\oim‘@_ Auw Lo ] .

Initialisation
O x Uy=0,
Ouw caleule Uy= 038U, (4-0,15U;)
0,35¢0,bx (4-9,45x0,6)
= O, Lkoas
bomuo'ov(o.\z‘\tw Lo S uﬁ- < l}, § 4—

Hérédité ( qui sera trés rapide pour le coup car il suffit d'appliquer la fonctionf ) ), 4., J‘* e 4
O,A. A\JP’?ML. AQ&L_ o < QJ < U <4- / (A('C/’ais%u«

Aome el
On 9\)\' Mt‘ ‘(o) j(d,“,;) /(U ) (f(d) L,vwéxuj—w(.
Omabicw ©0¢€ U, €U.,4€060S (u)

\_/

Conclusion L—/> e k- ‘9,, PR
Si la propriété est vérifiée au rang n

Alors cette propriété reste vérifiée aurang n + 1.
Or cette propriété est vérifiée au rang 0.
Donc, d'aprés le principe de récurrence, la propriété sera vérifiée pour tout entier 7.

] Fiche (RecTer12) © Bruno Swiners www.coursmathsaix. fr
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Le raisonnement par récurrence
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Pierre Dac a dit un jour:

« Quand on ne travaillera plus le lendemain des jours de repos, la fatigue sera vaincue. »

Suivant cette maxime pleine de sagesse, un gouvernement décide de faire passer le texte de
loi suivant :

« Si l'on ne travaille pas toute une journée, alors on travaille pas le lendemain non plus. »

Le dimanche venu, les gens ne travaillent pas. Et selon la loi, ils ne doivent pas travailler le
lendemain, i.ele lundi. Comme ils ne travaillent pas le lundi, ils ne doivent pas non plus tra-
vailler le mardi. Et ainsi de suite. Ainsi, plus personne ne travaillera a partir du premier jour
de repos.

L'exemple précédent se traduit mathématiquement comme suit :
» Notons &(n) la propriété, «les gens ne travaillent pas le jour 7 ».
e Laloi «Sil'on ne travaille pas toute une journée, alors on ne travaille pas le lendemain
non plus », se traduit par :

22(n) estvraie — ZP(n+ 1) est vraie

Autrement dit, si &2 (n) est vraie, alors 2(n + 1) est également vraie. On dit que la pro-
priété & (n) est héréditaire.

e Le premier jour de repos permet d’écrire que Z2(1) est vraie. C’est ce que 'on appelle
Pinitialisation.

PRINCIPE DU RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Le raisonnement par récurrence est un donc principe de démonstration, visant 4 établir une
propriété portant sur tous les entiers naturels.

Théoréme 1 : Principe de récurrence

Soit 2(n) une propriété définie sur N. Si les conditions suivantes sont véfiriées :

1. Initialisation. 22(0) est vraie;
2. Hérédité. Pour tout n € N, si 2(n) est vraie, alors Z(n + 1) est également vraie;

alors, la propriété &2(n) est vraie pour tout entier naturel 7.

Métaphoriquement, on peut se représenter le principe du raisonnement par récurrence comme
une ligne infinie de dominos qu’il s’agirait de faire tomber. Sil’on est capable de faire tomber

le premier domino (i.e si '’hypothese d’initialisation est vérifiée), et si la chute d'un domino
fait tomber le suivant (i.e si’étape d’hérédité est vérifiée), alors tous les dominos vont tom-
ber.
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Illustrons désormais ce nouveau mode de raisonnement sur un exemple, afin d’en fixer les
régles de rédaction (passages surlignés), auxquelles il est treés vivement recommandé de se
conformer!

up=4
Exemple : Soit (uy) nen la suite définie par 0 .
Un+1 =2Uup—3, pourn=0

On souhaite montrer que pour tout entier naturel n, u, = 3.
Notons & (n) la propriété  «u, =3».

1. Initialisation u, =4 = 3. Ainsi, 22(0) est vraie.

2. Hérédité. Soit n € N. Supposons Z(n) vraie et montrons que & (n + 1) I'est aussi.
Par définition de la suite () nen, ON @ U4 = 2u,—3. Or, par hypothese de récurrence,
U, =3,donc
Upi1 =2Up—3=22%x3-3=3

Soit u,+1 = 3. Finalement, 22(n + 1) est vraie et la propriété &2 est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété &2 est vraie pour tout n € N, a savoir :

VneN, u,=3

Exemple : Soit (uy)nen une suite définie par ug = 3 et u,4+1 = 2u, — 1 pour tout n € N. Dé-
montrer que, pour tout n € N, u, = 2+l 4,
Notons £ (n) la propriété «u, = 27+ 4 1,

1. Initialisation uy =3 et 2°*1 +1 =21 +1=2+1 =3. Ainsi, 2(0) est vraie.

2. Hérédité. Soit n € N. Supposons & (n) vraie et montrons que Z?(n + 1) I’est aussi.
Par définition de la suite (u,,) yen, ON A Uyt = 2Upy—1. Or, par hypothese de récurrence,
u, =2""+1, donc

Unp+1 =2Up—1
=2(2"1+1)-1
=2x2"1 421
=2"% 41
Finalement, 22(n + 1) est vraie et la propriété &2 est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété & est vraie pour tout n € N, a savoir :

VneN, u,=2""14+1



Cours de mathématiques ECT1

PROPRIETE VRAIE POUR 71 = 1y

Certaines propriétés dépendant d'un entier naturel zn ne sont vraies qu’a partie d'un certain
rang np € N. Le cas échéant, |'étapte d’initialisation ne porte plus sur 2(0) (ce qui n’aurait a
priori pas de sens), mais sur % (ny), le premier rang a partir duquel la propriété & est vraie.
Le principe du raisonnement reste ensuite le méme.

1
Exemple : Soit (u une suite définie par u; = % et u = u, + ————— pour tout
p (Un) neN p 1 21 n+l n n+Dn+2) p
n € N*. Démontrer que, pour tout n e N*, u, =1- —1
n
Notons 22(n) la propriété  «u, =1-—=».
IR 1 1 | :
1. |Initialisation u#; = —etl1—-—— =1- - = —. Ainsi, 22(1) est vraie.
2 1+1 2 2

2. Hérédité. Soit n € N*. Supposons & (n) vraie et montrons que Z?(n + 1) 'est aussi.

Par définition de la suite (u,,) yen, ON A Uy = Uy, . Or, par hypothese de

+—
(n+1)(n+2)

1
récurrence, u, =1 - ——, donc
n+

L
(n+1)(n+2)
1 1

+
n+l (n+1n+2)
3 n+2 N 1
n+1)(n+2) (n+1)n+2)
3 n+2-1
(n+1)(n+2)

n+1

S m+D(n+2)
1

_n+2

Un+1 = Un

=1-

=1

Soitu, =1-

i) Finalement, 22(n + 1) est vraie et la propriété & est héréditaire.
n

3. Conclusion. La propriété 22 est vraie pour tout n € N*, a savoir :

1

VYneN*, u,=1-

Exemple : Démontrer que pour tout n = 6, (n+2)? < 2",
Notons 2(n) la propriété  «2"* = (n+2)%».

1. Initialisation Pour n = 6 :25 = 64 et (6 + 2)% = 64. Ainsi, Z(6) est vraie.

2. Hérédité. Soit n = 6. Supposons & (n) vraie et montrons que & (n + 1) I'est aussi.
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Par hypotheése de récurrence, on sait que 2" = (n +2)2. Dés lors,

2L =2 52" 22 x (n+2)?
>2x (n*+4n+4)
>2n°+8n+8
>n’+6n+9
=(n+3)*
=((n+1)+2)°

Finalement, 22(n + 1) est vraie et la propriété &2 est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété &2 est vraie pour tout n = 6, a savoir :

Vn=6, 2" > (n+2)?

RECURRENCES IMPLIQUANT LE SIGNE X

Proposition 1 :

Soit (#,) nen Une suite. Pour tout n € N, on a :

n+l

Z Ug = Z U+ Upt
k=0

Remarque :
o Evidemment, on a également :

n+l

n+1 n
Zuk=zuk+un+1, Zuk—zuk+un+1,
k=1 k=1 k=2

etc.

 Cette propriété permet de démontrer un tres grand nombre de formules portant sur

le signe X, a l'aide d’'un raisonnement par récurrence.
Exemple : Démontrer que pour tout n € N :

L _n(n+1)
) k=—

k=0

+1
Notons 2(n) la propriété  « Z k= n(n ),

1. Initialisation Pour n=0:Y? k=0 k=0cet &2“) = 0. Ainsi, 22(0) est vraie.

2. Hérédité. Soit n = 0. Supposons Z(n) vraie et montrons que £ (n + 1) 'est aussi.
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S . . < nn+1) _
Par hypothese de récurrence, on sait que ) k = ————. Dés lors,
k=0
n+l n
Y k=) k+(n+1) dapreslaProposition ci-dessus
k=0 k=0
n(n+1)
=——-+4+(n+1)
2

_nn+1) N 2(n+1)

2 2

_(n+1)(n+2)

B 2

Finalement, 22(n + 1) est vraie et la propriété 22 est héréditaire.
3. Conclusion. La propriété &2 est vraie pour tout n € N, a savoir :
L nn+1
VneN) k= nn+1)
k=0
Exemple : Démontrer que pour tout n € N* :
i 2= n(n+1)2n+1)
k=1 6
1 nn+1)2n+1
Notons 2(n) la propriété ~ « Y k*= ( 13( N
k=1
1. Initialisation Pour n = 1 :Zizl k2 =1et 1(1“)(62““) = 1XEX3 = % = 1. Ainsi, 22(1) est

vraie.

2. Hérédité. Soit n = 1. Supposons £ (n) vraie et montrons que & (n + 1) I'est aussi.

n nn+1)2n+1
Par hypothese de récurrence, on sait que Z k2 = ( ) ). Des lors,

k=1 6

n+l1 n
Y k=) K+ (n+1)?
k=1 k=1
+1)2n+1
= n(n 1;( " )+(n+1)2
nn+1)2n+1) . 6(n+1)>
6 6
B (m+1)(n@2n+1)+6(n+1))
a 6
_ (n+1)(2n*+7n+6)
a 6
_ (nm+1)(n+2)2n+3)
a 6
_ n+1)(n+2)2(n+1)+1)
a 6
Finalement, 22(n + 1) est vraie et la propriété &2 est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété & est vraie pour tout n € N*, a savoir :

nn+1)2n+1)

n
VneN* ) k%=
k=1 6
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EXERCICES

m Soit (1) nen la suite définie par g = 2 et, pour tout entier naturel n € N,
Up+1 =duy+4

Montrer que, pour tout n € N, u, > 0.

m Soit (1) nen la suite définie par uy = —3 et, pour tout entier naturel n € N,
Up+1 =0 —4Up

Montrer que, pour tout n €N, u, = (=)l 41,

m Soit (1) nen la suite définie par ug = % et, pour tout entier naturel n € N,

Up+1
Uy +2

Un+1 =

Montrer que, pour tout entier naturel ne N, 0 < u, < 1.

m Soit (1) nen la suite définie par up = 1 et, pour tout entier naturel n € N,
1
Upsl = Z Up,+3

Montrer que, pour tout entier naturel n e N, u, <4.

m Soit (1) nen la suite définie par ug = 3 et, pour tout entier naturel n € N,

Montrer que, pour tout entier naturel n €N, 0 < u, < 3.

m Soit (u,) nen la suite définie par 1y = 2 et, pour tout entier naturel n € N,
Up+1 =2Up— N

Montrer que, pour tout €N, u, =2"+n+1.

Soit (1) nen la suite définie par up = % et, pour tout entier naturel n € N,

1+u,
2

Un+1 =

Montrer que, pourtout n €N, 0< u, < 1.

m Montrer que la suite (1) nen définie ug =1, u; =1 et, pour tout ne N,

Unp+2 =2Ups1 — Up — 2
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1. Calculer u; et us.

2. Montrer que, pourtout n € N, U, < Uy,.
m Soit () nen la suite définie par up = 1 et pour tout entier naturel n € N,
1

1. Calculer u;, uy et us.
2. Montrer que pour tout n =4, u, = 0.

3. En déduire que, pourtout n =5, u, = n-3.

m Montrer par récurrence que, pour tout n € N, 2" > n.

m Montrer par récurrence que, pour tout n € N*,

; (k+1)

n
n+1

m Montrer par récurrence que, pour tout n € N*,

i 3 n(n+3)
=1 k(k+ 1)(k+2) 4(n+ D(n+2)

m Montrer que :

nn+1)(n+2)

n
vneN, ) k(k+1)=
k=0 3

1. Démontrer que, pour tout n € N,

2. En déduire que, pour tout n € N,
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CORRIGE DES EXERCICES

m Notons £, la proposition : « u, > 0»
Initialisation (n=0):
ug =2 > 0 donc &, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &2, vraie et montrons que
2,1 est vraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que u, >0, donc

Up+1 =5Up+4>5x0+4=4>0

donc &2,,, est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

VneN, u,>0

m Notons 2, la proposition : « u, = (=4)"*1 +1»
Initialisation (n =0):
up=-3et(—4)""1 +1=(-4)'+1=-4+1=-3 donc &, est vraie.

Hérédité: Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &, vraie et montrons que
P, .1 est vraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que u, = (—4) n+1 41, donc

Upy1 =5—4Up=5—4X ((—4)”+1 +1)=5+ (—4)"2 _ 4 = (—4)"*2 41

donc &2, est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

vneN,  u,=(-4)"1+1

m Notons 27, la proposition: «0 < u;, <1»
Initialisation (n=0):
Ug = % et0< % < 1 donc &, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &2, vraie et montrons que
P, .1 est vraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que 0 < u,, < 1. Donc,

Up+1

Upsl = > 0 comme quotient de nombres strictements positifs

U+

Up+1 1+1 2

u = < =
LT 2 0+2 2

9
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Bref,
O<up <1
donc &2, est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

VnenN, O<up<l1

m Notons 7, la proposition : « u, <4»
Initialisation (n=0):
ug =1 etl<4donc &, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &2, vraie et montrons que
2,1 est vraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que u, < 4. Donc,

1 1
un+1:Zun+3$ZX4+3:1+3:4

donc &2, est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

VneN, U,<4

m Notons £, la proposition: «0 < u, <3»
Initialisation (n7=0):
Uup =3 et 0< 3 <3donc %, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &2, vraie et montrons que
2,1 est vraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que 0 < u, < 3. Donc,

1=V0+1<\up+1<V3+1=v4=2

Ainsi,
]. < un+1 S 2
donc &2, est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

VneN, O<u,<3

10
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m Notons £, la proposition: «u, =2"+n+1»
Initialisation (n =0):
up=2et2°4+0+1=1+1=2donc %, est vraie.

Hérédité: Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &, vraie et montrons que
P, .1 est vraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que u, =2" +n+1, donc

Upe1 =2Up—N=2x2"+n+1)—-n=2x2"+2n+2-n=2"14+(n+1)+1

donc &2,,,; est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

VneN, u,=2"+n+1

Notons 27, 1a proposition: «0 < u, <3»
Initialisation (n=0):
Ug = % et0< % < 1 donc &, est vraie.

Hérédité: Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &, vraie et montrons que
P, .1 est vraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que 0 < u, < 1. Donc,

\/0+1 \/1+un \/1+1
< <
2 2 2
\/T< <1
_\u =
2 n+1

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

Ainsi,

donc &2, est vraie.

VnenN, O<su,<l

1. Ona:
u2:2u1—u0—2:2><1—1—2:—1

u3:2u2—u1—2:2x (—1)—1—2:—5
2. Notons &, la proposition: « U4+ < Uy »

Initialisation (n=0):
ug=1et u; =1, donc on abien u; < uy donc &, est vraie.

11
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Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &2, vraie et montrons que
P, .1 estvraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que u,+ < U, etdonc —u, < —u,;. Ainsi,

Up+2 =2Up+1 —Up —2 S 2Up+1 — Upsl —2 S Upt1 —2 < Ups

Ainsi, &2, est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &2, est vraie pour tout
n dans N, a savoir :

VneN, Upil < Up

1. Ona:

2. Notons £, la proposition: « u, =0 »
Initialisation (n=4):
ug=3x(-3)+3-2=—41 +1=2, donconabien u, >0 donc & est vraie.
Hérédité : Soit n = 4 un entier quelconque. Supposons &2, vraie et montrons que
P, .1 estvraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que u, = 0. Ainsi,

1 1
un+1:§un+n—2>§x0+4—2>2

Ainsi, &, est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &2, est vraie pour tout
n dans N, a savoir :

VneN, u,=0

3. Soit n=5. Alors n—1 =4 et donc, d’apres la question précédente, u,,—; = 0. Dés lors,
1 1
Uy = gun_l +n-1-2= gun_l +n-3=n-3

Ainsi, on a bien, pour tout n = 5,
u,=n-3

m Notons &2, 1a proposition : «2" = n»

12



Cours de mathématiques ECT1

Initialisation (n=0etn=1):
20=1>0et2! =2>1, donc &, et 2, sont vraies.

Hérédité: Soit n € N* un entier quelconque. Supposons &7, vraie et montrons que %,
est vraie.
Par hypothese de récurrence, on sait que 2" > n. Ainsi,

2l — o w2 s on=n+n=n+1 car n € N*

Ainsi, £2,,,, est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

VneN, 2">n

L 1 n

I:!II Notons &2, la proposition : =
n A PIOP <<,€Z=:1k(k+1) n+1

Initialisation (n=1):
1 1 1 1

1
Z = = — et —— = — donc & est vraie.
=1 k(k+1) 1(1+1) 2 1+1 2

Hérédité: Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons &2, vraie et montrons que
2,1 est vraie.

n
. n
Par hypothese de récurrence, on sait que Z . Dong,

oy k(k+1) T+l

n+1 1

1 1
k; k(k+1)

:,sz:lk(k+1)+(n+1)(n+2)
n 1

_l_
n+l1 @n+1)(n+2)
nn+2) N 1
m+1)(n+2) (n+1)n+2)
_ nf+2n+1
S (n+D(n+2)

(n+1)*

T+ )n+2)
B n+1

n+2

donc &2, est vraie.
Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N*, a savoir :
n
n+1

n
1
\4 N*, =
ne kz=1 k(k+1)
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L 1 nn+3)

Not | ition : =
IRF] Notons 2, la proposition : « k; T DGTD "1 D0y
Initialisation (n=1):
1 1 1 1 1(1+3 4 1
Y = =—et _1a+3 _4 1 donc 2, est vraie.
=1 kk+D(k+2) 10+1)A+2) 6 40+DA+2) 24 6

Hérédité: Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons &2, vraie et montrons que
2,1 est vraie.

. ) . n 1 n(n+3)
Par hypothese de récurrence, on sait que Z Donc,

Zkk+1) 4n+D(n+2)

n+1 1 n 1 1
,C; k(k+1)(k+2) _,; k(k+1D(k+2) * n+1)(n+2)(n+3)
_ nn+3) N 1
T 4n+1D)(n+2) n+D(n+2)(n+3)
n(n+3)>% 4

T 4n+1)(n+2)(n+3) +4(n+1)(n+2)(n+3)
. nP+6n°+9n+4
T 4An+1)(n+2)(n+3)

(n+1)2%(n+4)

TAn+D)(n+2)(n+3)
B (n+1)(n+4)

T 4(n+2)(n+3)

donc &2,,,; est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N*, a savoir :
1 nn+3)

VneN*, kglk(k+1)(k+2):4(n+1)(n+2)

n nn+1l)(n+2
m Notons &, la proposition : « Z k(k+1)= % »
k=0
Initialisation (n=0):

0 000+1)(0+2
Zk(k+1):0><(0+1):0et$:Odonc,%estvraie.

k=0
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &2, vraie et montrons que
P, .1 est vraie.

& 1 2
Par hypothese de récurrence, on sait que Z k(k+1) = n(n%)(nﬂ Donc,
k=0
n+l n
Y k(k+1) =) k(k+D+(n+1)(n+2)
k=0 k=0
nn+1)(n+2)
= f+(n+1)(n+2)
_ nn+1)(n+2) N 3n+1)(n+2)
- 3 3
_(n+1)(n+2)(n+3)
- 3

14
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donc &2,,,; est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

VneN, Zk(k.,.l)zw
k=0

3
n n?(n+1)>?
1. Notons 27, la proposition : « Z k= % »
k=0
Initialisation (n=0):
0 2 2
0c(0+1
Z K=0>=0et % = 0 donc &, est vraie.
k=0

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &7, vraie et montrons que
P, 11 estvraie.

. , . nooo o nf(n+1)?
Par hypothese de récurrence, on sait que Z k® = — 2 Donc,
k=0
n+l n
Y=Y B+n+1)?
k=0 k=0
2 2
n“(n+1
_rnrlr (n+1)°
4
_nf(n+1)*+4(n+1)°
B 4
_(n+1)*(n*+4n+4)
- 4
_(n+1)*(n+2)?

4
donc £,,,; est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition &2, est vraie pour tout
n dans N, a savoir :

n n?(n+1)>?
vneN, Y k= nin+ 17
k=0 4
2. On sait (voir le chapitre 4), que, pour tout n €N,
1 nn+1
Z o= ( )
k=0 2
Donc,
no \* 2 2
n“(n+1
(Z k) _nf(n+1)
k=0 4

Donc, on a bien

k=0 k=0
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Chapitre 1. Le raisonnement par récurrence

1. Découverte du raisonnement par récurrence

On considére la suite de nombres (uy,),,y définie par :
ug = 1 et pour tout entier naturel n, wu,+1 = 2u, + 1.

Ainsi, ug=1puisu; =2xug+1=2x1+1=3 puisus =2xu; +1=2x3+1=Tpuisuz=2xus+1=2x7+1=15.

Décrivons les premiéres valeurs de u,, dans un tableau et comparons ces valeurs aux premiéres puissances de 2.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Uy, 1 3 7 15 31 63 127 255 511 1023 2047
2n+l 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

Il semblerait que chaque terme de la suite soit 1 au-dessous d’une certaine puissance de 2. On conjecture donc ou
encore on pense fortement que pour tout entier naturel n, u, = o+l 1.

Conjecture : pour tout entier naturel n, u, = 2"+ - 1.

Nous avons la sensation que ce résultat est vrai mais nous ne l'avons jamais démontré et il s’agit maintenant de le
montrer. Le tableau donné plus haut montre la formule quand n est un entier compris entre 0 et 10 au sens large. Mais
ce tableau ne montre pas la formule quand n = 11. On peut bien str vérifier « & la main » si oui ou non le nombre u;;
est égal 4 22 -1 :

Urp = 2xug+1=2x 2047 + 1 = 4095 = 4096 — 1 = 212 — 1,

et la formule est encore vraie pour n = 11. Mais elle n’est pas démontrée pour n =12 ...

Langons nous maintenant dans ce que I'on appellera au paragraphe suivant, un raisonnement par récurrence. Nous
ne savons pas si la formule est vraie quand n = 12 car nous n’avons pas pris la peine de le vérifier. Par contre,

si la formule est vraie au rang 12, alors elle sera vraie au rang 13.

En effet, si uyp = 213~ 1, alors u13 = 2 xu1a +1=2x (22 1)+ 1 =2% -2 +1 =2 — 1. Ainsi, nous ne savons pas que la
formule est vraie au rang 12 mais nous savons que si elle est vraie au rang 12, alors elle est encore vraie au rang 13.
De méme, si la formule est vraie au rang 17 ou encore si u17 = 2'8 — 1 alors

s =2xur+1=2x(28-1)+1=219-2+1=219_1,

et la formule est alors vraie au rang 18. Plus généralement, si on suppose que la formule est vraie pour un certain rang
n donné, alors la formule est automatiquement vraie au rang suivant. En effet, si on suppose que u,, = 2! — 1, alors

Ups1 = 2X Up +1=2x (271 = 1) +1 = 200+D+1 9 4 1 = o(n+D)+l

Ainsi, si on savait que la formule était vraie pour n = 0 alors elle serait automatiquement vraie pour n = 1 et si on
savait que la formule était vraie pour n = 1 alors elle serait automatiquement vraie pour n = 2 et si on savait que la
formule était vraie pour n = 2 alors elle serait automatiquement vraie pour n=3 ...

Finalement, il ne reste plus qu’a se convaincre que la formule est vraie quand n = 0 car alors la formule devient vraie
pour n =1 puis n = 2 puis, de proche en proche, pour tout entier naturel n.

20+1

Comme 2% —~1=2-1=1 et que ug = 1, on a effectivement ug = — 1. Mais alors, d’apreés la remarque précédente,

on a montré que pour tout entier naturel n, u, = 2"*! - 1.

Le type de raisonnement que nous avons tenu est un raisonnement par récurrence et le type de démonstration
que 'on a effectué est une démonstration par récurrence. Dans le paragraphe suivant, on va formaliser ce type de
démonstration.
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II. Le raisonnement par récurrence

On énonce maintenant le principe du raisonnement par récurrence. On admet le théoréme suivant :

Théoréme. On veut prouver qu'une certaine propriété £2(n), dépendant d’un entier naturel n, est vraie
pour tout entier naturel n.
Si
o 2(0) est vraie,
e pour tout entier naturel n, £ (n) vraie implique & (n + 1) vraie,
alors
pour tout entier naturel n, Z(n) est vraie.

Il se peut que la propriété &(n) ne soit pas vraie pour quelques valeurs de n parmi les premiéres et ne commence a

étre vraie qu’a partir d’un certain rang ng auquel cas on utilise le théoréme suivant :

Théoréme. On veut prouver qu’une certaine propriété Z?(n), dépendant d’un entier naturel n, est vraie
) )
pour tout entier naturel n supérieur ou égal 4 un certain entier naturel ngo.

Si

o P(ng) est vraie,

alors
pour tout entier naturel n > ng, Z(n) est vraie.

e pour tout entier naturel n > ng, & (n) vraie implique & (n + 1) vraie,

L’étape qui consiste a vérifier que 42 (ng) est vraie s’appelle I'initialisation et 1’étape qui consiste & vérifier que pour
tout n > ng, si la propriété & (n) est vraie alors la propriété & (n + 1) est vraie s’appelle ’hérédité ou encore cette
étape consiste a vérifier que la propriété est héréditaire. L’hypothése faite dans I’hérédité a savoir « si &(n) est

vraie » s’appelle ’hypothése de récurrence.

Exemple. Reprenons 'exemple du paragraphe I et rédigeons complétement la démonstration par récurrence. On
considére la suite (uy,)ney définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n, u,+1 = 2u, + 1. On veut montrer par

récurrence que pour tout entier naturel n, u, = 2" - 1.

Solution.

Description des étapes de la solution.

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n,
Up = 2"+ — 1.

eSin=0,uy=1et2°'—1=2-1=1. Donc, uy = 2°*!1 1.
La propriété & démontrer est vraie quand n = 0.

Etape 1. On écrit explicitement la propriété a démon-
trer sans oublier de préciser explicitement les valeurs de
n pour lesquelles la propriété va étre démontrée.

Etape 2 (initialisation). On vérifie que la propriété a
démontrer est vraie pour la premiére valeur de n envi-
sagée c’est-a-dire ici n = 0.

e Soit n > 0.

Supposons que u,
2(n+1)+1 -1

= 21 _ 1 et montrons que Upiq =
2u, +1

= 2% (2" -1)+1
(par hypothése de récurrence)

_ 2(n+1)+1 —924+1

_ 2(n+1)+1 -1

Un+1

Etape 3 (hérédité). On se donne un entier naturel
n fixé mais quelconque, supérieur ou égal a la valeur
initiale c’est-a-dire ici 0 grace a la phrase « Soit n > 0 ».
On décrit explicitement le travail & effectuer : on suppose
la propriété vraie au rang n et sous cette hypothése, on
la démontre au rang suivant n + 1. Puis on effectue ce
travail.

On a montré par récurrence que

‘ pour tout entier naturel n, u,, = 2" — 1.

La rédaction « Soit n > 0. Supposons que ...et montrons que ...
rédaction « Supposons que pour tout n > 0 ...et montrons que ...

Etape 4 (conclusion). On énonce de nouveau le ré-
sultat qu’on a maintenant démontré et on encadre ce
résultat.

» ne peut en aucun cas étre remplacée par la
». Cette deuxiéme phrase n’a pas du tout

la méme signification. Une démonstration par récurrence ne consiste pas 4 supposer ce que ’on veut

montrer.

Exercice 1. On considére la suite (uy,)neny définie par

ug = —1 et pour tout entier naturel n, u,+1 = 3u, +4

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, = 3" - 2.

Solution. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, = 3" — 2.
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euy=-1et3°-2=1-2=-1. Donc ug = 3° — 1. La formule 4 démontrer est vraic quand n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que u, = 3" — 2 et montrons que Un.+q = 3" - 2.

Uns1 = 3Up +4 =3 x (3" —2) +4 (par hypothése de récurrence)

=3"-6+4
=3 -2,

pour tout entier naturel n, u,, = 3" - 2. I

On a montré par récurrence que

Exercice 2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 3, 2" > n + 3.

Solution. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n > 3, 2" > n + 3.

e 23 =8 et 3+3=6. Donc 2% >3+ 3. L’inégalité & démontrer est vraie quand n = 3.
e Soit n > 3. Supposons que 2" > n + 3 et montrons que 2"t > (n +1) + 3.

2" =2 % 2"
> 2 x (n+3) (par hypothése de récurrence)
=2n+6=(n+1)+3+n+2
>(n+1)+3.

pour tout entier naturel n > 3, 2" >n + 3. I

On a montré par récurrence que

Exercice 3. On considére la suite (uy,)neny définie par

ug = 1 et pour tout entier naturel n, upi1 = =, — 2

3
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, w,1 < U,.

Solution. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u,.1 < Uy.
. 1 1 5
e up=1puisu; = -ug-2-= 3” 2= -3 Donc uy < ug. L’inégalité & démontrer est vraie quand n = 0.

e Soit n > 0. Supposons que u,.1 < U, et montrons que Upio < Upi1-

Un+2 = gun+1 -2

1 1 . )
< gun -2 (car 3 > 0 et par hypothése de récurrence)
= Un+1-

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel n, u,1 < Un,. I

1
Pour I’exercice suivant nous avons besoin de définir une notation. L’écriture Z Kk 1) signifie

! + ! + 1 oot ! + ! + !
1x2 2x3 3x4 = (n-2)(n-1) (n-1)n n(n+1)

! end
———— Pren
k(k+1) "

est une somme de n termes. k prend successivement les valeurs 1, 2, ..., n puis la fraction

1 1
1x272x3" """ n(n+1)

E k(k: 1)

successivement les valeurs et enfin on additionne les n fractions ainsi obtenues. Donc,

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 3 http ://www.maths-france.fr



1 22: 1 1 23: 1 1 1 1
+1 T1x2 =k(k:+1) 1><2 2x3" A~ +1) 1x2 " 2x3 3x4

Enfin, on passe de la somme & n termes a la somme a n + 1 termes en ajoutant le n + 1-éme terme :

%11 1+1+1++1+1+1+1
Zk(k+1) 1x2 2x3 3x4 7 (n-2)(n-1) (n-1)n n(n+1) (n+1)(n+2)

B 1 1 1 1 1 1 1
‘(1x2+2x3+3x4+'“+(n-2)(n-1)+(n-1)n+n(n+1))+(n+1)(n+2)

n 1 1
_(Z k:(k+1)) (n+L)(n+2)

e 1 n
Exercice 4. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, Z —_— =
o k(k+1) n+l

. i . n 1 n
Solution. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, Z

Sh(k+1) n+l

L 1 1 1 L 1 1
Z = — et —— = —. Donc 27:—.L’égalitéadémontrer est vraie quand n = 1.
= I<:+1 TIx(1+1) 2 1+1 2 Zok(k+1) 1+1
U n CE | n+1
Soit n>1. S t t = .
e Soit n upposonsqueg k+1 =——7°¢ nlollronsque];k(k+1) e+l
%1 1 ‘i 1 . 1
Zk(k+1) \Ek(k+1)) (n+1)(n+2)
1
= n? 1 + ma)(ns2) (par hypothése de récurrence)
_ n(n+2) . 1 _n(n+2)+1
T (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
_onf+2n+1 (n+1)2 n+l
S (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) n+2
. n+l
S (n+l)+1]

On a montré par récurrence que

. 2 1 n
pour tout entier naturel non nul n, Z

Zk(k+1) n+l
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Terminale S — 26 Exercices sur le raisonnement par récurrence

Exercice 1 : Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul :

Pttt n(n+1)éZn+1)
Exercice 2 : Démontrer que, pour tout entier n>1 :
n’(n+1)

13423+ ... +n3= =(1+2+...+n)

4

Exercice 3 : Démontrer que, pour tout entier n>1 :
n(n+1)(n+2)

I1X2 + 2X3 + ...+ n(n+l) = 3

Exercice 4 : On considére la suite (u,) définie sur IN par u,=0 et, pour tout n € IN,

u,, =y 1+u’. 1) Calculer les 5 premiers termes de cette suite.

2) Emettre une conjecture sur I’expression de u, en fonction de 7 .
3) Démontrer cette conjecture par récurrence.

) . . . 2
Exercice 5 : Méme consigne que I’exercice 4 avec u,,,=v4+u,

Exercice 6 : On définit la suite (u,) par u,=1 et, pour tout n>1, u,, =—2u,+9.
Montrer par récurrence que, pour tout n>1, u,=(—2)"+3

Exercice 7 (d’aprés BAC) : Soient (u,) et (v,) les suites définies par :

u,=3 et, pour tout entier n=>0, u,,,=2u,—1.

v,=1 et, pour tout entier n=0, v,,,=2v, +3

1) Montrer par récurrence que, pour tout n=0 :a) u, =2""+1 b) 2 u,—v,=5
2) En déduire I’expression de v, en fonction de » .

Exercice 8 : On utilise la notation suivante : pour tout n € IN*, n!=1x2x3X...Xn
n! se lit « factorielle n ».
1) Démontrez que, pour tout 7 € IN* : 1+2X2!1+3X31+.. +nxn!=(n+1)1—1

2) Démontrer que, pour tout n € IN* : n!>2""

Exercice 9 :On considére la suite (u,) définie par u,=1 et, pour tout entier naturel 7,
u,, =yu, +1.Prouver par récurrence :

1) Que tous les termes de la suite (u,) sont strictement positifs

2) Que la suite est croissante.
3) Que, pour tout entier naturel n, u,<2

Exercice 10 : Dire si I’affirmation suivante est vraie ou fausse. Justifier.

«Si la suite (v,) est définie par: v,=0 et, pour tout n € N, v, ,=v +2n+2, alors
v,=n(n+1) pour tout entier n=>0. »
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Exercice 11 : On considére la suite (u,) définie par u,=1 et, pour tout entier naturel 7,
r ’ . 2
u,, =u,+2n+1.Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, =>n".

Exercice 12 : Soit (u,) la suite définie par u,=2 et, pour tout n €N, u,, =vu,+5.
Démontrez par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2<u,<3.

Exercice 13 : On considére la suite (u,) définie par uOZ% et, pour tout entier naturel »n,

_ 2 , , . 1
u,,,=u,—u +1.Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel », ) <u,<l1.

Exercice 14 : Soit (g, ) la suite définie par qlzé et, pour tout n>1, g, = n+1 g

3n

Montrer que, pour tout n=1, g,= L

n*

Exercice 15: On place n points distincts sur un cercle, n=>2, et on note S, le nombre de
segments qu’on peut tracer ayant pour extrémités 2 de ces points.

1) Déterminer S,, S;, S, et S;.

2) Conjecturer I’expression de S, en fonction de 7 .

3) Démontrer par récurrence la conjecture de la question 2.

Exercice 16 : Pour tout entier n>4, on note d, le nombre de diagonales d’un polygone
convexe' a n cotés.

1) Déterminer graphiquement d,, ds, d, et d,.

2) Un exemple : tracer un pentagone ABCDE. Ajouter un point F a I’extérieur du pentagone.
Quelles sont les diagonales de ABCDEF qui ne sont pas diagonales de ABCDE ?

3) Etablir une relation entre d, et d,,,, .

n(n—3).

4) Montrer que, pour tout n=4, d,= 5

Exercice 17 : Soit u,=2 et, pourtout n €N, u,,,=vu,.

n+l

Montrer que, pour tout entier naturel IN, 1<u, <2.

Exercice 18 : On définit la suite (u,) par u,=1 et, pour tout n=0, u,, =2u,—n+1.Montrer
que, pour tout entier naturel n, u,>n.

Exercice 19 (d’aprés BAC) : On considére la suite (u,) définie sur IN par u,=1 et, pour tout
n=0, u,,,=u,+2n+3 . Démontrer que, pour tout n € IN, un>n2 :

1 On dit qu’une figure est convexe lorsque, quel que soit le couple de points choisi a I’intérieur ou sur le pourtour de cette figure, le
segment qui relie ces 2 points soit entiérement inclus dans la figure.
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Exercice 20 : 1) Comparer 2" et n° pour différentes valeurs de 7 .
2) Résoudre dans IN I’inéquation 2n°=>(n+1)".

3) Démontrer que, pour tout n=>4, 2">n".

4) Cette inégalité est-elle vraie pour n<4 ?

Exercice 21 (d’apres I’examen du Baccalauréat allemand) : Les 7 premiers termes d’une suite
sont: a,=1, a,=1, a,=3, a;=7, a,=13, a;=21 et a;=31.

1) Trouver une formule de récurrence pour définir la suite (a,) .

2) Vérifiez si la formule trouvée au 1) satisfait a la condition : pour tout n €N, a,= n—n+l.

Exercice 22 : On note u, le nombre de cubes

nécessaires pour construire une pyramide a n
¢tages selon le modele ci-contre.

1) Déterminer les 7 premiers termes de cette |
suite. ———

2) Emettre une conjecture sur la formule de u,
en fonction de # .
3) Démontrer par récurrence cette conjecture.

Exercice 23 : Démontrer par récurrence que, V a € R.etV n €IN*, (1+a)'>1+na .

Exercice 24 : Démontrer par récurrence que, pour tout n € IN, 6"—1 est divisible par 5.

Exercice 25 : Les suites (x,) et (y,) sont définies par: x,=10, y,=15 et, pourtout n € IN,
Xy =X, 4y, et y, =y, +9x,.

1) Calculer x, et y,.

2) Montrer par récurrence que, pour tout n € IN, il existe un entier w, tel que :

x,=10w, et y =15w .

3) Définir la suite (w,) et exprimer, pour tout n € IN, w, en fonction de » .

4) En déduire les valeurs de x, et y;.

Exercice 26 : Soient a et b deux nombres réels tels que 0<b<a . Soient deux suites (u,) et
r . un+vn 2unvn

(v,) définies par: u,=a, v,=b et, pour tout n=>0, Uy = OV, = .

1) Démontrer par récurrence que, pour tout n € IN, 0<v,<u, .

2) a) En déduire que la suite (u,) est décroissante et que la suite (v,) est croissante.

u,+v

n n

r un_ v}’l
b) Démontrer que, pourtout » €IN,ona: u,,,—v,,,S——

. 1Y
c) Démontrer que, pour tout n € IN, un—vn<(5) (1y—v,)

3) Soit (w,) la suite définie pour tout n € IN, par w,=u, v, . Montrer que (w,) est constante.

Terminale S — 26 exercices sur le raisonnement par récurrence — Enoncés - Page 3/3



