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Pierre Dac a dit un jour :

« Quand on ne travaillera plus le lendemain des jours de repos, la fatigue sera vaincue. »

Suivant cette maxime pleine de sagesse, un gouvernement décide de faire passer le texte de
loi suivant :

« Si l’on ne travaille pas toute une journée, alors on travaille pas le lendemain non plus. »

Le dimanche venu, les gens ne travaillent pas. Et selon la loi, ils ne doivent pas travailler le
lendemain, i.e le lundi. Comme ils ne travaillent pas le lundi, ils ne doivent pas non plus tra-
vailler le mardi. Et ainsi de suite. Ainsi, plus personne ne travaillera à partir du premier jour
de repos.

L’exemple précédent se traduit mathématiquement comme suit :
• Notons P (n) la propriété, « les gens ne travaillent pas le jour n ».
• La loi « Si l’on ne travaille pas toute une journée, alors on ne travaille pas le lendemain

non plus », se traduit par :

P (n) est vraie =⇒ P (n +1) est vraie

Autrement dit, si P (n) est vraie, alors P (n +1) est également vraie. On dit que la pro-
priété P (n) est héréditaire.

• Le premier jour de repos permet d’écrire que P (1) est vraie. C’est ce que l’on appelle
l’initialisation.

1. PRINCIPE DU RAISONNEMENT PAR RÉCURRENCE

Le raisonnement par récurrence est un donc principe de démonstration, visant á établir une
propriété portant sur tous les entiers naturels.

Théorème 1 : Principe de récurrence

Soit P (n) une propriété définie sur N. Si les conditions suivantes sont véfiriées :

1. Initialisation. P (0) est vraie ;

2. Hérédité. Pour tout n ∈N, si P (n) est vraie, alors P (n +1) est également vraie ;

alors, la propriété P (n) est vraie pour tout entier naturel n.

Métaphoriquement, on peut se représenter le principe du raisonnement par récurrence comme
une ligne infinie de dominos qu’il s’agirait de faire tomber. Si l’on est capable de faire tomber
le premier domino (i.e si l’hypothèse d’initialisation est vérifiée), et si la chute d’un domino
fait tomber le suivant (i.e si l’étape d’hérédité est vérifiée), alors tous les dominos vont tom-
ber.
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Illustrons désormais ce nouveau mode de raisonnement sur un exemple, afin d’en fixer les
règles de rédaction (passages surlignés), auxquelles il est très vivement recommandé de se
conformer !

Exemple : Soit (un)n∈N la suite définie par

{

u0 = 4

un+1 = 2un −3 , pour n Ê 0
.

On souhaite montrer que pour tout entier naturel n, un Ê 3.
Notons P (n) la propriété « un Ê 3 ».

1. Initialisation u0 = 4 Ê 3. Ainsi, P (0) est vraie.

2. Hérédité. Soit n ∈N. Supposons P (n) vraie et montrons que P (n +1) l’est aussi.
Par définition de la suite (un)n∈N, on a un+1 = 2un−3. Or, par hypothèse de récurrence,
un Ê 3, donc

un+1 = 2un −3 Ê 2×3−3= 3

Soit un+1 Ê 3. Finalement, P (n +1) est vraie et la propriété P est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété P est vraie pour tout n ∈N, à savoir :

∀n ∈N , un Ê 3

Exemple : Soit (un)n∈N une suite définie par u0 = 3 et un+1 = 2un − 1 pour tout n ∈ N. Dé-
montrer que, pour tout n ∈N, un = 2n+1 +1.
Notons P (n) la propriété « un = 2n+1 +1 ».

1. Initialisation u0 = 3 et 20+1 +1 = 21 +1 = 2+1= 3. Ainsi, P (0) est vraie.

2. Hérédité. Soit n ∈N. Supposons P (n) vraie et montrons que P (n +1) l’est aussi.
Par définition de la suite (un)n∈N, on a un+1 = 2un−1. Or, par hypothèse de récurrence,
un = 2n+1 +1, donc

un+1 = 2un −1

= 2
(

2n+1 +1
)

−1

= 2×2n+1 +2−1

= 2n+2 +1

Finalement, P (n +1) est vraie et la propriété P est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété P est vraie pour tout n ∈N, à savoir :

∀n ∈N , un = 2n+1 +1
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2. PROPRIÉTÉ VRAIE POUR n Ê n0

Certaines propriétés dépendant d’un entier naturel n ne sont vraies qu’à partie d’un certain
rang n0 ∈N. Le cas échéant, l’étapte d’initialisation ne porte plus sur P (0) (ce qui n’aurait a

priori pas de sens), mais sur P (n0), le premier rang à partir duquel la propriété P est vraie.
Le principe du raisonnement reste ensuite le même.

Exemple : Soit (un)n∈N une suite définie par u1 = 1
2 et un+1 = un +

1

(n +1)(n +2)
pour tout

n ∈N∗. Démontrer que, pour tout n ∈N∗, un = 1−
1

n +1
.

Notons P (n) la propriété « un = 1− 1
n+1 ».

1. Initialisation u1 =
1

2
et 1−

1

1+1
= 1−

1

2
=

1

2
. Ainsi, P (1) est vraie.

2. Hérédité. Soit n ∈N∗. Supposons P (n) vraie et montrons que P (n +1) l’est aussi.

Par définition de la suite (un)n∈N, on a un+1 = un +
1

(n +1)(n +2)
. Or, par hypothèse de

récurrence, un = 1−
1

n +1
, donc

un+1 = un +
1

(n +1)(n +2)

= 1−
1

n +1
+

1

(n +1)(n +2)

= 1−
n +2

(n +1)(n +2)
+

1

(n +1)(n +2)

= 1−
n +2−1

(n +1)(n +2)

= 1−
n +1

(n +1)(n +2)

= 1−
1

n +2

Soit un+1 = 1−
1

(n +2)
. Finalement, P (n +1) est vraie et la propriété P est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété P est vraie pour tout n ∈N∗, à savoir :

∀n ∈N∗ , un = 1−
1

n +1

Exemple : Démontrer que pour tout n Ê 6, (n +2)2 É 2n .
Notons P (n) la propriété « 2n Ê (n +2)2 ».

1. Initialisation Pour n = 6 :26 = 64 et (6+2)2 = 64. Ainsi, P (6) est vraie.

2. Hérédité. Soit n Ê 6. Supposons P (n) vraie et montrons que P (n +1) l’est aussi.
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Par hypothèse de récurrence, on sait que 2n Ê (n +2)2. Dès lors,

2n+1 = 2×2n Ê 2× (n +2)2

Ê 2× (n2 +4n +4)

Ê 2n2 +8n +8

Ê n2 +6n +9

= (n +3)2

= ((n +1)+2)2

Finalement, P (n +1) est vraie et la propriété P est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété P est vraie pour tout n Ê 6, à savoir :

∀n Ê 6 , 2n Ê (n +2)2

3. RÉCURRENCES IMPLIQUANT LE SIGNE Σ

Proposition 1 :

Soit (un)n∈N une suite. Pour tout n ∈N, on a :

n+1
∑

k=0

uk =
n
∑

k=0

uk +un+1

Remarque :

• Évidemment, on a également :

n+1
∑

k=1

uk =
n
∑

k=1

uk +un+1 ,
n+1
∑

k=2

uk =
n
∑

k=2

uk +un+1 , etc.

• Cette propriété permet de démontrer un très grand nombre de formules portant sur
le signe Σ, à l’aide d’un raisonnement par récurrence.

Exemple : Démontrer que pour tout n ∈N :

n
∑

k=0

k =
n(n +1)

2

Notons P (n) la propriété «
n
∑

k=0

k =
n(n +1)

2
».

1. Initialisation Pour n = 0 :
∑0

k=0 k = 0 et 0(0+1)
2 = 0. Ainsi, P (0) est vraie.

2. Hérédité. Soit n Ê 0. Supposons P (n) vraie et montrons que P (n +1) l’est aussi.
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Par hypothèse de récurrence, on sait que
n
∑

k=0

k =
n(n +1)

2
. Dès lors,

n+1
∑

k=0

k =
n
∑

k=0

k + (n +1) d’après la Proposition ci-dessus

=
n(n +1)

2
+ (n +1)

=
n(n +1)

2
+

2(n +1)

2

=
(n +1)(n +2)

2

Finalement, P (n +1) est vraie et la propriété P est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété P est vraie pour tout n ∈N, à savoir :

∀n ∈N
n
∑

k=0

k =
n(n +1)

2

Exemple : Démontrer que pour tout n ∈N∗ :

n
∑

k=1

k2 =
n(n +1)(2n +1)

6

Notons P (n) la propriété «
n
∑

k=1

k2 =
n(n +1)(2n +1)

6
».

1. Initialisation Pour n = 1 :
∑1

k=1 k2 = 1 et 1(1+1)(2×1+1)
6 = 1×2×3

6 = 6
6 = 1. Ainsi, P (1) est

vraie.

2. Hérédité. Soit n Ê 1. Supposons P (n) vraie et montrons que P (n +1) l’est aussi.

Par hypothèse de récurrence, on sait que
n
∑

k=1

k2 =
n(n +1)(2n +1)

6
. Dès lors,

n+1
∑

k=1

k2 =
n
∑

k=1

k2 + (n +1)2

=
n(n +1)(2n +1)

6
+ (n +1)2

=
n(n +1)(2n +1)

6
+

6(n +1)2

6

=
(n +1)(n(2n +1)+6(n +1))

6

=
(n +1)(2n2 +7n +6)

6

=
(n +1)(n +2)(2n +3)

6

=
(n +1)(n +2)(2(n +1)+1)

6

Finalement, P (n +1) est vraie et la propriété P est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété P est vraie pour tout n ∈N∗, à savoir :

∀n ∈N∗
n
∑

k=1
k2 =

n(n +1)(2n +1)

6
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4. EXERCICES

6.1 Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 2 et, pour tout entier naturel n ∈N,

un+1 = 5un +4

Montrer que, pour tout n ∈N, un > 0.

6.2 Soit (un)n∈N la suite définie par u0 =−3 et, pour tout entier naturel n ∈N,

un+1 = 5−4un

Montrer que, pour tout n ∈N, un = (−4)n+1 +1.

6.3 Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 1
2 et, pour tout entier naturel n ∈N,

un+1 =
un +1

un +2

Montrer que, pour tout entier naturel n ∈N, 0< un < 1.

6.4 Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 1 et, pour tout entier naturel n ∈N,

un+1 =
1

4
un +3

Montrer que, pour tout entier naturel n ∈N, un É 4.

6.5 Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 3 et, pour tout entier naturel n ∈N,

un+1 =
√

un +1

Montrer que, pour tout entier naturel n ∈N, 0< un É 3.

6.6 Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 2 et, pour tout entier naturel n ∈N,

un+1 = 2un −n

Montrer que, pour tout n ∈N, un = 2n +n +1.

6.7 Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 1
2 et, pour tout entier naturel n ∈N,

un+1 =
√

1+un

2

Montrer que, pour tout n ∈N, 0 É un É 1.

6.8 Montrer que la suite (un)n∈N définie u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout n ∈N,

un+2 = 2un+1 −un −2
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1. Calculer u2 et u3.

2. Montrer que, pour tout n ∈N, un+1 É un .

6.9 Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 1 et pour tout entier naturel n ∈N,

un+1 =
1

3
un +n −2

1. Calculer u1, u2 et u3.

2. Montrer que pour tout n Ê 4, un Ê 0.

3. En déduire que, pour tout n Ê 5, un Ê n −3.

6.10 Montrer par récurrence que, pour tout n ∈N, 2n > n.

6.11 Montrer par récurrence que, pour tout n ∈N∗,

n
∑

k=1

1

k(k +1)
=

n

n +1

6.12 Montrer par récurrence que, pour tout n ∈N∗,

n
∑

k=1

1

k(k +1)(k +2)
=

n(n +3)

4(n +1)(n +2)

6.13 Montrer que :

∀n ∈N ,
n
∑

k=0

k(k +1) =
n(n +1)(n +2)

3

6.14

1. Démontrer que, pour tout n ∈N,

n
∑

k=0

k3 =
n2(n +1)2

4
.

2. En déduire que, pour tout n ∈N,

n
∑

k=0

k3 =

(

n
∑

k=0

k

)2

.

8



Cours de mathématiques ECT1

5. CORRIGÉ DES EXERCICES

6.1 Notons Pn la proposition : « un > 0 »

Initialisation (n = 0) :

u0 = 2> 0 donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que un > 0, donc

un+1 = 5un +4 > 5×0+4 = 4> 0

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN, à savoir :

∀n ∈N , un > 0

6.2 Notons Pn la proposition : « un = (−4)n+1 +1 »

Initialisation (n = 0) :

u0 =−3 et (−4)0+1 +1= (−4)1 +1 =−4+1=−3 donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que un = (−4)n+1 +1, donc

un+1 = 5−4un = 5−4×
(

(−4)n+1 +1
)

= 5+ (−4)n+2 −4 = (−4)n+2 +1

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN, à savoir :

∀n ∈N , un = (−4)n+1 +1

6.3 Notons Pn la proposition : « 0< un < 1 »

Initialisation (n = 0) :

u0 = 1
2 et 0 < 1

2 < 1 donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que 0< un < 1. Donc,

un+1 =
un +1

un +2
> 0 comme quotient de nombres strictements positifs

un+1 =
un +1

un +2
<

1+1

0+2
=

2

2
= 1

9
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Bref,
0< un+1 < 1

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN, à savoir :

∀n ∈N , 0 < un < 1

6.4 Notons Pn la proposition : « un É 4 »

Initialisation (n = 0) :

u0 = 1 et 1 É 4 donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que un É 4. Donc,

un+1 =
1

4
un +3 É

1

4
×4+3= 1+3 = 4

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN, à savoir :

∀n ∈N , un É 4

6.5 Notons Pn la proposition : « 0< un É 3 »

Initialisation (n = 0) :

u0 = 3 et 0 < 3 É 3 donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que 0< un É 3. Donc,

1 =
p

0+1<
√

un +1 É
p

3+1 =
p

4 = 2

Ainsi,
1< un+1 É 2

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN, à savoir :

∀n ∈N , 0 < un É 3
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6.6 Notons Pn la proposition : « un = 2n +n +1 »

Initialisation (n = 0) :

u0 = 2 et 20 +0+1= 1+1 = 2 donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que un = 2n +n +1, donc

un+1 = 2un −n = 2× (2n +n +1)−n = 2×2n +2n +2−n = 2n+1 + (n +1)+1

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN, à savoir :

∀n ∈N , un = 2n +n +1

6.7 Notons Pn la proposition : « 0< un É 3 »

Initialisation (n = 0) :

u0 = 1
2 et 0 É 1

2 É 1 donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que 0É un É 1. Donc,

√

0+1

2
É

√

1+un

2
É

√

1+1

2

Ainsi,
√

1

2
É un+1 É 1

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN, à savoir :

∀n ∈N , 0 É un É 1

6.8

1. On a :
u2 = 2u1 −u0 −2 = 2×1−1−2=−1

u3 = 2u2 −u1 −2 = 2× (−1)−1−2=−5

2. Notons Pn la proposition : « un+1 É un »

Initialisation (n = 0) :

u0 = 1 et u1 = 1, donc on a bien u1 É u0 donc P0 est vraie.
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Hérédité : Soit n un entier quelconque dansN. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que un+1 É un , et donc −un É−un+1. Ainsi,

un+2 = 2un+1 −un −2 É 2un+1 −un+1 −2 É un+1 −2 É un+1

Ainsi, Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout
n dansN, à savoir :

∀n ∈N , un+1 É un

6.9

1. On a :

u1 =
1

3
u0 +0−2=

1

3
×1−2 =−

5

3

u2 =
1

3
u1 +1−2 =

1

3
×

(

−
5

3

)

−1=−
14

9

u3 =
1

3
u2 +2−2=

1

3
×

(

−
14

9

)

=−
14

27

2. Notons Pn la proposition : « un Ê 0 »

Initialisation (n = 4) :

u4 = 1
3 ×

(

−14
27

)

+3−2 =−14
81 +1 = 67

81 , donc on a bien u4 Ê 0 donc P4 est vraie.

Hérédité : Soit n Ê 4 un entier quelconque. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que un Ê 0. Ainsi,

un+1 =
1

3
un +n −2Ê

1

3
×0+4−2 Ê 2

Ainsi, Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout
n dansN, à savoir :

∀n ∈N , un Ê 0

3. Soit n Ê 5. Alors n −1 Ê 4 et donc, d’après la question précédente, un−1 Ê 0. Dès lors,

un =
1

3
un−1 +n −1−2 =

1

3
un−1 +n −3 Ê n −3

Ainsi, on a bien, pour tout n Ê 5,
un Ê n −3

6.10 Notons Pn la proposition : « 2n Ê n »
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Initialisation (n = 0 et n = 1) :

20 = 1> 0 et 21 = 2 > 1, donc P0 et P1 sont vraies.

Hérédité : Soit n ∈N∗ un entier quelconque. Supposons Pn vraie et montrons que Pn+1

est vraie.
Par hypothèse de récurrence, on sait que 2n > n. Ainsi,

2n+1 = 2×2n > 2n = n +n Ê n +1 car n ∈N∗

Ainsi, Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN, à savoir :

∀n ∈N , 2n > n

6.11 Notons Pn la proposition : «
n
∑

k=1

1

k(k +1)
=

n

n +1
»

Initialisation (n = 1) :
1

∑

k=1

1

k(k +1)
=

1

1(1+1)
=

1

2
et

1

1+1
=

1

2
donc P1 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N∗. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.

Par hypothèse de récurrence, on sait que
n
∑

k=1

1

k(k +1)
=

n

n +1
. Donc,

n+1
∑

k=1

1

k(k +1)
=

n
∑

k=1

1

k(k +1)
+

1

(n +1)(n +2)

=
n

n +1
+

1

(n +1)(n +2)

=
n(n +2)

(n +1)(n +2)
+

1

(n +1)(n +2)

=
n2 +2n +1

(n +1)(n +2)

=
(n +1)2

(n +1)(n +2)

=
n +1

n +2

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN∗, à savoir :

∀n ∈N∗ ,
n
∑

k=1

1

k(k +1)
=

n

n +1

13
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6.12 Notons Pn la proposition : «
n
∑

k=1

1

k(k +1)(k +2)
=

n(n +3)

4(n +1)(n +2)
»

Initialisation (n = 1) :
1

∑

k=1

1

k(k +1)(k +2)
=

1

1(1+1)(1+2)
=

1

6
et

1(1+3)

4(1+1)(1+2)
=

4

24
=

1

6
donc P1 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N∗. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.

Par hypothèse de récurrence, on sait que
n
∑

k=1

1

k(k +1)
=

n(n +3)

4(n +1)(n +2)
. Donc,

n+1
∑

k=1

1

k(k +1)(k +2)
=

n
∑

k=1

1

k(k +1)(k +2)
+

1

(n +1)(n +2)(n +3)

=
n(n +3)

4(n +1)(n +2)
+

1

(n +1)(n +2)(n +3)

=
n(n +3)2

4(n +1)(n +2)(n +3)
+

4

4(n +1)(n +2)(n +3)

=
n3 +6n2 +9n +4

4(n +1)(n +2)(n +3)

=
(n +1)2(n +4)

4(n +1)(n +2)(n +3)

=
(n +1)(n +4)

4(n +2)(n +3)

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN∗, à savoir :

∀n ∈N∗ ,
n
∑

k=1

1

k(k +1)(k +2)
=

n(n +3)

4(n +1)(n +2)

6.13 Notons Pn la proposition : «
n
∑

k=0

k(k +1) =
n(n +1)(n +2)

3
»

Initialisation (n = 0) :
0

∑

k=0

k(k +1) = 0× (0+1)= 0 et
0(0+1)(0+2)

3
= 0 donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.

Par hypothèse de récurrence, on sait que
n
∑

k=0

k(k +1) =
n(n +1)(n +2)

3
. Donc,

n+1
∑

k=0

k(k +1) =
n
∑

k=0

k(k +1)+ (n +1)(n +2)

=
n(n +1)(n +2)

3
+ (n +1)(n +2)

=
n(n +1)(n +2)

3
+

3(n +1)(n +2)

3

=
(n +1)(n +2)(n +3)

3

14
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donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout n

dansN, à savoir :

∀n ∈N ,
n
∑

k=0

k(k +1) =
n(n +1)(n +2)

3

6.14

1. Notons Pn la proposition : «
n
∑

k=0

k3 =
n2(n +1)2

4
»

Initialisation (n = 0) :
0

∑

k=0

k3 = 03 = 0 et
02(0+1)2

4
= 0 donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dansN. Supposons Pn vraie et montrons que
Pn+1 est vraie.

Par hypothèse de récurrence, on sait que
n
∑

k=0

k3 =
n2(n +1)2

4
. Donc,

n+1
∑

k=0

k3 =
n
∑

k=0

k3 + (n +1)3

=
n2(n +1)2

4
+ (n +1)3

=
n2(n +1)2 +4(n +1)3

4

=
(n +1)2(n2 +4n +4)

4

=
(n +1)2(n +2)2

4

donc Pn+1 est vraie.

Conclusion : D’après le principe de récurrence, la proposition Pn est vraie pour tout
n dansN, à savoir :

∀n ∈N ,
n
∑

k=0

k3 =
n2(n +1)2

4

2. On sait (voir le chapitre 4), que, pour tout n ∈N,

n
∑

k=0

k =
n(n +1)

2

Donc,
(

n
∑

k=0

k

)2

=
n2(n +1)2

4

Donc, on a bien
n
∑

k=0

k3 =

(

n
∑

k=0

k

)2
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Chapitre 1. Le raisonnement par récurrence

I. Découverte du raisonnement par récurrence

On considère la suite de nombres (un)n∈N définie par :

u0 = 1 et pour tout entier naturel n, un+1 = 2un + 1.
Ainsi, u0 = 1 puis u1 = 2 × u0 + 1 = 2 × 1 + 1 = 3 puis u2 = 2 × u1 + 1 = 2 × 3 + 1 = 7 puis u3 = 2 × u2 + 1 = 2 × 7 + 1 = 15.
Décrivons les premières valeurs de un dans un tableau et comparons ces valeurs aux premières puissances de 2.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

un 1 3 7 15 31 63 127 255 511 1023 2047

2
n+1

2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

Il semblerait que chaque terme de la suite soit 1 au-dessous d’une certaine puissance de 2. On conjecture donc ou
encore on pense fortement que pour tout entier naturel n, un = 2n+1 − 1.

Conjecture : pour tout entier naturel n, un = 2
n+1
− 1.

Nous avons la sensation que ce résultat est vrai mais nous ne l’avons jamais démontré et il s’agit maintenant de le
montrer. Le tableau donné plus haut montre la formule quand n est un entier compris entre 0 et 10 au sens large. Mais
ce tableau ne montre pas la formule quand n = 11. On peut bien sûr vérifier « à la main » si oui ou non le nombre u11

est égal à 2
12 − 1 :

u11 = 2 × u10 + 1 = 2 × 2047+ 1 = 4095 = 4096 − 1 = 212 − 1,
et la formule est encore vraie pour n = 11. Mais elle n’est pas démontrée pour n = 12 . . .

Lançons nous maintenant dans ce que l’on appellera au paragraphe suivant, un raisonnement par récurrence. Nous
ne savons pas si la formule est vraie quand n = 12 car nous n’avons pas pris la peine de le vérifier. Par contre,

si la formule est vraie au rang 12, alors elle sera vraie au rang 13.

En effet, si u12 = 213 − 1, alors u13 = 2×u12 + 1 = 2× (213 − 1)+ 1 = 214 − 2+ 1 = 214 − 1. Ainsi, nous ne savons pas que la
formule est vraie au rang 12 mais nous savons que si elle est vraie au rang 12, alors elle est encore vraie au rang 13.
De même, si la formule est vraie au rang 17 ou encore si u17 = 218 − 1 alors

u18 = 2 × u17 + 1 = 2 × (218 − 1) + 1 = 219 − 2 + 1 = 219 − 1,
et la formule est alors vraie au rang 18. Plus généralement, si on suppose que la formule est vraie pour un certain rang
n donné, alors la formule est automatiquement vraie au rang suivant. En effet, si on suppose que un = 2n+1 − 1, alors

un+1 = 2 × un + 1 = 2 × (2n+1 − 1) + 1 = 2(n+1)+1 − 2 + 1 = 2(n+1)+1 − 1.
Ainsi, si on savait que la formule était vraie pour n = 0 alors elle serait automatiquement vraie pour n = 1 et si on
savait que la formule était vraie pour n = 1 alors elle serait automatiquement vraie pour n = 2 et si on savait que la
formule était vraie pour n = 2 alors elle serait automatiquement vraie pour n = 3 . . .

Finalement, il ne reste plus qu’à se convaincre que la formule est vraie quand n = 0 car alors la formule devient vraie
pour n = 1 puis n = 2 puis, de proche en proche, pour tout entier naturel n.

Comme 2
0+1 − 1 = 2 − 1 = 1 et que u0 = 1, on a effectivement u0 = 20+1 − 1. Mais alors, d’après la remarque précédente,

on a montré que pour tout entier naturel n, un = 2n+1 − 1.
Le type de raisonnement que nous avons tenu est un raisonnement par récurrence et le type de démonstration
que l’on a effectué est une démonstration par récurrence. Dans le paragraphe suivant, on va formaliser ce type de
démonstration.
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II. Le raisonnement par récurrence

On énonce maintenant le principe du raisonnement par récurrence. On admet le théorème suivant :

Théorème. On veut prouver qu’une certaine propriété P(n), dépendant d’un entier naturel n, est vraie
pour tout entier naturel n.

Si

• P(0) est vraie,
• pour tout entier naturel n, P(n) vraie implique P(n + 1) vraie,

alors

pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

Il se peut que la propriété P(n) ne soit pas vraie pour quelques valeurs de n parmi les premières et ne commence à
être vraie qu’à partir d’un certain rang n0 auquel cas on utilise le théorème suivant :

Théorème. On veut prouver qu’une certaine propriété P(n), dépendant d’un entier naturel n, est vraie
pour tout entier naturel n supérieur ou égal à un certain entier naturel n0.

Si

• P(n0) est vraie,
• pour tout entier naturel n ⩾ n0, P(n) vraie implique P(n + 1) vraie,

alors

pour tout entier naturel n ⩾ n0, P(n) est vraie.

L’étape qui consiste à vérifier que P(n0) est vraie s’appelle l’initialisation et l’étape qui consiste à vérifier que pour
tout n ⩾ n0, si la propriété P(n) est vraie alors la propriété P(n + 1) est vraie s’appelle l’hérédité ou encore cette
étape consiste à vérifier que la propriété est héréditaire. L’hypothèse faite dans l’hérédité à savoir « si P(n) est
vraie » s’appelle l’hypothèse de récurrence.

Exemple. Reprenons l’exemple du paragraphe I et rédigeons complètement la démonstration par récurrence. On
considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 1 et pour tout entier naturel n, un+1 = 2un + 1. On veut montrer par
récurrence que pour tout entier naturel n, un = 2n+1 − 1.

Solution. Description des étapes de la solution.

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n,
un = 2n+1 − 1.

Etape 1. On écrit explicitement la propriété à démon-
trer sans oublier de préciser explicitement les valeurs de
n pour lesquelles la propriété va être démontrée.

• Si n = 0, u0 = 1 et 20+1−1 = 2−1 = 1. Donc, u0 = 20+1−1.
La propriété à démontrer est vraie quand n = 0. Etape 2 (initialisation). On vérifie que la propriété à

démontrer est vraie pour la première valeur de n envi-
sagée c’est-à-dire ici n = 0.

• Soit n ⩾ 0.
Supposons que un = 2

n+1 − 1 et montrons que un+1 =
2
(n+1)+1 − 1.
un+1 = 2un + 1= 2 × (2n+1 − 1) + 1

(par hypothèse de récurrence)= 2
(n+1)+1 − 2 + 1

= 2
(n+1)+1 − 1.

Etape 3 (hérédité). On se donne un entier naturel
n fixé mais quelconque, supérieur ou égal à la valeur
initiale c’est-à-dire ici 0 grâce à la phrase « Soit n ⩾ 0 ».
On décrit explicitement le travail à effectuer : on suppose
la propriété vraie au rang n et sous cette hypothèse, on
la démontre au rang suivant n + 1. Puis on effectue ce
travail.

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel n, un = 2n+1 − 1.
Etape 4 (conclusion). On énonce de nouveau le ré-
sultat qu’on a maintenant démontré et on encadre ce
résultat.

� La rédaction « Soit n ⩾ 0. Supposons que . . . et montrons que . . . » ne peut en aucun cas être remplacée par la
rédaction « Supposons que pour tout n ⩾ 0 . . . et montrons que . . . ». Cette deuxième phrase n’a pas du tout

la même signification. Une démonstration par récurrence ne consiste pas à supposer ce que l’on veut
montrer.

Exercice 1. On considère la suite (un)n∈N définie par

u0 = −1 et pour tout entier naturel n, un+1 = 3un + 4
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, un = 3n − 2.

Solution. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, un = 3n − 2.
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• u0 = −1 et 3
0 − 2 = 1 − 2 = −1. Donc u0 = 30 − 1. La formule à démontrer est vraie quand n = 0.

• Soit n ⩾ 0. Supposons que un = 3n − 2 et montrons que un+1 = 3n+1 − 2.

un+1 = 3un + 4 = 3 × (3n − 2) + 4 (par hypothèse de récurrence)
= 3n+1 − 6 + 4
= 3n+1 − 2.

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel n, un = 3n − 2.

Exercice 2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n ⩾ 3, 2n > n + 3.
Solution. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n ⩾ 3, 2n > n + 3.
• 2

3 = 8 et 3 + 3 = 6. Donc 2
3 > 3 + 3. L’inégalité à démontrer est vraie quand n = 3.

• Soit n ⩾ 3. Supposons que 2
n > n + 3 et montrons que 2

n+1 > (n + 1) + 3.

2
n+1 = 2 × 2n
> 2 × (n + 3) (par hypothèse de récurrence)
= 2n + 6 = (n + 1) + 3 + n + 2
> (n + 1) + 3.

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel n ⩾ 3, 2n > n + 3.

Exercice 3. On considère la suite (un)n∈N définie par

u0 = 1 et pour tout entier naturel n, un+1 = 1

3
un − 2

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, un+1 ⩽ un.

Solution. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, un+1 ⩽ un.

• u0 = 1 puis u1 = 1

3
u0 − 2 = 1

3
− 2 = −5

3
. Donc u1 ⩽ u0. L’inégalité à démontrer est vraie quand n = 0.

• Soit n ⩾ 0. Supposons que un+1 ⩽ un et montrons que un+2 ⩽ un+1.

un+2 = 1

3
un+1 − 2

⩽ 1

3
un − 2 (car

1

3
⩾ 0 et par hypothèse de récurrence)

= un+1.

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel n, un+1 ⩽ un.

Pour l’exercice suivant nous avons besoin de définir une notation. L’écriture
n∑

k=1

1

k(k + 1) signifie

1

1 × 2 +
1

2 × 3 +
1

3 × 4 + . . . +
1

(n − 2)(n − 1) +
1

(n − 1)n +
1

n(n + 1) .
n∑

k=1

1

k(k + 1) est une somme de n termes. k prend successivement les valeurs 1, 2, . . . , n puis la fraction
1

k(k + 1) prend

successivement les valeurs
1

1 × 2 ,
1

2 × 3 , . . . ,
1

n(n + 1) et enfin on additionne les n fractions ainsi obtenues. Donc,
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1∑
k=1

1

k(k + 1) =
1

1 × 2 ,
2∑

k=1

1

k(k + 1) =
1

1 × 2 +
1

2 × 3 ,
3∑

k=1

1

k(k + 1) =
1

1 × 2 +
1

2 × 3 +
1

3 × 4
Enfin, on passe de la somme à n termes à la somme à n + 1 termes en ajoutant le n + 1-ème terme :

n+1∑
k=1

1

k(k + 1) =
1

1 × 2 +
1

2 × 3 +
1

3 × 4 + . . . +
1

(n − 2)(n − 1) +
1

(n − 1)n +
1

n(n + 1) +
1

(n + 1)(n + 2)
= ( 1

1 × 2 +
1

2 × 3 +
1

3 × 4 + . . . +
1

(n − 2)(n − 1) +
1

(n − 1)n +
1

n(n + 1)) +
1

(n + 1)(n + 2)
= ( n∑

k=1

1

k(k + 1)) +
1

(n + 1)(n + 2) .

Exercice 4. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,
n∑

k=1

1

k(k + 1) =
n

n + 1 .

Solution. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n,
n∑

k=1

1

k(k + 1) =
n

n + 1 .

•
1∑

k=1

1

k(k + 1) =
1

1 × (1 + 1) =
1

2
et

1

1 + 1 =
1

2
. Donc

1∑
k=1

1

k(k + 1) =
1

1 + 1 . L’égalité à démontrer est vraie quand n = 1.
• Soit n ⩾ 1. Supposons que

n∑
k=1

1

k(k + 1) =
n

n + 1 et montrons que
n+1∑
k=1

1

k(k + 1) =
n + 1

(n + 1) + 1 .

n+1∑
k=1

1

k(k + 1) = (
n∑

k=1

1

k(k + 1)) +
1

(n + 1)(n + 2)
= n

n + 1 +
1

(n + 1)(n + 2) (par hypothèse de récurrence)
= n(n + 2)
(n + 1)(n + 2) +

1

(n + 1)(n + 2) =
n(n + 2) + 1
(n + 1)(n + 2)

= n
2 + 2n + 1

(n + 1)(n + 2) =
(n + 1)2

(n + 1)(n + 2) =
n + 1
n + 2

= n + 1
(n + 1) + 1 .

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel non nul n,
n∑

k=1

1

k(k + 1) =
n

n + 1 .
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Terminale S – 26 Exercices sur le raisonnement par récurrenceTerminale S – 26 Exercices sur le raisonnement par récurrence

Exercice 1Exercice 1  :: Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul :

1² + 2² + … + n² = 
n(n+1)(2n+1)

6
Exercice 2Exercice 2  :: Démontrer que, pour tout entier n⩾1  : 

1³ +2³ + … + n³ = 
n2
(n+1)2

4
=(1+2+…+n)2

Exercice 3Exercice 3  ::  Démontrer que, pour tout entier n⩾1  :

1×2  + 2×3  + … + n(n+1)  = 
n(n+1)(n+2)

3

Exercice  4Exercice  4 : : On  considère  la  suite  (un)  définie  sur  ℕ par  u0=0  et,  pour  tout  n  ∈ ℕ,

un+1=√1+un
2 . 1)1) Calculer les 5 premiers termes de cette suite.

2)2) Émettre une conjecture sur l’expression de un  en fonction de n .
3)3) Démontrer cette conjecture par récurrence.

Exercice 5Exercice 5  :: Même consigne que l’exercice 4 avec un+1=√4+un
2

Exercice 6Exercice 6  :: On définit la suite (un)  par u1=1  et, pour tout n⩾1 , un+1=−2un+9 .

Montrer par récurrence que, pour tout  n⩾1 , un=(−2)n+3

Exercice 7Exercice 7 (d’après BAC) (d’après BAC)  : : Soient (un)  et (vn)  les suites définies par :
u0=3  et, pour tout entier n⩾0 , un+1=2 un−1 .
v 0=1  et, pour tout entier n⩾0 , vn+1=2 vn+3

1)1) Montrer par récurrence que, pour tout n⩾0  : a)a) un=2n+1
+1    b)b) 2un−vn=5

2)2) En déduire l’expression de vn  en fonction de n .

Exercice 8Exercice 8  :: On utilise la notation suivante : pour tout n ∈ ℕ*, n !=1×2×3×…×n
n !  se lit « factorielle n ».
1)1) Démontrez que, pour tout n  ∈ ℕ* : 1+2×2!+3×3!+…+n×n!=(n+1)!−1
2)2) Démontrer que, pour tout n  ∈ ℕ* : n !⩾2n+1

Exercice  9Exercice  9  ::On  considère  la  suite  (un)  définie  par  u0=1  et,  pour  tout  entier  naturel  n ,
un+1=√un+1 . Prouver par récurrence :
1)1) Que tous les termes de la suite (un)  sont strictement positifs
2)2) Que la suite est croissante.
3)3) Que, pour tout entier naturel n , un<2

Exercice 10Exercice 10  :  : Dire si l’affirmation suivante est vraie ou fausse. Justifier.
« Si  la  suite  (v n)  est  définie  par :  v 0=0  et,  pour  tout  n  ∈ ℕ,  v n+1=vn+2 n+2 ,  alors
vn=n(n+1)  pour tout entier n⩾0 . »
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Exercice 11Exercice 11  :: On considère la suite  (un)  définie par  u0=1  et,  pour tout  entier naturel  n ,

un+1=un+2n+1 . Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n , un⩾n2 .

Exercice 12Exercice 12  : : Soit (un)  la suite définie par u0=2  et, pour tout n  ∈ ℕ, un+1=√un+5 .
Démontrez par récurrence que, pour tout entier naturel n , 2⩽un<3 .

Exercice 13Exercice 13  :: On considère la suite  (un)  définie par  u0=
1
2

 et,  pour tout entier naturel  n ,

un+1=un
2
−un+1 . Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n , 1

2
⩽u n<1 .

Exercice 14Exercice 14  : : Soit (qn)  la suite définie par q1=
1
3

 et, pour tout n⩾1 , qn+1=
n+1
3n

qn .

Montrer que, pour tout  n⩾1 , qn=
n

3n .

Exercice 15Exercice 15  :: On place  n  points distincts sur un cercle,  n⩾2 , et on note  Sn  le nombre de
segments qu’on peut tracer ayant pour extrémités 2 de ces points.
1)1) Déterminer S2 , S3 , S4  et S5 .
2) 2) Conjecturer l’expression de Sn  en fonction de n .
3)3) Démontrer par récurrence la conjecture de la question 2.

Exercice  16Exercice  16  :: Pour  tout  entier  n⩾4 ,  on note  d n  le  nombre  de  diagonales  d’un polygone
convexe1 à n côtés.
1)1) Déterminer graphiquement d 4 , d 5 , d 6  et d 7 .
2)2) Un exemple : tracer un pentagone ABCDE. Ajouter un point F à l’extérieur du pentagone.
Quelles sont les diagonales de ABCDEF qui ne sont pas diagonales de ABCDE ?
3)3) Établir une relation entre d n  et d n+1 .

4)4) Montrer que, pour tout n⩾4 , d n=
n(n−3)

2
.

Exercice 17Exercice 17  :: Soit u0=2  et, pour tout n  ∈ ℕ, un+1=√un .
Montrer que, pour tout entier naturel ℕ, 1⩽un⩽2 .

Exercice 18Exercice 18 :  : On définit la suite (un)  par u0=1  et, pour tout n⩾0 , un+1=2 un−n+1 . Montrer
que, pour tout entier naturel n , un⩾n .

Exercice 19Exercice 19 (d’après BAC) (d’après BAC)  :: On considère la suite (un)  définie sur ℕ par u0=1  et, pour tout

n⩾0 , un+1=un+2n+3 . Démontrer que, pour tout n  ∈ ℕ, un⩾n2 .

1 On dit qu’une figure est convexe lorsque, quel que soit le couple de points choisi à l’intérieur ou sur le pourtour de cette figure, le 
segment qui relie ces 2 points soit entièrement inclus dans la figure.
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Exercice 20Exercice 20  : 1) : 1) Comparer 2n  et n2  pour différentes valeurs de n .
2)2) Résoudre dans ℕ l’inéquation 2n2

⩾(n+1)2 .
3)3) Démontrer que, pour tout n⩾4 , 2n

⩾n2 .
4)4) Cette inégalité est-elle vraie pour n<4  ?

Exercice 21Exercice 21 (d’après l’examen du Baccalauréat allemand) (d’après l’examen du Baccalauréat allemand)  :: Les 7 premiers termes d’une suite
sont : a 0=1 , a1=1 , a 2=3 , a3=7 , a 4=13 , a5=21  et a6=31 .
1)1) Trouver une formule de récurrence pour définir la suite (an) .

2)2) Vérifiez si la formule trouvée au 1) satisfait à la condition : pour tout n  ∈ ℕ, a n=n2
−n+1 .

Exercice 22Exercice 22  ::  On note  un  le nombre de cubes
nécessaires  pour  construire  une pyramide à  n
étages selon le modèle ci-contre.
1)1) Déterminer  les  7  premiers  termes  de  cette
suite.
2)2) Émettre une conjecture sur la formule de un

en fonction de n .
3) Démontrer par récurrence cette conjecture.

Exercice 2Exercice 2    33      : : ∀Démontrer par récurrence que,  a  ∈ ℝ+ et ∀ n  ∈ ℕ*, (1+a)n⩾1+na .

Exercice 24Exercice 24  :: Démontrer par récurrence que, pour tout n  ∈ ℕ, 6n
−1  est divisible par 5.

Exercice 25Exercice 25  :: Les suites (xn)  et ( yn)  sont définies par : x 0=10 , y0=15  et, pour tout n  ∈ ℕ,
xn+1=xn+4 yn  et yn+1=yn+9 xn .
1)1) Calculer x1  et y1 .
2)2) Montrer par récurrence que, pour tout n  ∈ ℕ, il existe un entier wn  tel que :
xn=10wn  et yn=15wn .
3)3) Définir la suite (wn)  et exprimer, pour tout n  ∈ ℕ, wn  en fonction de n .
4)4) En déduire les valeurs de x5  et y5 .

Exercice 26Exercice 26  :: Soient a et b deux nombres réels tels que  0<b⩽a . Soient deux suites  (un)  et

(v n)  définies par : u0=a , v0=b  et, pour tout n⩾0 , un+1=
un+v n

2
 et v n+1=

2unvn
un+v n

.

1)1) Démontrer par récurrence que, pour tout n  ∈ ℕ, 0<vn⩽un .
2) a)2) a) En déduire que la suite (un)  est décroissante et que la suite (vn)  est croissante.

    b)b) Démontrer que, pour tout n  ∈ ℕ, on a : un+1−v n+1⩽
un−vn

2
.

    c)c) Démontrer que, pour tout n  ∈ ℕ, un−v n⩽(1
2)

n

(u0−v 0)

3)3) Soit (wn)  la suite définie pour tout n  ∈ ℕ, par wn=unvn . Montrer que (wn)  est constante.
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