memmmm Tableau récapitulatif

Ere—— = _%“"‘-'—‘r-.a.l
@® Limites de référence

* g et ¢ étant des nombres réels, lim c=lim c=lim c=¢
x—a X+

] X =3=—=r2

°*Ona: luno—x—=1 ) l_,n x o
X =
s = .. lim J;:-]-m
o X -

* @ étant un nombre réel et n un nombre entier naturel non nul,

;. + = $in est pair
s e g . lim x"= ; .
| ]
s well ; lim L=¢
LW ' £
. = . lim -al* =0
.Itlﬂ-lﬂrl_n ! x-—}a(x ﬂ-)
1
" - ¥ 1 e - i — —— =+
i Pour n pair : En?-+“ ? !E?a [x-a)" =
1
e S . im — =-—
o ’ r3a Ge—ar T
Pour n impair : 1
1 li =
lim — = ; m = ——— =+
0% Fim e (x-a) 3

I @ Calcul de limite a I'infini de fonctions polyndmes et rationnelles

i ™+ ..+ax+a) =lim a
llﬂl-u(a"x"+ﬂ.m1 + X+ ay) r_;_“".t"

lim (" +a _x""'+..+ax+a) =lim ax"

X = X3t

ap.ti'
lim = lim A
i bq,t‘i'+bq_lﬂ"+...+b1x+bu Xipimas bfrﬁ

aﬂﬂ’ + ap_iaﬂ"l +ootax+a,

ar+a .tf"1+...+a]x+a a
. B 1
lim p'tp L i = lim ﬁ

¥ bt by x4t bx+ by X7t pad

@ Criléres de continuité en a

e fétant une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a,
S est continue en a o lim f(x) = fla)
X = {0

¢ Toute fonction qui est somme, produit ou quotient de fonctions élémentaires est continue n
tout élément de son ensemble de définition.

B
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__1.1. Limites de référence et continuité en a

pmmemm Limite & gauche - Limite a droite .

B Tableau récapitulatif
—— T .M_JM

@ Définition

a et I sont des nombres réels, f une fonction d'ensemble de définition D,
On dit que f/ admet une limite a gauche en a On dit que / admet une M!el a droite en g
égale a [ lorsque la restriction g de f a | égale a I lorsque la restriction g de }; I
Dfﬁ ]- == ; a[ admet en a une limite égale a L. Drn la ; + [ admet en @ une limite égalea l.

lim f{x)= li{_]}ﬂg(x] =1L

lizm, fl) = lim g} = L =, |
@ Propriété
a et | sont des nombres réels, fune fonction définie sur un intervalle ouvert centré en &, sauf
éventuellement en a. :
Dans le cas ot f n’est pas définie en @, Dans le cas ot [ est définie en @,
f admet une limite lena f admet une limite en @
si et seulement si si et seulement si
fadmet en a une limite & gauche et une S admet en a une limite a gauche et une
limite a droite égales a L. limite & droite égales a f(a). ]
O ? (@)}l '
| e ; =
o1 [Emens o] I -
}‘}31 g (x) =1 lim [ (x) = fla)
si et seulement si si et seulement si
}rtr?nu [lx) = Llr;;u,f ) =1 llgla flx) = _lmlg‘:l f (x) = fla)
|
F-a—-:.;.-—c—-.—--._,ﬂmﬂ"h—-‘l-'-_-"’—“_-'—'—"__" sallss s eSS - s s e

m Exemple
Fﬁfﬁﬂi’t—ﬁs_]"h"ﬁm_i_t'é'et ]a continuité en 1 de la fonction f définie par :
i {pﬁuer]—-m;ll,f[x]:f—x+2

pourx € 15+, fl) =x+1

— ]

e

Calculons la limite a droite en 1 de /.

Calculons la limite & gauche en 1 de f:
}rnéll,'"[x] =lim (x+ 1)=2

lim f(x) = lim (x2-x+2)=2
x?l x—=1

d'ol :

.Itll’éllf[.l') = lxlglf[x] =2 et f(1)=2
donc fadmet une limite en 1 6gale & f(1) ; par conséquent la fonction fest continue en 1.

Limites et continuité 9
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ammmsm Prolongement par confinuité

B Exemple inlmtlucti.f _—— I —
; S ass T TERC . . T
Ftudions la limite et la continuité en 1 de la fonction définie sur R\(1} par: f(x) = ST

'On veut trouver une fonction g défime sur H cnntinue enl et qui coincide sur R \ (1} avec .

Calcul de la limite
Pour tout lément x de R\M1), fl)=x+2

donc: lim S = lim_ (x + 2) =3.

La fonr.:hon f admet une limite en 1, égale a 3.
Etude d'une fonction auxilliaire e (1), gt = /)
Considérons la fonction g définie par : { gl1) =

Ona: 11m glx) = 1m:| f (x) = g(1).

donc g esl cnntlnue en 1 On dit que g est le prolon

\Définitior let'proprietel S bl =
' fest une fonction d’ensemble de déﬁmhon D.f" a un nombre mel n’appartenant pas a D,.

On suppose que f admet une limite finie [ en a.
pour x € D, \(a}, glx) =f(x)

gla)=1
' est continue en a. Elle est appelée prolongement par mmtmmté de f en a.

gement par continuité de fen.1.

 Alors la fonction g déﬁn.ie par : {

| Exemple

[On donne la functinn )“ de R vers R déﬁme par: f [x] ==
‘Démontrons que fadmet un prulongement par cunumute en o

| FETYE IR R T S SR TS LE T JoS e
; = sinx _

Ona: D= R\ [0} et LIED > - b

Donc fadmet un prolongement par continuité en 0, la fonction g définie par :
{ pour x € R\{0}, glx] = f(x)

g(0) =1

vzl xercices srzoismmmrrs s s

l.a CHIClﬂiTJPf limites suivantes : " l.c Ftudier la continuité en 1 de la fonction fdéfF
lim s lim -x-6 nie par :
x4 Jr-2 == x+2 pour x € |- ; 1[ )'-(.t:l=-——'&—'r
'] i&v_ 1
1.b Dm"ts chacun des cas suivants, étudier la conti- pourx € |1 ; + e[, flx)= —x%+ax—4
nuité en 2 de la fonction fdéfinie par : fl1)=-1
{pmu'xE]—m*El flx)=2x" -4x—4
ey 1.d  On donne la fonction f définie par :
= flxd = x“+x-—2
{pour.rE]—"‘2[ Jlx) = e —dx — 4 ke -1
pourx € [2; + [, f(x) = % Justifier que f admet un prolongement pet

continuité en 1 et préciser ce prnlungﬂmen

10 Limites et continuité
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—1.2. Limites, opérations, composition

memmmm Tableau récapitulatif

@ Limites d’'une somme

[ et g sont des fonctions ; [ et I’ des nombres réels ; @ un nombre réel, - w ou + =

Si f a pour limite en a [ I ! — . IS
et si g a pour limite en a I + o _ e . = a
alors f + g a pour limite en a [+ + 0 — o0 o = p'sl-:::nﬁ::;'i

@ Limites d'un pﬁduit

[/ et g sont des fonctions ; ! et I’ des nombres réels ; a un nombre réel, — o ou + =
Si fa pour limite en a I |LI>0|L1<0|Ll>0|LI<0| 40 | += | —o D,-
et si g a pour limite en a U +oo | 4o | = | =00 | 4B | —e0 [ —eot t: E
5 %

alors fy a pour limiteena | I’ | +o | =00 | =00 | 4o | 400 | —eo | +o | 2ErL| |
d
i
i

@ Limites d’un inverse

[ est une fonction ; [ un nombre réel ; @ un nombre réel, — = ou + = i
0 0
Si g a pour limite en a U, U'#0 (g étant positive |(g étant négative| —oo ou + o
i sur K] * sur K) * i
| 1 g 1 . 5
alors Fapuur limite en a - + oo

@ Limites d’un quotient

i

f et g sont des fonctions ; [ et I’ des nombres réels ; a un nombre réel, — e ou + =

+ o

Si f a pour limite en a [ [ l 400 | 400 | —ee | = 0 hee

roqr T P oqr o + oo

et si g a pour limiteena [, '#0| +e | - rrsoll, '<oll, U'>o|l, I'<0] 0 Tov
t

alnrs:gfapour limite en a -I%- 0 0 +ea | —ea | —oo + 00 el e

; -
Dans le tableau « Limite d'un inverse », K désigne un intervalle contenu dans 1'ensemble de définition
de g et est I'un des types suivants :

a a a a a
— lorsque x tend vers le nombre réel a ¢ 1 2 a 1

— lorsque x tend vers — (resp. + =) - oo ; Al (resp. 1B ; +=o[)

Limites et continuité 11




mammmm Exemples d'utilisation des opérations sur les limites

Bl Limite d’une somme

lim 2%=+ et lim J;'=+='° donc ET+“[I2+'E]=+m
X =3+ o X =+ ' 1 v
lim L-o ot lim (-7)=-7 donc  lim_ (5-7)=—7
X =3 —ou F R
B Limite d’un produit :
lim [_ 2] S et lim == donc L]-E;l_ “{_ zx:i] = % oo,
X =) — oo X =3 — = i
lim x=+ ot lim [fr=+e donc }.?E,,..‘r‘&:*“-
Xo—p & I +=
B Limite d’un inverse 1
: donc lim —==0
s G
g 1
i -1 = donc lim =4
pourx#1,(x—12>0 et Llﬂli':x 1)=0 =1 (x—1)2 e
| pour x € |- % 10[, sinx<0 et Er_?nshu =0 danc }tul:u e
| .
| mmmmmms  Formes indéterminées
1 B Notations
Lorsque les tableaux ci-dessus ne permettent pas de déterminer la !imite d'upe somme, d'un produit oy
d'un quotient de deux fonctions, connaissant leurs limites respectives, on dit qu'il y a une forme indg-
terminée. :
On reléve quatre types de formes indéterminées :
&0 — oo 0Xoo % %
traduit la derniére colonne traduit la derniére colonne traduisent les dernigres
du tableau du tableau colonnes du tableau
i « Limite d'une somme » « Limite d"un produit » | « Limite d'un quotient »
|| M Exemples
’ En faisant la somme des limites | En faisant le produit des limites | En faisant le quotient des limites
pour calculer pour calculer pour calculer
: A &
i 2 4 5x—1)— jx lim [ +2x—5)[- 2 im ——— i s
‘ LLE-I- N[(SI ) ‘r] =t _.[( 5)( :’_; ] LLEU SINLY et LIE}{_ s X =D
| on obtient la forme indétermi- | on obtient la forme indétermi- | on obtient respectivement les
J nee : nee : formes indéterminées :
ea — oo 0 x oo 0 et \ i]
v 0 o

sammsm Limite d’une foncfion composée
B Exemple introductif

'On donne les fonctions fet g de R vers R définies par : AT i
'On veut étudier la limite en 1 de fog. i b i1 o gilps

Ensemble de définition de fog I fng-
D.=RetD =R;doncD. =R. -
A q Jeg |
Pour tout nombre réel x, fog(x) = [—‘%_1. : g = f >
x+1)72+
On obtient le schéma ci-contre. x=1 glx) — ¢ flglx)l =5

19 Limites et continuité
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On démontre et nous admettons la propriété suivante :
| Proprietél i e o o
S et g sont des fonctions, a, [ et I’ des éléments de R U |- oo ; + ook

Si ;lr"_?a glx)=1 et ,I‘-ii?r Jx)=U  alors ligﬂf og(x) = U,

B Exemples
, Calculons la limite en 1 de la fonction Calculons la limite en + = de la fonction
l , f:xHSm_q:-!-lf g:.tr—rxsin%.

fest la composée de la fonction u : g est la composée de la fonction inverse suivie dela

suivie de la fonction sinus. fonction v : x s SBX
2
n 1
11m = e s e
x—»1 x+1 2 . Lr_,n — =0
or: . . / or: L)
lim , sinX =1 : lim SinX _ 4
x—"ﬁ' X=0 X

donc : lim xsml—l
X 4o

z
donc : lim sin
r—1 x+1

g =veinv

mememmm Limites de f et | £l

B Cas particuliers de limites de fonctions composées

IEropriéfe ; sk | b

[ est une fonction, a un élément de R U {- e ; + =}, [ un nombre réel positif ou nul, " un nombre réel .

*Si lim f(x)=1 alors lim W=l *Si lim fx)=1" alors lim If()! = IT’]
e N -5

® Si iiTﬂf[x]=+m alors ‘lriglnlf[x]l=+m

e Si lim f(x) =+« alors lim [fl{x)=+¢
X —d X=— il
® Si lim f{x)=-< alors li_m;alf(x)l =+ o0

I—a

o Exemp]es
Ca]culons les limites en — o= e u de 1;, funmun Calculons les limites en 0 et en - = de la fonction

R I'-’Jm"‘_ h:x— Ix2+x-51

t]na: 'lti1_£1_"{xz+x+3]= Ona; Jll_i.l;lio(.t:'+.1:—5]=—5
A ];i"_?_mm=+m' donc : !ngul,t-3+4'—5I =5,
Ona: ‘Irir_x}u(xz+.r:+3}=3 Ona: }rirj_m(ﬂ+x-5]=_
donc : ]tir_?u,,@_-i-x—+_= . donc : Li_[_'f'l_ulxa +Xx—=5| =4 e0,

V,zE XETCICOS B i o A o S

1.F  calculer les limites suivantes :

1.e Calculer les limites suivantes : vant
2 . lim  [r—/x2+3); sindx . . sinx* |
EE+=fJ4I +1+x) e .l::iTu_S.r : IxIEﬂT :
. xt—3x+2 . . Cost T . lim l=Ccosdx
1”3] .t"‘j'ﬂ ' .]l:’l—mon .'-|'.'2 ’ r—1 +1 . =0

Limites et continuité 13
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—J1.3. Limites et inégalités

mmmmmm Passage a la limite dans une inégalité

ACﬁWfé Im'.roductwe s = U

. Considérons les fnnctmns fetgde R vers R dél-‘imes pnr )" {-1'] et gl)=2r_1
' On vérifie aisément q que f>g.

Iﬂnmparer les limites de fet g en 0, en + et en —cs.

iy UL P L

On démontre et nous udmettons Ia pmprzeté suwante

: ; = e =SEe 1
a est un é]emenl de RU {_ e ; + oo}, fet g deux fonctions admettant des hnntes en a. T
Si  f>g alors lim fx)2lim glx).

r—»a I=sda

Cette propriété ne permet pas de calculer des limites mais de les comparer.

mammmm Calcul de limites par comparaison
On démontre et nous admettons les pmpnétés suivantes. Elles permettent de calculer des limieg

P ot S i i e i AT o, Lo

e — —

|

a et I sont des éléments de R U [—oo: 4+ W],f&t g des fonctions, e
Si  fzg et lim gl)=+e|Si f<g e lim glx)=-|Si g <f <h
alors liEﬂf[I] = 4 oo, alors l.il_l;!uflx] = - oo, el ]ii]—?ag{x] = !riEnIl(x) &1
alors lim f(x) =L
r—a

e e

t i Calculnus hm [.t“ -xcos.t]

e e e e e e L

Solt X un nomhre réel strictement positif,

Scut xun _nofnbre réel strictement positi,
ona: -1 < sinx < 1 ona: =1 < COSX <1
d’ol : ——1;5 S_%ll.t S% . d'odl: x?-x < x2-xcost € X2+x
or: lm =0 etlm ~2s0 o lm (fox)=lim (d+x)=te
donc : .]ilE+ u%— =1, donc: Lixili.w(xz — X COsX) =

wozzE xercices B AT i

] g On donne la fouctionfdéﬁnie par: 1 i On considére la fnnnliunfdéﬁnie par:
[(x) = 2x — E(x). 93
1. Justifier que : pour tout nombre rée] x, flx) = ————— |
x-1<Ex)<x et x<f(x) <x+1. (1+3)1+xt

2. En déduire les limites en — = et en + oo de f. 1. Démontrer que :

pour tout nombre réel x, 0 < f(x) < x:-
2. En déduire la limite en + = de [

1.h  calculer la limite en - e et en + = de la fone-
tion f définie par: f(x) = x + sinx,

14 Limites et continuité
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—l.4.. Calcul de limites et formes indéterminées

Les exem
dans le ¢

mEmm=m Exemples d’utilifqﬁon d’une factorisation

' Calculons : _l:iﬂ'.l_._ _,(x— Jo.

Pourx>0

I-J-;'=.Ef[5:-1]

ona:

or ; lim = teetlim  (fr—1)=+ o
donc: lim (x—[x)=+ e,
XL —% 4 oo

pfes‘ ci-dessous fournissent quelques procédés classiques permettant de calculer une limite
as ot les opérations sur les limites conduisent & une forme indéterminée.

Calculons : lim o .

-'__"‘_*""Jx?+.tﬂ+8 4 . .

Pour x>0
Jx-1 X
+x°+8
I?‘[x+1+-8—2]
X
1
-

\Ix+1+%

. s
LHP:I-I-M(E Y)_a
or: a
le+” x+1+? = + oo,
donc: lim L:O
e B rxi+8

mommmmm  Exemples d'utilisation de I'expression conjuguée

. Calculons : liEH. W(Jx-f 1—Jx~1).

Transformation de I'expression yx + 1 — Jx — 1.
(On multiplie et on divise par I'expression conjuguée)

yW+1—Jx—-1= 2
Jx+1+Jx——1
or: -]r.'l_'[_];_:l Wx+1+Jjx—1)=+ece
+ oo
d'oi: lim 2 =0
X=p g Jx+1+,ﬁx-—1
donc : 1iE+ (Jx+1-Jx—-1)=0.
x e

Calculons : lim  (J9x2 + 7 + 3x).

X—3—ca

Transformation de I'expression /9x% + 7 + 3x.
(On multiplie et on divise par I'expression conjuguée)

JG_lx?-+ 7 =3x
or ! lim [J9x2 + 7 —3x) = 4 o
e ]
d’on : 7

x—-e Jox2 + 7 — 3x

}tim_ (y9x2 + 7 + 3x) = 0.

-

donec :

mmmemmm  Exemple d'utilisation de I'expression conjuguée et d’une factorisation

Calculons : !:19- m[sz +3r -2 + xJ.

Transformons I'expression Jx? + 3x — 2 + x en multipliant et en divisant par I'expression conjuguée.

Je-2

On obtient : Jx2 + 3x -2 +x= —= .
X2+ 3x—-2—x

La dernigre expression donne encore une forme indéterminée.
Poursuivons la transformation en mettant x en facteur au numérateur et au dénominateur.

Jx—2

x(3 — %]
On obtient : =

x(3 - %]

X2+ 3x—2—-x

Scanned by CamScanner
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2
—g
x(3— -—] x
“ ___________.
Pourx <0 (x2+3x—2+X = ﬂ"'l
lxly1+ —‘ "?
3 2 41)=2
or: lim (-3+ Zy=-3 et 11{*}_,,(\[:?; )
X = —ca X
donc: lim (x2+3x-2+x)= -—-f
X - - e
e g variation
pEmmmmm Exemples d'utilisation d’un taux cfe s ol A - |
e PR
| Jx+1-1 Calculons : lim , ———— -
Calculons : lim  ————— . . =
! X— 4ea X . ;
La fonction racine carrée f: x + [x est dérivable e % e .
enletona: Giia = E = {cusx+-2_]
e I i
(1) =1lim (1 +h) —f(1) 3 g
h=o0 h cosx — c:os--— x . &
lim , = (cos)’ [—] =-sinz=- 5
’ A+h=-1 1 IS5 x- 3
m — =75 or:
e & lim,[[coar+-%-3=1
I—*T
cos?x — -.-;— B
; ¥ *x+1-1 _ 1 donc : lim = ——.
donc : lLE?u = =5 P 1 x-% 5
dé
EEnE==3 Exemples de chungement écrifure
e -
i Calculuns lu:n sim: ' ity Ca.lculons lim _ﬂ_smx
"' L e RO Wl B " b
| T}'ansfarmation d’écrilure I}-unsfnrmunon d"écr:mre
sinx _ sinx sinx _ si 1
= XX = SIS e
| gt oG
. Calcul des limites Calcul des limites
or: lim SIBE _ 4 ot Jim fe=0 ; sine _ S
! X .r—}l}f or !“._1130 x 1 et ]:.:!IE[-)I[) x2—+°°
donc: lim sinx _ N T
x50 x donc : hmu—.ﬂ =+ o
On examinera comme dernier exemple le calcul de lim  x sm—- effectué a I’aide de la décomposi-
tion, dans le paragraphe 1.2. =

WExerCIce . g A

1 | Calculer les limites suivantes :
; J1+x2+2r . e i
e i, A
— = X = 400 241 Yo xotw x+3"
: Jr+2 y
Lll_],fl_” _J—__- s lim ——x—-ﬂ_, li sine - 1 . tanx
xz 41 I-i—ufx+3_2 ;,}E,IL_'__x 1‘»‘_; LHEO‘_—FI .
& T

16 Limites et continuité
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centlnwtevsur—un Interva||e—"*"'“‘i"“"“'""'}

e S e . e

—2.1.. Définition — Propriétés

S po]a Conhnuﬂe d’une fonchon sur un intervalle

R R i e : s

Uﬂ'ﬂ ﬁmcmm fest dite continue sur un intervalle K lorsque sa restriction 4 K est continue en tout élé-

ment de K.
Of a b Ol a b Ol a b Ol a b
fn'est pas continue S n'est pas continue
Sestcontinuesur fa;h]  fest continue sur [a ; b] sur [a ; b sur [a ; b]
Sfest continue sur Ja ; b[ fest continue sur Ja ; b]

Image d’un intervalle par une fonction continue
Exemp}e introductif

On considére la fonction f déﬁma sur [— a1 3{ par: fl [x] xE(x]
Pour chaque intervalle K ci-dessous, étudions graphiquement la continuité de f sur K et déterminons
graphiquement I'image f(K) de K par f:

F25-10 5 1310 5 1310 ; Jo;al 5 1500 5 (1530 5 [0;20 ; I-151].

Formules explicites de la fonction f

5 -9 =1 0 1
ECx) -9 E:II -1 [:é[l 0
Jx) — Oy = I:(:l:l 0 EA;I:I X

—y

-
e -

pourx € [-2;-1[, fla)=~2x J | l . |
pourx €[-1;0[, [flx)=-x ‘ [
pour x € [0; 1], flx)=0 —f— | L= g, )
pour x € [1; 2], flx)=x 1 * O |
pour x € [2 ; 3, flx) =2x ]\ ' ! B
Représentation graphique de f - \’_ . e S o
Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, ]) | | j |
. j l — l__
4g-1o 12 3 4 | | ]

Limites et continuité 17
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Continuité de f sur K et image de K par f

K (=2;-1[| =110 | 1=1320 | lozal | [-1;0] 11; 2( In;3[ _—T—‘I\;]\
Continuité  fest fest fest fest £ est fm'est pas f n'es.t pas frien :
de fsur K| continue | continue | continue | continue | continue continue continue CD““.I‘E_];
sur K sur K sur K sur K sur K sur K sur K S
fIK) 12 ;4] 0;1] [0;1l o]} [0;1] Ji;2[ [[152[Ula;8] [0;1]
L
Conclusion

On constate que : . -
Si fest continue sur K alars f(K) est un intervalle ou un singleton.

Si fest continue sur K et K fermé alors f(K) est un intervalle fermé ou un singleton
Les réciproques ne sont pas vraies.
Eneffet: fn'est pas continue sur [-

fest continue sur [- 1 ; 1[ ; cependant f([~

1: 1) ; cependant f([-=1; 1)) = [0 1].
1;10)=1[0; 1l.

On démontre et nous admettons la propriété fondamentale suivante :
e m— - — e * o, T

Propriefe: SRR SERTIE L RN us) e

Par une fonction continue : L
— I'image d'un intervalle est un intervalle ou un singleton.
— I'image d'un intervalle fermé est un intervalle fermé ou un singleton.

| Il
M.l | g 1L
Lasdtse [T ]
fib) / LT 1TT]
o | SN
f /] < iRENE
| i anne
O A 1
m[ . I | | |
| L.

Sfest continue sur [a; b]
Sla; b)) =[m; M|

m est le minimum de f'sur [a ; b]

fixr 30+ F2-2c4 &
Sest continue sur R
fl-3:2)=[-1; -4
M est le maximum de fsur [a : b] SU=2;+e))=[-1;+0
Cette propriété est trés importante. Elle permet,
— d'une part, de déterminer I'image d'un intervalle
l'intervalle est fermé
la fonction est strictement monolone,

— d’autre part, de démontrer I'existence de zéros d’une
de ces z€éros.

par une fonction continue dans les cas particuliers ol

Jonction et de déterminer des valeurs approchées

mmmessm Détermination de I'image d’un
B Exemple 1

| Déterminons I'image de l'intervalle [- 1 ; 2] par la fonction ifirx

intervalle fermé par une fonction confinue

3
Détermination du maximum et du mm:mum E;_f;u;[_ 1 - 2} =Yl quptddan
Soit x un nombre réel, '

-1Sx<0=0<x*<1

0<r<2 = 0<s2<4 Gﬂl‘festdécroissantesur]—'”iﬂ]

car f est croissante sur |0 ; + ol

18 Limites et continuité
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donc: Pour tout nombreréel x, —1<x<2=0<f(x)<4
d'oit : 0 est un minorant defe'l 4 un majorant de fsur [- 1 ; 2]
or: Sl0)=0etf(2) =

donc : 0 et 4 sont respectivement le minimum et le maximum de fsur [- 1 ; 2].

‘! L1

Détermination de image de [- 1 ; 2] par f e

{ fest continue sur [-1 ; 2] | .

le minimum de fsur [— 1;2]est0 Hd o —!
le maximum de f'sur [- 1 ; 2] est 4 1 —

donc: f([-1;2])=[0;4].

B Exemple 2

T

Lﬁﬁétgrmitm_ns I'image de Vintervalle [- - -} &) par ]a fonction cosinus.

La fonction cosinus est continue sur R en particulier sur [ -g— ; ™)

Détermination du minimum et du maximum de la fonction cosinus sur [- - ; 7]

Pour tout nombre réel x, — 1 <cosx <1

donc: —1estun mmora.ut de la fonction cosinus sur [~ — =i n] et 1 est un majorant de la fonction cosi-
nus sur [— -~ 5 i )

or: cost=—1 et cos0 =1, -
donc: -1 et 1 sont respectivement le minimum et le maximum de la fonction cosinus sur [- 5 n].
Détermination de I'image de |- % ; n] par cos 1 |
cos est continue sur [- % ;7 / \ ‘
le minimum de cos sur [~ % ;ml est—1 : x
O N\ '
T | ‘
le maximum de cos sur [~ 5-; ] est 1 = 2 F\ :
SRR [P Y L
donc : cos([- T; nl)=[-1;1]. i [ f | ,_

mmmmmm Détermination de I'image d’un intervalle par une fonction continue et
strictement monotone

lExamplemlmdllchf e .,

| On donne la fonction f x— 2: * 11

| Déterminuns graplnquemunt P'image L f de chacun des intervalles I- 2;0] et ]1 + oo,

Thbfeau de variation et représentation gmp}uque de [ \ ;
x - 1 + 82
S = - N
2 e 9
Jix) \\.‘; - ‘\"\‘ 0 1 1
M

Détermination graphique de fl[- 2 ; 0]) et de fll1 ; + =) D |1
fll=2;0)=[-1;1] ; f1;+eD=]2;+<l .l

Conclusion
[fest continue et strictement décroissante sur [~2; 0] donc: f(I-2;0]) = [f(0) ; f- 2)] ;

f est continue et strictement décroissante sur J1;4e donc: f(]1;+ef)= ]lir_1;1+ mfl:.t] : }tif:f{x]['

Limites et continuité 19
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On démontre et nous admettons la propriété suivante :

Propriéte i

o et B sont des éléments de R U (- = ; + =} lﬂ!? que o
f est une fonction admettant une limite a droiteen oL e

e G » . issante sur e Si f est continue et strictement décrojg
Si f est continue et strictement croissa B i | o eieitement cr -

[ Bl alors f(loc; B = [f(e) ; F(B)
oo . . . e Sj t continue et strictement décrpj
Si f est continue et strictement croissante sur ; ]ir )'i :i ol ¢:'ars o1 B0 = ?l;;ﬂx]?i?;s

Joo; Bl alors f(lo ; BI) =]Li_m;aﬁx] : }riglpf ([

Y

¢ une limite & gauche en f.

dnfe
eS|

f =G

_n
9 g

Slee; B = (@) ; F(B)] f0-5iFD=R fllo; B = UF(B) s fled]l S0 5+ 0[) =105 + o

B Exemples

| Déterminons V'image de | chacun des intervalles [- 2 ; 3],1-1 ; 1[, 10 ; + =<[ et ] == ; 1] par la fonction
(cube f: x> X2, -

La fonction f est continue et strictement croissante | / ;

sur R, en particulier sur chacun des intervalles — o= ,
(230, 111010 ; + o=l et J-o0 1] AN

~

donc: f([-2;3))=[(-2);f@)=[-8;27] !

fO-1:10=Y(-1); =1-1;1[ /A 1o ' -
£00 5+ 0) = }/(0); lim__fG)( =10+ < || : —
x = | |

fi-emi 1) =Tlim__fGe); f1)] = 1 ] EERE
' Déterminons I'image de }- -121: %{ parla fonction Déterminons I'image de 10 ; + o[ par la fonction
'E_tangente. : ' |inverse.
La fonction tan est continue et strictement crois-|La fonctiuﬁ fe:.;t ﬁﬁ-nliinue et s-t;ic_teméﬁt décrois-
sante sur J— —;.'; : %[. sante sur |0 ; + eof,
donc : donc :

#.R : .

—_—— = A = . o 3 1 £

tﬂn[] 71 T[) L].E_ %talu: ¥ ]xlil’l+ %tm[ R_- )([]U H: o W[] = ]]il]i}l_'_ m? H ngﬂ.}:..[ = ]D HE ao[

o xercices ezzzz sz s

2.a  On considere la Ion;::ion S définie sur R par : 2.b  On considere 1a fonction f définie sur B par:
ﬂxl=.r2+4' e i e os inter

Déterminer 1'image par f de chacun d

1. Etudier les variations et dresser le tableau de valles suivants : [0 ; 2], [2; + el ==+ °F
. N 2 ' [ ¥

variation de f.
2. En déduire I'image de chacun des intervalles
[0; 4] et[3;+ e

20 Limites et continuité
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—2.2., Calcul approché des zeros d'une fonction continue

a et-b sont des nombres réels tels que a < b, fune fonction cunti:;; sur [a ; b], (E) I'équation f(x) = 0.
® Sif(a) et f(b) sont de signes contraires alo

e Side pl . rs I'équation (E) admet au moins une solution dans [« ; bl.
i bﬁl us fest strictement monotone sur la ; b] alors Péguation (E) admet une unique solution dans

SO b fiay}-
] /\ . ® fwe=o
S) / b s
fla) |- \\/ J(b)
L'équation (E) admet trois solutions. L'équation (E) admet une seule solution.

mmmm=m Exemple d'utilisation de la méthode par balayage

Démontrons que I'équation 2° + x + 1 = 0 a une seule solution x, appartenant d ]- 1 ; 0[ et détermi- o
nons un encadrement de x, d’amplitude 0,001. &

Résoudre I'équation 27 + x + 1 = 0 revient a chercher les zéros de la fonction f: x > £* + x + 1.

Localisation du zéro de f

f est continue et strictement croissante sur R.

or: fl=1)=-1 et fl0O)=1

donc: faun seul zéro, x,, appartenant a - 1 ; 0[.

Encadrement de x, par la méthode de balayage Illustrations graphigques

¢ Recherche d’un encadrement de x, par des décimaux consécu-
tifs d'ordre 1

Calculons, de proche en proche, les images par fdes nombres déci-
maux d'ordre 1 de I'intervalle [- 1 ; 0] jusqu’a ce qu’on observe un
changement de signe,

x -09|-08|-07|-06|-05|-04]-03]|-02|-01 Ko

Syl - | - | - | # Pt |

On obtient: —0,7 <x,<-0,6 et -006- {- 0,7) =0,1.

e Recherche d'un encadrement de x, par des décimaux consécu-
tifs d'ordre 2

Calculons, de proche en proche, les images par f'des nombres déci-
maux d’ordre 2 de l'intervalle [- 0,7 ; - 0,6] jusqu'a ce qu’on obser-
ve un changement de signe.

x |-069|-068|-067|-066(-065|-064(-063-062|-061 -ﬂu
= + l—-l —t—t+—+—
L -0,7 | —0,68 -06
- 0,69

On obtient : — 0,69 <x,<-0,68 et —0,68- (- 0,69) = 0,01,
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® Recherche d'un encadrement de x, par des décimaux consécu-
tifs d’ordre 3

Calculons, de proche en proche, les images par f des nm:['LerS
décimaux d'ordre 3 de l'intervalle [~ 0,69 ; — 0,68] jusqu'a ce
qu'on observe un changement de signe.

x  |-0689|-0,688|- 0,687 0,686|-0,685|- 0,684 0,683 |- 0,682| - 0,681 oy

R £
_ — = = + T T T T t
L f{x) = == = . 0:.69 m

On obtient : — 0,683 < x, <-0,682 et — 0,682 — (- 0,683) = 0,001.

mmmmmm Exemple d'utilisation de la méthode de dichc_ltt_:l-rr}ie -
. @ | On considére I'équation (E) cosr = x. Démontrons que I'équation (E) a une seule solution o et g4,

' minons une valeur approchée de o a 0,1 prés. '

B Approche graphique

Le plan est muni d'un repére. Désignons par (€) la ; Gy

courbe représentative de la fonction cosinus et par

(A) la droite d’équation y = x. = %/ .g.

La courbe (%) coupe (A) en un seul point, ce pointa -7 n

%

pour abscisse a tel que : 0
0<o< 5

donc I’équation (E) admet une seule solution o et
cette solution vérifie a € 10 ; x[.

B Etude algébrique
Résoudre I'équation (E) revient a chercher le zéro de la fonction définie sur [0 ; -g-—] par : [(x) = cosx-r.

Localisation du zéro de f
fest dérivable donc continue sur R.
Pour tout x élément de [0 ; -%;—-]. fx) =-sinx -1

d'oli : pour tout x élément de [0 ; s fx) <0.

fest donc continue et strictement décroissante sur [0 ; %].

De plus : /(0) > 0 et f(5) <0 (carflo)=1 et S = %__ 5

d’'ott: faunseul zéro o ; ce zéro appartenant a [0 ; %], I'équation (E) admet donc une seule solution!
eta€[0; L

Encadrement de o par la méthode de dichotomie Hlustrations graphiques

(Xo0 b3
flo)>0 et f[-;—r'-]‘::[]; done U-r.:o;v.:-% 0 ! 3,
% <o, g n gL L
f[gl:"ﬂ et f':3]<0: done ﬁ‘:u{-i F#—.——:“—'*
T . n L ik a
—]>0 el — plich L2 L el
f[ﬁﬁml e f[4}(0. donc 56(.0:(4 -
g A 5 m o
f(24}>[l et fl3)<0; donc ﬁ:af_% %_: ! I‘:{'
Conclusion 5 €D
Ona: D.B<i§‘:ac%¢ﬂ,8 T DR i | g
n
donc : 0,7 est une valeur approchée de o & 0,1 pras. 06 3_1: 07 T 08
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—3.1.. Applications bijectives, injectives, surjectives
memmmm  Applications bijectives

Définition
A et B sont des ensembles non vides, f est une application de A dans B.

;Fonctions. continues e

i e il

[ ﬂ:nctement monotenesw — T

On dit que f est une application buectrve lorsque tout élément de B a un unique antécédent dans A.

On dit aussi que f est une bijection.

L——0 (€
by . w (4)
'--;---ﬁrv—‘l
o K
fest une bijection de A dans B S est une bijection de K dans L
si et seulement si si et seulement si
pour tout élément b de B pour tout élément b de L
I’équation f(x) = b la droite d'équation y = b
admet solutiun dans A. coupe (€) en point.
Exemples
On considére 'application . On considére I'application
Si 25400 = [-3;+¢ g: R\{1} - R\(2}
x> 2-ar+1 | x — 2;:*11
Démontrons que / est une bijection. - Démontrons que g est une bijection.
Soit b un élément de [- 3 ; + e[. Soit b un élément de R\(2}.
R6solvons ’équation (E) d'inconnue x : Résolvons I'équation (E) d'inconnue x :
(E) flx)=0b (E) glx)=b
ésoudre (E) revient & : Résoudre (E) revient a :
— résoudre 1'équation (E’) x*—4x+1= b — résoudre I'équation (E") z.f_j'il sk
— ne retenir que les solutions de (E’) appartenant — ne retenir que les solutions de (E’) appartenant
af2:+ eaf, a E\{1}.
: ' Résolution de (E’)
de (E
"55"’“"“:’ i —_ Ensemble de validité : V = R\(1).
¥ i 4-‘: + 1 = 2 =
(x=2)2—=(b+3)=
(x-2-/b+3)(x-2+/b+3)=0 (2=blx+1+b =0
‘équation (E’) admet pour solutions : e g i ;
2+J/b+3 et 2-Jb+3.
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Solutions de (E)
—~Pour b>-3,

2+ﬁ:+3>2 et 2-Jb+3<2
(E) admet une seule solution : 2 + Jb+ 3.
—Pour b=-3,
(E) admet une seule solution : 2.
Conclusion

Tout élément b de [~

unique par f, le nombre réel 2 + /b + 3.

L'application f est donc bijective.

Sa réciproque est f~!: ~3;+0 2 [2 5+l

x = 2+Jb+3

smemmm Applications injectives

Définition
A et B sont des ensembles non vides,

férentes.
On dit aussi que f est une injection.

fest une injection de A dans B
si et seulement si
pour tout élément b de B

I’équation f(x) = b
admet]une ou zero|solution dans A.

Remargue

3 : 4 oo| admet un antécédent

fune applic
On dit que f est une application injective lorsque 1

Solutions de (E)

Ona: b+12b—-2;
donc : gi;;&j b
(E) admet une seule solution : bi ;

ation de A dans B. 1%
es images de deux éléments distincts de A sont djp.

Conclusion
Tout élément b de R\(2} admet un uni

dent par g, le nombre réel

4 que antgg;

b-2

I’application g est donc bijective.
Sa bijection réciprogue est g1: R\[2) - R\(3)

fest une injection de K dans L
si et seulement si
pour tout élément b de L
]a droite d'équation y = b
coupe (6] en [un ou zéro point.

f

L'application f de A dans B, de diagramme ci-contre, n’est
pas injective car deux éléments de A ont la méme image.

———

[Rropriees

e e s i T -

————

e — ——————

L e e e s

A et B sont des ensembles non vides, f une application de A dans B,

fest injective si ef seulement si {

fest injective si et seulement si {

Jlx) =fx)

Démonstration guidée

-

pour tous éléments x, et x, de A,
x#x, = flx)#flx)

pour tous éléments x, et x, de A,

.T.'.l =,1:2

La premiére propriété caractéristique est une traduction de la définition.

La deuxiéme propriété caractéristique est déduite de la définition a I’aide du raisonnemen

surde suivant :
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Supposons que [ est injective Suppo
] ; sons que ;
?{me]mfﬁ- }et x, des éléments de A tels que i ! flx)=f(x,)=x, =X,

'tl = o) L I 2 1 ' .
Démontrons par 1"absurde que:x, =ux,. -Jementear, sn ptilisso Ja déﬁﬂmnﬂ'El e
Supposons que : x, #x, ’ nement par I'absurde, que [ est injective.
or: f est injective
donc: flx)) # flx,) ;

ceci est absurde car [(x.) = f(x,)
djnt: . f{xl:l =f(x2] __—_>x1 e xz. 1 2

Exemple

Démontrons que I'application f de R\(3} dans R définie par f(x) =;_'"g. est injective.

Démontrons que : pour tous éléments x. et x. de [\ = -
Soient x, et x, des éléments de R\(3). *, 8lx, Ce RM3) flxy) =[lx,) = 5, =X,

Ona: flx) = flx,) =y X -1 = x—1
X, =3 x,—3
S XX -3 -x,+3 = xx,-3x,-x,+3

(=4 Xy = X,
memm==m Applications surjectives

A et B sont des ensembles non vides, f une application de A dans B.

On dit que f est une application surjective lorsque I'image de A par f est égale a B.
On dit aussi que f est une surjection.

by L (@)
7
' :
O oK
[ est une surjection de A dans B - fest une surjection de K dans L
si et seulement si si et seulement si
pour tout élément b de B pour tout élément b de L
I'équation f(x) = b la droite d'équation y = b
admet[une ou plusieurs|solutions dans A. coupe (€, en [un ou plusieurs|points.

Bemargue

* Une application est bijective si el seulement si elle est a la fois injective et surjective.
e fétant une application de A dans B, E une partie de A, si la restriction de f a E est injective alors f per-
met de définir la bijection g: E— f(E]
x> flx)
On dit que f détermine une bijection de E dans [(E).

WE X @I CICOS B s o

3.a Les applications suivantes sont-elles bijec- 3.b  Ondonnela fonction fde R vers R définie par :
tives, injectives, surjectives 7
2 fla)=—1 .
[:RA-1) R g:ﬂ—l[?;+m[ 1+ lxl
X _2;_: 3 X 3 -2r+1 Trouver deux ensembles A et B pour que fdéter-

mine une application bijective de A dans B.
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—=3.2. FONctions continues strictement monotones

mmmmmm Bijection continue sirictement monotone

(PFopricte L ey T

—

Toute application strictement monotone est injective.

Démonstration

Soient A et B des ensembles non vides de R
Sune application de A dans B strictement monotone
x, et x, deux éléments de A

Démontrons que : x, #x, = flx,)#/f(x,)

Si fest strictement croissante Si fest strictement décroissante
x,<x, = flx)<flx) X <x, = Slx,) > flx,)
x>x, = flx)>flx) x>x, = [lx)<flx)

d’on : x,zx, = flx)#flx)
L'application fest donc injective.
On dedmt msément de la propriété precédente la c:onséquence suwunte

Toute functmn )" continue et strictement monotone sur un intervalle K détermine une bljecimn de 1(
dans f(K).

REH‘IHI’QUE

La continuité de f est une hypothése superflue dans la propriété précédente. Cependant elle permet de
déterminer f(K).

Exemples

-

'Démontrons que la fonction f de R vers R définie ' Démontrons que 'application g de ]« i%l dans

par f(x) = 12.‘:—— détermine une bi]er.tiun de ' ]% ; + oo| définie par g(x) = 2x® - 2x + 3 est bijec-
-3+ =l dans ] 7l i tive.
Etude des variations de I Etude des variations de g
On obtient le tableau de variation suivant : On obtient le tableau de variation suivant :
3 e 1
X — oa _? + oo X 2
fx) + + g =
+ sa 1 + oo
fo L —7 T g | TT—00 5
[ étant continue et strictement croissante sur g étant continue et strictement croissante suf
3, ; 3, _ oA
- gitelona:f(- 5;4el)=]-e; A ]-m;%[.ana:g[]—m:%—[]=]%:+w1
Conclusion Conclusion
fdéierr;line une bijection de |- % ; + = dans g est une bijection de |- o= ; -—I dans ]-4 4 ol
Jmei 5l
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R R R R, Epe ===

s = 7 e . . £
mmmmm Réciproque d’une bijection confinue strictement monotone

B Activité introductive
'Considérons la fonction rationnelle /' définie par: f(x) = H-Tl
. x+ 2

On veut: - démunh-er que f détermine une bijection ¢ de ]- 2 ; + ~[ dans ]- e ; 3[.
_ - étudier la continuité et le sens de variation de 1.

Pour cela, on peut : ;

— étudier les variations et dres

@pde]-2; + [ dans ]- e ; 3[ ;

—représenter graphiquement @ et ¢! dans | i . e

Bt g e ¢ dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, ) et étudier grap

— déterminer la formule explicite de

ser le tableau de variation de /; en déduire que f détermine une bijection

»~! et étudier son sens de variation.

LIEER T e e

¢ est une hijt_eclion d'un intervalle K dans un int?sﬁralle L.
Si p est continue et strictement monotone sur K,

alors sa bijection réciproque ¢! est également continue et strictement monotone sur L.
De plus, ¢ et ¢! ont le méme sens de variation,
Démonstration

Ad.mettnns la continuité de ¢! et démontrons que ¢ et ¢! ont le méme sens de variation.

Soient x, et x, deux éléments distincts de K,

Posons : y, = ¢(x)) et ¥, = ¢lx,) ;

= S.i ¢ est strictement croissante, alors x <x, & ¢l <glx,)
d'ou 0My) <0y,) & y, <y,
donc ¢! est strictement croissante.

= On prouve de méme que si ¢ est strictement décroissante, alors ¢~ est strictement décroissante.

—On en déduit que ¢ et ¢~ ont le méme sens de variation.

miawmpls: | R -

'On a vu que ’application g de ]- = ; 0,5[ dans ]2,5 ; + =[ définie par g(x) = 212 — 2x + 5 est bijective.

'Déterminons sa bijection réciproque g'.

Résolution de I'équation (E) 2*-2x+ 5=y [y > 2,5]

1-/2y—9 1+ /2y-9

(E) admet deux solutions x; et x, : x; = i PoKy= >
. 1
On vérifie que : x, < —;- R

L'équation f(x) =y [y > 2,5] admet x, pour unique solution dans }- e ; 0,5[.

Conclusion

On obtient g':]-=;0,5[ = 12,5; + e[
1-2y—-9
o> T

WE XCTCICOS P o i o o o

3.c  Dans chacun des cas suivants, / est une fonc- (4) flx)=-4x +6x+5, K =[1:+4eel
tion définie par sa formule. . x-2
Démontrer que f définit une bijection de I'in- (5) flx)= TR K=[0; 2],
tervalle K sur un intervalle que l'on précisera.
(1) flx) =322 =7x+4, K=[2;+e].
(2) flo)= 223 K=]1:5] 3.d  Déterminer le nombre de solutions de chacune
xr—1" R % )
des équations suivantes :
(3) [ =¥ K=]2;+=l. (1) 2% -24x+3 =0,

(2) P +2c+2=0,
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—3.3. Fonctions puissances d'exposants rationnels

pemmmmm Fonctions racine n'*™®

B Activité l:l'appmche

'On donne la fonction carrée fet la fonction cube gd
Démontrer que :

éfinjespar: )=+ et gly= x

l‘ une bijectiong, de R ¢

f détermine une bijection f, de R+ dams g détermine { une bijection g, de R. d:ﬁ: E;

) une bijection f, de R- dans R+ ; ' une ln]ectmn g, de R- llans R
Représentation graphique de folit fuet 2 Représentation graphique de g et g1

(@) (‘€,)
) . ¢

(€g1)... Ir

-
—

e, (8

l Présentalmn

"7 est un numhre antmr naturel non nu], f la fom:.tmn de IR dans H deﬁme par i [x] =
Démuntruns que f détermme une ]n]echnn da R+ dans R+

e e e il A R

E‘mde du sens d'a variation def
f, est une fonction polynome. Elle est donc dérivable sur R et pour tout nombre réel x, f(x) = nx*™.

n est pair n est impair

X — 0 + o x - o9 0 4 o

f;:(.l’.) T Ej] + f;l'(_t) + E}] +
i R o ey

Recherche de bijections

[/, est continue, strictement décroissante sur R- et |/ est continue, strictement croissante sur R.
strictemnent croissante sur Rs. De plus,
De plus, £,(0)=0 et lim f (k)=lim f(x)=+e.|f(0)=0 et lim  f(x) =—e et lim Sw=r
f, détermine donc : [, détermine dnnc .

— une bijection de R+ dans R-+. — une bijection de R+ dans R+

—une bijection de R- dans R+. ‘ - une bijection de R- dans R-.

— une bijection de R dans R.

' ) ) Conclusion
D'une manidre générale, f, détermine une bijection f, de R+ dans R+.

Pour tout nombre entier naturel non nul n, I'application ¢_: R+ — R+ est une bijection
i .

Elle admet donc une bijection réciproque. s
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Définition
n est un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2.
On appelle fonction racine n**me |5 bijection réciproque de la bijection ¢, : R+ — R+

Notation
y est un nombre réel positif ou nul.
- L'antécédent de y par ¢_ est noté

Yy et on lit « racine nitme ge y»
< ou bien
y"™ etonlit « y exposant —rlf »

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition.

x>t

—Pourn=2,
on écrit [y et on lit « racine carrée de y »

—Pourn=3, '
on écrit ¥y et on lit « racine cubique de y ».

IProprietes)

J

x et y étant des nombres réels positifs ou nuls et n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2,

.'I."n=y [ —] x:@

Yy 20
(Vy) ="y=y
Exemples

i
"=y & x=y"

y%' =20
(") = (5"} =

1

x
52=25donc /25 =252=5 ; 2°=8donc¥8=8%=2 ; 1,14 =1,4641 donc ¥1,4641 = 1,4641% = 1,1,

Calculs avec les racines ni¢me

ki

a et b étant des nombres réels positifs, m et n deux nombres entiers naturels supérieurs ou égaux a 2

(1) Ya x4¥b ="ab

si b # 0 alors
» Ty
(2) b g
@ a  =ma

@ (Ya)" =ta"

Démonstration

0 (fa xxB) - (§a)'x({5) =ab
donc : ‘ﬁa_b =’:ira_x'3?.

On démontre de méme les propriétés (2), (3) et (4).

1 1 1
a™ xb"™ =(ab)®

) (¥ )™ = (42 x ()
- ()T x ({5 )T

donc: ™g™" = ""JTI x Ya,
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Exemples L
[y SRR T _%r—_"_'*“[ . B 9500
| Simplifier au maximum : -—JEF la>0l :gsm;p__ er,aqmaxim Jsx %
: 3 R ; x
8ad %ﬁxﬁ@ 2a a.E 500 ,fs_az;_ 5 x%‘_
'[2‘;&]3: 8/a? Ba,ﬁ T J5x %4 JSx‘A fxr

memmmm Fonctions puissances d’exposants rationnels

Convention d'écriture _
x étant un nombre réel positif ou nul, p un nombre entier

1 r
le nombre réel (xf’)'ﬂ' est noté x 9 ;
P

pour x # 0, lﬂ est noté x 7.

et ¢ un nombre entier supérieur ou éga] 3 ,

q

Exemples *
2 1,2 L 1 1
647=(647) =42=16 ; 16 = = =———=F

16 [l:!“]T]3

Définition .

r étant un nombre rationnel non nul, on appelle fonction puissance d’exposant r,

la fonction : R+ — R+
xmx

On démontre aisément les pmpn'ézés suivantes :

r et r’ étant des nmnbres rahunnels non nuls xety des nombres réels strictement positifs,

XXyt = (ey) () = xr%r
?": =) R =
Exemples
5
( ) (26)% (5)% ; (%)% = _E'h = _J__ % = (4%)% = z% = 2& - 'l'l%n % 11}2- = 11%:

92

o xercices B o AT o o

3. Calouler: 3. g Alaide d'une calculatrice, calculer nne ""E]E:I
(1) ¥15625 (2) %0,000064 approchée de chacun des nombres réels
(3) $1728x81 (4) 4//es61. vants : .
[1} 50.1 [2} 2&.142 857
3f Simplifier : 1 _
_4 @ 7 4) 8
) 332 x /675 @ 12x14 F (4)
X J405 %ot 2 10,08 g-14
7 Fx6 (5) (7) © -
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.T!' avaux-pratiques. ...
—JLP1. Calcul de limite ST

Ce TP a pour objectif de donner un exem
Exercice comments

Ple spécifique de calcul de limite par comparaison.

E étant la fonction partie entiére, calculer : lim xE (E.) i
! - ] x/ : O =
E éatnt la fonction « partie entiére », la difficulté de cet exercice pourrait résider dans la recherche d'un

b d 1 . o e
e ":E"( }‘) par deux fonctions affines ayant la méme limite en 0.

f 1
Encadrement de E(?) Encadrement de .:n:E(-:"?) et conclusion
Soit x un nombre réel non nul, par définition de E 1
g ; " | pourx>0: 1—x -—:..rE(—f) £1
ona: E(T) < g E(L) +1 1
= i *. pourx <0 : ‘]s.a:E(?) <1-x
o, 25 W a4 1
d'olr: E(x) 15 x 1 (E("f) or: lim 1-x)=1
d ) 'i _ 1 E 1 1 x =0
e == < (;‘) = = donc : l.riTi]xE(:l_) =4,

&

& —= P -
@ () E e

—JP2 Demonstration par implication et par contraposition

L'objet de ce TP est de poursuivre la mise en place des différents types et méthodes de démonstration.
Dans le cadre de I'apprentissage a la résolution de problémes, ce TP doit étre consulté tout le long de
I'année et tendre & devenir une fiche de référence personnalisée par des annotations individuelles.
B Implication
¢ Dans un énoncé de propriété, « l'implication » se traduit par : si (p)  alors (q)

on note ; (p) = (q)

on lit : (p) implique (q)
Cependant, dans certains énoncés de propriété, I'implication est implicite.
® Dans une démonstration, |'utilisation d’une « implication » permet de déduire directement une
conclusion C & partir d'une donnée D du probléme, on évitera alars l'expression : « si D alors C », ce qui
pourrait sous-entendre une supposition (ce qui n’est pas le cas d'une donnée D de probléme).
En général,on écrit indifféremment :
(1) ona D;donc C. (2) puisque D ; donc C.

L'implication permet une démonstration par déduction directe d'une conclusion C a partir de
la donnée D d'un probléme, ou de I'hypothése H d’une propriété.

B Contraposée d'une implication
Définition'= Propriété
® On appelle contraposée de I'implication: (p) = (q)

I'implication : non (q) = non (p).
® On admet qu'une implication et sa contraposée sont logiquement équivalentes,

Lorsqu'il est difficile de démontrer une implication (p) = (q), on peut penser a démontrer sa contrapo-
sée : non (q) = non (p).
Exemple

Pour reconnaitre une injection, on peut utiliser :
limplication : x,#x, = f(x) # f(x,)

bien
o e < sa contraposée : f(x,) = f(x,) = X, =x,
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Limite et continuité en a

Limite d gauche, limite i droite

1 fest la fonction de R vers R définie par :
3a% + Bx
x+2

2 + 5x+ 2
pourx € 1-2; + =[, flx) = s

Calculer la limite & gauche et la limite & droite de fen
-2,

pour x € |- ;- 2[, fla) =

2 festla fonction de R vers R définie par :
_ lx-3| - |x+5|
flx) = = )

Calculer la limite a gauche et la limite a droite de fen 2
et en — 2.

3 festla fonction de R vers R définie par :
_2x—-Jx+5
f(-t] = _W .

Calculer la limite & gauche et la limite & droite de fen 1
eten —1.

& fest la fonction de R vers R définie par:
fx) = xE(x). '
Calculer la limite a gauche et la limite & droite de fen
1, en —1 et en n {n étant un nombre entier),

5 Déterminer les limites suivantes :

: 1 . ([1=2x)?
(1) }cxm? [t 1E+1) (2) lim ——

. X =dx+1 ' . 1—4x
o m B2 Lo

Prolengement par continuité

6 fest la fonction de R vers R définie par :
{ pourx € |- ; 1[, flx) = Sx

x+2
pourx € J1; + e, flx)=3x+1.
Peut-on prolonger f par continuité en 1 7

7 Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion définie sur |0 ; 1].

(1) flx) = S2E (2) flx) = 80
(3) flo) = =2 @) fir) =

Peut-on prolonger f par continuité en 0 ?

8 Dans chacun des cas suivants, [ est une fone-
tion définie sur [0 ; 1[.

) s =1 (@) fix) < =1

r—1 e |

392 Limites et continuité
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Exerciceso_

A

___

(@) flx) = M -x

x-—-l

A

=1
(3) flx) = 'f,i

Peut-on prolonger f par continuité en 1 ?

Limites et opérations

9 Déterminer la limite en 0 et en + o, g, i

tion définie sur J0 ; + = par f(x) =-:T_";_2* 1 Ong,
Pl

10 Pour chacune des fonctions suivanges 7

déterminer leur limite en + es, et g

(1) f:x-a-ax..’x:f? (2) g:xﬂwwai

Limites de fonctions polynémes
el de fonctions rationnelles

11 Dans chacun des cas suivants, f est uns fos
tion rationnelle. i
Calculer les limites de fen + = et en — e,

_ JB+3c-8 L35y
M 8 = 55 (2) flr) = =211

12 Dans chacun des cas suivants, fest une fone-
tion polynéme.
Calculer les limites de fen + = el en — =,

Mfl)=—x+a+5x-1 (3)flx)=x2—3c+5
(2) flx) =2 +4x® + 5x = 1 (4) flx) = =52 =3 +5

Limites d'une fonclion composée
13 1. On sait que : lim == 1
r—0 X
Etudier les limites suivantes :

sinZx . 8in
x (2) l@-u#

w yim,

(3) lim 82X 4) lim Sn2x
(4) xlﬂu dx

xr—0 X2

2. .y Sinax .
Calculer : l}ﬂo e [a ER*, b= B*].

3. Calculer: lim  sin-L-.
X3+m X

14 Démontrer que : lim LB s S T
x=0 X 2
Etudier les limites suivantes :

() {1203 (2) lim L SE
r—=0  4x? =0 ix

15 On sail que : lim sinx _ 1
x—0 X
1. On considére la fonction f: x
Démontrer que f(x) = 2 o ggterminer lim fie
x =0

2. Déduire que : Jlim 1= 952X _ 5
x =0 P

1 - cos2x
—

Passage a la limite dans une inégalité

pol
16 On considere une fonction fdéfinie SW]]_ I
admettant une limite € finie en + o, et vérifiant:
143 < fl) < 24 L surlnieel

Déterminer un encadrement de la limite €.



Calcul de limites par comparaison

17 Déterminer les limites en + e et en — o de cha.
cune des fonclions suivantes -

(1) x+— x + Zcosx (2) x> 2= 2cos(x?)
18 Etudier la limite en 0 de chacune des fonc-
tions suivantes :

(1) x> 2?sint (2) x> xsinl
2 1
(4) x = x’cos

19 Etudier les limites en + o et en — s de chacu-
ne des fonctions suivantes :

T |
(3) x> Jx sin

(1) x> x + sinx 2) xr>—2
X + COsx
(3) s 2T 00N (4) x v SIRX
2 + sinx 3r +
COsX
(5) x> == (6) x> 2

20 On considre la fonction £ définie sur [2 ; + oo
par : i) = 2x + sinx
x-1
Encadrer f par deux fonctions rationnelles.
En déduire la limite de fen 4 = et en — =,

21 On considere la fonction f définie par :
fla) o XoOSX
1+ 22

Encadrer f par deux fonctions rationnelles.
En déduire la limite de fen + = et en — o=,

22 On considére la fonction f: x E(x)
Encadrer f par deux fonctions. *
En déduire la limite de fen + = et en — e,

23 On considere la fonction f: x — 2x + E(x).
1. En utilisant la définition de E, démontrer que :
pour toutx, x-1 £E{x)< x.
Encadrer f par deux fonctions affines.
2. En déduire lim  f(x) et lm  f(x).
X —+ = X ——1m

Calcul de limites — Utilisation d'une factorisation

24 On considdre la fonction f: x = Jx? + 3 + Bx.
1. Calculer: lim  flx).
X =)+ o

2. Démontrer que : pourx <0, f[x]::c(—- "1+ﬁ-12+5)_

En déduire lim  flx).
ro—o

25 On considere [:x v~ J2x% +1-3x
1. Calculer : 11:11’ Six).
X —-—

1
2. Démontrer que : pour x >0, Jix) =x( ,‘z + e 3)_

En déduire lim  f(x).
X+
Calcul de limites - Ulilisation de I'expression conjuguée

26 On considére [:x— [2x2 +3-56x.
Calculer lim  f{x) en utilisant I'expression conjuguée.
X =p+
97 En utilisant des expressions conjuguées,
déterminer les limiles suivantes :
ox—3 Jxr—3
(1) lim (2) lim ——m——

xr—=9 9-x x233 2 /6x-2

ralliiiicu vy wallloeaillicl

(], EEF—3 B

r—=2 x-4 @) .]rLE}I] 4.x?
(5) lim X *3-12 bya-gt

(6) .la:il-na—z xt-4

2
*231 X 1

28 On considére la fonction f définie sur [0 + =
par : f{x]:ﬁm—,ﬁ-r+l. ; o
1. Justifier que ni les régles opératoires sur les limites,
ni la « mise en facteur » par J:-Et ne permettent de déter-
miner la limite de fen + «. '
2. A 'aide d'une expression conjuguée de f(x) - 1, et en
s’inspirant de I'exercice précédent, déterminer la limi-
te de fen + <.

Calcul de limites — Ulilisation du taux de variation

29 A l'aide du taux de variation de fonctions bien
choisies, calculer les limites suivantes : !

re i inx—1
() Ry ABE=0 =8 (4) lim , 22—
.l'-i—E—

xr—=2 x-12 Gx -1

; sinme . 2cosx—1
2) 1 (5) lim . —
@) r51x~1 x—l-’;— 3x-m

gy SmE=1 fjyy, RS L
s s L B

30 & étant un nombre réel, calculer les limites
suivantes :

(1) lim sinx — sina
x—a x—a

[2] lim COsx — COsa
xX—a X—da

Caleul de limites — Changement d'écriture

31 1. Rappeler les limites suivantes :
pp
lim sine lim cosr—1 ‘

tanxy
lim —.
x=0 X x =0 X

x=0 Xx
2. Calculer la limite en 0 de chacune des fonctions sui-
vantes :

o :
(1) x> SIDX (2] xwoSiE
x? Jx
(3) x—>xsinx (4) x> /xsinx
(5) IHme (8) x'—*—lafm
x sinx
7] x tanr — siny (8) le — COSK
x?
32 Sachant que lim AEEE
£ =0 x
(voir exercice n® 15), calculer les limites suivantes :
(1) lim 1—_1:025?_:: (2) im 1 - cos2x
r—=0 sin'x x—0 xlanx
li . xsinx
@) ;En 1-—cos2x (4) Im

x—0 1-cosZx

Continuité sur un intervalle

Continuité sur un intervalle

33 Dans chacun des cas suivants, étudier la
continuité sur B de la fonction f définie par :

Limites et continuité 33




[llipnm'rel““lulg f[,t]:l—.r

POUrX € 05 +wf, flx)=52+x+1

lz}{Dﬂ'ﬂrIE l=e;0)], flx)=7-322+9
flo)=9

38 Dans chacun des cas suivants, déterminer a
pour que [ soit une fonction continue sur & :

o [porery L, 0= 55T
f)=a
pourx € R\ [7), fla)= £txt1
(2 x=7
fl7)=a

35 Dans chacun des cas suivants, déterminer a et
‘i’ pour que fsoit une fonction continue sur l'intervalle
—-1:1]:
1 1
ourx € [-1;1], flx) = ——m
ll}'P ‘|1—.I2+2I+3
f-1)=a
\ fll)=b [ I .
i S N .5 PR S
pourx € [-1; 1]\ 0; 2l.,-"(.v:]- 5 PR
fl0l=a

1
.ﬂ—il”b

Détermination de I'image d'un intervalle par une fonc-
lion continue

(2) 4

\

36 1. Construire la courbe d’équation : y = — 2%
En déduire la représentation graphique de la fonction
polyndme [/ définie par: flx)=(x-10 -2,
2. Justifier que festune fonction strictement monotone
(on évitera d'utiliser la dérivée de f).
3. Déterminer graphiquement 1'image par f de chacun
des intervalles suivants : ]= 3 ; 1] et [0 ; + =[.
Vérifier par le calcul les résultats obtenus.

37 1. Construire la courbe d'équation : y = %
En déduire la représentation graphique de la fonction
rationnelle fdéfinie par: f{x) =x1 5 +1
2. Justifier que fest une fonction strictement monotone
(on évitera d'utiliser la dérivée de /),
3. Déterminer graphiquement |'image par f de chacun
des intervalles suivanis : [-2;2[ et [3 ; + ==[.
Vérifier par le calcul les résultats obtenus.

38 f est une fonction de R vers R admettant le
tableau de variation ci-dessous :

X |- ".4 -3 0 + o0

106 1 +°° +W\éﬁ]g_’_g

Quelle est l'image par / de chacun des intervalles sui-
vanls 7

F4:-30 5 F3:0] 5 =3+ ; }-eo; —4].

Calcul approché des zéros d'une fonction continue

39 1. Construire la courbe d’équation : y = cosx.

En déduire la représentation graphique de la fonction f
de [t vers R définie par :

Sf(x) =1 + cos[x + -g-].
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2. Déterminer graphiguemer‘u un encadremen g

de fayant la plus petite partie entiére positive par darn
nombres entiers consécutifs. Ty
On désigne par o ce zéro de [

Déterminer par la méthode de balayage (ou de dich, %
mie) une valeur approchée de o a 10 pras, 0.

B0 fest la fonction polynéme définie pay .
flx) = (e + 2)* - 47.

1. Justifier que fest une fonction contin}le stricter,
croissante sur B* et qu'elle admet un unique z¢;,
2. A I'aide d'une calculatrice programmable, déte
un encadrement de o par deux nombres conséeyy
3, Déterminer par la méthode de balayage (ou de
tomie) une valeur approchée de & a 107 prés,

TmiImr
tifs,
d 1(‘,110_

Fonctions continues
strictement monotones

Applications bijectives, injectives, surjectives

B1 Lesapplication suivantes sont-elles bijectiye
injectives, surjectives 7 '
frxd+1 5 gixr2yxi4l g hooxrs X1

iy
i . + ‘I
Bijection continue strictement monotone

B2 £ est une application de R vers R définie pg .
flx) =22 + Jx2 + 1.

Donner des ensembles A et B tels que f détermine up,
application bijective de A dans B.

43 f est une fonction de R vers R admettant |a
tableau de variation ci-dessous.

X —'ow 0 4 sa

1
f) +i--+ i \\._:]

Donner les ensembles A, B et C tels que [ détermine les
applications bijectives :

—de]-=;0] dansA

-de[0:;1] dansB

=de[1;+e[ dansC.

Réciproque d’une bijection continue strictement monetone

&% On considere la fonction :
Jil1li4w] 514+
XX+ 2x—-3
1. Justifier que f est une bijection.
2. Déterminer la bijection réciproque de f
3. Etablir le tableau de variation de .

4. Construire la représentation hique de f ¢
déduire celle de f-1. i

Fonctions puissances a exposanis rationnels

A5 Ecrire sous 1a forme la plus simple possib®

chacun des nombres réels suivants :

Yas 2 x 325 2
1) — pyas KNS T
3 (2) o (3) 27
W g7 (5) 2% {3 %30

343



