Fonctions

e Introduction

-
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N EWTON (XVvie siécle) fut,
avec LEIBNIZ, I'un des fondateurs
du calcul infinitésimol. Dans sq
Méthode des fluxions et des
suites infinies, il s'appuie sur un IR
point de vue cinématique : il consi- %
dére les quantités mathématiques
comme les espaces décrits par un corps
en mouvement ef imagine les vitesses des
mouvements qui les engendrent.

Shaden

EULER et CAUCHY, aux XVII® et XIXe
siécles, vont structurer ces calculs pour étu-
dier la notion de limite, puis celle de déri-
2§ vée conduisant au calcul mathématique des

i vitesses.

L'objet de ce chapitre est de
compléter les notions déja
vues en classe de premiére
littéraire, nofamment en ce
qui concerne les opplications
de la dérivation d'une fonc-
tion sur un intervalle.

Qe GENETAIES ...coeverneririnirinrimecsssesssssiiissssisssnsansisssiizes 16
9. Notions de limite et de continuité ... 18
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...1.1. Parité

Soit f une fonction ayant pour ensemble de définition D, et pour représentation graphique (&). 3
Nous rappelons les résultats suivants vus en classe de premigre.

R T s R R R T, . KT
TR T N s TR N iy g o] E S MgV A :
CLai!
fous 1“ * D, est symétrique par rapport a zéro ; * Dyest symétrique par rapport 2 2610 ;
~ | pour tout x §lément de D, f(-x) = f(x). |* pourtoutx élément de D, f(-x) = - fx).
; :‘ : 4
- 3 ‘e!) ) e (‘8!) |
._1? X * JF (o] |
ol | 1
il fixrx? fix—x
n |Le repére (O, I, ]) étant orthogonal, la droi- . _-
- | te (O)) est un axe de symétrie de (&), Le point O est un centre de symétrie de (€).
RISl 1

Remarque

Lorsque f est une fonction paire ou une fonction impaire, il suffit de I'étudier sur I'ensemble D, N R*. La
courbe obtenue est ensuite complétée par symétrie par rapport & I'axe des ordonnées si f est paire, par

symétrie par rapport & l'origine si f est impaire.

__1.92. Eléments de symétrie
emmmmm Axe de syméirie

Le repere (O, [, ]) est orthogonal.

La courbe (¢, ci-contre est la représentation graphique de la fonc-
tion f définie par : f(x) == x* + 2x + 3.

On se propose de démontrer que la droite (4) d’équation x = 1 est un
axe de symétrie de (‘6’.]. .

« Vérifier que, pour tout nombre réel h, on a : f(1—h) = f(1 + h).
Donc les points M et M’, d"abscisses respectives 1 - het1+h,ontla
méme ordonnée.

 Conclure.




mummmnd Centre de symétrie

La courbe (‘6{) ci-contre est la représentation

graphique de la fonction f définie par :
x) s 2x+3
ﬂ x+1°

Gmse propose de démontrer que le point
Q(- 1 ; 2) est un centre de symétrie de [‘6 ).
* Vérifier que, pour tout nombre réel k, on a :
...1+hED équivautad —~1-h €D, ;
f[—l-h]+f(—1+h]
=2

2

¢ On désigne par M et M’ les points d’abscisses

Tespectives —1-h et -1+ h.
Justifier que Q est le milieu du segment [MM’].

* Conclure.

e 1.-...‘.-._..__ ——y— -

7z ?:EﬂE XerCiCes s mai

l.a  Etudier la parité de la fonction f dans chacun

des cas suivants.
a) fix)=1-22 b) flx)=x-1
o f=-Vx  d) flx)=x(x*-1)

e) flx)= |x| -2 ﬂf[,t]:%.

1.b  Le plan est muni du repere orthogonal (O, I, J).
() est la représentation graphique de la fonc-
tion £ Démontrer, dans chaque cas, que la droi-

te (A) est un axe de symétrie de (6).

a) flx) =x*-4x-1 ; (A):x=2

b) flty=-=x*-2x+1 ; (A):x=-1

c) flx) = |x+2]| ¢ (A):ix==-2
1 . 1

d)f(-l']=Tx-_—1F ;. @A):x=1

l.c  Le plan est muni du repére (0,1, ]).

(€) est la représentation graphique de la fonc-
tion f. Démontrer, dans chaque cas, que le

point Q est un centre de symétrie de ().

r-—-.-ﬂ ]
' )

T
o

Soit f une foncticn et ('e,) sa raprésentaticn graphxque i |
- Pour démontrer que le point Q(a ; b) est un centre de symétrie de (%, ), on peut vériﬁar qua; ,; !

pourtoutnombreréelhtelquea+hEDf,ona a-— hEDf et f(a h]

Sogipee ot d

(= vy ot
|—|,-'.

+ﬁa +h)

O35

2

- .y
l,.. -(/.-.v.n:-qiff.-?,a‘.'}f"

a) fix)=(x+1)+1

b}f(-c]=_t11

d) flx) =

X - 1

La courbe cl-contre est
une partie de la repré-
sentation 'graphique
(‘6) d’une fonction f
ayant pour ensemble

de définition |- 2 ; 4],

Complétar (€) dans §

chacun des cas sui-
vants :

a) la droite (A) est un
axe de symétrie do (€) ;
b) le point Q est un !

centre de symétrie do i e s e |

().
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=2.1. Limite d’'une fonction en l'infini
emmzmmm Limite infinie

La courbe (6/) ci-contre est la représentation graphique de la fonction
fdéfinie par’: f(x) = x2

Examinons le comportement de f(x) lorsque x prend des valeurs « de
plus en plus grandes ».

* A l'aide de la calculatrice, complétor le tableau suivant. i &

[0 10 10° 100 ' 10°

* On constate que x* est un grand nombre positif pour de grandes T
valeurs positives de ., i

On dit que : « x? tend vers + = lorsque x tend vers + = ». .ot

On dit aussi que : « la limite en + « de x ~— 12 est + = ».
On éerit : lim a2 = + o,

Interprétation graphique
Quel que soit le nombre a que I'on se donne, tous les points de la courbe {‘%}.] sont silués au-dessus de
la droite (&) d'équation y = a, pourvu que leurs abscisses soient assez grandes.

Remargue

De méme, on a : « x? tend vers + = lorsque x tend vers — o »

ou : «lalimite en — = de x— x? est + = »,
On écrit : lim hx’=+=o.
X

mmmmmmn Limite finie
La courbe (¢,) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction g définie par : g(x) =% ‘

Examinons le comportement de g(x) lorsque x prend
des valeurs « de plus en plus grandes ».

* A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau sui-
vant.

10 102 10° |

104 | 10°

-..,l..,l.-..,i. - h o8 s;"__, X

e ib R

-y

* On constate qua-_—i— est Lrds voisin de 0 pour de grandes
valeurs positives de x.

On dit que : « % tend vers 0 lorsque .x tend vers + « »,
On dit aussi que : « la limite en + ® de x+ = -.1; st 0 ».

Onéort: lim =0
X% g

18 Fonctions




Interprétation graphique
Quel que soit le nombre a tras

proche de zéro que 1'on se donne, tous les points de lé courbe (6)) sont
situés entre la droite (OI) et la d oz Bt

roite () d'équation y = a, pourvu que leurs abscisses soient assez grandes.
Remaraue
N |
De méme,ona: « p tend vers 0 lorsque x tend vers — w »,
ou : « lalimite en - de x — L gt 0 »,
X

. . 1
On écrit : .{fgnmx =0.

memmmmm Limites en l'infini de fonctions élémentaires

Nous admettons les résultats suivants.

Ik st
o)/,
JF / | J/.
ol 1 ol |
e
lim k=k;lm.k=k lim x=+o ;lm x=-w lim Vi=+w
X— 4 @ X—+ — @ —-+w.
\
JI JF e T
] ol |
J-
./!
o] |
s P i 1
i = i =—=0;lim —=0
lim. x2_+m- lm! I2=+m l;.n_q*wxa"_—"-.m ;lﬂ_mxs_ e lg¢wx X=> —® 3¢
X=—= 4 0 il ’. L= =@

SRR
AL EENLAT
& ﬁﬂz‘u?’m

(ou en — =), cette limite est unique.

Lorsqu'une fo'ncti.on- admet une limite en + ®
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2.2 Limite d’'une fonction en un nombre X,
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B N =N s e S A

=5 I———_S L e

Plus généralement, nous admettons les résultats suivants

K
J.
J..
. o | Ir
o| 1 ) Jr
o] | 3 i
lmk-k  [SineNIm oot [Sia=0ln RaVa |l e -lal

Nous admettons la propriété suivante.

Propriéte 0
Lorsqu'une fonction admet une limite en x;, cette limite est unique.
mesmmm Limite & droite, limite & gauche

La courbe (©,) ci-contre est la représentation gra-
phique de la fonction h définie par : h(x) = i-

Examinons le comportement de h(x) lorsque x
se rapproche de zéro, en lui restant supérieur.

« A I'aide de la calculatrice, compléter le tableau
suivant.

7 T g
l 0 0,0001 | 0,001 0,01 0,1

7
gde
P

e On constate que B prend des valeurs positives

de plus en plus grandes lorsque x se rapproche
de zéro par valeurs positives.

ar valeurs positives ».

On dit que : « 1 tend vers + « lorsque X tend vers O P
X -

: 1
i — est + @ ».
On dit aussi que : « la limite 2 droite en 0 de x>~ 5

On écrit : lim_— =+ ®.
x-;l];._-

Interprétation graphique

Quel que soit le nombre @ que I g
la droite (@) d'équation y =& pourvu qu

se donne, tous les points de la courbe (¢,,) sont Sitl‘lﬁs au-dessus de
e 131,11:5 abscisses soient proches de zéro et positives.
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Remarques

* De méme, on a : « - tend vers - = lorsque x tend vers 0 par valeurs négatives »
X

ou : « la limite & gauche en 0 de x w%est-w ».
On écrit : lim + =~ =
x?ﬂ x

*Ona:lim + wlim l;ﬂ'onc::acr—»ln'upasde}irmftwml!?.
£Pp0x x0x x

—2.3. Limites et opérations sur les fonctions

Les propriétés présentées sous forme de tableaux dens ce paragraphe sont admises.

Elles donnent les limites en x, des fonctions f + g, fg. 1 et L , connaissant les limites en x, des fonc-
tions fet g. g &

Elles restent vraies pour les limites de ces fonctions en + , en — « et en x, par valeurs supérieures ou
par valeurs inférieures.

Dans certains cas, on ne peut conclure directement ; ces cas sont signalés par le symbole @.

mezmmm Limite de la somme de deux fonctions

S _ , |
}:il,n&fm : ! I I + @ | -, l 4+ m ' -0 + @
Tl | g ] B i ® o o#m , o b v
ey | . ‘ I
i - o ] r 1 o - ;
l.igl&(f+gm L+1 + ! © i + o i

Exemples

» Soit fla fonction définie par : f(x) = x* +x. i
Dna:lim_z.t:z=4 et }cil_a_n_zxn—z;donc:}tlg_zf(x]=4~2=2.

Ona:lim xX2=+o et i’“m x =—o ; on ne peut conclure directement.
X =+ —m —

1
* Soit g la fonction définie par : glx) =x—1 tZ-

H 1' . « 13 =
Ona:Ling-l]:,D—l:—l et ygo-;:H?,donc. lim g(x) =+ .

R - - .
Ona:'l'h_'l.:_x(x-i]n—m et Pg_uzz—z{l,donc.l@_cg[x]_ @,

mmemmm Limite du produit de deux fonclions

rire0) | =0 I 0 el _be
| ,

T ;
+oo,8il'>0 —,510'>0 | ® J [
-, gil'<0 | +o,5il'<0 ,+ml+m__m

L ; I

On en déduit que : st lim, flx) =1, alors pour bt eﬁﬂﬂ_' natursl . nen nul, lioz, piée) =B




Exemple

Reprenons la fonction f définie par: f(x) = &% + x.
On a : pour tout nombre réel x, f(x) = x(x +1).
Or: ng_t.t =—c« et lxi_rg_z[x+ 1) =—=; donc: Lix_g_wf{x) = + @,

sz |imite de l'inverse d’une fonction

x_mﬂ-ﬂ i [(l=0) +oou-o  0etflx)>0 0 et flx) <0
gy gl i 1

-l!n-l*l&(_f ][I] ‘ T 0 + > -

Exemples

Soit f la fonction définie par : f(x) = ;1 .
x —_

x—-1<,six<1

*Ona: nglix-‘l]:l] Et:{x—1>0.six>1' .

Donc : li.g.llf{x] =+® et Lig}1 flx) == ce.
> <

Ona: 1J:1.1_1.11 flx) = lrir_tzlI f(x) ; donc : f n'a pas de limite en 1.
> T < '

e(Ona: Ligl‘m[.r— 1) =+ ;donc: li_n_1+ =mf[.'c] =

mmmmmmm Limite du quoﬁen’r de deux fonctions

i e ——

N i | Pour calcular la. lumta en.x, de :E-. 11 sufﬁt da remarquer que ‘L" "f 7 ﬂ't d’ ‘mlisgr la-s propnété,s

Ltcmph's
-2
= Soit f la fonction définie par: f(.t] -1
" -2

= [i =, — —_ = . = CI.
Ona: ngm[ 2)==2 et £_19+={Iz 1) = + e« ; donc _1‘11‘1_1“‘&.1!2_,1
On en déduit que : lim flx=0

2x +3

» Soit g la fonction déﬁme par : glx) = ;+ 1"
Ona:lim (2r+3)=+= el lim _ (x+1)=+=:donc:lim _ v+l
On ne peut conclure directement. 1
Or : pour tout nombre réel x« —1,g(x) = 2+ e lim , 3=

Donc : ‘l‘ig‘ ” glx) =2

x2-9
* Soit h la fonction définie par : h(x) =" —7""

oo A
Ona: lim (x*-9)=0 et 1im(x—3]=0id°“°:£”2‘},x_3‘_“: et 1(‘1_'.13 =3

= 4 &,

On ne peut conclure directement.
Or : pour tout nombre réel x = 3, h(x) = x+ 3. Donc: I|m h(x] = 6.

B in 1 m o e Aoy Feb S aE

. : Pour déterminer la lumta enxy d une_ fonctmn du tYPB L telle que f {-'n) Sixn] 5 0' on Pe“t :

parfoia met‘lre [.t 19] en £actaur au numérataur e«t au dénomnateur, puis simphﬁer :

T AL R o 3 - s Tl

gl £
P A
_.,..,-_..._...
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mmmmmmm Limite de x — uvlax + b)
t
Nous admettons la propriété suivante, parfois appelée « théospme d° cmmgeen

‘Propriété _ . : e e
“Soit u une fonction, mnombleuxHar+bmehwﬂmnﬁﬂe_Mnm A
-Il.ll‘nnctlon.:r-"ru(u?l-b]admctmoumilam.t,!iﬂmmm"inadm“'mém? =

| Ona alm : 95';.'_’(“""!’] s_--l‘Ig:“”n(t)-

de variable ».

Exemples '

» Pour G&lmﬂerligz[—z.‘l:+ 3)°, on pose : f==2x+3 et u(e) = £
Ona:}k_iglzl—z:+3]=—4+3=—‘l_-

Donc : lim, (- 2x + 3)=lim ¢ =(- 1P =-1.

. Pourcalcularlix_gs\/x—l. onpose:t=x—1 6t u(t)= Vi
Ona:}riga(x-i]:s-—l:-tl.
Donc:}ri_qlb\/x—1=]|_1!:‘v'-=\/-=z.

mmmmsmm Limite en l'infini d'une fonction polynoéme, d‘une fonciion rafionnelle
ux fonctions.

Le tableau suivant découle des propriétés relatives aux Jimites du produit de de

a>0 | a<o©
limiad | += ! -2
X +® |
2 | 4o . -
X——m i |
lim ac® | 4= | -
=iy S
ad | -= | =
x—-=-c X |
g I o a
Zsex | l
a i o | o
T—e-=x
Exemples
elim (~3)=—% yg‘-(...af]:-—w.
'—.-.
R

lim (=2)=0.
rE L 4

priéiés suivantes.

e son ~ Alinflni, une fraction uﬁmuaamemo limi-

G palypbeea mbme EBCNE B :

Nl e RR APES I otlens dep monbmes de plos haut
e B u numérateur et du dénominateur.
;xemples .
I:wcl:mP _4,_,,4-1]:}19}..;‘:4-& ; m (-4r+1)=lim 22=+e."

o lim [,.;3+x+1)=y§...("r']=+w : lim (-2 +x+ )=lim (-2 =-

oa Fonctiont ' ‘
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x=1
mitf. NoOtion de continuité

Dans chacun des cas suivants

X —dx+1

» la fonction f est représentée sur l'intervalle [~ 4 ; 4] par la courbe (€).

1

S S T R

r=

g oo g wb s
(SRS L

[ 1

——

-

Y oY SN

la courbe (‘€) peut étre tracée sans lever le crayon.

* Indiquer dans quel(s) cas

4].

* Lorsque la fonction f n'est pas continue, préciser |'abscisse x, d’un point ou le crayon est levé.

On dit que la fonction f est discontinue én X,

On dit que la fonction f est continue sur I'intervalle (-4
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Exemples _
e Les fonctions x+— 2r—3 ; x+—>x2 et x> x°sont continues sur R.

e La fonction x+~> Vx est continue sur l'intervalle [0 ; + .

* La fonction x — 1 est continue sur chacun des intervalles |- « ; O[ et 10 ; + o[
x

L5 eTazizatins

= .
=% THINEASE AT T e

L]
s Xer i s e 5 ey s iz
., £ (A5 ra e t e FAARRKRENY S T oY Ty AR P PN PT O LN Pl
Pl T et clces ‘f.‘f'¢',‘;-f.. “‘.5‘;;{&,;“.‘-&,5)‘,.‘;,— P WP A RS S Lt i P

2.a Calculer: ; 2.d cCalculer: N 1
. o XK= i - . xt—x+
a) lim (1 -x) "’l‘ﬂ‘uiu- a))lll_rp”[xz x+1) ;  lim

2b  caleuler: blim (-f+x+1) i lm (- +x+1)

a) lim : 1i 1 2 2x . ; 2x
*stl-x fTll-x CJPE'H.\WI PoiEexsd
2 +2 : 2t + 2
i Zx : - 2x d) lim ;LG =
b lli;n_l x+1 ' }-l;rp_tx+1' )*""xz-z.x-l-l :*-w.;-z—Zx+1
e) lim 2 —x+l o 20 -x+d
2.c  Calculer: ¥=iwad-2r-3 re-mx?-2r-3
ﬂ)!rigsxz_g b)lim =*1° 2.e  Calculer:
x-3 r=-1rxt-1 a)liﬂll[h__nzuoz b)}rim_i‘ /—‘_2;_'_1
4 .
) lim — d) lim ==3 . . 1 . 1
= e Ve DI T

3.1, Calculs de dérivées

mmmmmm Dérivées de fonctions élémentaires
Le tableau ci-dessous donne les formules de dérivation des fonctions élémentaires

k (kER) R R 3 ' ]
A R R | i
neN,n=2) . - R
l ml
x
Vx R*

L'ensemble des nombres réels ol une fonction est dérivable est r
= ensemble de dérivabilité de cette fone-
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mmmmmmm Dérivées et opérations sur les fonctions

Le tableau ci-dessous donne les formules de dérivation de la somme, du produit et du quotient de deux
fonctions dérivables.

Fonction 1 f+g kf (k € R) 14 ; é

0 =

Dérivée ['+g’ I kf’ f'g+fg’ -

g fe-fg
| | .8 g

Targ=—yr o
ﬁ-a e

Déterminer, sur l'intervalle ]0 ; + [, la dérivée de la fonction f: x> x% + % i

La fonction .x > .x? est dérivable sur ]O ; + [ et sa dérivée est la fonction x — 2x ;

la fonction x % est dérivable sur JO ; + =[ et sa dérivée est la fonction x> -1 :

donc, la fonction f est dérivable sur ]0 ; + [ et sa dérivée est la fonction f’:x— 2x—— .

mmmmmm  Dérivée de la fonction x — u{ax + b)
Nous admattons la propriété suivante. -

Sait.r:—»a.t-i-bune funcﬂnnaﬁnote]laqua I'ensemble duﬁmgsde l'lnterval]n morlllutl'in-
‘tervalle K et u une fonction dérivable sur K.
J.gfonctinnx» ufax+ b) est dérivable sur D et sa dérivée est la fonction x — au’(ax + b).

Exemples

o Déterminer, sur R, la dérivée de la fonction f : x — (1 - 2x).
On pose : u(x) = x’a--—z et b=1;ona:f(x)=ulax+b) et u’(x)=3x%
La fonction f est dérivable sur R et sa dérivée est f’ : x> —6(1 — 2x)%.

¢ Déterminer, sur ]-2—;+=n[, la dérivée de la fonction g : x> V4xr—2.
0upose:u[.t]=\/.§.a=4 et b=—2;ona:glx)=ulax+b) et u'('t)=271;'

. 1, e . 2
La fonction g est dérivable sur ]-2—. + o[ et sa dérivée est g’ : x> Tr—=—x.

....3.2. Applications de la dérivation

Nous rappelons les résultats suivants vus en classe de premigre.

Loloabainvs Derwee et fangente

Propnete

meﬁ)mﬁm.ﬂ]ureprﬁemunngmpblqundnm
point de (€) d'abscisse 5. T 3

E1-""!1“13.0'alhltrl-'ul."louu une é : nndalumgmm
mAiltcnm'bo(‘G)ut.y—f(x.,J Lr.l(r-r.)

o e G T
N >
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Exemple . S ex=2.

Soit () la représentation graphique de Ja fonction f : 1-; e dabscisse 1.

Déterminer une équation de la tangente (T) a (€) au po iy

Ona: f(1)=-2,doncle point A apour coordonnées (1;— 213
) =-32+1,f(1) =—3+1=-2.

Une équation de (T) est: y + 2 =—2(x - 1) ; c'est-d-dire : y = = 2%-

Propriler iR
Soitf uns ﬁmctlon dérivable sur un intervalle ouvert K.
eSif Wpﬂﬁtiﬂmrﬂ.alnm_fmmnmi(.

|» Sif est négative sur K, alors f est décroissante sur K.
'+ Sif’ estnulle surK, alors f est constante sur K.

Exemple

Soit f 1a fonction définie par : flx) =—x° + Bx - Qx + 3.
f est une fonction polynéme ; . _
elle est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f* : x> = 3(x - 3)(x - 1).

Ona: pourtoutx €} =;1[, f'lx)<0; x |- 1 3 +©
pourtuut.tel‘l;s[, f'x)>0; '
pour tout x € 13;+ ], f'lx)<0. ) _ 0 + 0 _
Donc : faétdécroissantasur]—w;‘llatsur]l]:-I-w[; = : .
f est croissante sur |1 ; 3[. fo —~—0u, ' —~—
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f, que l =1 =
I'on compléte en calculant :

llgl_.f[x] =+ 3 l‘ig+wf(,r] =e-o; f(1)==-1 et f(3)=3.
gmmmmmm Dérivée et exiremum

s e e i s SR O SV s e it s
iSuitf une fonction dérivable sur un intervalle Ja ; b{ ﬁ:, un éléﬁn_ﬁ_t de la; bl.
;_s;_f'_hs'a_npnlo et change de signe en x,, alors f admet un extremum relatif en x,.

x a X b x | a Xo b }
f'eo: + ‘? - f'e)| - {') +
§)| M— 1) 'i :
B — " T s
fadmet un maximum relatif M en x, fadmet un minimum relatif m en x,
Exemple

Reprenons I'exemple précédent.
3 est un maximum relatif de f et — 1 est un minimum relatif de f.




===dede Dérivation et continuité

- Compléter par ouj oy Par non,

D/ NIELT
7AW
T T
i Y O 0 7
SIS DR ]L N A _“:/
fest continue sur [- 4 4] [ fest continue sur [- 4 ; 4) |
f est dérivable sur [-—4;4]D fest dérivable sur ~4:4]_ ]
2. a) Lorsque la fonction S n'est pas continue sur [-

s 4 ; 4], indiquer I i i i
b) Préciser si () admet une tangente au(x) point(s) de disconl{llnui:éec{l:) )‘P Pint(e] de discontinuite o

fest continue sur [~ 4 ; 4) s
fest dérivable sur [- 4 ; 4) [

Nous admettons la propriété sujvante.
 Propr L e e ; v AP SR oLl B0 i i o
Si une fonction est dérivable sur un intervalle K, alors elle est continue sur cet intervalle.

Remargues

* La propriété précédente peut également s’énoncer ainsi :

« Si une fonction f nest pas continue sur un intervalle K, alors elle n'est pas dérivable sur K. »
* Lorsque la fonction f est continue sur I'intervalle K, on ne peut conclure pour sa dérivabilité sur K.
]

mE ercices e

3.0 Dans chacun des cas suivants, préciser I'en-  3.d  Soit fune fonclion et () sa courbe représenta-
semble de dérivabilité de la fonction f, puis tive. Dans chacun des cas suivants, déterminer
déterminer sa dérivée. une équation de la‘langente  (€) au point
al flx)=x+1 b) flx)=-2x+5 d’abscisse .,

c) flx)J=x2+3x+1 d) flx)=x"+3c2+1 al flk)=xt-3x+1 Xo=2
e} flx)=3x{c?-1) N1 flx) = (3—xh b f[:]=::: . . e

3.b  Dans chacun des cas svivants, préciser I’en- o) fix) = Va P maz
semble de dérivabilité de la fonction f, puis 24
déterminer sa dérivée. . d) flx) = x2 - = i xp=—1.

xr+1 —2r 4+t
= — b .
. foxl x=-2 &l x 3.e  Dans chacun des cas suivants :
x+1 2 * préciser 'ensemble de dérivabilité de la
c f{-\!)'=-'-4+'s':_.' d) flx) =+ 3t +1 farl::clionf‘.
1 * déterminer la dérivée de f et dtudier son signe ;
e) flx)=2x—-1+ S * dresser le tableau de variation de f.
== b, =x?-4x+5
f)f(x)=x=+";‘. a) flx)=-x+5 ) flx) +
2x
' = = I’ 31'1

3.c  Dans chacun des cas suivants, préciser I'en- c} flx) x+2 d) flt) mat+
semble de dérivabilité de la fonction f, puis e
délerminer sa fonction dérivée. . e) fix)=x+ p flflx)=V1-x

a) flx)=Vx+1 b) flx)=V1-2x

fonctions 29




Exerae

(Généralités

1 Dans chacun des cas suivants, (%) est la repré-
sentation graphique d'une fonction /.

- ————— ==
4 s let =l wee

1. Déterminer I'ansumbla de définition de f.
2. Préciser la parité de f.

£ La courbe ci-dessous est une partia de la repré-
gentation graphique (€) d'une fonction f ayant pour
ensemble de définition [~ 5 ; 5]
ITTT'!_""_"_""_',"." i 'l“-"!' ™~

30 Fonctions

Compléter (¢) dans chacun des cas suivants,

a) fest une fonction paire

b) fest une fonction impaire.

3 Erdier la parité de la fonction f dans chacun

des cas suivants.

a) fly=2x+5
c) flx)=
) flx) = =1

& Chacune des courbes suivantes a soit un are de

symélrie, soit un centre de symétrie.
Préciser, dans chaque cas, 1'élément de symétrie.

[ AN W
r-i—1' Il B | r
'

1-.' ] a
5% e v 4 e

B
x.'r

e L

5
(%) est
Démont
ave de:

a) [lx)
b) flx)
¢} [flx)
d) flx)

é
(€) est |

Démon!
de symy

a) flx)
b) Jlx)
el flx)

d) flx)
7

festun
-4 2]
be (‘€] a
te (O]).

Danner

fest uni
[-1;3]
be (‘€) a
droite d
Quelles

)

9

de la fon
a} flx):
¢} flx)=
e} flx)-

10
limiles ¢

al flx)-

¢l flx) =
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5 Le plan est muni du repeére arthogonal (O, 1, ).
() est la représentation graphique de la fonction f.
Démontrer, dans chaque cas, que la droite (<) est un
ave de symétrie de ().

a) fle)=at+4x+3 ;

. “E):iw==2
bl flx)==-a2+2xv+3 - E):r=1
c) flx)= |x-3]| (#):x=3
d) flx) = ;.-2T1 ; (@) :x=-1.

6 Le plan est muni du repere (O, 1, J).
(6) est 1a représentation graphique de la fonction f.
Démontrer, dans chaque cas, que le point  est un centre
de symétrie de ().

a) flx) = =X

e Q(—1:3) .
b) f(X)=(x=1)"+1 Q(1:1)
o) fla) == P Q2:-4)
— 1 1 -
d) ﬂx)—.r+1+.t—3 ©(1:0)-

7 Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, )).
fest une fonction ayant pour ensemble de définition
[- 4 : 2] et pour représentation graphique (€). La cour-
be (‘€) admet un axe de symétrie (%) paralldle 4 la droi-
te (O]).

Donner unc équation de (%).

8 Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J).
fest une fonction ayant pour ensamble de définition
[- 1 ; 3] et pour représentation graphique ('6). La cour-
be (‘€) admet un centre de symétrie Q appartenant a la
droite d’équation y = - 2.

Quelles sont les coordonnées du point 2 ?

INlotions de limite
et de continuité

9 Dans chacun des cas suivants, calculer les limites
de la fonction fen + = et en — =,
a) flxy=—2x+4 b) flx)=3x-2
c) flx) =222 —x -3 d) flx}=—+x+6
e) flx)=—x*+2c+5 f) Jlx) = 4x® + 327 — 1.

40 Dans chacun des cas suivants, caleuler lus
limiles de la fonclion fen + @ et en = =.

P -4r+5
a) f['t}z%—iz_a bl J) =5

8. - 322
) )= =1 dl flx) =55

&) f = L .

P ==

11 Dans chacun des cas suivants, calculer la limi-
te de la fonction fen x,.

a) flx)=F—4ax+1

: =1
b) fx) = —<— : X, =0
c) ﬂ-\‘]=§2:11 ; x,=—1
d) =228
o) flx) = =3 ; x,=0
D) =h‘+—*;, ; xy=—3

12(6)estla représentation graphique d'une fonc-
tion f.

e

- e
i me— b

| | R R

Conjecturer la limite de fen —x, en + =, en 0 par valeurs
positives, ¢n 0 par valeurs négatives.

13 () est 1a représentation graphique d'une fonc-
tion /.

I PACR B | R My T N B | IS 7

[ G ey val
Conjecturer la limite de fen + o |
supéricures a — 2.

18 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonction fa droile et a gauche en x,,.

a) flx)= Iih] : £y==1
b) fle) = =4 ejw0
o fo=t=2=3 ~'2%
dJﬂ.r}=::j:? ; Xp=1




15 En utilisant les propriétés des opérations sur
les limites, calculer :

o) lim_(2x-3+7) lim_(~-3)°

) Y- 0 I, b= V3.

16 () est la représentation graphique d’une fonc-
tion f sur l'intervalle K.

il .
o b by e o

el
| ;‘I

T

a) Dans chaque cas, conjecturer la continuité de fsur K.
b) Préciser les points de discontinuité, lorsqu’ils exis-
tent. .

17 Le plan est muni du repare (O, I, J).
Construire la représentation graphique d'une fonction
croissante et continue sur l'intervalle [- 5 ; 5].

18 Le plan est muni du repére (O, L, J).

Construire la représentation graphique d'une fonction
décroissante et continue sur l'intervalle |3 ; + oof,

20 Fonctions
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49 Le plan est muni du repére (O, | ;
Construire lap représentation graphique d'une fonction f
telle que : _

o fest continue sur [-4 - ot i
« fest discontinue en —1;
» f est continue sur ]-1;5)

D érivation

20 Dans chacun des cas suivants, préciser 1_'en-
semble de dérivabilité de la fonction f, puis déterminer
sa fonction dérivée.

a) flx) =—x*+4x+7
c) flx) =—-4x +12x
e) flx) =21 -x)

21 Dans chacun des cas suivants, préciser l_'en-
semble de dérivabilité de la fonction f, puis déterminer
sa fonction dérivée. )

b) fly=3x2—-2x+1
d) flx)=x*—4x? +5
f f@) = (2x + 3)(x% - 4).

e IR
- 3x? -

1
6}][.1:]=2+x

1 f) flx)=2x +5+

x -2
22 Dans chacun des cas suivants, préciser I'en-
semble de dérivabilité de la fonction f, puis déterminer

sa fonction dérivée.
b) fl(x)=V5-4x.

a) flx) = (2c—1)

23 La courbe (6) ci-dessous est la représentation
graphique d’une fonction f ayant pour ensemble de
définition U'intervalle [- 7 ; 4]. - 1
On suppose que f est dérivable sur - 7 ; 4[.

[ - y LI} IRETT ..L,'

et |
el £ 44

1. Déterminer le signe de |

des intervalles }— 7 ; — al ]3 dérivée ' de f sur chacun

—4;0[et]o; 4[.
2. Compléter le tableau de variation de f,




. @48 Dans chacun des cas suivants, déterminer la
dérivée de la fonction f sur I'intervalle K, étudier son

s{gne}: puis dresser le tabloau de variation de la fonc-
tion f.

a) flx) =x*—ax el

K=1-2:8)
b} ﬂ-!']=--\‘-‘2+3.t—2 el K:I—-i;‘”
c) [X)=-324+3 ot K=[-1;3]

1 2
d) f[_u:]:g.r"—?.r-+4.r-3 el K=[0;+ =[.
‘ @5 Dans chacun des cas suivants, délerminer la
dérivée de la fonction f sur l'intervalle K, étudicr son

sigue, puis dresser le lubleau de variation de la fone-
tion f.

X =1 _ .3
a) ﬂ"]'zr—s &t K_I_x'EI
b) ﬂ-ﬂ=?:; ot K=]-2:+|
0 fl= =2 ot K=]-1;+x|

dj f[.t)=.r—1+-} ot K=}-=:0l

APPROFONDISSEMENT 3

26 Le plan est muni du repere orthogonal (O, 1, ]).
Construire la représentation graphique (€) d'une fonc-
tion favant pour ensemble de définition D, et telle que
la droite (%) est un axe de symélrie de (€).

a) D, =R D (G):x==2

b) D, =)-=:1{u i+ =( i (@) =1

27 Le plan ost muni du repare (O, L ).
Construire la représentation graphique (‘¢) d'une fonc-
tion fayant pour ensemble de définition U, ot telle que
le point € est un centre de symétrie de (€).
aIDI=R o Q=2:1)

b) D, =)-=:-2 Ul-2;+= : Q;=1).

@8 L plan est muni du repére (O, L, )).
Construire la représentation graphique (6) d'une fonc-
lion [ lelle que :

ﬂ) . Dr =R;
olim _flx)=+=;
olim flx)=0.

L=+ X
b) 'Dr=]—w:—1lul—1:+ml:

olim flx)=0;

X*=%

“ym, Sl =

29 Soil [ une fonction dont la dérivée £ est défi-
nie par: f'(v) = = .

X 1. . s véo d
Dans chacun des cas suivants. déterminer la dérivée de
la fonction g.

a) glx) = f(- 3x)
¢) gl) = [l x = 1)

b) glv) = f(2x)
d) gle) = fl=x+4).

R4 —

30Le plan est muni du repere (0, 1, ).
La parabole ci-dassous est la représontation graphique
sur R de la fonction dérivée f* d'une fonction f.

T

PR R T

1. Délerminer le signe de f* sur chacun des intervalles
J-=:0L o4l et |4+l

2, Compléter le tableau de variation de /.

ey Ij - 4] 4 +*
S 0 0

p;-:-.-.!;;?i — e e
o)

S

3. Donner I'allure de la représentation graphique (€) de
fsachant que :

= fl0)=4:
.20
fa)=- 3 ¢
e fl-4)=f(2)=f(7) = 0.
4. Résoudre graphiquement l'inéquation : f(x) < 0.

21 La courbe (€) ci-dessous est la représentation
graphique d'une fonction f ayant pour ensemble de
déafinition I'intervalle [- 2 ; 2].

On suppose que f est dérivable sur |-2; 2[.

\Fonctions 33



1. Déterminer le signe de la dérivée f* de f sur chacun
des intervalles |- 2 ; - 1, }- 1 ; 1 et]1; 2]

2. Compléter le tableau de variation de f.

-'—1:-—.—7— - .
x| -2 -1 1 2
B, o = s
fe! 0 0

If(af)j

T R —— e —

3. On suppose que, pout tout nombre réel x de [- 2 ; 2],
fx) = ax® + by, od a et b sont deux nombres réels.

a) Calculer f'(x) pour tout x de I-2;2).

b) Calculer les valeurs de f et f* en -1 et 1.

¢} Déterminer les nombres réels a et b.

32 Le plan est muni du repare orthogonal (O, 1, ]).
Soit (‘€) la représentation graphique de la fonction f
définie par : f{x) = — 12 + 2¢ + 3,
1. Déterminer 1'expression analytique de la symétrie
orthogonale s par rapport & la droite (@) d’équation.r = 1.
2. a) Déterminer I'image de (€) par s. .
b) En déduire que (%) est un axe de symétrie de ('6).

33 Le plan est muni du repére (0,1, ).
Soit ('€) la représentation graphique de la fonction f
définie par : flx) = 4" —4x - 1.
1. Déterminer I'expraession analytique de la symsétrie
centrale s par rapport au point Q(0 ; — 1).

2. a) Déterminer I'image de (6) par s.
b) En déduire que Q est un centre de symétrie de (€).

38 La courbe (%) cl-dessous est la représentation
graphique d'une fonction /.

R |-——-* -

e g B s

1. Par lecture graphique, donner I'ensemble de défini-
tion D, de la fonction A

2. Conjecturer la parité de f.

3. a) Conjecturer les limites de faux bornes de D’.

b) Compléter le tableau de variation de f.




