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Introduction

« Ar’nsi, y a-+il ou non une racine carrée de — 1 2

e

“ 5 1 . Fi . i o

;’..:E_, Si oui, de quelle sorte d’animal s'agit-il #

7 En quoi ce divertissement intellectuel gratuit peut-il concerner les

e esprils pratiques 2 »

. Cetie réflexion de lan Stewart fait allusion oux débats philoso-
S phigues et aux trois siécles de recherche qui ont abouti au forma-
lisme actuel des nombres complexes.
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} e ‘l Ces nombres, que certains mathématiciens du XVE siécle quali-
| figient d’« impossibles » et d« inutiles », ont aujourd’hui de nom-
! breuses applications en aérodynamique, en mécanique des
| | fluides, en théorie quantique et en électrotechnique.

#
| |
i 1
j.!_; { H = Aje* est une représentation complexe de |'onde électromagneétique.
E | (A est l'amplitude et o la phase.)
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—1.1.. Notion de nombre complexe

1 e mummmmm Définition et propriétés

L | 1, Soit I'équation (E) : x* + 4x + 5=0.

' * Vérifierque : x? +4x + 5= (x +24?.]2 + 1.

* En déduire que : (E) & (x+2)*=-1. .

,E . * Cette équation a-t-elle une solution dans R 7 Justifier la rép-::-l:lseEl "y .

r I Supposons qu'il existe un nombre i tel que i =—1 el'cnnsarvt-:lns es regles E_IB calm'l] utiliggeg dan

4 * Démontrer alors que (E) admet deux solutions que I'on exprimera en fonction de i. SR,

2, Résoudre de méme les équations : x? —6x+13=0 et x*+5=0.

|
|

Définition |
i On appelle nombre complexe tout nombre de la forme a + ib, tel que a et b sont des nombhyeg réely i|
' .

| L

' L'ensemble des nombres complexes est noté C.

Hol Notation et vocabulaire
! , { Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib.
1] * L'écriture a + ib est appelée forme algébrique de z.
;' f it Le nombre réel a est appelé partie réelle de z et noté Re(z).
{ Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z et noté Im(z).
_ ‘ * Sib=0,alors z = a; z est un nombre réel ; tout nombre réel est un nombre complexe (R C C),
FEo B *Sia=0etb#0,alors z = ib; le nombre z est dit imaginaire pur.

e TR I I—p——

L
!
' - i Nous admettons les propriétés suivantes.
| ’ T r————
li i " Soit z et z” deux nombres complexes. On a ;

* z=2z' sietseulementsi Re(z) =Re(z) -et Im(z) = Im(z") ;
!'. | . *z=0 sietseulementsi Re(z) =0 et Im(z) = 0.

|
il

e " amatit
O —

i If_- 0 est appelé nombre complexe nul.

i /s mmmes=w Représentation géométrique d’un nombre complexe

i Le plan @ est muni du repére orthonormé direct (0, ), g,). |

(it * L'application qui & tout nombre complexe a + ib associ i Ly

i 1 e le point |

| .Jl' est une bijection de C vers @. TR M(b) ‘s

. ! rq Ei ; M(g) est appelé point image du nombre complexe a + ib ;
bya i a + ib est appelé affixe du point M(g).

=

RAR * L'application qui & tout nombre complexe a + ib associe | our o &
it est une bijection de C vers I'ensemble des vecteurs di plan.E vecteur (b)

i ﬁ’(g) est appelé vecteur image du nomhre complexe a + ib ;
4 a + ib est appelé affixe du vecteur E.(g)' -

i * Le plan muni du repére orthonormé direct (3 2% &) st !
i Un point M d'affixe z de ce plan est souvent notg i\d[;}. est appelé plan complexe.

| * Les droites de repéres (O, ¢;) et (O, €,) sont respectivement appelées axe réel et axe imaginaire.
-

| L
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Exemples
« O, 1 et ] sont les points d’affixes respectives 0, 1 et i,
* 0, €, et &, sont les vecteurs d'affixes respectives 0, 1 et i.

1.2, Opérations dans C

summmm Addition et multiplication dans C

En appliquant les ra3gles de calcul utilisées dans R et la convention i? = — 1, on définit I'addition et la
multiplication dans C.,

Définitions -8 0 30 T SRR N Lok =
Soit z et 2’ deux nombres complexes tels que : z=a +ib et z’ =a’ + ib".
* La somme de z et 2’ est le nombre complexe : z +z’ = (a + @) + i(b + b).

* Le produit de z et z’ est le nombre complexe ;: zz’ = (aa’ - bb’) + ilab’ + a’b).

Exemples
*(4-5i)+(3+2i)= 7-3i * 3(4 - 5i) =12 — 15i  2i(4-5i) =10+ Bi
*(4-5i)(3+2i)=22-7i * (2 +5i)2 =~ 21+ 20i o (-1 + 3i)? = 26 - 18i.

e sl S §i = T

(1) (C, +) est un groupe commutatif.
(2) (C*, x) est un groupe commutatif,
(3)  La multiplication est distributive par rapport & 'addition.

On dit que (C, +, %] est un corps commutatif.

[Démonstration

*» On vérifie aisément que 'addition et la multiplication, lois de composition internes dans C, sont
associatives et commutatives et que la multiplication est distributive par rapport a 1’addition.

* 0 est I'élément neutre pour I'addition dans C ; 1 est I'élément neutre pour la multiplication dans C.
* 'opposé de tout nombre complexe a + ib est le nombre complexe - a - ib.
« L’inverse de tout nombre complexe non nul a + ib est le nombre complexe :

1 a—ib _a . b
a+ib  (a+ibla-1b) @+B @+

Remarques

* (R, +, %) est un corps commutatif.

» L'expression de I'inverse du nombre complexe a + ib n’est pas d retenir ; on la retrouve facilement en
remarquant que : (a + ib){a - ib) = a® + b?,

* On convient que pour tout nombre complexe non nulz : z°= 1.

Exemple
1 4+ 3i 4 3

= =— 4+ .
4-3i (4—3i)(4+3i) 25 25

: P T g &3 e - " .~ =
Propriehes 2 T T T i e R R

Soit z et z’ deux nombres complexes.
Ona:zz' =0 sietseulementsi z=0o0uz' =0.

.5

o (g1 7T TR e

La démonstration de cette propriété est laissée au soin du lecteur.
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Définitions

Exemples

. 5+6i

= '}(
=3 (5 + 6i)

4 -3i

Propriétés
* (z+2)P2=2"+2z2"+ 27 -
s (z+2)z-2) =2 -2z" ;

Exemples
* (2-3i)P=4-12i-9=-5-12i

sEmmmm Soustraction et division dans C
Les propriétés 1 et 2 précédentes conduisent aux défi

Soil z et 2’ deux nombres cnl;:plex&i; o
« La différence de z et z’ est le nombre CO LA o
* Siz’ # 0, le quolient de z par ' est le nombre complexe : -5 = % X —5.

o (4 —3i) = (5 +6i) = (4 — 3i) + (-5 - 6i) =— 1 -9
1 afd . 3.
= (5 + 61)( e + 551

memmmm Produits remarquables
Les propriétés suivantes, démontrées dans R, restent valables dans C.

Pour tous nombres complexes z et z/, pour tout entier naturel n non nul, on a:

= —F —r
pemmmm Affixes de v+ v/, MM et kv (k € R)
Le tableau suivant donne les interprétations géométriques de certaines opérations dans C.

nitions suivantes.

lexe:z-3 =2+ (-2). 1

2 , 39,
= 55-4- EI.

o (z-2P=2"=212"+27 ;
N n ke . %
. (2+2) ;En C;z"*z’* (formule du binéme de NBWiun}_.;

T E
|
)
1

e (1+i)P=14+3i-i=-2+2i

—
Somme Zp+zp =2 o
'l'
T
Différence 4 T = 2y = Frg
EQ ‘f' S M
o
O &
'. .
b JII ' . .
il Produit &
! i ;i;I u kz _
(i par un nombre réel & sy
i ! f 1 | * 2
] 1 /| Il lII =]
. ’ . | ol =
.y | |': I:\ 21
i

po pemmmm  Affixe du

1 Propriéfé
i Soit A, A,, ...,
' la somme est non nulle.
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barycentre de n points pondérés
A, n points d’affixes respectives z -
Laffixe du barycentre G de (4,, a,), (A;, @), ..., (A,, 0, ) est : Bpi= EE‘&

Cette propriété est déduite de la définition du barycentre e deg propriétés des affixes de vecteurs.

—

ey Sﬁn el a" (12.
n

Ay Fagp <= O, n nombres réels dont

3
oL
=1 ®




Ixemples :
o I’affixe du milieu d'un segment [AB] est : Zy+ zB
a2+ zc

» Laffixe du centre de gravité d'un triangle ABC est : 3

—1.3. Conjugué et module d’'un nombre complexe
EOEE=S Conwgue d un nombre complexe
Définifion : ' '

Soit z un nombre cnmplexe tel que: z = a + ib.
On appelle conjugué de z le nombre complexe, noté z, tel que : = a - ib.

Interprétation géométrique
Les points M et M’ d’affixes respectives z et Z sont symétriques

par rapport & l'axe réel.
Exemples
T+1=1-1 ; 3-21=3+2i ; -2Z+1=-2-i

Les proprletés suivantes se dédulsent de la déﬁmtmn

=t

iEe e _— e i T i - - Sl i

Soil z un nombre mmplexe telque:z=a +ib. Un a:

s Zi=Z ; s zZ=a*+b*;
* z2+Z=2Re(z) ; * z-Z=2ilm(z) ;
+ z est réel si et seulement si 2=z ; + z est imaginaire pur si et seulementsi Z=-z et z=0.
Exemples
e —3+2i=-3-2i=-3+2i ; ¢ [-342i)(-3+2i) =9=-(-4)=13 ;
* -3+2i)+(-3+21)=-6 ; o (-3 +2i)- (-3 +2i) =4i
= 1-,"7‘%::»?—.-#_*-.-:.- =5} -—--n—;_--—v —:1-—-1-;.-":_.:.-—-.-_-._ t = =
Proprie . AT R R
Pmu- tous nu-hres complexes z et z’, pour tout entier relatif n, on a : _
(1) z+2=Z+7 ; (2) =z=-=% ; (3) zz'=Ex% ;
T — 1 " E —i ! " —'ﬁ.__ L
@ =120 ; 6 (£)=Z @=0 ; 6) F=@" (z0).

D émonstration

Posons: z=a+1ib et z'=a’+ib"

(1) et (2) Ces propriétés se déduisent immédiatement de la définition.

(3)Ona: zz' = (aa’—bb) + ilab’ + a’h) et ZxZ =(a-ib)la’-ib’) = (aa"—bb’)—i{qb' +a'h):

donc : 22 =T KT
(4)Siz=0,ona: zx%:i:&(zX%J='l ﬁf):(%):l ﬁ(—;i):—%—
G Sizzooma:  (Z)=(exn)=zx(d)-7xL = .

(6) Si z # 0, on démontre par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : 2" = (Z)".

Puu:nc:l}.una:Hrt:sD;dunc:?=(z%")=-%—=[v“(_]“

Nombres complexes 59

Laliliicu vy waillloeal il



D I T I R I rry———~

|

mammmm Module d’un nombre complexe
Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib.

* Ona:zZ=a?+ b?; donc 77 est un nombre réel positif. -,

Seit z un nombre complexe tel que :z=a + ib. A : O T e

On appelle module de z le nombre réel positif, noté |z, tel que : ISI. =/E = lat B
Interprétation géométrique o 3
* Si z est 'affixe d"un point M, on a: |z| = oM. _

* Si z est I'affixe d'un vecteur i, on a : 2] =[] _ Alz,) i

* Si z, et z; sont les affixes respectives de deU:.K points A et B, ey u
onazllzﬂ—zBL.=AB. o &

Exemples
ela—4il=fo+16=5 : .

_.%-+ii;3r"=1‘-—;—+%= ' .l"'3i|= O0+9=3
REI‘I’IEI’QUES

«Sib=00na: |z| = |a.| = JE.E ; la notation utilisée est cohérente avec celle de la valeur absolye dur
nombre réel,

* Pour tout nombre complexe z, on a :
* Soit z un nombre complexe, on a :

el Bl

A
=1 siet seulement si Z= % (z#0):

z

|z|= 1 sietseulementsi z=0.

IPropriete: L R T e

Pour tous nombres complexes z et z', pour tout entier relatif n, on a: _
@ |az’|=lzlx|e] 2 |+ =]§T (z20) :
@) |zl=lzl" 20) ; @ | =]'x—",|| @+0)

(5) lz+2|=|2z|+]2| (inégalité triangulaire). -

Démonstration

Posons :z=a +ib et z'=a’+ib".

(1) On a:zz" =(aa’-bb) + i(ab’ + a'b).

Done : | zz'| = flaa’= DD)? + ifab’+ a'b)2 = [la? + b2)(a” + b7) = | z| x| 2’|,

1 a . b 1 a® + b? 1 1
(2)Siz=#0,ona:— = —i ;done : |—| = = = .
: z at + b? a + b* z (a? + bh2)2 Jat + b2 |z
(3) Si z# 0, pour n > 0 la propriété (1) et un raisonnement par récurrence permet de démontrer le

résultat.
Pourn<0,ona:—n>0;donc: |z]|=

1(_ 1 1 '
‘-——Il_-l—l-l ='|__|—"z = = |z|”.
i
Z° Z|xl_lz' —E‘-I'

(5) L'inégalité triangulaire est déduite de I'interprétation géométrique de z + 7"

=
zl

(4)Siz'#0,0na: zx% =|zlx

Exemples | ]
-+ +il=l-Va+ilxl1+ilz <oz =4q.

(3+iP| _ =Bl 20
o+ |- Tisilr o (p
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1.4, Travaux dirigés

On se propose de résoudre sur des exemples des équati isi =
o8 o 1 g sah o mombtes kel ples des éguations du troisiéme degré du type X + px + g = 0.
1. Soit I'équation (E,) : X® -6x-6 = 0.

a) Vérifier graphiquement que cette équation adm i i i
bl i o éq n admet une unique solution réelle, dont on précisera un
b) Démontrer que siau et v sont deux nombres tels que u® + v* = 6 et uv = 2, alors u + v est solution de (E,).
¢) Démontrer que u” et v” sont solutions de I'équation : X2 - 6X + 8 = 0.

Résoudre cette équation et en déduire la solution réelle de I'équation (E,).

Cette méthode de résolution est appelée « méthode de Cardan ».

2. Suit.l’équatiun (E)): 2 -15x-4=0.

a) Vérifier graphiq_uemenl que cette équation admet trois solutions réelles.

b) Démontrer que si u et v sont deux nombres tels que u® + v* = 4 et uv = 5, alors u + v est solution de (E,).
¢) Démontrer que u” et v* sont solutions de I'équation : X? - 4X + 125 = 0.
Cette équation a-t-elle des solutions dans R ? La résoudre dans C.

d) Calculer (2 + i)® et (2 - i)°. En déduire les solutions de I'équation (E,).
Cette méthode, qui compléte celle de Cardan en utilisant les nombres complexes, est due au mathéma-
ticien Bombelli (1572).

SOIution

1. a) Soit la fonction f: x — x? — 6x — B et (¢) sa courbe représentative [ | | . i
dans le plan muni du repére (O, I, ]). s o - O

Létude de [ et la courbe (€) permettent de vérifier que 1'équation (E,) a
une unique solution réelle a ; on obtient un encadrement a 107! prés de
o a 'aide d'une calculatrice : 2,8 < & < 2,9.

b)Ona:(u+v)P-6(u+v)-6 = (u® + v%) + Juv(u + v) —6(u + v) -6
=6+6(u+v)-6u+v)-6=0.
Donc, u + v est solution de (E,). :

c)Ona:uw+v=6 et u®v®=8,

Donc, u® et v° sont solutions de 1'équation : X* - 6X + 8 = 0.

On obtient : u? =2 et v’ =4.

On en déduit que 32 + 34 est la solution réelle de |'équation (E,).

e

— A

2. a) Soit la fonction g : x> x? - 15x —4 el (¢’) sa courbe représentati-

ve dans le plan muni du repére (O, L, ). =
I’étude de g et la courbe (¢’) permettent de vérifier que 1'équation (E,) ,‘f \»

a trois solutions réelles. y \
b)Ona:[u+u]3—15[u+v)—4=[u3+u’]+3uu[u+v]—15tu+u)—4 f \
=4 +15(u+0)—15(u+v)-4=0. "ﬁ I'I,I.
Donc, u + v est solution de (E,). | \
c)Ona:u?+v*=4 el o’ =125. ‘ ! J
Donc, u® et ® sont solutions de I'équation : X* = 4X + 125 = 0. I
A’ = — 121 : donc celle équation n'a pas de solution dans R. |

Ona:%2-4X+125=0 & (X=-2P2+121=0 i : ;
o (X-2-1MiUX-2+11i)=0 =1
= X=2+11i ou X=2-11i : :

Ona: (2+if=2+11i et (2-i)*=2-11i.

On en déduil que 4 est une solution de |'éguation (E,).
Pour déterminer les deux autres solutions de celte équation, on i ;
remarque que : (E,) < (r—4)*+4x+1)=0. \‘v‘j
Les solutions de (E,) sont: 4, —2 -3 et —2+ 3.

d) On obtient : u® = 2 + 11i et v*=2-11i. . /
\ /
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Remarque

e Sl

Plus généralement une solution réelle de I'équation x° + px + q =0, ol p et g sont des nombl‘e

K]
est donnée par la formule de Cardan : x= 3[- _3. + f%i + %

'://E X@TCICeS Bprrs  sdass o~ ///FW/W%

2. Calculer 1'affixe du centre g

1.0

1.b

l.c

1d

Dans cette legon, le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (0, ¢

Ecrire sous forme algébrique les nombres com-

plexes suivants.
a) (1+3i)=(2=5i) b) (1-2i)2+1)

e I [ a1 .
c) 2|(E—El) d) (1 +1)(1 - 2i)(1 + 3i)

el (2-3i) fl (-12- - %i)“.

Calculer et écrire sous forme algébrique les
inverses des no res complexes wanls
al-4+3i b)J2(-1+1) o)- d)i.

Ecrire sous forme algébrique les nombres com-
Plexes suivants.
3-2i 4+ 2i i 3+4i

A7 Yimm Y5a 95

Placer dans le plan camplexe les points A, B et
C d'affixes respectives 3 +1, -2 —f et - -1+ 41

1. Délermmer ]es afﬁxes des vecteurs .‘LB AC

AB +AG et 2AB - 3AC.

i -._:f;ic}_;‘y‘) 2&-5;‘5!‘1 :? =

l.e

1.f

triangle ABC.

3. Calculer I'affixe du

soit un parallélogramme,

Soit les nombres complexes ;

-+-5F i
]
|
|

@ Bravitg G dtl

Pﬂlﬂl D tel qQue “'BCD

z=2+i e z'=1-j |

Ecrire sous forme algébri

plexes suivants,

al 2z +z)

c) (2*+2z%)

que les nombreg com

b) (z + —-.)
d z+zp z?,

Calculer le module des nombres complexes

suivants.

a) - f3+i
2+1
c) -1+1

b) (2-1J2)(~3 + 45)
d) 2(-3-ip

-.----—--—-- e e T ——

-u.a-.—-_—

i '"2"

—=2.1.. Forme trigonométrique d'un nombre complexe

R Argumenls d’un nombre comp|e,ve non m;!

- —r—rew e e e = - -
= =

Soit z un nombre complexe non nul et M son

image dans le plan complexe,

—

On appelle argument de z toute mesure de I'angle orienté (€, OM).

Notation

p—

Si @ et o’ sont deux arguments de z, on a :

o' =0+k2n (ke 2),

Onnote: arg(z)=a+ k2n(k € Z) ou arg(z) = a[2n].

62 Nombres complexes
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Interprétation géométrique B(z5)
o Si z est l'affixe d'un vecteur @, arg(z) est une mesure de I'angle
orienté (&), ). Alza)
« Si z, et z; sont les affixes respectives de deux points A — ~L
Bl Zp PT s A et B, & @)
arg(z; — #,) est une mesure de I'angle orienté (&), AR). ol &
7
Exemples i
T S o ALT+1)
arg(i) 5% [2n] , argll + i) z—g- [2n] ; J(_'f i
arg(-1)=n(2r] ; arg(1)=0 [2x]. - :

Bemal_'gues

¢ Le nombre complexe nul n’a pas d’argument,
ozestréel & z=0 ou arg(z)=0[rn] ;
z est imaginaire pur < urg(z}z% [r].
s Pour tout nombre complexe z non nul, on a :
arg(z) =-arglz) [2n];
arg(- z) =m + arg(z) [2n] ;
arg(-z) =n - arg(z) [2n].

pemmmm Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul tel que z = a + ib et M son image dans le plan complexe.
Désignons par r le module de z el & un argument de z.
Ona:a=rcosoe et b=rsinu; donc: z = r(cosa + isino).

I T

X TR T

Sgit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument o.

On appelle forme trigonométrique de z I'écriture : z = r (cosol + isino).

1
L]
"
ol & a

I
Exemples J__i =
Z

-1+1—.f_[cos-g—+1sm—J i -—%+ i s-=+151n3

‘Propriété s S S R — T e
Propriéete e T S e T P

P s S L

Soitz et z deux nombres cumplexes non nuls.
Ona:z=2%" sietseulement si zl =|z’| et arg(z) = arg(z") [2x].

Cette propriété se déduil des définitions du module et d’un argument d'un nombre complexe.

Remarques
e Soit z un nombre complexe non nul. Les 1égles de passage enlre forme algébrique et forme trigonomé-
trique de z sont résumées par le schéma suivant,

I: . r*.,‘r.:ahbz : r_a::su--i et smu—%

forme algébrique
z=a+ib

forme trigonométrique
z = r(cosa + isina)
r>0

a=rcosa et b=rsina
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* Soit z =r(cosa + isina), rE R* et a ER; L. N
~5i r> 0, la forme trigonométrique de z est z = r(cosa + isina) et arg(z) = a [2n] ;

- sir <0, la forme trigonométrique de z est z =—rlcos(@ + ©) +isin(a + )] et arglz) s , R [2n)

mEmmmm Arguments d’un produit et d’un quotient

Propriétés 1

Pour tous nombres complexes non nuls z et z’, pour tout entier relatif n, on a :

|
| (1) arglar) = argla) + argle) [2n] 5 (2) arg(y)=-argls) [2n] ;
i | i (3) arg(e") =nargls) [2n] ; (4) arg(f) = argle) - arg(z) [2n].

| Démonstration
. Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls de formes trigonomeétriques : z = r (cosa + 1sing) g
s ; z" = r'(cosa’ + isina’).
' (1)Ona: zz’= rr{{cosacosa’ - sinasina) + ifsina.cosa’ + cosesina’)
[ = rr'[(cos(a + o’) + i sin(a + o')], avec rr’ > 0.
. On en déduit que o + o est un argument de zz’; c’est-d-dire : arg(zz’) = arg(z) + arg(z) [2n),

f (2)Ona: %= -3—- (cosa — isina) = % [cos(+ &) + isin(- a)], avec % > 0.
|
i Ir On en déduit que : - & est un argument de %; c'est-a-dire : arg(%) =—arg(z) [2=x].

(3) Pour n 2 0, la propriété (1) et un raisonnement par récurrence permet de démontrer le résultat,

§ . cgn= 1 _ ()"
Pt}u.rn-::[],ona.—n>0,donc.z”-rﬂ—(z) i

On en déduit que : arg(z") = — narg(%) [2xm] ; c'est-d-dire : arg(z") =narg(z) (2n).
(4) L'égalité % =ZX %, et les propriétés (1), (2) permettent de démontrer le résultat.

Soit A, B et C trois points deux a deux distincts, d ‘affixes respectives z,, z, et P

|

|
!':";“Ii Remarque
]:I‘ ” =

| Ona :arg( Zc— 2% ) = Mes(AB, AC) [2n].
il Zp—Z,

'[ / Exemples
[ "Iﬂ 'H Déterminer les arguments des nombres complexes z, et z, tels que :
l
it

. ) (-3 +ip
z1=[_ﬁ+1)[1+1]z et z,= W.

' : Ona: arg(-/3+i)= 5%‘[27:] et arg(l + i) E-li[zn] : dong :
| fdhid * arg(z,) = éé-: +(2x %J [2n] ; c'est-a-dire : arg(z,) = - %t. [2r] ; b,

TlIP-Z‘—
i Soit z et 2" deux nombres complexes non nuls, n un entier relatif,

. ' f (1) zz’ est le nombre complexe de module |x|x|z'| et dont un argument est arg(z) + arglz).

(2) -;:- est le nombre complexe de module ﬁ-[ et dont un argument est - arg(z).

¢ arg(z,)=(3x %ﬁ] -(2 x-it—] [2n] ; c'est-3-dire : arg(z,) = 0 [2n].

T T T T IR i e

e %3 -

e ——

(3) 2" est le nombre complexe de module | z|" et dont un argument est n arg (z).

(4) -E":; est le nombre complexe de module lf,—: et dont un argument est arg(z) - arg(z’).

il Ces propriétés réunissent celles établies précédemment pour les moduyles et Jes arguments.
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gepmmm Formule de Moivre

5oit z le nombre complexe tel que : z = cose + i sina.
2 a pour mo::iule 1et a'rgumelnt @ ; donc, pour tout entier relatif n, z" a pour module 1 et argument na.
On en déduit la propriété suivante appelée formule de Moivre.

Propriété

Pour tout nombre réel o et pour tout entier relatif r, on a ; (coso: + isina)” = cosno + isinno.

Exemple 1 111999
uler +i 5

Calc ( 5 E)

1 -l AR 1 .

Ona: -=+i-==cos5 +ising ;dunc:(—+jl 1999 c0s 12098 | i 1999%
:E = yy a Yy cos = — + isin ==
1999t _ T 1 1 \ 1093 '

Or: =——[2ﬂ];dnnc:( +i - cos(— ) +isinf- )= L i1

r 7 E % cns( 4)+15111( 4)_]5 lﬁ'

__92.9, Notation exponentielle d'un nombre complexe

pemmmm Définifion et propriétés

Considérons la fonction f de R vers C définie par : f{a) = cosa + i sina.

Pour tous nombres réels aet B, on a: flo+p) = flo) % f(B) et [(a) =if(a).

L'analogie de ces propriétés avec celles de la fonction exponentielle (cf. chapitre 12) conduit a la nota-
tion suivante.

MNotation

Pour tout nombre réel @, on pose : cose + isino = e'e,

T

Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument o.
On appelle forme exponentielle de z I'écriture z = rel,

Exemples &
1=-el -1=¢k i=g?

{3 il (=
1+i=/2¢e° 1-i=ze 3 1+if3=2e 3.

Sous forme exponentielle, les propriétés établies précédemment s'écrivent de la fagon suivante.

RIS

Propriefées R R e Ve R Y
Soit z et z' deux nombres complexes non nuls tels que z = re'® et z' = r'e’®, n un entier relatif. On a:
(1) zz’ = rriefle=) (2) -:— = -;—-e' e . (3) z" = el (4) % ==—r§e““""l.
Exemples . 1 -k
Soil z et z’ deux nombres complexes tels que : z = 3e ‘et =g .
3 x i 1 =i e A
. EIE R T - 4 . P P == 1z
Ona: zz'= e ; 25=243e ° | 3 T € p pmBes, v

moumms Formules d’Euler

Soit @ un nombre réel.
On a : cosa + isino. = ei*; donc : cosa — isine = €%

Nombres complexes 65 .
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Pour tout nombre réel o, on a: coso= —— et sino= —5r—.

Ces formules sont notamment utilisées en trigonométrie (cf. 3.2.).

—2.3.. Racines n-iemes d’'un nombre complexe

mammmm Définition et p
Deéfinition

ropriétés

Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n = 2).

On appelle racine n-iéme de Z tout nombre complexe z tel que : z" = Z.

Soit Z et z les nombres complexes tels que : Z = re™® et z

= Bz,

Pour tout entier naturel n (n>2),ona: z2'=2 & pretn® = el

=
- "“”{ o [2_,;} :
5 - . * - n Tl
Donc Z admet n racines n-iémes :
5
e (=, 2 % e 2hn iy 2n—1)n
zo="re'n g =nre R, | o ar ) |, el R

Interprétation géométrique
On désigne par My, M, .., M_, ..., M, _, les images res-
pectives de ces solutions dans fe plan complexe.

Ona:OM;=0M, =..=0M,=..=0M,_ ="r.
De plus, pour tout couple de points M., M;,,),ona:

Mes(OM, , OM,,,) = 2% [zx],

Dong, les points M, (k € {0, 1, ..., n~ 1)) sont les sommets

d'un polygone régulier a n catés inscrit dans le cercle de
centre O et de rayon %r.

On en déduit les propriétés suivantes.
Propriétes 2L G R

Soit re'” un nombre complexe non nul et n un entier

* Les images de ces racines so
de centre O et de rayon "r,

Remarques

nt les sommets d'un polygon

: :
1. -
E E
H

==

R
naturel (n = 2).

* re'® admet n racines n-idmes telles que : z, = urel{%q-lﬁl} k€01, .. n—1]

e régulier 4 n cotés inscrit dans le cercle

® ] - 4
La somme des n racines n-iémes d’un nombre complexe non nuJ est nulle,

§ e j2kn
* 1 admet n racines n-iémes telles que =g W

mmmmmm Exemples de calculs de racines p-
1. Calculer les racines carrées de 1 - i3,

K ;
Ona:1- iﬁ =2e 3. Posons:z=pe®;donc: - pezlé,
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pt= =/2
.Dna:zz=1—i\ﬁ 6‘—'3{ ={p 2

23:-—[2 ] GE'——[I{]
ponc, 1 — i3 admet deux racmes carrées z, et z, te]les que :
_ﬁ 50
IZE =__IT et J’ie B=-£+i£2--
2. Calc:uler les racmes cublques de 1.

. pl=1 p=1
Ona: =1 =

360 =0 [2nr] {BE{][%‘] ‘ J

dmet tro e \\\
Donc, 1 admet trois racines cubiques z,, z, et z, telles que : €

Ig;_.t ﬁ 14—“ 1 Jé — L

31.—-1, E’z=e = 2 et z:l= 3=—?—i7. @] e
« Les images dez, z, et z, scmr les sommets d'un triangle éguilatéral.
eSionposez,=jona:z,=F=jet z, +z,+z,=0. §

Donc : 1+j_+j2=0.:

WE X CICICOS Torr i o o R o o A

2.0 Déterminer le module et un argument des 2.d Déterminer le module et un argument des
nombres complexes suivants. nombres complexes suivants.

al 2i b) J3 +3i ¢) 6+if2  d) -5 a) cosw— isina b) —s'muf:.cosu
c) 1+ itana d} % y
2b Ecrire sous forme trigonométrique les nombres
complexes suivants. 2.e Placer dans le plan complexe les points d’al-
s n 3 "
- 2 fixes respectives :
af (2+201-1 b) _%:;]v@ o 151 g ; e, i, Xk
ev, f2e ¥, 1+ef et e 3+ 3.

P A A (g

+1y3 1-i 2F 1, Ecrire sous forme exponentielle les nombres
complexes z=1-1/3 et 2'=—-1-i.

2. En déduire le module el un argument des

2.c Soitz =1+i et z,=1+i3,
: - nombres complexes : (227, £.

a) Déterminer le module et un argument de z, 3
el z,. . -
b) ficrire sous forme algébrique el sous forme 2.g 1. Résoudre dar: C ;[éqrall?f;}-

i tri le produil z,z =2(-1+1/3).
tagromAngne e b i 7 7 2. Eerire chacune des solutions sous forme algé-
¢) En déduire les valeurs de cosﬁ el smﬁ brique.
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__3.1. Résolution d'équations dans C

d'un nombre complexe
éthode pour déterminer les racines n-igmeg d'un
o

Mbre o

. gmmmmm Racines carrées
i On a vu dans la legon précédente une m

H lexe écrit sous forme trigonométrique. ' '
plexe inar | ] rrées d’'un nombre complexe écrit Cop

es racines ¢a i ks :

ey détermms;bjes et les modules. Cette méthode est décrite dang ;‘.?;::pﬂlgébd ol

utilisant les produits remargq pow
- Calculer les racines carrées de 3 - 4i. ’ .

b - Posons:z=x +1iy (xER yER);ona:z?=(x+iy)? =" -y’ +2ixy et | 22 =dag

| xX-y*=3 xt=4
| . Donc:z2=3-4i & {xy:—z < { y*=1
' x+yt=5

xy=-— 2
Le dernier systéme a deux solutions : (2 ;- 1) et [—‘ 2:+1). .
Dong, z; =2—1 et z,=-2+ i sont les racines carrées de 3 — 4i.

memmmm Equations du second degré
Soit I'équation (E) : az? + bz + ¢ = 0, ol a, b et ¢ sont des nombres complexes (a # 0).

1
|

B ' 'I

T Una:az2+bz+e=ﬂ[(z+~b—}“—uﬂ-];pmﬂns:ﬁ.:bz—-iac.
i

2a 4a?
® Si A =0, alors (E) a une solution double : - 55"

| bl I’l * Si A#0, alors A admet deux racines carrées dans C: & et — &,
s b 0 b d\] _
Ona:(E) & a[(z-:-— - E)(I+E + E)]'U'

2a
_ v o cefel s bl
Done, (E) a deux solutions distincles : 2a o oo

On en déduit la propriété suivante.
HEIEE N
Soit I'équation (E) : az® + bz + ¢ =0, 00 a, b

“'.:, o '_'-"-_--i}; A AR
- - L A
st .-}'-- -'-a-";-sﬂ_.!;;\- r’_.";!‘I: [ 12

e o e

et ¢ sont des nombres complexes (a # 0).

i

{ il

), '|. J I [ On pose : A = b® - 4ac et on désigne par 3 et - 5 les racines carrées dans C de A.
i _l_j ||_' fil ! * 8i A =0, alors (E) a une solution double : - % :
f J} F";:'!r' | » 5i A+ 0, alors (E) a deux solufions distincies ; =2+ © et =D-8
A o A
i |[ II' i J'J Exemples

! Ej | !' I‘ * Résoudre dans C I'équation (E):22+2+1=0.

| dliiey e On&:ﬂl=—3=3iz=[i,"§]2.

(1T ¢ i
[l i Les solutions de (E,) dans C sont : z, = ﬂ -1-if3
{ | | !: ; 1 2 et 2.'1 = 2 5

T ﬁ * Résoudre dans C I'équation (B)risf=ipwg- o 0
i [ Ona:A=-1+4i(3+i)=-5+12i.
Déterminons les racines carrées du nombre complexe - 5 + 12i

Lo
i |I|’ Ona:(x+iy)i=-5+12i a{xyﬁ; ;:i;
E | I -tz'l-yz:'la __
! Xy=4§

Ce systéme a deux solutions : (2;3) et (-z2_ 3).
Dong, (E,) a deux solutions dans C: z, = 1slzs 3y o
2i 7= 3 ;

| T c'est-a-dire: z, =2—1 et z,=—1+1. . 2i

i-(2+3i)

e o o o s e m g b
-
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szumma Equations se ramenant au second degré
. 1. Soit 'équalion (E) : 2 + (4 - 5i)2% + (B - 20i)z - 40i = 0.

a) Démontrer que (E) admet une solution ima
b) Résoudre (E) dans C. ginaire pure.

a) Posons : z, = ib (b € R*),
z, est solution de (E) & (ibf’ + (4 — 5i)(ib)? + (8 — 20i)ib - 40i=0 (b € R*)
< 4b(b-5)+i(b*-5b2-8b +40)=0 (b E R*)
& b=5.
Donc, (E) admet une solution imaginaire pure : 2y =5,
b) L'équation (E) peut s'écrire : (z - 5i)(z* + az + b) =0 (e € C, b € C).
Par identification de polynémes, on obtient : (z — 5i)(z% + 4z + 8) =
e Soit I'équation : z* + 42 + 8=0;0na: A=- 16 = (4i)°
Donc, cette équation a deux solutions : z, =—2 + 2i el z,=—2—2i,
* On en déduit que les solutions de (E) dans C sont : z, =5i, z,=—2+2i et 2z, =-2-2L

2. Soit I'équation (E) : 2 - 52° + 622 -5z + 1 =0,
a) Démontrer que (E) est équivalente au systéme : {
b) Résoudre (E) dans C.

5 1

alOna:(E) & 32(22—5z+5—?+?)=[1

= zﬂ[(z+ %)245(34--:7)4-4]] =

- 1
Z-l-z
uwt-5u+4=0

1
5 < u=z+— .

Or, 0 n’est pas solution de (E) ; donc, (E) est équivalente au systéme : { . f4 _—
b) L'équation u? — 5u + 4 = 0 a pour solutions : 1 et 4.

Donc: (E) & z+%=1 ou z+%=

o z22-z+1=0 ou z—4z+1=0.
1+1,3 -iﬁ
On en déduit que les solutions de (E) dans Csont : 2, = ————, 2z, =——

z:]:z-u-ﬁ et zq=2—,f§.

__3.2. Trigonométrie et nombres complexes

mommmm Expression de cosnx ef sinnx en fonction de cosx et sinx (n € N)

La formule de Moivre permet de retrouver les deux formules de duplication établies en classe de pre-
miére et de géndraliser ces résullats.

* Ainsi : cos2x + isin2x = (cosx + isinx)? = cos’x — sinx + 2isinxcosx ;

donc ; cos2x = cosix — sinfx et sin2x = 2sin.ccosx.

e De méme : Gos3x + isindx = (cosx + isinx)® = cos’x — 3cosr sin®y + i(3sinvcos®x — sin®x) ;
done : cos3x = cos®x — 3cosxsin®x el . sind.x = 3sinvcos®y — sindx ;
c’est-d-dire : cos3x = 4cos’x — 3cosx el sindx = Isinx — 4sin’x.

» Plus généralement et pour lout entier naturel n non nul, ona:

cosnt + isinnx = (cosx + isinx)" = 'E C“ coskx t""“sm""‘x
k=0 9 »

- .

On en déduit le point méthode suivant.

‘Pour exprimer cosnx et sinnx (n € N) en fonction de cosx et sinx, on peut utiliser la for-
mule de Moivre : cosnx + i sinnx = (cosr + i sinx)",

cosnx et sinnx sont alors respectivement les parties réelle et imaginaire du développement
de (cosx + isinx)® a l'aide de la formule du bin6me de Newton.
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nx et sin"x (n € N)

sarisation de cos 3
on or les deux formules de linéarisation étahjeg &
N cly 550 gy

oommT Linéarisah
t de retrouv

Les formules d'Euler permetten

mibre et de généraliser ces résultats. 2 P— .
e (2 E'j") o sinte=(5—)
» Ainsi: cos’x = ( 7 e '
' 1 ey g 4e-i®) et SIDEES -2 1eizg, |
| c'est-a-dire 1 cOs’X = — &=+ _
f . 5. _ 1 cos2x
i 2.,0052't+l et sin?x =5 -5
donc : cos’x = =3 o) uJ |
I 3 (e"‘ -8 "r)E' - l(ela.c _ 3gitfe~ ¥ + 3e'e” izx _ g-idx)
' s osintx=\—s—) T~ : '
\ » De méme : SI 21 11 oidr _ e'“’") " _3_(3[91;: = 3'“)) .
i Y ( 2 4 21 i
| inSe =2 sinx-——l—sin:]x. .
dong : sin®x = 1 :

t méthode suivant.

=

‘Plus généralement, on a le pc_nn

(n € N) on peut utiliser le procédé suivant, Ingttanl e

" Pour linéariser cos"x et sin"x
’ du bindéme de Newton : _

. formules d’Euler et du “ g h_)n o (e“ . u) |
« développer et réduire cos'x = ( 7 e ===

' regrouper deux a deux les termes d’exposants opposés et exprimer chacun d'eux en fopegignt

| de termes de la forme cosicx ou sinfox.

ponmmm Tronsformation de produit en somme ef de somme en produit

i' Propriétés'l | L
I Pour tous nombres réels a et b, on a :
* cosacosh = la [cos(a + b) + cos(a - b)] - * sina sinb = - —%— [cos(a + b) - cosla -b)] ;

|
' « sinacosh = % [sin{a + b) + sin(a '—.b}]'

5

D émonstration
fi * En appliquant les formules d'Euler, on a :

I cosacosh = (elfJI "'23' "’) " (e“’+2g- ib)

!| = i [cos(a + b) + cos(a - b)]. '
-. ¢ On démtmtra de fagon analogue les deux autres propnétés
I SN Proprietes 2 ' '

= ﬁ;_ [ei[a+b} + pilaxd) 4 gila-b) e i[ﬂ—lﬂ]

g Pour tous nombres réels p ei g,ona: 3

: . - p + q F - q ._.— -
COSp + C0Sq = 2 C0§ —— -q

{{ P q 0§ =75— C0§—— ) * COsp - cosq = - 2sin P -4 sin-—z-P q' |

i e : 2 % P + q‘ P s !

i sinp + sing = 2sin"5—= cos- L9 i+ sinp-sing = 2cos 259 sin sinfd.

' D émonstration

Soit p et g deux nombres réels.
*Ona: e”+ef=(cosp + cusq] +1i [31]1p + sing)
En remarquant que p = P =

(1).
""—g— et ._P+q - ;

1 qu,un obtient : :
[ (B P _.1ﬂ. |
. el +el1 =g 2 (e 2 te ’) Z(Gcas

2ryg .. pw -
2 +15m——2_g)cu31’2q
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_ p+q P- X =
olP + 8 = (Zc:us 7~ COS ) q) + 1(2511-1&;—'!::03‘?—2-3) (2).

En comparant (1) et (2), on déduit que :

- p+q P-q . : =
cosp + €0sq = Zcos 7 CDS—T- et sinp + sing = 2sin p; qcas P 7 4 .
o ig o i
« En utilisant e — ¢¥ = (cosp — cosq) + i (sinp - sing), on démontre de fagon analogue que :
5 _ . p+q . p— . : e
cosp - cosg = — 2sin2>dsinf o ot smp-5mq=2c:usp—;qsinp—zq.
Exemple
Linéariser |'expression sin3x cos®2x.
o : _ (el3x — g 13xy rpi2r | o-i2eys Lo - -
Ona: sindxcos2x = ( 7 )( 7 ) = Ei_[ellr_ i3x)(gldr 4 2 4g~4%)
= 1 Bl?.r_ E—i?.r 1 ei;‘..r_ e—llr 1 ei.l:_e-l.r
‘-T(_'_zl )*'z"(_ 2 )“T( 2 )
Donc: sin3xcos’2x = %Sin?.t + —%— sin3x — % sinx.

__3.3, Géométrie et nombres complexes

Dans tout ce paragraphe, le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (O, e, &y).

ssmmmm Transformations et nombres complexes

Nous indiquons dans le tableau ci-dessous 1'écriture complexe de certaines transformations du plan.
Dans ce tableau, M(z) et M'(z") désignent un point et son image, ainsi que leurs affixes, par chacune de
ces transformations.

Transformation Image M’ d'un point M . Définition géométrique | Ecriture complexe
‘__E.,-r )
Translation - .r_,__—J-M' NN = & P
de vecteur ula) € M " .
Ol ef
M
Symétrie g N aM' = - QM zZ -0=-(z-0)
de centre Q(w) — 0
o €4 M
- M r
Symétrie al .- I OM' = OM i
par rapportl s < __-""T,,' e £ =2
a l'axe réel Of & l (e;, OM’) = - (e,. OM)
. MI =
M'e .
Symeétrie : OM' = OM B
par rapport e { === o SR 2'=-Z
a l'axe imaginaire 5 — i (e,, OM') =n - (e,, OM)
e
L] MI
Homothétie 1 a /!1\///‘ 5 .
de centre (w) € oM’ = kQM 2 —w=k(z—w)
et de rapport k O e
M
Rotation QM' = OM |
de centre Q(w) e Q J o o 2 — @=el(z - o)
et d'angle o i Mes(QM, OM') = o [2x]
Q| e TS M
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* La rotation de centre ﬂ(g) et d'angle -
c'est-a-dire ; 3’ = % (1~ iﬁ]x -3 +1
Le point A( ‘é) a pour affixe 1 + i3 ;

c'est-3-dire le point A’(z 5 ¥ )

* La transformation h d'écriture complexe z’=— 1,43- 6i est I'homothétie de

centre son unique point invariant.

L'affixe o de ce point est telle que: =~ %m +3-6i ;clest-2

unmmmm Configurations du
Dans le tableay ci-dessous,

nombres complexes,
P

S

LY
¥

i ) ]
n écriture complexe : g’ — n; _ _~i&
3 @ pour écri plexe: z zi'-'a_ah**Zi};
son image par cette rotation est lg Point A’ g
affixg
2 S
A,
5 l'a.]}]:lun -1
-dire:ﬂ)=2-4i. e

plan et nombres complexes
nous caractérisons certaines configurations géométriques Ay
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Configuration Caractérisation géométrique Cﬂm
A
A - Zc = z“' = pia z-l:: '-z,q,
Triangle ABC . & AB=AC et mesA =q By e on Z, 7 seh
isocéle en A C O<oa<n A
ks Dsesn) % kn (k € 7)
O &
A "
Triangle ABC = _ Aal [Te=%  if Bo-z, _»
équilatéral &) % AB = AC et mﬂsA=~3- ﬁ—e ou 3:;:'}:“
o| & "
A
Triangle ABC _{ C _ L 2 % | fc—24 Ic -2y
rectangle e ﬂ AB = AC et meaA..-z- —— 1 on B'S.ﬂ.__l
et isocéle en A ol & R
A
Triangle ABC _} € A Bo =%y ?
rectangleen A € RSO zB—zh*b] RER)
ol & g
Co
Pﬂints A. B. C 3T A A o zC 27 z.‘t R*
alignés e \ Mes (AB,AC) =0 [r| 7, -2, € ‘
ol o < ’
Mes (CA, CE) = Mes (DA. DB
es(CA,CB) = =
oints A, B,C,D ‘ oA DR e o —2y ‘_D__:!eﬂ'
: & = -2, L%
cocycliques € = (Mes (CA,CB) 20 (r) gm
Ol & D //’J
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Pémonstration
« Les caractérisations des triangles‘isocdle, équilatéral . N
\érisation complexe d’une rotafion, q ral et rectangle isocdle se font 2 I'aide de la carac-

« Les caractérisations du triangle rectangle et des poi i ; .
; points alignés se font a Iaid i
complexes d'un nombre réel et d'un nombre imaginaire purg. alsie O cACEUIARHION

' e La caracterisation des points cocycliques se fait & l'aide de la caractérisation complexe d'un nombre
céel et des lignes de niveau M > Mes (MA,MB).

gememmm Lieux géoméiriques et nombres complexes
1. Soit A le point d’affixe z, tel que : z, =1 + i.

péterminer le lieu des points M dont I'affixe z vérifie :

a) |z2-2z,1=2. T "

b) arglz~z,) = [l 5 arglz-2z,) =- = [2n].

Solution

g)*Ona: |z—zﬁ|=2 o AM =2,

Le lieu de M est le cercle (€) de centre A et de rayon 2.

b)» Ona:arg(z —z,) E% [n] < Mes(e), AM) E%[fﬂ,
Le lieu de M est la droite de rep2re (A, u), privée de A,

avec Mes[E;. w)= % [r).

*Ona:arglz—2z,)=—- % [2n] & Mes(e), AM) =— -%- [2x].
Le lieu de M est la demi-droite de repére (A, v), privée de A, avec Ms{E:. D)= _g, [2n].

Les propriétés suivantes généralisent |'étude précédente.
| = 1‘:‘ i e L s LT A L e -t o [
- l.‘ . . o =, . - - e A LT . TR

B R P

P S e T e

Soit A le point d’affixe z, et M un point d’affixe z.
« Si R est un nombre réel strictement positif, le lieu des points M dont 'affixe z vérifie |z -z A |=R

est le cercle de centre A et de rayon R.
« i o est un nombre réel, le lieu des points M dont l'affixe z vérifie arg(z - z,) = [r] est la droite de

repére (A, i), privée de A, avec Mes(e), i) = o [nl.

Remarque
Le lieu des points M dont I'affixe z vérifie arg(z — z,) = o [2n] est la demi-droite de repére (A, i), privée
de A, avec Mes(e,, W)=« [2n]. '

2. A tout nombre complexe z, différent de - 2 — i, on associe le nombre complexe Z tel que :
z= - 4-2i

Z+2+1
Déterminer, géométriquement puis analyliquement, le lieu des points M d’affixe z tels que :
a) lzl =1 ; |zl = 3.
b) Z est un nombre réel ; Z est un nombre imaginaire pur.

Solution

Méthode géométrique ez
Soit A et B les points cl'arixes respectifs: 2, =—2—i et zg=4+2i;ona:Z= 2

a)s |Z| =1 & =1 o MA = MB.
1ozl 1 MB_1
Le lieu de M est le cercle (') de diamatre [CD] tel que :

z p—
Le lieu de M est la médiClh trice (A) de [AB].
_1 _
lzl=7 = ﬁr-f S AT
C =barl(A,1); (B,2)}, c’est-a-dire: C(2 + i)
D = barl(A,1) ; (B,~ 2)}, c'est-A-dire : D(10 + 5i).
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b rectangles isocé

k.

(f+yz_2_t._y..-1n}+i[—-3x+ﬁyj-

i . qleébrigque
Méthode algébriq [x,4]+i[y--2] ) 2J2+(y+1}t
Pusons:z=x+iy;ona:z= [x+2}+i{y+1l ns (x +
Les ligux cherchés seront déterminéstpar ;B):": f;:a-];B @ s 2y-5=0

—2)p=(x+
a}nlz|=1a(x—4jz+[y 2) : 1]3¢=f+y3-—12x—6y+25=0.
. |zl ol 4[(:-4F+[y—2]3]=[x+2} +y+
-2
= ~2y=ﬂ.

b-ZERa—»ax-s-ﬁy 0e X _
-}Zimagimirepur e .r3+y3-2r-y—1{1-0.

On désigne ar ¢ 1'argument de Z.
c) goe p —3x + 6y =‘1c=:'x2+y2+x—?y—'m=g_

Ona:arg[z]'ﬁ%{ﬂ] o tano=1 & 7 2c—y-10

3.4, Travaux dirigés
' 1. Soit ABC un triangle et A’ le milieu de [BC.
de ce triangle, les triangles

On construit, I'extérieur
les ABB’ et ACC’, de sommet A.

tilisant les nombres complexes que

; Démontrer en u
'C’) sont perpendiculaires et

les droites (AA’) et (B
que B'C' = 2AA".

Solution
¢ Prenons A pour origine du repére orthonormé

direct du plan complexe et supposons le triangle ABC

de sens direct.
ZB + ZC ﬁ. _ z’c'

Ona: 2y= —5— - =—1 et 5 =i
A 2 F Z; 1
2, — 2. —lizg—iz
Donc : B I:= B c=-2i'
Zy Zg+ Z :

2

est-a-dire : B'C' = 2AA" et Mes(AA", CB) = - & (2q]
5 ;
e Lorsque le triangle ABC est de sens indi
st rect, un raisonnement
analogue conduit a :

B'C' = 2AA et Mes{ﬁ', C_'ﬁ'J = -2'-‘-[2;;]_

Dans les deux cas, les droites (AA’) et (B'C’) so
' nt perpendiculaire
s et B'C' = 2ZAA'.
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3. Soit ABCD un quadrilatére convexe, W g
On construit, a I'extérieur de ce quadrilatére, les
wriangles rectangles isocéles AM B, BM,C, CM,D et
DM,A de sommets respectifs M, M,, M;etM,.
pémontrer en utilisant les nombres complexes que
les segments [M,;M,] et [M,M,] sont orthogonaux et
de méme longueur.

§olution guidée

Désignons par 2,, Zy, Zc el z, les affixes respectives

des points A, B, C et D, par z,, z,, z, et z, les affixes
; . €y

respectives des points M, M,, M, et M,.

Supposons le quadrilatére ABCD de sens direct. O e

zp(1 - 1) + 251 +)

« Démontrer que AM,B est un triangle rectangle isocgle en M, si et seulement si z, =

2
« A quelles conditions les triangles BM,C, CM,D et DM,A sont-ils rectangles isocéles respectivement en
Ml,MaetM4? 2
+ En déduire que : ; — ; =
3 1 .
» Conclure.

Que se passe-t-il lorsque le quadrilatére ABCD est de sens indirect ?

WE XCICICOS B il o o o o o o A s

3.0 Calculer et écrire sous forme algébrique les 3.g Dans chacun des cas suivants, déterminer la

racines carrées des nombres complexes sui- nature et les éléments caractéristiques de la
vants. transformation du plan qui au point M d'affixe
a) 15-8i b} 2 o 11+4i/3 d) -i z associe le point M’ d'affixe z",

a) z'=—z+2+1i b) z'=e iz +2—4i

3.b Résoudre dans C les équations suivantes.

r l 4 . L i
cl z'=—=z+2-1 dl z'=—iz+1+1i
a) iz +z-3+i=0 3

b) (-2 +i)gf + {4 -5z +3-1=0. 3.h  Dans chacun des cas suivants, déterminer et
représenter 1'ensemble des points M dont I'af-
3.c  Soit I'équation (E) : [ixe z vérifie la condition indiquée.
N e e
i A a)lz-1+2il=3 b lz-3+i|l=3

1. Vérifier que i est une solution de (E).

2. Trouver un polynome P du second degré tel
que : z° + (1= )z* + (4 — i)z — 4i = (z— 1)P(z).
3, Résoudre |’6quation (E) dans C. 3 Dans chacun des cas suivants, déterminer et
représenter 1'ensemble des points M dont l'af-
fixe z vérifie la condition indiquée.

c) arg(z — 3i) = -g—[rt] d) argliz + i) = - -125-er:].

3.d 1. Exprimer cos4x en fonction de cosx.

2. Exprimer sin5x en fonction de sin. a) lz=24+il = |z=il b) lz=-2+il = |zl
z—3i
— e) |—/———1=1 —3+i|l = |2z-4i
3.e Linéariser : ) zrg_,_il d)|z ?‘“l |22 - 4il.
a) cos'x + sin‘x b) sin'x + sinx '
c) cos’xsinx d) cos*xsin®x. 3.j A toul nombre complexe z, différent de 2 - i,
on associe le nombre complexe :
3.f  Résoudre dans R les équations suivantes. g 2+3-2
a) cos5x + 2cosdx + cosx =0 z=2+i
b) sinc + sin2x + sin7x + sin8x = 0 Déterminer les ensembles de points M d'affixe
. F z tels que :
¢) coslx + cosbx = sindx — sinSx a) Z soit un nombre réel ;
d) sin3x — sinZr = sinx. b) Z soit un nombre imaginaire pur.
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Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct
(0, €, €,).

APPRENTISSAGE

Etude algébrique
des nombres complexes

1 Fcrire sous forme algébrique les nombres com-
plexes suivants.

o (12T v

1 (3 —i)(1 + 2i)

o st d G 3E D
(-1 - 217 g=i ¥*
) (1+i) ﬂ(l—zi)'

% Déterminer les parties réelle et imaginaire des
npmbres complexes suivanls.
al (3 +4i)? f" b) (2 -ip
2+i 3-4i 23 _ (9 _ 13
c) T d) (3 +41)P = (2 =1
3 Pour quelles valeurs du nombre réel x le
nombre complexe [10 — x + i(2 + x)](x - i) esl-il un
" nombre réel ? un nombre imaginaire pur ?

f [
& Verifier que : B+l + it 18
.I'E—i J§+i

5 1. Calculer 2, i* el i®. En déduire i® st i19,
2. Calculer 1+ i+ 1%+ 1% puis "% 4 j200 4 j200  je02.

2000 2
3. Calculer 3 i* el %2(- i)k
k=0 k=0

1=0.

& Fcrire sous forme algébrique le conjugué des
nombres complexes suivants,

al (4-1i/3)(1 + i) s
-+
(1-i)(2+1i) (2 - 301 +i
° Ztaen d) B— i}=+ 3

; 3+ 2i 3 -7
¥ Soitz =—— =
itz =—cT el z, ST
Démontrer, sans calcul, que z, - z, est un nombre rée]

et z, + z, un nombre imaginaire pur.

@ Calculer le module des nombres complexes

suivants.
o 12 b -4
J201 + 1) d) (=5 + 7i)(4 - 2i)
-%—[ﬁ-i] [:1+ 4i)(7 + 5i)
(1=i)? Ja—iys
o {(1+ipP fj(l—l)'

76 Nombres complexes

/zExercices% ////r

L i‘ i
¢) En déduire les valeurs de cos X et sinX

T

9 Déterminer les nombreg comp]
|Z| = |'1-| = I
F3 z-1|,
10 Résoudre dans €2 1,4 s
3 Sy oo T & ystém&s =1l
){hmz 7= 241 vy
(2+iz+ @21l =7 _y -
p [ @+02+72 =142
(1-i)z—iz"=4 - °

exEE z

= tude trigonométrigy,
des nombres Complexe,

11 Dans chacun des €as sujvanig .

— déterminer le module et un argum
t s
— en déduire la forme algébrique de ; 8

2

0 2= (rig)(-3+15)

oo -9
d) z=[1+1i)? e) z=(1-ip

~1+1i/3 (Jé + ui)’
4 J3+i 8 =g atd’

_ 6—i/2
12 Smtz1= ‘f = ™= et z,=1-1
a) Déterminer le module et un argument de z, et z;
b) Ecrire sous forme algébrique et trigonomstrique
qumient%. N

12 12°

13 Eecrire sous forme exponentielle les nombith
complexes suivanls.

al (-1-ii bj [‘,’5+1][-1+iﬁl :

1=i JT1+i,"5-
-2 5
N 5 —5i ('1
EJ e — .]
J2+i2 Z mei% .

18 Soit x un nombre complexe tel qué -

1.
ZH = 2cos6.

a
Démontrer que pour tout entier naturel 7. O

1
2N 4 1-_N=ECD3"B'
15 . .n‘?i+i 4l .
Soitz, = ——— et 7= 77
~Ja+i 1

a) Ecrire sous forme exponentielle z; ot #x:
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p) En déduire la forme algébrique des nombres com-

z z5
st § 3 2
plexes : L L (z,F" st zi'

16 Soit j = cos? + isindF ot u=1+j,

1, Démontrer que:1+j+ !2 L)
2, Caleuler u” (n € N*) en fonction de n.

17 Soit j = cosi’gh isingéi.
3. fcrire i en fonction de j puis démontrer que tout
nombre complexe z peut s'écrire sous la forme :
z=0+BlxeERPER.
5. Délerminer une relation entre o et B pour que le
nombre complexe o + iB (@ € R, p € R) ait pour modu-

le 1.

418 1. Déterminer le module, un argument, la partie
gelle et la partie imaginaire des racines 4-iémes de —i.
2, Placer dans le plan complexe les points images de

ces racines.
3. Calculer la somme el le produit de ces racines.

19 1. Calculer : (2 +i)%,
2, En déduire les racines cubiques de 2 + 11i.

Q0 Déterminer les nombres complexes vérifiant
24* = 8i, puis représenter leurs images dans le plan.

21 Soit'(z,) la suite définie dans C par:
3ﬂ'=1+i el V“EN’ZFH::-%E“‘

1. Démontrer que (|2, 1), « 1, est une suite géométrique,
dont on précisera le premier terme el la raison.
2. Exprimer arg(z,) en fonction de n, puis z, en fonc-

tion de z, et n.

99 Soit n un entier naturel.
1 n=1
On pose: A =:F§ncoskr et B =k§’05inkt'

1. Caleuler et écrfre sous forme exponentielle A + iB.
2. En déduire dep expressions plus simples de A et B,

RésoIItions d'équations
23 Calculer et écrire sous forme algébrique les
racines carrées des nombres complexes suivanls.
alz=5-12i b)z=-8i clz =7+ 24i

24 1. Résougre dans C I'éguation : 2* - 2iz—2=0.
2. On désigne par z, el z, les solutions de celte équa-
tion, avec Re(z,) > Re(z,).
Calculer : 22, + 3z, ; (z, - 2,)%; (2))* ()2

25 1. Calculer : (1 + 8i)%
2. Résoudre dans C |’équation :
(2+i)z2-(9+2i)z+5(3-1i)=0.

26 1. Résoudre dans C les équations :
2 -4z45+iz+1)=0 (1)
(z*-4z+5°%+(z+1)*=0 [(2)
2, En déduire qu'il existe quatre nombres réels a, b, c et

d que I'on précisera Lels que pour tout nambre réel x, on
a! (et —4x+5) + [x + 1) = (2% + ax + b)(x* + cx + d).

ST T I.J'J SWATAN T I TAT T I

27 Résoudre dans C les équations suivantes et
représenter graphiquement les images des solutions.

a) - [222 +1=0 b) 22+ 2 +1=0.

28 5soit P le polynome défini par :
Plz)=2" =322+ (3-i)z=-201 - 1).
1. Déterminer trois nombres complelxes a, b et c tels
que : P(z) = (z— 2)(az® + bz + c).
2. Résoudre dans C 1'équation : P(z) = 0.

29 Soit P le polynéme défini par :
P(z) = z* + (5 — 2i)2® + (8 — 10i)2? + (6 — 16i)z — 12i.
1, Vérifier que : P(2i) = P(-3) = 0.
2, Déterminer un polynéme Q du second degré tel que
pour tout nombre complexe z, on a:
P(z) = [2* + (3 - 2i)z - 6i]Qlz).
3. Résoudre dans C I'équation : P(z) = 0.

30 Soit P le polynadme défini par :
P(z) = 2 — (11 + 2i)2% + 2(17 + 7i)z — 42.
1. Démontrer qu'il existe un nombre réel o solution de
I'équation : P(z) = 0.
2. Déterminer le polynéme Q tel que : P(2) = (z-0) Qlz).
3. Résoudre dans C 1'équation : P(z) = 0.

31 Soit P le polynéme défini par :
Plz) = 2° - 2(1 + 2i)z* + 7iz + 3(1 - 3i).
1. Démontrer qu'il existe un imaginaire pur iff solution
de l'équation : P(z) = 0.
2. Déterminer le polynéme Q tel que : P(z) = (z— ip)Q(z).
3. Résoudre dans C 1'équation : P(z) = 0.

Transformations
et nombres complexes

3% Soit les points Q(_lz) et .‘\(_1 1).
Dans chacun des cas suivants :
« donner I'écriture complexe de la transformation ;
« déterminer I'image de A par la transformation.
a) Symétrie de centre Q.
b) Homothétie de centre Q et de rapport - 1?

c) Rotation de centre Q et d'angle 'E'

33 1. Donner I'écriture complexe des transforma-
lions suivanles :
a) s : symétrie par rapport a la droite d'équation x = — 2.
b) s’ : symélrie par rapport 2 la droite d'équation y = 1.
2. Donner 'écriture complexe de sos' et s'os.
En déduire que sos’ = s'os el préciser la nature de cette
transformation.

38 Dans chacun des cas suivants, déterminer la
nature et les éléments caractéristiques de la transfor-
mation dont on donne I'écriture complexe.

b) 2'=—Z+2
_ =
dlz’=e ‘z+1+/2-10

a) 2'=z—4i
c) z'=—4z+10-51
35 Soit [ 1a transformation du plan dont I'écritu-

s f .
re complexe est : z' = 4e Yz + 4/3 - 2i.
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1. Déterminer le nombre complexe z, tel que :

ig .
z'-z,=4e Iz - 2

2. En déduire que [ est la composée d't}na huu{dllrx:ne
ot d'une rotation de méme centre, que l'on précisera.

C onfigurations planes

2rn
g A=
36 Soit a un nombre complexe nonnul etj=e .

Démontrer que les points A(a), Blja) et C(j'-:a] sont les
sommets d'un triangle équilatéral de sens direct.

37 soit A3 + i), B(2i), C(2 - 2i). '
1. Placer les points A, B et C et démontrer que le tri-
angle ABC est rectangle et isoctle. ‘
2. Déterminer 1'affixe du point D tel que ABCD soit un
parallélogramme. Placer le point D. .
3. Déterminer l'alfixe du point E, symélrique de A par
rapport au milieu de [BC].

38 Soil A, B et € les points d’affixes respeclives
-3-2i, 1+2i ot Z+6i.
1. Démontrer que B est le milieu de [AC].
2. Déterminer-les affixes des points D el E tels que
ADCE soit un carré de sens direct.

39 Soit A, B et C les points d'affixes respectives
1+2i, 2+iet 2+/3+(1+3)i
1. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en B et
déterminer une mesure des angles BAC et ACB.

2. Déterminer le point D, symétrique de A par rapport a B.
Quelle est la nature du triangle ADC 7

B0 soit les points A(-1 + 1), B(- 1 — i), C(2i) et
D2 - zi).
1. Etudier la nature des triangles ACD et BCD.
2, Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent
a un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Lieux géométriques

&1 Déterminer et représenter les

points M du plan dont V'affixe z vérifi
indiquée,

a) lz+z-1]| =4
c) arg(3i —z) =0 [2n]

e) a:g(

ensembles de
e la condition

b) 1Z—E—1+il=2
d) arg(z-3 +1i) = Z(nl
z: 5) = SiM ) argle? - ) =ang(z 4 2) [2r).

A2 Déterminer les ensembles do points M dont
V'affixe z vérifie la condition indiquée,
al |z+5-2i| = |z-2 + i
b) |z+1+i| = [3z-09-3i],

AVA3 A tout nombre complexe z distinet de i, op
associe le nombre complexe Z tel que : 7 = 2+ 1
Déterminer et représenter les ensembles de pzui-nits M du
plan dont I"affixe z vérifie la condition indiquege.

a) Z est un nombre réel strictement positif.
b) Z est un nombre réel strictement négatif.
¢] Z est un nombre imaginaire pur.
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d) ||z||= 1. e

e) |z|=3. v e

Oé, 84 A tout nombyg édjn 1 1
associe le nombre cﬂmple?x:xze E‘-’ dis[jnq.. s

Foe Z-2+4j Elqug: db'..,,
. Z+1 - 2i-

Déterminer les ensemb)qg de

vérifie la condition indiquge, Paing dm;i'

a) |Z|=1. c) Z est un nom} 7 :

b} Z|=2. d}ZBst un nom| ;zl'é 1

%5 Déterminer et cop ire
d)“ plan {(iom jl'aﬂ'ine z vérifie |5 cnenfi%'m le doy
a) zz+ilz—2z)-3=0 o7 indj,
A6 D) e gz gy

Déterminer I'ensemb) :

fixe z vérifie la condition im;iiqaug:s Polats Mdnm' .
a) 2-1-1)F-1+i)=5 '
b) 2|lz-il = |z—7 + 2i]
€) Z2—(1-2i=Zz2_(1 4+ 2i)z,

&7 Déterminer et contruire |’

du plan dont I'affixe z vérifie lg C°;udsifi?£];gﬁ .
Ugg,

A

2z —1 "
a) ~— esl un nombre réel,
4—(z+7Z)i
b (z + Z)i

est un nombye p
1-i+1(z-7) vl

48 Déterminer le module et un argument 4
nombres complexes suivants. y Iy
™

i—
l=a? 1 - cosa + i sing |
Y * T3 cosa—Tsina S 0itf
1+g 3 il ' o 3

—

8% soit a un nombre
le nombre complexe défini

1. Calculer |z, arg(z) et

réel tel que-n<u<yp ety
par: z =1 + cosa - isina
a.rg{jz—] en fonction dea.
2. Préciser les ensembles des images de z et de :f. :

50 Démontrer que si A, B et C désignent I
mesures des angles d'un triangle, on a :
a) sinA + sinB + sinC = 4cns_+?— cos% cos-%-
b] cosA + cosB + cosC =1 + 4sin+-‘g"w siﬂ% Siﬂ%
51 1. Soit z un nombre complexe de module tal)
d'ar%umenl a(0<a<2n) d
Préciser, selon les valeurs de o, le module et un 4
ment de z + 1. idbra
(_:onjeclurw et vérifier ces résultats par des consiteas
lions géométriques, illustrées par des figures. odule 1
2. Soil z, et z, deux nombres complexes de module
d’arguments respectifs a, et a, tels que :
D<a, <o, < 2m. 3 de
a) Déterminer le module et un argument df I
2y 4z, fﬁ,}. 1
(On pourra utiliser Ja question 1 en posant ¥
b) Déterminer une condition nécessaire et ::fﬁ s
pour que | z, +z,| =1 ; illustrer par une figd



¢l péterminer I'ensemble des triplets (z, ; 2, ; 7,) de
aombres complexaes, de module 1 tels que :

gttt BT 0 et 0<arg(z,) <arg(z,) < arg(z,) < 2.
(- 5% Construction d'un pentagone régulier
Zn

P
=0 5
Soil le nombre complexe z,=@e 7,

1.0n pose 1 & =Zg ¥ zy el P=2zf+ 2.

pémontrer que 1+ 2, + Zo+ 2y + 23 =0 el en dédui-

t p sont solutions de l'équation (E) :
Z2+Z-1=0.

bj Exprimer o en fonction de -::asgg!.

c) Résoudre (E) et en déduire la valeur de r;l:lsz?“.

a)
e ql.lE o e

2. On désigne par Ay, Ay, Ay Ay et A, les points d'af-
fixes respectives 1, z,, 25, 7§ et z3,

o) Soit H le point d'intersection de la droile (A,A,) avec
la droite de repere (0, ¢e,).

pémontrer que l'affixe c[u peoinl H est cuszsﬂ,

b) Soit (I') le cercle de centre le point Q d'affixe - 1
ot passan! par le point B d’affixe i, 2

() coupe la droite de repére (O,e,) en M et N, M étant
le point d'abscisse positive.

Démontrer que M et N ont pour affixes respectives o et
B et que H est le milieu de [OM].

¢) En déduire une construction simple d'un pentagone
régulier dont on connait le centre O et un sommet A,

53 1. a)Résoudre dans C I'équation : z* 4z + 8 = 0.

ficrire les solutions sous forme algébrique el sous forme

trigonométrique.

b) Placer les images A et B des solutions, A élant l'ima-

ge de la solution dont la partie imaginaire est négative.

Quelle est la nature du triangle OAB 7

2. Soit [ 'application du plan dans Jui-méme qui a tout

point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z' telle
n

que:z’'= e3z

a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques

de I'application .

b) Déterminer sous forme trigonométrique, puis sous

forme algébrique l'affixe du point A’, image de A par [

En déduire les valeurs de cosiEz el siniﬂ-.

¢ 58 On considére les nombres complexes :

=—J3+i. b=3+2i el c=7-2L

1. a) Déterminer de deux fagons différentes les racines

carrées de a,

En déduire les valeurs de ms% el sin%.

b) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a” esl

un nombre réel.

¢) Déterminer les entiers relalifs n pour lesquels a” esl

un nombre imaginaire pur.

2. Déterminer et construire les ensembles de points M

d’affixe z tels que :

a) lz=b] = |z-¢| b) 2|z-b|=|ﬂ|-

3. Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout

point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe " telle

que: z' = (1 +i/3)z - 5i/3.

a) Démontrer que f admet un seul point invariant £.

bl Démontrer que f est la composée d'une rotation et

d'une homothétie positive de méme centre 2.

Préciser I'angle de la rotation et le rapport de I'homo-
thétie.

¢/ Délerminer et construire les images par [ des

ensembles délerminés & la question 2.
in

55 Soil le nombre complexe 2 = el 7,

Onpose: a=z+ 7z +2' et b=2z"+2" + 2%
1. Démontrer que « et b sont deux nombres complexes
conjugués el que la partie imaginaire de a est positive.
2. Calculer a + b el ab. En déduire a el b.

56 Soit a et b deux nombres complexes non nuls,
A et B leurs images respectives.
1. a) Démontrer que les points O, A et B sont alignés si
et seulement si @b est un nombre réel.

2

b) Démontrer que {Egblﬂ est un nombre réel si et seule-
men si les points O, A et B sont alignés ou si OA = OB.
2, On suppose dans celle question que les points 0, A
el B ne sonl pas alignés et que les nombres complexes

a el b onl pour module 1. .
2
(a+4) est un nombre réel strictement

Démontrer que
positil.

3. Application
Soit M, et M, deux points d'affixes respectives z, et z,
tels que les points O, M, el M, ne sont pas alignés.

a) Calculer, en fonction de z, et z,, l'affixe Z du bary-
centre | du systeme [(M,, lz,1): (M, | 2, ).

2
b) Démontrer que?zz— est un nombre réel.
1%2

*

—F -
¢) En déduire que OI est un vecteur directeur de la
bissectrice de l'angle M,0OM,.

. 57 Soit A et B les points d'affixes respectives 1 et 2i.

A tout nombre complexe z distinct de 2i, on associe le
-1
nombre complexe Z tel que : Z = :Tzf'

1. Déterminer I'ensemble (¢,) des points M d'affixe z
tels que : arg(Z) = J%- [2m].

* 2. Déterminer I'ensemble (€,) des points M d’affixe z

tels que : [Z] =2. -
3. Démontrer que (%,) et (€,) ont un unique poinl com-
mun dont on précisera l'affixe.

- 58 Soit A le point d'affixe 2i et f I'application du
plan dans lui-méme qui 4 tout point M d'affixe z, dis-
tinct de A, associe le point M’ d'affixe 2’ telle que :

,_ 2iz=5
z-2i"°
1, Démontrer que f admet deux points invariants.

' 2. Démontrer que [ est bijective et déterminer son

application réciprogue. '

3. Démontrer que la droite de repére (O, &), privée de
A, est globalement invariante par f.

4, a) Démontrer que : lz'—Zi |z—2i| =0, .

b) En déduire I'image par f du cercle (€) de centre A et
de rayon R.

Déterminer R pour que (€) soit globalement invariant
par [ '

59 Soit A et B les points d’affixes respectives 1 et
— 1 el f l'application du plan dans lui-méme qui 3 tout
point M d'affixe z non nulle associe Je point M' d'affixe
z telle que : 22’ = 1. >
1. a) Déterminer et construire 1'image par f du point C
d'affixe 1 + i.
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e ——




e —— A

e ———— it e
e —— e

i { son image M,
toul Po"“ Me e —
1e pour § ]'Hngle MOM’ el que

pissectrice d

j) Démontrer Q¢

la droite (AB) est
DM‘ = DAzl

2. al ygrifier que - i g —2'\2
5+£'~1)(5+’:+1)=(—T) .

‘wzeCH T 2
b) Sait 1 1¢ il 28 gﬂ&e el que pour tout point M
1A X trice de

pémontrer que MM') est bisseC

distinct de A ©

I'angle AIB.

i ! tives 1 +1
60 soit A et B les poin's d'affixes respec
et — 3. A tout point M d’affixe 2, distinct de A EtIB. on
' (6) M- daffixe 2’ tel(s)

associe, s'ils existent, le(s) point -
z=-1-1

' +3 .ot imaginaire pur et S=1-1 est réel.

qe: 333
1. Donner une interprétation géomélrique de

z+3 7 —1=1
) ey )
2. Démontrer géométriquement qu'il existe un cercle
(¢) tel que si M €& (€), alors M’ existe et est unique.

Construire alors I'image M’ d’up point M donné.

61 Soit A et B deux points daffixes respectives a

. B, la droite (

el b.
1. Démontrer qu'il existe un unique point M dont

l'affixe érifie : .Z_I:E = (‘zr._—E - - I

z vérifie T 2 etarg|——) 3 [2x].
2. Construire ce point et calculer son affixe lorsque :
a=—-4+2iet b=2-1

62 1. Résoudre dans C les équations :
=1 (1)

(ﬁ)‘ =1 ().

2, Soit n un entier naturel non Ill.]], a un nombre com-

plexe et I'équation (E) : (:;i)" =a
4 +1 )

80 Nombres complexes
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n dési
E e o b QetM les Pointg 4,
a) Démonlrer que si z ggt solut;
MG® "ffutl)f] By
(E) admey Wi 3

Mgy

b} Démontrer que si

réelle, alors : |a|=1 o

¢) En déduire que si-{E

réelle, alors toutes ses s] 2dmet gy

,%:63 Soit ]'éqﬂﬂﬁon (E) . €

z‘+223+2x2_2z.+1
1. Démontrer que si z_ est 5 -
solution de (E). ¥

2. a) Déterminer les nombyres rég]
3

ﬂetble

: 2 1
(E) & =z [(z—- ?)2 +a{z—_1_,
b) Résoudre dans C I'équation 72 z )”’
I'é6quation (E). tazZ g
3. Démontrer que les ima
: ges deg ]
appartiennent & un mém ToATe ol
le centre et le rayon. Siele Th) dont

D]Uliuns sﬂﬂ?ﬁélm |

0
olutipp dl:[%

1CR'64 dsmtcll'équauon (E): 25 =7
. Résoudre dans C l'équati ] 4
images,des solutions, duation (&) et rpriey
2. Démontrer que la somme des solyy

nulle et en déduire que : cos&EE + cocdt 00 de (g

3. Démontrer que EOS%? est solutiof de I'g
4X*+2X -1=0.

En déduire la valeur de coséE,
4. Soit I'équation (E’) : (z - 15]5 =zZ+1P [
a) Démontrer que si z, est solution de (E)
‘lxu -1 = '
" Zy+ 1 )
En déduire que les solutions de (E') sont imagn
pures.
b} Résoudre (E').



