COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

CHATPITRE APPLRCATIONS AFFINE DE L'ESPACE
I- Généralités
Dans les classes précédentes, nous avons étudié le parallélisme et Lorthogonalité des droites et des plans de

l'espace.
Dans ce chapitre nous utiliserons ces notions pour définir des applications de Uespace et étudier leurs

propriétés. Dans cette ressource, espace ‘@ est muni du repére (0,1,] k ). @ désigne l'ensemble

des vecteurs de lespace. QWWWW @@MJ@(O;T; I F)-
%~ Le vocabulaire et les résultats concernant les applications du plan s’étendent a lespace.
@~ Une transformation de lespace est une application bijective de ‘©dans “¢.

@~ Une application affine de ‘@ est une application de ‘©dans ‘@ dont Uapplication linéaire associée
conserve le coefficient de colinéarité.

B Une application de ‘Gdans ‘& est une application affine si et seulement si elle vérifie 'une ou I'autre
des conditions suivantes :
S Elle conserve le barycentre de n points pondérés (n € N\{0, 1})
xX'=ax+by+cz+d
O  Son expression analytique est dela forme:{ ¢y =a'x+b'y+c'z+d
z'=d'x+b"'y+c"z+d"
& Les propriétés des applications affines du plan s’étendent a lespace. En particulier :
w. Une application affine de @ est déterminée par la donnée d’un repére de ‘G et de sonimage ;

w. L'ensemble des points invariants par une application affine est &, un singleton, une droite, un plan, ou ‘@

. L’image d’une droite par une application affine est un singleton ou un'plan

A toute application affine de ‘© est associé un endomorphisme ¢ de O dans lui-méme telle que pour tous

points A et B de ‘& f(A)f(C) = Af(A)f(B)

Y. Toute isométrie de lespace ‘@ est une transformation-affine.

On appelle isométrie de Uespace toute transformation affine de lespace qui conserve l'alignement, le
parallélisme lorthogonalité, les aires et, les volumes.

Une isométrie de lespace ‘& est une application de ‘©dans ‘@ quiconserve les distances

2 Parmi les isométries de l'espace, nous avons : translation, les symétries orthogonales (réflexions et
les demi-tours)

LECON 1 : TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

—-_m

Soit ABCDEFGH, un cube
1- Déterminer les images par la translation de vecteur AE des points A, B, C, D.
2- Déterminer les images par la translation de vecteur AB des points A, D, H, D
3- On considere le repére orthonormal (A,Zﬁ,ﬁ, ﬁ).Donner coordonnées des vecteurs DC et DH dans
ce repere (A,AB, AD,AE).

4~ Définir analytiquement la translation de vecteurs DC + DH
H

(&)




COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

Solution
1- Les points E, F, G et H sont les images respectives des points A, B, C et D par la translation de vecteur AE
2- Les points B, C, G et F sont les images respectives des points A, D, H, D par la translation de vecteur AB
3- Donnons les coordonnées des vecteurs DC et DH dans le repére (A, AB , AD, AE ).Les vecteurs AB et
DC sont €Qaux. Donc AB = DC = (1,0,0).De méme, on a DH = AE = (0,0,1).
4- Donnons l'expression analytique de la translation de vecteur DC+ DH .
Posons @ =DC + DH alors,on a  u (1,0, 1).Ainsi soit M (x, y, z) un point de l'espace et M (x; y', z’) son

x'—x 1 x =x+1

image par la translation de U. MM' = & <==> (yf - y) = (0) <==> y =1y Estlexpression
z' -z 1 zZ=z+1

analytique de la translation de vecteur U dans le répére (A, AB , ﬁ, E)

Résumeé.

& Définition
R Soit wun vecteur de 'ensemble vectoriel W~
On appelle translation de vecteur w, et on note t; Uapplication de l'espace dans luiméme qui a tout

point M associe le point M’ tel que MM' = W

&% Propriété (Propriété fondamentale)

Une application de Uespace est une translation si et seulement si l'image de tout couple de point (M, N) est un couple

de points (M, N) tels que MM’ = M'N'Soit f une application de l'espace dans lui-méme.f Est une translation si et

seulement si, pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’,ona MM' = M'N’

& Conséquencel

L'image d’une droite par une translation est une droite quilui est paralléle. Par une translation
L'image d’une figure plane est une figure plane qui lui est superposable.

L'image d'un solide de I'espace est un solide de l'espace qui lui est isométrique

L'image d'un plan est un plan qui lui est parallele.

L’application réciproque de la translation de vecteur u est la translation de vecteur U.

B ¥ EEEH

La composée de deux translations de vecteurs W et V'est la translation de vecteur W

Expression analytique d une translation

A espace ait mani duv repére (0; T ).

X =x+a
L’expression analytique de la translation de vecteur w'(a; b;c) est: {4’ =y + b
z'=z+c

Cwemple : Donnez Cexpression analytique de la translation de vecteur u (1, =2, —1). Soit M (%, y, z) un point de

x —x 1 x =x+1
Cespaceet M (x';y’; z°) son imagepart . Ona: MM =4 <=> |y —y | = (—2) <==> 1y =y-2

3 -z - 3=3—-1
Soit ABCDEFGH un cube, h Thomothétie de centre A et de rapport . On donne A (0, 0, 0),
®(1,00), D(0,1,0), B(,0,1), C1,1,0), F1,0 1), §(,1,1), H(0,1,1) ; dans le repére (4, AB, AD,AE ).
1- Construire les images par h de tous les sommets du cube. Quelles sont les caractéristiques du solide obtenu ?

2- Déterminer lexpression analytique de h ,homothétie de centre «(1,1,1) et de rapport k=2
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bs Aad (=44

- F=i =
1- Déterminons les images par h de tousles sommets du cube.

2- On a : h(A)=A'" ,h(B)=B’; h(C)=C" ,h(D)=D’; h(F)=F;h(G)=G;,h(H) = H'
avec:A—B;=%ﬁ; A—C')=%R; ﬁ=%ﬁ; ﬁ=%ﬁ; ﬁ=%ﬁ; TG)=%E; ﬁ=%ﬁ; Ainsi Le

solide obtenu est un cube d’aréte A'B’' = %AB;
3- Donnons lexpression analytique de h (G, 2), homothétie de centre G et de rapport 2

Soit M (x,y,z) un point deE,M (x’,y’,z’) son imageparh. On a:

- X —1 x—1 x =2x—1 o
GM =26M <=>|4y —1 :2<y—2> <==> {4y =2y —1 Dans (4,AB, AD,AE)
z -1 z-1 3 =2z-1

D- Résu %
% Définition

Soit O un point de ['espace et un nombre réel non nul.
On appelle homothétie de centre O et de rapport R et on note oi h lapplication de [espace dans lui-
méme qui & tout point M associe le point M’ tel que : OM = kOM
mari .
w. Sik=1, h est I'application identique et tous les points de l'espace sont invariants.

¥ Sik#1, O est le seul point invariant.
w Sik=1, hest la symétrie de centre ©
PROPRIETES
Toute homothétie de Uespace est une application affine
Le rapport d’'une homothétie est toujours non nul.

Lapplication linéaire associée G une homothétie ki de rapport K (K#1) est Lapplication de O dans O~
appelée homothétie vectorielle, qui a tout vecteur U associe le vecteur I{ﬁ

¥¥¥

Tout homothétie de l'espace conserve le parallélisme, lorthogonalité, les angles orientées, le contact
Les homothéties ne conservent pas la distance, ne conservent pas les aires, ne conservent pas les

¥ ¥

volumes. Donc les homothéties ne sont pas des isométries
w  Une homothétie de rapport R multiplie les distances par |R), les aires par k2 et les volumes par |k|3
¥ Les homothéties transforment : Une droite (D) en une droite paralléle a (D),Un solide en un solide

de méme nature ; Un plan en un plan parallele ;Un parallélogramme en un parallélogramme:

(M Expression analytique d’une homothétie.
x'=kx+ (1 —-k)a

w L 'expression analytique de [homothétie de centre I(a; b; ¢) et de rapport Rest{ ¢’ = ky + (1 — k)b
z'=kz+ (1 —-k)
w Soit pqetr trois nombres réels, un nombre réel non nul et f Lapplication de [espace dans (ui-méme qui a

x'=kx+p
tout point M (x, 4, z) (associe le point M'(x',y', z") tels que: {y' = ky + q
z'=kz+r

Lepace G ast muni du Q@w‘m(o; 57 5.

1- Définir analytiquement 'homothétie de centre I (1, —2, 5) et de rapport k = %
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x'=-2x—4
2- Donner la nature et les éléments caractéristiques de Uapplication définie analytiquement par {y' = —24 + 1
3'=-2z+3

1- Définir analytiquement homothétie de centre I (1, —2, 5) et de rapport k = %

Soit M (x,y ,z) un point de€,M (x’,y’,z’) son image par h. Ona:

r_3. 1
. x -1 x—1 I .
IM' = ;IM’ <=> <y' + 2> = ;(y + 2) <==> {y' = %y + 1 dans (0;T;J; k)
' z—5 r_3 5
25 7 =377
2- Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de Uapplication h d’expression
x'=-2x—4
analytique:y = -2y +1
z'=-2z+3

Cette expression analytique a la forme caractéristique de l'expression analytique d’une homothétie de rapport k=-2.
Déterminons l'ensemble des points invariants pour avoir les coordonnées du centre ().

4 4
x=—-2x—4% 3x = —4 X=-3 T3
y=-"2¢4+1 <=> {3yg=1 => g=1 Donc h est 'homothétie de centre Q| 1 | rapportk = —2.
z=-23+3 3z=3 3 3
z=1 1

d- Composée de deux homothétie
> Composée de deux homothéties de méme centre

TPRLLILLYs : Soit 4y et h, deux homothéties de centre O et de rapport k, et k,respectivement. Alors :
> A0k, est une homothétie de centre O et de rapport ky X kp, si ki X'k, #{-1, 1}.

> A0k, est une symétrie de centre O, siky X ky = —1.
> hi0h, est lapplication identique, si ky X ky =1,

QW S est mumi-du 7&0’7@(0; ;7 k).
On donne le point A(—1;2;2) et £, = A(4A;—3); h, = /L(A;%); fg = /L(A;:%Z)
1- Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et I'expression analytique de : #r,04, et fri0h13 .

1- Déterminons la nature, les éléments caractéristiques et l'expression analytique de f,0#, .

R A0k, Est 'homothétie de centre A et de rapport k = —% car k. k, = (—3) (%) = —%;
2 2

Elle a pour expression analytiques <=> !y' = —%y+ 5 dans (0;T;]: k)

' 3
V4 __EZ_S

2- Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et Uexpression analytique de #,0# .
D Ayohs Est 'homothétie de centre A et de rapport k = —1 carky.ks = (—3) (%) =-1
X =-x—2
Elle a pour expression analytiques <=> {y = -y +4 dans (0;T;]:k)
3 =-3—4

P lComposée de deux homothéties de centres distinct

Soit £, et #, deux homothéties de centre respective O et O’ (0 # 0' de rapport k, et k,respectivement.
> A0k, est une homothétie de de centre Q ( a déterminer )et de rapport ky X ko, si ky X k, # 1
R h,0h, est une translation, sik,; X ky,= 1

Remarque : Généralement,ona: h,0h, * hy0h,
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Q :%)’/)(/1’6 @@/ mund die /’(/)ém (0; l?; 7; 7:).
On donne le point A(1; —1;0); B(~1;0;1); €(0; 1; —1), A, (A;%); £,(B; 2); £2(C; —4)

1- Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et Uexpression analytique de : #,045 et A,0h, .

1- Déterminons la nature, les éléments caractéristiques et l'expression analytique de #,0#4, .
% hjohy Est 'homothétie de centre H et de rapport k = =2 car ky. ks = G) (-4) =-2;

En effet, soit M (x,y,z) un point de et E M’ (x’,y’ ,2’) son image par #i,0f3 On a
» Déterminons les coordonnées de M puis celles de M’. On a

X1 X X1 = —4x
M, = A;(M)&CM, = —4CM, <=> (”a”l - 1) =—4 (@— 1> Donc <=> {yl =—4y4+5 dans (0;T;J;k)
z1+1 z+1 Z1=—43—5

(=1 1
|x 2x1+2

De méme M' = #,(M,) =AM = %A_ﬁ => {/y, = %yl —% dans (0;1;J;k).Ainsi en remplagant x;; 4, et 2,

| z= %Zl
par leur valeur respective prise dans l'expression analytique de 1 on a
([ x=;(40+; X =241
y = —é(—4y, +5) —% =>{y = -2y # 2 dans(0; ;] k). 2/le centre de l'homothétie est le seul point
| 7=-1G-5-12 §=r5+3

x=—2x+l 3x=l

2 2

invariant par A,ohs ainsiona:{ Y = =24 +2 =53v3p.=2 =>J Y =
I P 4 _2 |

z=-=2% y 3z | t

. sy 1 2 5
Conclusion : #,04; est Phomothétie de centre () (E 3T E)
% #A,0#, Est une translation (k1 Xk, = (2) (%) = 1) de vecteur AA’calculons les coordonnées de A’

A, = hzOhl (A) = /Lz (A)
L’expression analytique de #, nous permet d’'obtenir facilement les coordonnées de A’ ; #,(0;2) a pour

{x' =2x+1 _

expression analytique { y =2y dans (0;T;]; k)

7 =2z—-1

DoncA'(3;-2;-1)d' ouu = AA' = (2; —1;—1) est le vecteur de translation, dont I'expression analytique est
x'=x+2

y' =y —1 dans (O;T;f;E))

g'=z-=1

@;mmym s

" Le centre de ’Thomothétie f,0#,, est le point invariant par: #i,0#,.

&~ Le vecteur de la translation est déterminé en cherchant limage d’un point par: £i,0#,.

) llComposée d’une homothétie et d’une translation}

PR . . 22
Théoréme / e/)/)am %(@f muni du repere (051 k).

R Si h est une homothétie de centre O et de rapport k # 1 et t une translation de vecteur u alors hot est

une homothétie de rapport k + 1 et une translationsi k = 1
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N B : Si % est une translation de vecteur v'; l'application réciproque de t est une translation de vecteur — v’ et
Uapplication réciproque de I’homethétie de rapport k est I'homothétie de méme centre et de mpport% . Par suite,

’ . . ) y . . ’ . . -1 _ -1 -1 g7 . l
I'application réciproque de I'application hot est I'application (hot)™" = £~ 0 A" I'homothie de rapport -

Vi [ . Yo R
m @ (%z}//a(eﬂ f@) st mund du L@e/)é/fﬁ(o ; f; F).

Soit t la translation de vecteur u(—2; 1; 3) et soit h Thomothétie de centre Q(1,—3,4) de rapport — g

1- Definir analytiquement Uapplication f = hot.

2- Démontrer qu’il existe un point A et un seul, invariant par fpuisque f est une homothétie dont

on précisera le centre et le rapport.
3- Reconnaitre de méme lapplication g = toh. A-t-on hot = toh ?
1- Definir analytiquement Uapplication f = hot
Soit M (x, y, z) un point de E et M (x’, y’, z’) son image par hot on a :
M' = Aot (M) = h[t(M)] = A(M;) avec M, = £(M) Définissons analytiquement h et t

x,=x—1
M =tM)& MM' = U, donc les coordonnées de M vérifient: iy, = ¢ + 1
21 =3 — 3
[ x' = —Exl +E
3 3
Par ailleurs on aM’ = M) & QM =%.QM1 donc les coordonnées de M vérifient : !y’ = —2’5}1 -5
z3'=- §z1 + ?

(x=-2(x—1)+2 (x' =-2x+3
3 3 3
S

y' = —g(y +1) -5 =>{y' = —§ - 1? Qui est lexpression analytique de hot dans (0;7;j:; k).
lz’=—§(z—3)+2—30 lz’=—§z+?
2- Démontrons que I'ensemble des points invariants est un singleton.
:z:=§2:+3 3r=-2z49 =2
y=3y—-§ & y=--17 & y=-¥
z=§z-l-23—ﬁ 3z2=-22+426 z=%

Ainsi f est une homothétie de centre A (%, —%, 25—6) et de rapportk = —

|t

3- Déterminons ’application to k..
k # 0, alors £ o h est une homothétie. Déterminons son centre 1.
Soit M(z,y,z) un point de I'espace et M"(z",y",z") son image par t o h on a M" =

=25 — 2

t o h(M3). Les coordonnées =", y", 2" de M" vérifient : ¢ 3/ =y, + 1 0l Z2, %, etz Vé-
oM — =3
z2=—g—’z+% m":—%z—%
Yo = —gy —5 d'oll Y= _%y — 4 est 'expression analytique de £ o i dans le
__2,.,2 n_ _2 11
ZQ——§Z+'§' Z——"3'Z+'§-

-,

repére (O; i7, k) Déterminons les coordonnées du centre I .Posons I(z,, ¥, z,) I est le seul
1

2 1

170:—5:1'.'0—5 Io=_§

point invariant par toh donc ses coordonnées vérifient:< gy, = —gyo —4 &4 yo= —%
2 1 1

zo=_§zo+T zo=_?
d’olt £o h est I'homothétie de centre I(—3, —32, — %) et de rapport k = —2 il est donc claire

que lorsque k£ # l,onaaussitoh# hot.

ZW@“W Yoo Bllingae do HNyong -4
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LECON 2: SYMETRIES ORTHOGONALES

Nous distinguons deux symétries orthogonales : la réflexion et le demi-tour.

1- Plan médiateur d’'un segment

Soit A et B deux points distincts de l'espace et I le milieu de [AB].
Bd Le plan médiateur du segment [AB] est le plan passant par le milieu du segment [AB] et
qui est orthogonal a ce segment.
2- Définition et propriétés
Définition.
Soit (P) un plan de l'espace On appelle réflexion de plan (P) et on note Sp ou S p) U'application de

l'espace dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel
—>SiMe (P),alorsM=M'
- SiM ¢ (P),alors (P) est le plan médiateur de [MM’]

| |

H o ~
< - - P
H ~
H e J// ~
d : -

: A
L ) : ,é oy

) i
1 b
i

0

D/

N® : Une réflexion de plan (P) est aussi appelée symétrie orthogonale par rapport a (P).
Remarque :

Ry L'ensemble des points invariants par est le plan (P).

R 81 H est le projeté orthogonal de M sur (P) et st M= (M), alors MM’ = 2MH..

R 851 M= M, alors M= M. On dit que M et M’ sont symétriques par rapport a (P).

R Pour tout plan (), on a Sp 0 Sp =IdE ; est donc une transformation de l'espace et Sp™* = Sp

que: {

Soit (P) un plan et la réflexion de plan (P).
S Si(Q)est un plan perpendiculaire a (P) et (A)leur droite d'intersection, alors :
X (Q)est globalement invariant par (Sp).

W™ La restriction de ( Sp) a (Q) est la symétrie orthogonale d’axe (A).
2 Si (D) est une droite orthogonale a (P) en un point I, alors :

B (D) est globalement invariant par Sp.
W La restriction de Sp a (D) est la symétrie de centre I.

Wl [TEXH réflexion de espace est une application affine

3- Réflexions et configurations

a- Propriétés

w. Toute réflexion transforme les droites (respectivement les plans) en droites (respectivement en plans) en
conservant parallélisme et orthogonallté.

W Limage dune figure plane par une réflexion est une figure de méme nature et de mémes dimensions.

W Limage d’un solide de I'espace par une réflexion est un solide de méme nature et de méme dimension.

B Si (D) est une droite orthogonale a (P) en un point I alors (D) est globalement 0 invariante par S(p) et la

restriction de (P) a (D) est la symétrie de centre I .
W, Laréflexion de plan P est une isométrie.
Teclaire 2025- 2026© Whatsapp 695-76-24-75/681 -44-69-17 :r
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COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

W, Toute réflexion de plan (P) est une application affine.
W L'image d’un plan par une réflexion de plan (P) estun plan.
W I'image d’une figure plane par une réflexion de plan (P) est une figure plane de méme nature.

W I'image d’un solide par une réflexion est un solide de méme nature.
b- Expressions analytique d une réflexion.
Caemple £

Soit (P) le plan d'équation cartésienne 2x — 4y + z = 1; Déterminer l'expression analytique de la réflexion S de plan (P)

1- Déterminons Uexpression analytique de la réflexion S de plan (P).

- ; (MM’) L (P) {MM’ =tn
n(2;—1;1) Un vecteur normal a (P). S(M) = M’@{ = teR
(x' =2t +x (D)
y'=-t+y (2)
= IZ’ =t+3 (3)
kx+x’—%+%=1 (4)
(1), (2) et (3) dans (4) nous donne x + 2%+ x — y+_2t+y + Z+Z+3 =1=14= w Nous obtenons
x’=§(—2x+y—z+1)+x rx’=§(—x+2y—22—2)
l'expression analytique : { y' = —%(—ZX +y—z+1)—y => ! y' = %(ZX —4y+z—-1)
|
| 7 =>(-2x+y—z+1)+3 |z’ =2(-2x + y + 2z + 10)

(x =§(x+2y—22—4)
Exemple 2 : Soit f la transtormation de I'espac&dexpressiom analytique ! y' = % 2x+y+2z+4)

lz’z—%(Zx—Zy—z—4)

1- Démontrons que I'ensemble des points mvariants parf est plan P-dont.on déterminera son équation.
2- Soit f(M) = M’ Démontrer que le vecteur MM, st [é vecteur normal de P

3- Montrer que I le milieu de [MM'] € (P).

4- En déduire la naturede f.

Solution

1- Démontrons que 'ensemble des points invariants par f est plan P dont on déterminera son équation
3x=x+2y—2z—-4 —2x+2y—-2z—4=0

f(M)zM’«;s{3y=2x+y+22+4<:> {2x—2y+22+4=0 ex—y+z+2=0 (P)
3z=2x—-2y—z—4 2x—2y—4z—-4=0

2- Démontrons que le vecteur MM’ est le vecteur normal de P

1
;(x+2y—22—4)—x\ Cox+2y—2z—4
MM’<§C§ =|%(2x+y+22+4)—y|=§<2x—2y+22+4):(%)(—2x+2y—22—4)(_11) le vecteur
—2x+2y—2z—4 1

z'-z 1
5(2x—2y—z—4)—z
n (% —%; é) est le vecteur normal de P

3- Montrons que I le milieu de [MM'] € (P).

1 1 1
x+x' y+y' z+z' x+-(x+2y-2z-4) y+-(2x+y+2z+4) z+-(2x-2y-z-4)
I( ; ; ) le (P)e—2 ——3 2
2 2 2 ) 2 2 2
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COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

4- Déduisons-en la nature de f.

Comme l'ensemble des points invariants par f est plan P d'equation: x —y + z+ 2 = 0 , I le milieu de
[MM'] € (P) et vecteur MM’ est le vecteur normal de P alors f est une réflexion

Caomple 3

(x' =2(@x+6y—2z-14)
Sorit £ Ia transformation de I'espace d’expression analytique 4 y' = %(6x — 2y + 3z + 21)
lz’ = %(—Zx +3y+6z3—7)
1- Verifier que f-f(M) = M.
2- Deteminer l'ensemble des points invariants par f.

3- On suppose que l'ensemble des points invariants est le plan (P) d’équation:2x — 3y + z + 7 = 0.Montrer
que le vecteur MM’ est orthogonal au plan (P);

4- Soit I (x1; y1;21) le milieu du segment [M M’], montrer que I appartient au plan (P).

5- Conclure sur la nature et les éléments caractéristiques de f ;

6- Soit Qle plan d’équation cartésienne :x — 2y + z — 3 = 0.Donner lexpression annalytique de la
reflexion S, base Q

Solution

1- Démontrer que pour tout point M de Uespace | &\ fof (M) =f (M)

Ona f-fM) =f¢fMm™)) =fr) = M~
|(x” = %(Bx’ + 6y’ — 23" —14) |( |{x” = %(3x+ 6y —2z—14) =x'
PM)=M" <> 4}1” 3 %(6x’ -2y + 3z% 21) 4 <=> Qy” = %(69( -2y +3z+21) =y
lz” = %(—Zx’ +3y' ' +63 —7) 'k Ikz” = %(—Zx +3y+6z3—-7)=2
Donc f°f(M) = f(M). D’ou f,on dit que fest une application involutive.
2- Déterminons Uensemble  des points invariants par f soit M (x,y,z) un point
de lUespace, M est invariant par.f signifie que f (M )=M .
soit M (x, y, z) un point de ‘©.M est invariant par fsignifie que f(M) = M
X=23x+6y—2z—14)
fim) =M <=> yz%(6x— 2y +3z+21) =>
\z=7(-2x+3y+6z—-7)
{—2(x—3@+z+7)=0 {x—39+z+7=0
=> =>

7y =(6x—2¢4+33+21)=>: (6x—9y+3z+21)=0

{7x=(3x+6y—2z—14) {(—4x+6y—2z—14)=0
72=(—2x+3y+6z—7) (—2x+3y—2z—-7)=0

3x—3y+z+7)=0 x—=3y+z+7=0 On trouve que l'ensemble des points invariants par f est
—(x—-3y+3+7)=0 x—3y+z+7=0
le plan (P) d’équation carté- sienne :—3y +z+ 7 = 0. On dit que (P) est la base de I'applicationf .

3- Onsuppose que Uensemble des points invariants est le plan (P) d’équation:

2x — 3y + z+ 7 = 0.Montrons que le vecteur MM' est orthogonal au plan (P);

MM’ (;::;) En remplagant x, y, z par leur valeur prise dans lU'expression analytique de f on a:
z'-z
x—§(3x+6y—2z—14) %(—4x+6y—2z—14) N2x+3g—5-7)

MM | y—>(6x—2y +3z+21) | =| ~(6x -9y +3z+21) |= %(—3(—23( +3y—z— 7))
G- l(-2x 43y +65-7) L2 43y —5-7) H=2x+3y-2-7)

MM’ = %(Zx +3y—z-7) (27 - 3] + E) Donc le vecteur MM'est colinéaire au vecteur normal de (P).

DouMM' L (P)
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COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

4- SoitI (x4; y1,;21 ) le milieu du segment [M M’], montrons que I appartient au plan (P)
;Concluons sur la nature et les éléments caractéristiques de f ;
Exprimons les coordonnées du pointI en fonction dex,y, et z

1
n +-(3x+6y—2z-14)
= X, =T k= ix43y—z—7 (2x; =2(10x+6y-2z-14) (1
X 2 2 I 1 7 Yy I 1 7 Y
! 1
2
Z+z 1 - =1(_,43 B, _7 S B, _7
\21: - Zl:z+7( 2x+3y+63-7) kZl—7( X+2’y;+ ZZ 2) kZl—( x+zy+ 2Z 2) 3)

2
(1) = (2) + (2) nousdonne 2x; —3y,+3, +7 =0 dou lepoint] appartient au plan (P)
5- Conclusion :
Le vecteur MM’ est orthogonal au plan (P) et le milieu I du segment [MM’] appartient a (P) qui est

I'ensemble des points invariants. Alors 'application f est la reflexion de base (P)

6- Soit Q le plan d’équation cartésienne : x — 2y + z — 3 = 0.Donnons Uexpression annalytique
de la reflexion S(Q) , base Q

Soit M (x; y; ) un point de & d'image M (x’; 4’; z’) par la réflexion de plan (Q) de vecteur directeur

A(=2;1;1). On aM’=S(M ) si et seulement si le vecteur MM’ est orthogonal au plan (Q),et le milieu

du segment [MM] appartient au plan (Q). Soits, nombre réel,

, 1 X =x+38

D MM LQ)<=>MM//n=> MM = sl => <;Z;> =38 (—2) => {yl =y—-28 (8€IR)
2=z 1 z=2+38

R Le milieu du segment [MM] est le point 'de coordonné K(x, /¥4 .23 )

x'+x
(xl_ . \l x1=2x2+5
' . ] 2y—28
y, =22 | En remplagant x’, y’ et z’ dans le coordonnées K on obtient ||y, = == | en remplagant les

2z+38

2
zZ+z =
\21 == Z 2

coordonnées K dans I'équation cartésienne de (Q).

Ona: (2x2+45) _9 (2@;25) + (2z2+<5) —3=0=> (2x+5—4y-2i-45+2z+/5) —3=0

=>8=—3(x-2¢4+5-3)
En remplacant cette valeur de 8 dans le systeme précédent on obtient I'expression analytique de la

(x'=x—§(x—2yy+z—3) {x’=§(2x+29—z—3)
reflexion S(Q) de base (Q)!y' =y+§(x—2y+z—3) =>J

y’=%(2x—y+2z—9)
LZ’=Z—§(x—2y+z—3) Lz’zg(—x+2/y»+2z+3)

Cawonple 4

Soit (P) le plan d'équation cartésienne x — y + z = —2; Déterminer l'expression analytique de la réflexion S de plan (P)

1- Déterminons I'expression analytique de la réflexion S de plan (P).

7n(1;—1;1) Unvecteur normal a (P). S(M) = ' {(M;VIE)(;)(P) = {MIMEI (:P;m (Mt €R)
((x'=x+2 (D x'=x+21 (D

= Iy:y—l @) = y'=y-4 ) +x—y —ytz +z+4=0
z'=z+4 (3) 7' = z4 2 (3) X 7X7Y 7Yyz 7z
SRSt =2 @ X+x' —y-y' +z+z+4=0(4)

(1),(2) et (3) dans (4) nousdonne x+x+1 —y—y+A+z+3+1+ 4=0

> A=— § (2x — 2y + 2z + 4) Nous obtenons 'expression
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COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

=x—-(Qx -2y +22+4) X =2 (—2x+2y —2z—4)

X

(. (
I I
4 ¥y =y+ %(Zx —2y+2z+4) => 4 y = §(2x + 2y + 2z + 4) qui est I'expression analytique de S(P)
Lz’=z—§(2x—2y+22+4) Lzlzg(—2x+2y+z—4)
dans le repére (o, 1, 1 , k)
c- Composée de deux réflexions de plans paralléles.
Propriétés-
w. La composée de deux réflexions de plans paralléles est une translation de vecteur 2 ot U = H{H,
(vecteur normal 4 ces deux plans.) avec H1 € (P1) et H, son projeté orthogonal sur (H,).

Soit Aq un pomt de (P1) et Ay son projeté orthogonal sur (Py), alors le vecteur A;A, est un vecteur
normal i (Pq) et (Py).

Soit M un point de &. My son image par S,y M, par sonimage par Sp, (comme l'indique a figure
ci-dessus), désignons par Hq et/ (Hy) les milieux respectifs des segments [MM, | et [M{M,].

Ona: MM, = MM, + M, M, = 2H, M; + 2M, H, = 2H, H; .

Donc Sp,)0 S(p,y. Est la translation de vecteur 2H,H,

W Réciproquement, toute translation de vecteur W non nul est la composée de deux réflexions de plans
paralleles ayant W pour vecteur normal.

¥ La composée de deux réflexions de plans orthogonaux est une rotation d’axe D et d’angle

LECON 3 : DEMI-"-TOURRS

A- Définition et propriétés
1- Définition
Soit (A) une droite de l'espace. On appelle demi-tour d’axe (A), et on note S, Uapplication de

lespace dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel que :
2 SiM €(A), alors M’=M.
2 SiM Z(A), alors (A) est la médiatrice de [MM’]

NB : Un demi-tour d’axe (A) est aussi appelé symétrie orthogonale par rapport a (A).
Remargue :

R L’ensemble des points invariants par est le droite (A)

R Si H est le projeté orthogonal de M sur (A) et si M’+ (M), alors MM’ = 2MH..

R Si M’=S(M), alors M= S(M’). On dit que M et M’ sont symétriques par rapport a (A)

> Pour tout droite(A), ona S 0 S =IdE ; est donc une transformation de l’espace et S(A)_lS(A)

2- Propriétés
A Soit (A) une droite de l'espace, A le demi-tour d’axe (A) et (P) un plan orthogonal a (A) en 1
X (P) est globalement invariant par A.
X La restriction de A a (P) est la symétrie de centre I.
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COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

X La composée de deux réflexions de plans perpendiculaires suivant une droite(\) est le demi-tour d’axe (D)
w. Tout demi-tour d’axe () est la composée de deux réflexions de plans perpendiculaires suivant la droite (A).

3- Demi-tours et configurations

W Tout demi-tour transforme les droites (respectivement les plans) en droites (respectivement en plans) en
conservant parallélisme et orthogonalité.

W Limage d’une figure plane par un demi-tour est une figure de méme nature et de mémes dimensions.
X Limage d’un solide de l'espace par un demi-tour est un solide de méme nature et de mémes dimensions.

4- Expressions analytique d'un demi — tour
Exem 1
Ondonne A (1, -1, 2) et ti(—1, 1, 1). Déterminer [’expression analytique du demi-tour d’axe (A)
Solution
1- Déterminons ’expression analytique du demi-tour Sy, d’axe (A)
La droite(A) passant par le point A et dirigée par le vecteuru. Soit M (x,y, z ) un pointd. Zet M'(x, y’, z)
son image le demi-tour d’axe ((A)) de repére ((4,u)u

x=1—-k
(A):=3{y=—-1+k (t€IR)
z2=k—2

Soit ﬁ(—l ;1 1) (un vecteur directeur de (A) et soit M un point de 1’espace et M’son image par S A. Posons

7 = [ Yx —k
H le milieu de [MM’]. S,(M)=M’& {(MM ) L&) o {MM 2 rdR, <yf_y).( k ) =0
- k

H € (4) He ) [
=>-(=0)+G -+ -2 =0 (2)
x'+x x'+x
s X _1-k
’2 (,2 x' =2+ 2Kk —x
H y;y € (A) @{y;y:_“.k %y = -2+2k-y 1)
z'+z Ikﬁ=2+k ,=4-+2k—Z
2 2

(1),dans (2) nousdonne : (2 —2k—x—x)+(-2+2k—y—y)+ 2k —z — z) = 0;
—24+2k—x—-x—-242k—-y=y+2k—z—-2z=0=>2x—2y—2242k—2k+2k+2-2=0

>k = % (=x +y + z) En remplacant cette valeur de k dans le systeme précédent on obtient I'expression

fx'=2—§(—x+y+z)—x (x’=%(—x+2y—22—6)
analytique Jy'=—2+§(—x+y+z)—y :! y’=%(—2x—y+22—6)
z’=4+§(—x+y+z)—z z’=§(—2x+2y—z+12)

Exemple 2 BACCALAUREAT CAMEROUN 2023
On considere dans un repére orthonormé (0 LT k ) les points A(—1;—1;0),B(0,0,2),et C(—1,1,2)

1- Montrer que les points A , B et C définissent un plan

2- Déterminer l'équation cartésienne de ce plan
3- Soit le plan (p) d’équation x + y — z + 2 = 0.Déterminer lexpression analytique de la

réflexion S de plan (P)
(x' =Z(—x+2y—22+4)
4~ Soit g la transtormation de I'espace d’expression analytique ! y' = é(Zx —y—2z+4)
z' =§(—x—2y—z+8)

4.1 Démontrons que l'ensemble (D) des points mnvariants par g est la droite passant par B de vecteur directeur

u(—-1;-1;1)
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4.2 Soit M et M’ deux points de » I'espace tels que g(M) = M’

4.2.1 Démontrer que le vecteur MM’ est le vecteur normal de (D)
4.2.2 Montrer que I le milieu de [MM'] € (D).
4.2.3 En déduire g est un demi-tour

5. Montrer que (P) L (D)

6. Démontrer que fog est une symétrie centrale dont on précisera son centre

Solution
1- Montrons que les points A, B et C définissent un plan

AB(1;1;2) et AC(0;2;2)

1 2
2 2

vecteurs ne sont pas colinéaires, alors on peut conclure que points A , B et C définissent un plan

. 1ro
ona:det(AB;AC) = |1 2|=

-l 2

7+ H (2)|E =-21—-2]+ 2k # 0 comme cest deux

2- Déterminer Uéquation cartésienne de ce plan
Ona W(E AAC ) = 0 pour tout M(x ;y ;z) de I'espace
AM(AB AAC) = 0 => <;ii>(:§> =0=>2x+2y—=224+4=0 =>x+y—2z+2=0
MBC);x+y—z+2=OZ ?

3- Soit le plan (p) d'équation x'+y — z + 2 = 0.Déternuner1expression analvtique de la réflexion S de

plan (P)
4- 7i(1; 1; —1) Un vecteur normal & (P)~f (M) = M’ {(M;WE)(JD')(P) P {M;VIF: ?P;'" (r €R)
X' =x+r (1) xl =2+ €Y
y'=y+r (reR (2 y =y—2 2)
S35z = z—7r 3) < zZ'=z+1 (3)
\Hzx +Y+ZY_ZZZ’=—2 (4) \x+x’+y+y’—z—z’+ 4=0(4)

(1),(2) et (3) dans (4) nousdonne x+x+1 —y—y+A+z+z+1+ 4=0

x’=§(x—2y+22—4)

A=2(-2x—-2y+2-4) => {y =z(-2x+y+22—4)
kz’=§(2x+2y+z+4)

4.1 Démontrons que Uensemble (D) des points invariants par g est la droite passant par B de
vecteur directeur u(—1;—1; 1)
Soit M(x ; y ; z) u point de l'espace

(v =1¢yv_ _
X 3(x 2y + 2z —4) - y+z=2

2x — =2
ME(D)=>g(M)=M=>!y=§(—2x+y+22—4)=> —x+2y+z=2=>{" ytz

—Xx+2y+z=2

ty+2z=4
Lz=§(2x+2y+z+4) xrymez
=2-7
_ 2x—y+z=2 _ x_
_ {_x+2y+Z:2_>{y_2;£ (¢ € IR)
7 =
OrAe€e (D)donc2—+¢=0=>¢=2donc B € (D). (D) estladroite passant par B de vecteur directeur

u(-1;,-1;1)

LT G Gt Gl Ty
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-1
Ainsi (D) est la droite affine de vecteur directeur ¥| —1 | passant le point de
1

coordonnées (2,2,0). De plus, (0,0,2) =2(-1;-1;1) +(2,2,0) donc Be (D).
b) Soit M un point de 'espace de coordonnées (x,y,z) et M’ son image par g. On

a:
Hx+2y-22-4)-x
MM’ %-(Zx—y -2z+4)-y
%{-2:-29—z+ 8) -z

%(-2x+y -z+2)
2x-2y-2+2)
~3(xty+22-4)

c'est—a—-dire MM’

ainsi, MM/-9=-3(~2x +y—2z+2) - 3(x— 2y —z+2) —3(x +y +2z—d) =0 donc le
vecteur MM’ est un vecteur normal & la droite (D).
Soit L le le milieu du segment [MM'). On a:

4
r
1

xL=H.;x =3x+y-2+2)

1
\ yng-;y =-%(x+y-z+2)
_z+z' 1, y
;ZL" 3 -3( X—y+z+4)

par suite x,. = -z +2=y.. On conclut donc que L€ (D).
c) D’aprés ce qui précéde, on en déduit que.

si M e (D) alors g(M)=M,
si M ¢ (D) alors (D) est la médiatrice du segment [Mg(M)] =[MM’|

par suite, g est un demi—tour. Autrement dit une symétrigue orthogonale par rapport
(D).

5. a) Le vecteur i=1+j — k est un vecteur normatl (P) colinéaire a v donc (P) et (D)
sont orthogonaux. De plus, B(0,0,2) appartient & (P) et (D) donc par conséquent
(P) et (D) sont perpendiculaires.

5) b) .Déduisons —en que fog est une symétrie centrale dont on précisera le centre.
Puisque (P) 1 (D), alors fog = S(r)0S(0) = Sy = Se. Donc fog est la symétrie centrale de
_ centre B.
Remarque

Pour déterminer I'expression analytique d’un demi -tour, daxe (D) il faut :

Ry Déterminer une représentation paramétrique ou une équation cartésienne de sorn axe ;

R Utiliser les deux propriétés suivantes :le milieu du segment [MM’] appartient a U'axe (D) etle
vecteur MM est orthogonal au vecteur directeur de la droite (D)

5- Propriétés
Soit (A) une droite de I’espace, A le demi-tour d’axe (A) et (P) un plan orthogonal a (A) en L.

w. (P) est globalement invariant par A
@ La restriction de A a (P) est la symétrie de centre 1.

6- Composée de deux demi-tours

Lorrme

Soient (D) et (D) deux droites de [’espace distinctes, et coplanaires, et Spo0S, les demi-tours d’axes respectifs (D)

et (D).
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S Désignons par (Q) le plan déterminé par S, et Sp, par (P) (resp.(P’))les plans contenant
Sp (resp Spet perpendiculaires a (Q). SoitSp et Sy,.etSq les réflexions d’axes (P), (P’) et (Q)
respectivement. On a les plans (P) et (Q) sécants suivants la droite (D) d’ou Sp ) =S ° Sp ) . De méme
onasSp, = Sp, 08, par suite on a Sp,0 Sp = Sp, 0 Sp. Nous distinguons deux cas pour poursuivre
notre études : les droites (D) et (D’) sont paralléles ; les droites (D) et (D’) sont sécantes
# premier cas : (D) et(D’) sont paralléles
Dans ce cas les plans (P), et (P’) sont paralleles.(comme l'indique la figurel ci-dessous). Application Sp o Sp, =

Sp, 0 Sp. est la translation de HH'

] -
- -

2 Deuxieme cas : (D) et (D) sont sécantes.
Désignons par K le point d’intersection des droite(D)et(D’) , les plans (P) et (P) sont sécants ; leur
mtersection est la droite (A) perpendiculaire au plan (Q). Orientons la droite (A) par un vecteur unitaire
n. alors on a:Sp,08Sp = Sp, 0 Sp est laréflexion d’axe (A) Ou une rotation d’axe (A).

Théoreme La composée de deux demi-tours d’axes paralléles est une Translation. 2. La composée de
deux demi-tours d’axes sécants est une Rotation.

7- Composée d’un demi-tour et d’une réflexion

Théoréeme La composée dun demi-tour d’axe (A) et d'une réflexion de plan (P) perpendiculaire a (A) en
un point K est la symétrie de centre K .

LN G Gt Gl Ty
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AUTRES APPLICATIONS AFFINES: LES PROJECTIONS

1- PROJECTIONS SUR UN PLAN
a- Définition et propriété
Soit (P) un plan de l'espace et (A) une droite non paralléle a (P).
{ On appelle projection sur (P) parallelement a (A) I'application p de I'espace dans lui-méme qui a tout
point M associe M’, point d’intersection de (P) avec la parallele a (A) passant par M.
M' € (P)
(MM')//(4)

Soit p(M) =M {

‘ 7=
1
[
1
' 1

NB : M’est le projeté de M sur (P) parallelement a (A)
Remarque :

8 L’images d'un point par une projection est appelée projeté de M .

& La projection sur un plan (P) parallelement a une droite (D) est dite orthogonale lorsque (P)est
orthogonale a (D).

& Pour toute projection P del’espace, on a PoP=P. De méme, toute application de [’espace vérifiant
f of =f est une projection del’espace

> Propriétés
P1 : Soit p la projection sur un plan (P) sur unt plan (P) paralléelement a une droite (A).
. L'image de I'espace € par p est (P).
. L'ensemble des antécédents par p d'un'peint-M=de(P)est la parallele a (A) passant par M'.
. L’ensemble des points invariants par p passant par M’
. L’ensemble des points invariants par p,-est le plan (P).
P2 Soit P une projection sur un plan- (P)| parallelement a une droite (D).
W - L’ensemble des points invariants par P est-le'plan’ (P)
W - L'ensemble des antécédents par la projection P est la parallele a (D).
P1 conservation de la projection

w3 points alignés ont aussi leurs images alignés par une projection.
. Toute projection de l'espace est une application affine,d’application linéaire associée une projection

vectorielle P
“Caomple £

E/Z 'e/)’éam %ﬁdt muné die @%/)FIT ©;7;7:%)

On considére dans lespace %Ie plan (P) d’équation cartésienne 2x+y +2z+4 = 0 et ladroite

x=-1+n
(D) de représentation paramétrique {4 =1—n (n € IR)
z2=1—2n

1- Démontrer que la droite (D) et le plan (P) sont sécants en un point A dont on déterminera les coordonnées.
2 Soit P I'application de E dans E qui a tout point M (x, y , z ) associe le point M’ (x’, y’, z’) dont les

x' =§(5x+/y)+22—4)
coordonnées sont données par {4’ = %(—Zx + 2y —2z+4)
| &’ =§(—4x—2y—z+8)

. a) Démontrer que Uensemble des points invariants par Uapplication P est le plan (P)
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COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

b) Démontrer que l'ensemble des antécédents du point A par Uapplication P est une droite paralléle a (D)

1- Montrer que le vecteur MM' a une direction fixe que l'on précisera
2- Soit® (1, 0,1) un point de (P) Déterminer I’ensemble des antécédents du point B par 'application P puis conclure

Solution

1- Démontrons que la droite (D) etle plan (P) sont sécants en un point A dont on déterminera les
coordonnées.

Soit (1, —1, —2) un vecteur directeur de (D) et 1(2,1,2) un vecteur normal a(P) On sait que

(P) et (D) sont sécants si et seulement sinu = 0.

-1 2

Ainsi, on a :( 1 )(1) =(-1D)+@2)AQ) + (—2)(2) =3 # 0 Donc (D) et (P) sont sécants Soit A(a, b;c) leur
-2 2

point d’intersections

Ona:(D)UP)=> 2(-1+n)+ (@ —n) +2(1—27) +4=0

x=-1—-1 —2

=> 2+2n+1—-n+2—4n+4 =0=>n=-1. Donc{y=1—(-1) =>A< 3 >

z=1—2(-1) 2

2- Démontrons que Uensemble des points invariants par Uapplication P estle plan (P)
Soit M (x,y,z) un point de&.M est invariant par P signifie que P (M )=M,

x=%(5x+y+2z—4)

3y = —2xH2¢y—~23+4=>{2x+y+23—4=0

3x =5x+wy+2z—4 2x+y+2z2—4=0
PM)=M <=> y=§(—2x+ 2y —2z+4)=>
| 3g=—4x—-2y—3z+8 2x+y+2z+4=0

| z=3(-4x—2y5+8)
On trouve que l'ensemble des points invariants est le plan d’équation :2x +y +2z+4 =10

3- Montrons que le vecteur MM' a une direction-fixe dont on précisera

s r_
MM’ (;_;) En remplacant x';y'; z'par “leur valeur prise dans l'expressionanalytique on a On

z'-z

%(5x+y+2z—4)—x

obtient | < (~2x+ 2y —23+4) < ¥ | 3

2x+y—2z2—4
3(

—2x—y—2z+4>(:)(x+y+2z+4)<_11>

L4y~ 2y —1z 48 ~2

%(—4x—2@—z+8)—z

Cest a dire que MM'a la direction du vecteur u (1,—1,—2)(vecteur directeur de la droite (D) ).On

dit que la droite (D) est la direction de la projection P sur le plan (P)

4- Déterminons Uensemble des antécédents du point B.
Soit M (x,y, z) un point de §antécédent de B par P. Alors les coordonnées de M verifient

{ 1=§(5x+y+2z—4)

O:i(—2x+2y—2z+4) (:){ Xty +22-7 =0

dx -2y —7 +5 = 0 Donc l'ensemble des antécédents est une

| 1=5(-4x—2¢y—z+8)

droite de l'espace (comme intersection de deux plans non paralléles) de vecteur directeur w (1, =1, —=2) qui est le
vecteur directeur de la droite (D).

Conclusion

— L’application P définie ici est la projection sur le plan (P) parallelement a (D) C’est pourquoi (P) est I'ensemble

des points invariants et (D) est la direction de 'ensemble des antécédents.

Cavemple 2
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COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

On considére dans l'espace %Ie plan (P) d’équation cartésienne 2x +y + 2z +4 =0 et la droite

X'=—-x—-y+2z-1
(D) de représentation paramétrique {y' = —2x + 2z —1 et lepoint A (4,-5,5).
z'=-2x—y+3z—-1
1. Calculer les coordonnées de K(a;b;c) définis par PoP (M) = K puis déterminer la nature de.
2. Quelle est 'image par P de la droite d’équation: x—1 =y —2=3—-3

x=1+p
3. Quelle estI'image par P de la droite de représentation de paramétrique {4 =2+ (B € IR)
z2=3+2

4. Quelle est l'image par P du plan d’équation: 3x — ¢y —2z2+2=0

Solution :
1- Calculons P - P (M)=K
Ona P °P(M)=P(P(M))=P (M)=K donc le triplet (a;b;c) vérifient
a=—-x"—y' +2z -1
b=-2x"4+2z"—-1
c=-2x"—-4y' +3z" -1

a=—(x—-y+25—-1)—(—2x+23—-1)+2(-2x—y+3z—-1) -1
=> b=-2(—x—y+2z2—-1)+2(-2x—y+3z—-1)—1
c=—-2(—x—y+22—-1)—(2x+28-1)+3(-2x—y+3z—-1)—1

a=x+y—2z+1+2x=2z+1-4x -2y +3z+2-1 a=-—x—y+2z-1=x
=>{ b=2x+2y+4z+1—-4x—-2y+63—2-1 =><{b=-2x+2z—-1 =y
c=2x+2y+4z3+2+2x—-22+1—-6x—-3y+9z2—-3—-1 c=-2x—y+3z—-1=72

Donc P P (M) = P (M). D’out P est une projection de E

2- Déterminons l'ensemble des points invariants et la direction (qui est I’ensemble des

antécédents de A par P).
—> Ensemble des points invariants par P. Soit M (x, y , z ) un point de § . M est invariant par P signifie
que P(M) = M
x=—x—y+2z—-1 2x +y—2z2+1=0
PM) = M=> {y =—-2x+2z—-1 =>{2x +y— 22+ 1=0 on trouve que I’ensemble des
z=-2x—y+3z—-1 2x+y+3z—1=0
points invariants est le plan : 2x + y +3z2—1=10
> Déterminons 'ensemble des antécédents du point A (4 =5; 5)

On a A(4; =5;5) Les coordonnées du point A sont obtenu a partir de 'expression

Xy =_4_(_5)+2(5)_1 {XAI =10
=>

P(A) = A'=> Yo =—2(4)+2(5) -1 V=1
Zy = —2(4) — (=5) + 3(5) — 1 7y = Al
—x—y+2z—-1=10
. , +y4—-2z4+11=0
Ainsi l'ensemble (D) des antécédents de A vérifie{—Zx +2z—-1 =1 {2); +y _ 3Zz +12=0
—2x—y+3z-1=11 Y =

3- Déterminons l'image par P de la droite d’équation x — 1=y—-2=2z-3
La droite ainsi définie passe par le point B (1;2; 3) et dirigée par le vecteur w(1;1;1) .
Donc son image passe par B’=P (B ) et dirigée par le vecteur u' = P(W) Avec B'(2; 3;4) etu=0

Ainsi, comme P(W) = 0 alors 'image de cette droite est le singleton {B}.

4- Déterminons U'image par P de la droite de représentation paramétrique

ZIQW@“M Gyt Ghltngae & Tpony
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COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

x=1+§p
y=2+4+p (B €IR)La droite ainsi définie passe par le poin C (1;2; 3) et dirigée par u (2;1; 2).
z=3+2

on a: v = P(?) = (1;0;1) # 0.ona C’(2; 3; 4), commew % 0 l'image de cette droite est I'image de
cette droite est la droite passant par C (2; 3; 4) et dirigée par v(1; 0; 1).

5- Déterminons l'image par P du plan d’équation 3x —y — 2z + 2 = 0.

Le plan donné passe par le point I (0; 0; 1) et dirigé par les vecteurs u(1; 1; 1) et w(1; 3; 0).
OnaP ()= OetP wW)(-4; =2; =5)+ 0. Par suite (P) est la droite passant par =P (1) = (1; 1; 2) , et
dirigée par P (w) = (-4; =2; =5).

Commentaire On pouvait aussi déterminer l'image par P du plan en calculant 7 avec
vecteur normal du plan.

b- Projection sur une droite (A) parallélement a un plan (II).
Soit (A) une droite de U'espace et (IT) un plan non paralléle a (D).

On appelle projection sur (A) parallélement a (IT) Uapplication q de Uespace dans lui-méme qui a tout point
M associe M, point d’intersection de (D) avec le plan paralléle a (IT) passant par M.

. — 4 M, E (A)
Soitp(M) =M’ & {(MM’)//(")

NB : M’est le projeté de M sur (A) parattelemerit-a-(H)

P2 : Soit q la projection sur une droite (D) parallélement a un plan (11).
w. L'image de I'espace E par q est (D)
w L’ensemble des antécédents par q d’un point M’ de (D) est le plan paralléle a (IT) passant par M.
w. L’ensemble des points invariants par q est la droite (D)

W Soit (A) unedroite et (II) un plan. Soit q la projection sur (A) parallélement a (IT). L'ensemble
des points invariants par q est la droite (A)et l'ensemble des antécédents est le plan P paralléle a (I).

Caemple £
L oppace G est mans doe Repére 0:7:7:1)

On considére dans Tespace @ le plan (P) d’équation cartésienne 2x +y +2z+4 = 0 et ladroite
x=-1+n
y=1—n (n€IR)
z2=1—2n
Soit g I'application de ‘&dans & qui a tout point M (x, y , z ) associe le point M'(x’, y’, z’) dont les
(x' = —Z@x+y+2z+1)

(D) de représentation paramétrique

coordonnées sont données par :{ 4' = %(Zx + 2y + 2z +4)
g =c(4x+2¢4+4z-1)
1- Démontrer que pour tout point M de l'espace & qoq M) = q (M)
2- Démontrer que 'ensemble des points invariants par q est la droite définie a I'énoncé

3- Montrer que le vecteur MM’ est un plan que I’on précisera les vecteurs directeurs
4- Vérifier que l'ensemble des antécédents du point A par I’application q est un plan paralléle a celui de 1'ensemble

des vecteurs MM'. |
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COLLECTION AL’ IMRANE BACCALAUREAT C-D-E-TI-F

Solutions

1- Démontrer que pour tout point M de l'espace & qoqM) = q(M)

Ona qeoqM)=q(@M)) =qM) =M

" Vi ’ ! — 1 _— !

(x =—%(2x +y' +2z +1) { =c@x+y+2z+D=x
P(M) = M" <=>{ 4" =2 (2% + 24 + 22’ +4) =>{ =—(2x+2@+2z+4)=
2" =5(4x" + 2y +42 - 1) 7 =lUxt2gt4z-1=2

Donc q°q(M) = q(M) . D’out q est une prq;ectlon de Uespace

2- Démontrer que l'ensemble des points invariants par q est la droite defzmeu I'énoncé
soit M (x,y,z) un point de §. M est invariant par q signifie que q (M) =

=—2Qx+y+2z+1)
q(M) = M <=> y=§(2x+2y+2z+4) =>
z=3(4x+2y+4z-1)

3y=2x+2¢y+2z+4=>{ 2x—y+23+4=0

{—3x=2x+y+2z+1 {—5x—y—22—1=0
3z=4x+2¢y+4z—-1 4x+2¢9y+z—-1=0

—Sx—y—-2z—-1=0

dx+2¢+z—1=
cartésiennes de la droite (A) passant par le point A(=1, 2, 1) et dirigée par leVecteur u (1, -1, =2) qui sont
les caractéristiques de la droite

On trouve que 'ensemble des points invariants est : { systeme d’équations

3- Montrer que le vecteur MM’ est un plan que U'on précisera le vecteurs directeurs

x'—x [ : ’ i i
y'-y | En remplacant x'; y'; z'par leur valeur prise dans l'expressionanalytique on a On

/—1(2x+y+2z+1)—x\ (¥ —x=1Qx-y-2z-1) ,

Px . x'—x=X

obtient<y y> | (2x+2y+22+4) y | y’—y=§(2x—2y»+22+4)posons y-—-y=Y
7'~z zZ—z=17

S(4x+2y+4z—1) "2 Z+z=c(4x+2y+2z-1)

et cherchons quatre réels a, b, c, et d tels que-a(x ' =x)+b(y - y) + c(z — z) + d = 0 c’est a dire que
(Xx=3@x-y-2z-1) (1)

aX + bY + cZ +d = 0. {Y=2@x 2y +2z+4) (2) 2(1)+(2)+2(3) =0 Donc il suffit de

Z=3(4x+2y+2241) (3)

prendre a=2;b=1; c =2 et d = 0. Ainsi on déduit que le vecteur MM' est contenu dans le plan d’équation

cartésienne : 2X +Y + 2Z = 0 les vecteurs U(-1,0,1) et V (1, -2, 0) forment une base de ce plan.
4. Verifions que I’ensemble des antécedents du point A{—1,2,1) est un plan paralléle au

plan trouvé a la question précedente. I’ensemble des antécedents du point A est défini

—1=—3(2z+y+22+1) —2r—y—2z=0
par : 2:%(2x+y+22+4) Py 2r+y+2:—2=0 ce systéme est
1=:1—5(4x+2y+4z—1) dr 4+ 2y+4dz—4 =10

équivalent 4 I"équation :2x 4 y + 2z — 2 = (. Il est évident que cette équation cartésienne

est celle d’un plan parallgéle au plan d’équation cartésienne 2X + Y + 22 =0
%m 2@ espace %(‘/jf menié due @(/){3/’() (0; i 7 E))
Soit le plan d’équation : x — 3y + z — 1 = 0 et D (A;4) la droite passant par A (1, 0, 1) et dirigée par u (=2, 1,1).
1- Définissez analytiquement les projections P sur le plan (P) parallelement a la droite (D) ;

2- Définissez analytiquement la projection q sur la droite (D) parallelement au plan (P).

Solution

1- Définissons analytiquement les projections P sur le plan (P) parallélement a la droite (D) ;
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R La projection P est caractérisée par deux propriétés
» pour tout point M (x;y; z) de

&G dimage M’ (x, y’; z’) par la projection P, le vecteur c est colinéaire au vecteur u;
» le point M appartient au plan (P)

. ) x'=x—22
= MM'// 17:>EM,EIRW//Aﬁ:><;r:;>:l<1>,<:> y'=y+41 (A€IR) (1)
z'-z 1 3 =z+21
T Me(P)eox—-3y+z-1=0 (2)
¥ (1) dans (2) donne (x —20) = 3(y+A)+z+A-1=0 => Az%(x—3/ya+z—1)rempotant

cette valeur de A dans le systéme précédent, nous obtenons lexpression analytique

(x =x-2(x-3yg+z-1) (x' =7 Qx+6y—2z+2)
{y’:y+%(x—3y+z—1) => y’=%(x+y+z—1)
|Z=z+;(x-3g+z-1)  |F=;(@—3y+55-1)

2- Définissons analytiquement la projection q sur la droite (D) parallélement au plan (P).

R la projection q est caractérisée par deux propriétés

> pour tout point M (x,y,z,) de & et dimage M’ (x’, y’, z’) par la projection q , le vecteur MM'est orthogonal au
vecteur normal n’du plan (P) ;

» le point M appartient a la droite(D).

, 1
& MM Ln=>MM.71=0 => <;C;> <—-3) =0=>-x0-300'—y+Z'—-2)=0 (1)
z'-z 1

x'=x— 2/x
T AM =« 4 &4 ¥y =y+x (x€IR)  (2)
Z = 7+
¥ (2)dans (1) donne (x —2 « —x) = 3(y+x =) ¥ (ZHx —2) =0 =>x= %(—x +3y—2z+2)
en remplacant cette valeur de x dans lexsysteme précedent on a lexpression analytique de la
(x'=x=2(-x+3y-2+2) !(x’=%(x+3y+z—2)
=>

projectioany’ =y+%(—x+3/gb—z+2) y' =%(—x+ Ty+2z+2)

Lz’=z+§(—x+3y—z+2) lz’=§(—x+3y+z—2)

Exemple 3
On consideére 1’application f de I’espace £ dans lui méme qui a tout point M (z,y, z)

' =z — 2y + 2z)
définie par: § o = —2(z — 2y + 22)

Z=2(r—2y+2z)

1. Démontrer que I'image M’ de tout point M appartient 4 une droite (®) dont on déter-

minera un repére (A, @)

2. Démontrer que pour tout point M d’image M’, le vecteur M M est orthogonale 3 .

En déduire que f est la projection orthogonale sur (D).
Solution
1. Démontrons que I'image M’ de tout point M appartient & une droite de 1'espace dont on
précisera le repére. en observant 1’expression analytique de 1’application f on remarque
22 +y =0
que son systeme d’équation est équivalent au systéme suivant : ,qui est
yr + 2 =0

un systéme d’équations cartésiennes de la droite (%) passant par le point O (origine du
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!

r—z

—_— —_—
2. Montrons que le vecteur M M’ est orthogonal au vecteur . Ona MM’ = | ¢/ — y
-z

En remplagant 2z’ 3 z’ par leurvaleur respective prise dans 1'expression analytique, on
a:
¢ —z = §(—8x — 2y + 22)

—
MM =y —y= (—2z — 5y — 4z) posons: X =z’ —5;)Y =y —y; Z =2 -z

D=

Z—z=}%(2x -4y —5z)
et cherchons trois réels a, b, etc tels que a(z’ — z) + b(y —y) + e(z' — z) = 0c’est &
dire que aX + bY + cZ = 0.1l est facile de remarquer que X — 2Y + 2Z = () donc il
suffit de prendre ¢ = 1;b = —2;¢ = 2. 'ensemble des vecteurs W est contenu dans
un plan de vecteur normalii(1, —2, 2) colinéaire au vecteur ii(—1,2, —2);d'olt MM eest
orthogonal & #.On conclut alors que 1’application f est est la projection orthogonale sur

la droite (D).

Tmm A

AL’ IMRANE T!¢ C-D-E-TI-F

Teclaire 2025- 20260 Whatsapp 695-76-24- 75/681-44-69-17 ;r




