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AVANT PROPOS

Dans un contexte ou I’insertion dans le monde de ’emploi est devenue de plus en plus difficile,
beaucoup d’Etats ont compris qu’en ce qui concerne le systéme éducatif, il faut mettre
P’apprenant au centre de la construction du savoir ; il faut une école soucieuse d’outiller les
apprenants afin qu’ils puissant faire face a des situations de vie réelle, complexes et diversifiées.
A la place d’une école coupée de la société, il faut une école intégrée, soucieuse du
développement durable, et qui prend en compte les cultures et les savoirs locaux. C’est ainsi que
dés 2014, le Cameroun a emboité le pas a d’autres pays africains et a ouvert les portes a PAPC
qui remplacera progressivement I’APO jusqu’en classe de terminale en 2020. Pour le
gouvernement, c’est un outil majeur pour atteindre I’émergence en 2035. Un groupe de jeune
enseignant soucieux de I’éducation en Afrique en générale et au Cameroun en particulier a donc
décidé de ne pas rester spectateur et de jouer les premiers réles dans ce processus.

Cet ouvrage et toute la collection de la 6°™ en T est I’ceuvre d’un groupe d’enseignant
dynamique et rompu a la tache. Ils sont réunis dans un forum whatsapp dénommé « Grandprofs
de maths (GPM) ». Cette 3°™ édition est le fruit de I’un de ses objectifs majeurs ; une

conséquence de trois mois et demi de travail dont la partie intense s’étend du 27/07/2020 au
05/10/2020 (date de la rentrée scolaire au Cameroun.)

Destinés exclusivement a ’usage de I’enseignant, les documents de cette édition n’ont
pas la prétention de remplacer les livres inscrits au programme mais d’étre le complémentaire
de ces derniers. Chaque lecon de cette édition respecte les derniéres mises a jour qu’ont connu
I’APC qui est encore jeune et en mutation au Cameroun. Ainsi, dans toutes les lecons de cette
3éme édition, il existe une bonne corrélation entre la situation probleme et une partie de
P’activité d’apprentissage donc I’objectif est non seulement d’installer les ressources de la lecon,
mais aussi de résoudre le probléme posé dans la situation probléme.

Cette édition doit son succes a un groupe d’enseignants de mathématiques exercant dans
toutes les régions du Cameroun. Une mention spéciale est a décerner a tous les chefs d’ateliers
qui ont travaillé inlassablement pour mener ce projet a bon port ; aux administrateurs, surtout
M.Pouokam Léopold Lucien qui a su remobilisé les troupes quand le déroulement des travaux a
connu un coup a cause de le rentrée scolaire ; difficile de ne pas mentionner I’un des pédagogues
dont la contribution pour la fusion des documents a été capitale, il s’ agit de M. Ngandi Michel.
Nous ne saurons terminer sans féliciter les acteurs principaux, ceux-la qui ont cru en ce projet, y
ont consacré leur précieux temps et leur savoir-faire non seulement dans la réalisation d’au
moins ’un des 185 chapitres du projet mais aussi pour les critiques constructives qui ont permis
d’optimiser la qualité des cours produits.

La perfection étant utopique, nous avons I’intime conviction et le ferme espoir que les
éventuelles coquilles que pourrait contenir un document de cette collection, rencontreront
I’indulgence compréhension des utilisateurs. Toutefois, toutes éventuelles suggestions ou
critiques constructives peuvent étre envoyé via I’une des adresses mails suivantes :
leopouokam@gmail.com ou gkppedro@yahoo.fr.

Tous les enseignants ou passionnés de mathématiques désirant faire partie de la famille
« GPM » et disponibles a participer aux futurs projets du groupe peuvent écrire via WhatsApp a
I’un des administrateurs ci-dessous : M. GLUELA KAMDEM Pierre (597 473 933/ 678 009 612), M. POUOKAM
NGUEGUIM Léopold Lucien (636 090 236/ 631 933 743), M. TACHAGO WABD Wilfried Anderson (639 434 671) et M.
NGLEFD TAKONGMO Amour (579982838).

NB : Toute utilisation o'un document de cette collection & but lueratif est formellement proserite,

Les auteurs,

Premiére C (GPM3)


mailto:ou%20gkppedro@yahoo.fr

Liste des enseignants ayant participé au projet dans I’atelier premiére C sous la coordination

de M. POUOKAM NGUEGUIM Léopold Lucien.
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Equations et Inéquations polynomiales

Nous sommes confrontés dans notre vie quotidienne a résoudre des problemes de partage, de
répartitions de superficies, d’intéréts, de rabais ou de hausse, d’optimisation et bien d’autres. Le présent chapitre

s’en va nous donner des outils mathématiques nécessaires pour mieux appréhender ce type de problemes.

A la fin de cette lecon, I’éleve sera capable de :
e Résoudre une équation du second degré
e Factoriser un trindme du second degré

e Résoudre un probleme faisant intervenir une équation du second degré

On considere les polyndmes : P(z) = 22 + 2 — 2, Q(z) =22 — 6z +9et K(x) =22 +22+3
1. Détermine la forme canonique des polynémes P, ) et K.
2. Factorise si possible chacun de ces polyndmes.
3. Résous dans R les équations P(z) =0, Q(z) = 0et K(x) = 0.

: Pour confectionner des rideaux, Marie a acheté du tissu pour 11520 francs. Si le vendeur
lui avait fait une remise de 320 francs par metre, elle aurait pu obtenir 6 metres de plus en déboursant la méme

somme. Déterminer le nombre de métres tissus que Marie a acheté.

On considere le systéme suivant

zy = 11520,
(x4 6)(y — 320) = 11520.

1. Montre que le systeme (S) est équivalent a 2% + 6z — 216 = 0.

2. Donne la forme canonique de p(z) = 2 4+ 62 — 216 puis donne sa forme factorisée.
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3. Déduis les solutions de 1’équation 2% + 6x — 216 = 0.

4. Déduis la solution de la situation probleme.

1. Montrons que le systeme (S) est équivalent a 2 + 62 — 216 = 0.

o ) . 11520 . .
On a d’aprés la prémiere équation du systtme (5), y = et en substituant cet expréssion dans la
x

deuxime équation du systéme (.5), on obtient

(z +6)(11520 — 320z) = 115202 <= —3202 + 9600z + 69120 = 11520z
s —32022 — 1920z + 69120 = 0

— 2°+62x—-216=0

2. La forme canonique du polyndme p(x) est

p(z) = (z +3)% — 225
et sa forme factorisée est
p(z) = (v + 18)(x — 12).

3. L’équation

22 462 —-216=0 <= (z4+18)(z—12)=0
<~ (z+18) =0 ou (z—12)=0

<— x=-18 ou z=12

Donc les solutions de I’équation 22 4+ 62 — 216 = 0 sont —18 et 12.

4. Puisque le nombre de metre de tissus est une quantité positive, Marie a donc acheté 12 metres de tissus.

On considere le polyndme du second degré défini par p(x) = az? + bz + .
1. Ecrire le trindme du second degré P sous la forme canonique.
2. Enposant A = b? — 4ac, Réécrire cette forme canonique.

3. A quelles conditions sur A, le polyndme p est il factorisable ? Dans chacun de ces cas factoriser p si possible

puis résoudre I’équation p(x) = 0.

1. forme canonique du trindme du second degré p est p(x) = a

+i 2_b2—4ac
T 9 4q? ’
A NS
T 9 4a2 |’

2. Enposant A = b?>—4ac, la forme canonique de p(x) prend la forme suivante : p(z) = a

3. En se basant sur la réponse a la question 2, on a trois cas de figures :
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a Si A <0, alors le polynéme p n’est pas factorisable et I’équation p(x) = 0 n’admet pas de solution.

b\ 2
b Si A =0, alors le polynéme p est factorisable, sa forme factorisée est p(z) = a <x + 2) et I’équation
a

p(z) = 0 admet une solution réelle double qui est g = 5
a
¢ Si A > 0, le polyndme p est factorisable, sa forme factorisée est p(z) = a(z — z1)(x — x2) avec

_ VA biVA
o 2a

Ty = ——etaxy

5 et I’équation p(x) = 0 admet deux solutions distinctes 1 et 5.
a

1.0.1.

1. On appelle polyndme ou trindme du second degré tout polyndme p de la forme p(x) = az? + bx + c,

a,b,c € Raveca # 0.
2. On appelle équation du second degré, toute équation de la forme az? + bx + ¢ = 0,avec a # 0.

3. On appelle discriminant du polyndme p, le réel A défini par A = b? — 4ac.

La forme canonique du trindme du second degré p(z) = ax?+bx+cest donnée par: p(z) = a

avec A = b2 — 4ac. De cette forme canonique, on a :
1. Si A <0, alors I’équation p(z) = 0 n’admet pas de solution.

b
2. Si A =0, alors I’équation p(z) = 0 admet une solution double qui est ——.

fbf\/Ket —b+VA

2a 2a

3. Si A > 0, alors I’équation p(x) = 0 admet deux solutions distinctes qui sont

Pour résoudre une équation du second degré dans R (E) : ax? + bz + ¢ = 0 en utilisant le discrminant, on calcul

le discriminant A = > — 4acetona:

1. Si A < 0, alors I’équation (E) n’admet pas de solution réelle, son ensemble solution est S = () = {} et le

polyndme associé a 1’équation (E) n’est pas factorisable.

b
2. Si A = 0, alors I’équation (F) admet une solution réelle double xy = —5g Son ensemble solution est
a
b b\
S = {— %a } et la forme factorisée du polynome associé a 1’équation (E) est ax®+bx+c = a (a: + 2) .
a a
—b— VA -b+ VA
3. Si A > 0, alors I’équation (£) admet deux solutions réelles distinctes x1 = —2g etzy = ;_7
a a

—b— VA —b+VA
2 2a
I’équation (E) est ax? + bz + ¢ = a(z — z1)(x — x2).

Son ensemble solution est S = { } et la forme factorisée du polynome associé a

. . . . b
w Lorsque le coefficient b est pair ou contient en évidence le facteur 2, on peut poser b’ = 3 et calculer le

discriminant réduit A’ = b — ac du polyndme ax? + bx + c. Trois cas de figure se présentent :

1. Si A’ < 0, alors I’équation (F) n’admet pas de solution réelle, son ensemble solution est S = () = {} et le

polyndéme associé a 1’équation (E) n’est pas factorisable.
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b/
2. Si A’ = 0, alors I’équation (F) admet une solution réelle double 2y = ——, son ensemble solution est
a

b A
S = {} et la forme factorisée du polyndme associé a 1’équation (E) est az?® +bx +c=a (m + ) .
a a

b — VA

3. Si A’ > 0, alors 1’équation (F) admet deux solutions réelles distinctes 11 = ——— et x5 =
b + VA b — VA =V + VA
+7. Son ensemble solution est S = , + } et la forme factorisée du po-
a a a

lyndme associé a 1’équation (E) est ax? + bz + ¢ = a(x — z1)(z — 12).

m [ orsque a et c sont de signes contraires 1’équation admet deux racines distinctes

Exercice 1.0.1. Résoudre dans R, chacune des équations suivantes et donner la forme factorisée des polyndmes

associés a chacune de ces équations :

a) =222 — b +2=0,b)322 —6x+3=0,¢) 622 — 5z + 7 =0.

Exercice 1.0.2. On se propose de résoudre I’équation 322 — (3 — v/2)z — /2 =0
1. Vérifier que /11 4 6v/2 = 3 + V2.
2. Résoudre dans , I’équation 322 — (3 — \/i)x —Vv2=0.

Exercice 1.0.3. Résoudre dans chacune des équations suivantes :

a)x —5yZ —6=0,b) —22+|z[+2=0,¢) (x— 10)2 — (z — 10) — 2 = 0.

Exercice 1.0.4. Une marchandise qui coutait 51840 FCFA subit deux réductions de % puis est vendue au prix de

36000 FCFA. Déterminer la valeur de x.

Exercice 1.0.5. Un commercant achete n actions dans une banque A a 600000 Fcfa. Dans une autre banque B
il aurait pu acheter avec la méme somme 100 actions en moins mais chaque action se verrait alors augmenter de

3000Fcfa. Déterminer le nombre d’actions vendues et le prix d’une action.

: A la fin de cette lecon, I’éleéve sera capable de :
e Déterminer deux nombres connaissant leur somme et leur produit
e Utiliser la somme ou le produit pour déterminer une racine connaissant I’ autre
e Résoudre des systemes voire des problemes faisant intervenir la somme et le produit des racines

e Résoudre des équations paramétriques

e Savoir résoudre une équation du second degré c’est-a-dire déterminer les racines d’un polyndme du second

degré.
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2 R . .’Ey:—14, CU—?JZG,
e Resoudre dans R~ les systémes suivants :
T +y=48. —x+2y=-3.

Monsieur X dispose d’un champ en forme rectangulaire dont il ne se souvient plus des dimensions. Néanmoins ce
dernier se rappelle que 1’aire du terrain est de 48dam? et que 1’une des diagonales mesure 10dam. Aidez Monsieur

X aretrouver les dimensions de son champ.

Soient z et y deux réels vérifiant zy = 48 et 2 + y? = 100.

x4y =14,

1. Montre que le couple (x,y) est solution des systémes suivants : (S7) : ou (57):
Ty = 48.
r+y=—14,
Ty = 48.

2. Résous dans R? en utilisant la substitution les systemes (S1) et (S2)

3. En déduire la solution de la situation probleme.

1. Onaa? +y? = 100 < (x +y)? — 22y = 100) et comme xy = 48, on obtient (z + y)? = 100 + 2 x 48).

Cecinous conduita  +y = 14 ou z + y = —14. Ainsi

x? + 1% = 100, Tz +y =14, r+y=-—14,
<~ (51) : ou (52) :
Ty = 48. xy = 48. xy = 48.

2. De la prémiere équation de (S7), on obtient y = 14 — z, en substituant cet expréssion dans la deuxieéme
équation de (S1) on obtient I’équation du second degré 22 — 14z +48 = 0. A = (—14)2 —4 x 1 x 48 = 4,
x1 = 6 et zo = 8. I’ensemble solution de (S71) est S = {(6,8), (8,6)}.

De la méme fagon, on montre que 1’ensemble solution de (Sz) est S = {(—6, —8), (=8, —6)}.
3. Soient L et [ respectivement la longueur et la largeur de ce champ. ona L x | = 48 et L? +1? = 10%. D’aprés

ce qui précede, la longueur et la largeur de ce champ sont respectivement 8dam et 6dam.

On suppose que le trindme du second degré p(z) = ax® + bx + c admet deux racine x1 et x5 et on se propose de

trouver une relation entre z1 + x2, 1 X 3 et les coefficient de p(z).
1. Rappeller la forme factorisée du polynome p(z) = ax? + bx + c.

2. Développer cette forme factorisée puis par identification, exprimer x1 + x2, 1 X T2 en fonction des coeffi-

cient de p(z).

1. Lorsque le polyndme p(z) = ax? + bxr + c admet deux racines x; et xo, alors sa forme factoriée est

p(z) = a(z — z1)(x — x2).
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2. Apres développement de cette forme factorisée, on obtient p(z) = ax? — a(z; + x2)x + axyxo. Par identi-

. . b c
fication, on obtient 1 + To = —— et X122 = —.
a a

1.0.2.

Proposition 1.0.1. Lorsque I’équation du second degré az?+bx+c = 0 a des solutions distinctes ou confondues

—b c
1 et To, leur somme x1 + xo = — et leur produit x1 X xo = —.
a a

Proposition 1.0.2. Si deux nombres x, et x5 ont pour somme S et pour produit P ces nombres sont des solutions

de I’équation : X*> — SX + P = 0 a condition que S*> — 4P > 0.

Remarque 1.0.1. Une équation du second degré possede :
1. Deux solutions de signes contraires lorsque P < 0,
2. Deux solutions positives lorsque A > 0,.S > 0et P > 0,

3. Deux solutions négatives lorsque A > 0, S < 0et P > 0.

Exercice 1.0.6. Déterminer le nombre et le signe des solutions de chacune des équations suivantes : 3244z —7 =

0,22 +7x 4+ 11 =0et2z2 — 7z = 0. NB :On ne vous demande pas de trouver ces solutions

Exercice 1.0.7. 1. Déterminer deux nombres réels dont la somme 8 est et le produit 15.
2. Existe-t-il deux nombres réels dont la somme est v/3 — /2 et le produit 62

3. Existe-t-il deux nombre réels dont la somme est 11 et le produit 31 ?

Exercice 1.0.8. Résoudre dans R? chacun des systémes suivants :

r Y
r+y=-13 2 +y?=5 §+;:% r—y=3 z? +y? =65 r—y=4

vy = —30 oy = —2 r4y=6 22-32=13 | @-Dy-1)=18 | ay=45

Exercice 1.0.9. Un triangle rectangle a pour périmetre 30m et pour aire 30m?. Déterminer ses dimensions.

1.0.1 Equations paramétriques

Pour résoudre 1’équation de la forme az? 4+ bx + ¢ = 0 (ol ¢ dépend d’un parametre réel m), On calcul le

discriminant A,,, et la résolution d’une telle équation passe par 1’étude du signe du disciminant A,,,.

Exercice 1.0.10. Soit m un parametre réel. Résoudre suivant les valeurs de m 1’équation
(Bp): =2 +42+1-m=0
Exercice 1.0.11. Soit m un parametre réel. On considere 1’équation d’inconnue x :
(Ep):22°4+m—z+2=0

Discuter suivant les valeurs de m, le nombre et le signe des solutions de (E,,).
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e Résoudre une inéquation du second degré

e Résoudre un probléme d’optimisation

b
e Signe du premier degré : La racine (ou le zéro) du polyndme du premier degré ax + b est ——. La régle de signe
a

de ce polynome est donnée par le tableau de signe ci-apres

x —00 — —+ o0

SIS

axr+b signe contrairedea (0 signedea

Etude du signe de —2x + 3

Un brocanteur achéte une caisse contenant un lot soldé de vases en verre blanc pour 360F'C F' A, trois sont cassés
et vend les autres cinq franc de plus par vase qu’ils ne lui ont coaté. Il gagne ainsi 15F CF' A sur son marché;

Combien chaque vase lui avait-il colité ?

On donne p(z) = 22 — 62 — 216

1. Donner la forme canonique de p(x).

2. Dresser le tableau de signe du polyndme p(x).

3. Déduire de ce tableau la solution de 1’inéquation p(z) > 0.

4. En déduire la solution de la situation probléme.

1. La forme canonique de p(x) est p(z) = (x — 3)? — 225

2. Tableau de signe du polynéme p(z). On a p(z) = (x — 18)(z + 12), ainsi, p(z) = 0 <=z = —12 ou

x = 18. Le tableau de signe de p(z) est donc le suivant :

x —00 —12 18 + 00
z—18 - | - 0 +
x4+ 12 - 0 + | +
p(z) + 0 - 0 +
3. Solution de I'inéquation p(x) > 0. Ona p(z) > 0 <= S =] — o0, —12] |J[18, +o0].
D GPM PC 2020/2021
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4. Soient  le nombre de vases blanc et y le prix d’une vase de verre blanc.
(x —3)(y+5) =375
2y = 360 '

On a le systeme (S) :

De la deuxieme du systtme on a y = —— et en substituant cet expréssion dans la prémicre équation, on
x
obtient 522 — 30z — 1080 = 375z, ie 22 — 6z — 216 = 0. De ce qui préceéde, on conclut qu’on a 18 vases

de verre.
1.0.3.

Définition 1.0.1. On appelle inéquation du second degré toute inéquation faisant intervenir un trinéme du second

degré.
1.0.1. —22% 4+ 10z — 12 > 0 est une inéquation du second degré dans R.

1.0.1. Pour résoudre une inéquation du second degré,
on dresse le tableau de signe du trindme associé puis on détermine I’ensemble des valeurs qui satisfont cette

inéquation.

Signe du polynéme du second degré p(x) = az? + bz +c:
Pour étudier le signe du polyndme du second degré p(z) = ax?+bx+c, on calcul le discriminant A = b? —4ac

et on a les tableaux de signes suivants selon le signe de A.

1. Si A < 0, alors p(x) n’est pas factorisable, il admet pas de racine, son signe est celui de a et son tableau de

signe est le suivant

x —00 + o0

ax? +bx +c signe de a

b\ 2
2. Si A = 0, alors p(x) est factorisable, sa forme factorisée est p(x) = a (J: + 2) , il admet une racine
a

b . . . .
double 2y = 55 son signe est celui de a et son tableau de signe est le suivant
a
x —00 X0 + 00
ax? +bx +c signedea 0 signedea

3. Si A > 0, alors p(x) est factorisable, il admet deux racines 1 = ————— et x5 , sa forme

2a
factorisée est p(z) = a(z — z1)(z — x2), son tableau de signe est le suivant en suppasant x; < zs.

b VA b+ VA
- 2a

x —00 xr1 X9 + o0

ax? +bx +c signedea (0 signecontrairedea 0 signedea

Remarque 1.0.2. Lorsqu’un trindme du second degré ax? +bx +c est factorisable et admet deux racines distinctes

alors son signe est celui de a a I’exérieur des racines et celui de a a I’intérieur des racines.

1.0.1. Si un polynéme ne s’annule pas sur un intervalle, alors il garde un signe constant sur cet

intervalle.
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Exercice 1.0.12. Résoudre dans R, chacune des inéquations suivantes :

a)322 —62+3<0,b) =322 +32—-7<0,0)522 —2+3<0,d)322—6x+3<0,e) —322+92+6>0

Exercice 1.0.13. Résoudre dans R, chacune des inéquations suivantes :
2 4+x—2 rz—1 r—5
T <L 3,b) —— < .

Vg SETAD T ST

A la fin de cette legon, I’éleve sera capable de :
e Résoudre des équations et inéquations faisant intervenir des polyndmes de degré supérieur ou égal a 3

e Résoudre une équation/inéquation bicarrée

e Savoir résoudre une équation et une inéquation du premier et second degré.

Savoir utiliser la méthode par identification ou par division euclidienne sur des polyndmes.

: Une entreprise produit des voitures qu’elle commercialise. Le coiit de fabrication (en
milliers de FCFA) d’une voiture est de 5 millions de FCFA. Cet entreprise produit = voitures et la fonction qui
modélise les prévision pour la vente de ces z voitures est donnée par P, (r) = x3+400222+80002—10000000. On
s’intéresse au bénéfice, c’est-a-dire a la différence entre la recette et le cotit de fabrication. Lorsque cette différence
est setrictement positive, on dit que la production est rentable. Déterminer la quantité de voitures a produire pour

que la production soit rentable.

On considere I'inéquation (1) : 23 + 400222 — 4992000z — 10000000 > 0 et le polynéme p(z) défini par
p(x) = 2% + 400222 — 4992000z — 10000000

1. Montrer que p(z) = (z — 1000)(x + 5000)(z + 2).
2. Dresser le tableau de signe du polyndme p; puis en déduire dans R I’enssemble solution de (I).

3. En déduire la solution de la situation probleme.

1. Montrons que p(z) = (z — 1000)(x + 5000)(z + 2).
On a
(z — 1000)(z 4 5000)(xz +2) = (x — 1000)(z* + 5002z 4+ 10000)
= 2+ 500222 4+ 10000z — 100022 — 50020002 — 10000000

= 2% 40022 — 49920002 — 10000000

= p(x)
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2. Tableau de signe du polyndme p(z). On a p(z) = 0 <= = = —5000 ou x = —2 ou z = 1000. Ainsi le

tableau de signe de p(x) est le suivant :

T —00 — 5000 -2 1000 + o0
x — 1000 - | - \ - 0 +
x + 5000 — 0 + | + | +
z+2 — | — 0 + | +
p(x) — 0 + 0 - 0 +

L’inéquation p(z) < 0 a pour ensemble solution S = [—5000, —2] [ J[1000, +oo.

3. Solution de la situation probleme. Le cofit de fabrication (en milliers de FCFA) de = voitures est modélisé par
la fonction par ¢, (x) = 5000000z et la prix de vente de x voitures est donnée par p,(x) = 23 + 400222 +
8000z + 10000000. pour que la production soit rentable, il faut que I’inéquation p, (z) — c,(x) > 0. Ainsi
on a I’inéquation 2 + 400222 — 4992000 — 10000000 > 0. Ainsi, la production sera rentable lorsque cet

entreprise produira plus de 1000 voitures.
1.0.4. Pour résoudre une équation faisant intervenir un polynéme p(z) de degré 3, on peut utiliser le
programme suivant :
1. Déterminer une racine évidente o du polyndéme P(x).
2. Trouver un polynéme g(x) de degré 2 tel que p(x) = (z — a)q(z).

3. Résoudre les équations x — o = 0 et (=) = 0 puis déduire les solutions

Exercice 1.0.14. On donne les polyndmes p(z) = 2® — 22 + 2 + 3 et g(x) = 223 + 522 — 142 — 8
1. Determiner les racines de p(z) et de ¢(z).

2. Résoudre alors dans R les inéquations p(x) > 0 et g(x) < 0.

Exercice 1.0.15. Résoudre dans R, I'équation 22* + 92° + 622 + 92 + 4 = 0 (on pourra remarquer que —4 est

une solution de cette équation).

e Savoir résoudre une équation/une inéquation du premier et second degré.

A la fin de cette lecon, I’éleve sera capable de :

e Résoudre une équation et inéquation irrationnelle.

Monsieur KADER dispose d’un champs ayant la forme d’un triangle rectangle rectangle dont il a oublié ’'une des
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dimensions. Il se souvient que ’'un des cotés mésure 4m et la longueur du plus c6té de ce champs est égale au
double de la longueur de I’autre c6té diminué de dix metres. Aide Monsieur KADER a retrouver les dimensions

de son champs.

On considere I’équation (E) : vz2 + 1600 = 2z — 10.
1. Donner la contrainte de résolution sous cette équation.
2. Sous cette contrainte, résoudre alors I’équation (F) en élévant les deux membres de I’équation (E) au carré.

3. En déduire la solution de solution de la situation probleme.

1.0.5. 1. On appelle équation irrationnelle, toute équation possédant un radical (qui comporte le
symbole \/). Dans cette lecon, on se limitera aux équations de la forme var +b = cx +doua, b, cetd

sont des réels.
2. Pour résoudre une équation irrationnelle, on commence par déterminer la/les contrainte(s) et sous ces contraintes
on détermine la (ou les) solution(s) qui satisfont la contrainte.
) ) ) cx+d>0
3. Soit a résoudre I’équation v/ ax + b = cx + d, elle se réduit au systeme :
ar + b= (cx +d)?

Remarque 1.0.3. La contrainte est indispensable lorsqu’il s’agit de résoudre une équation irrationnelle

Exercice 1.0.16. Résoudre dans R, les équations :

AvVd—xrx=2-2,b)\/7T—-2x=xz+4,¢c)v2—xz=2x+ 10.

On considere I’équation (I) : /2 —z < z + 10
1. Donner la contrainte de résolution sous cette inéquation.

2. Sous cette contrainte, résoudre alors I’inéquation (I) en élévant les deux membres de 1’inéquation (/) au

carré.

1.0.6. 1. On appelle inéquation irrationnelle, toute inéquation possédant un radical (qui comporte le
symbole | /). Dans cette legon, on se limitera aux inéquations de la forme vaz +b < (<)cz +d ov a, b, ¢
et d sont des réels.

ar+b>0
2. Pour résoudre I’inéquation irrationnelle Vazx + b < cx+d, on se réduit au systeme : ct+d>0

ar +b < (cx + d)?

Exercice 1.0.17. Résoudre dans R, les inéquations :

a)vV2—x<z+10,b)vVr—1<3—=x
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Limites et continuité d’une fonction

numérique.

La notion de limite permet de mettre en évidence le comportement d’une fonction dans les cas suivants :
— Lorsque la variable x est proche d’une valeur a sans pour autant 1’atteindre.
— Lorsque la variable x s’éloigne infiniment de O (en I’infiniment grand ou en I’infiniment petit).
La continuité quant-a elle permet de résoudre des équations et au travers du théoreme des valeurs intermédiaires de
déterminer le nombre de solution d’une équation du type f(xz) = k (ou f est une fonction continue et k un réel).
Les notions de limites et de continuités sont donc importantes dans le processus d’étude globale et de représenta-

tion graphique d’une fonction.

Des nombreux phénomenes naturels a I’instar de 1’évolution de I’économie d’un pays, 1I’évolution
du niveau de la mer dii au changement climatique, la croissance d’une population et bien d’autres phénomenes
peuvent se modéliser au travers des fonctions mathématiques. Une fois de telles fonctions obtenues, il est donc
important de pouvoir étudier leurs comportements afin de comprendre d’avantage le phénomene et de faire des

prédictions. Le présent chapitre nous donne des outils indispensables pour une telle étude.

Des nombreux phénomenes naturels a I’instar de I’évolution de I’économie d’un pays, I’évolution
du niveau de la mer dii au changement climatique, la croissance d’une population et bien d’autres phénomenes
peuvent se modéliser au travers des fonctions mathématiques. Une fois de telles fonctions obtenues, il est donc
important de pouvoir étudier leurs comportements afin de comprendre d’avantage le phénomene et de faire des
prédictions. La présente lecon nous initie donc au vocabulaire et aux notations nécessaires pour pouvoir mieux

cerner le comportement d’une fonction.

A la fin de cette lecon les apprenants doivent étre capable de :

— Conjecturer graphiquement ou algébriquement la limite d’une fonction.
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Calculer les limites d’une fonction a gauche ou a droite en un réel.

Calculer les limites d’une fonction a I’infini.

Faire le lien entre la limite et le comportement asymptotique d’une fonction.

Calculer I'image directe d’un réel par une fonction continue.

Représenter graphiquement les courbes des fonctions %, VT et 2.

Borel un éleve de PC s’adressant a son ami Steve absent pour raison de maladie au dernier
cours de mathématiques lui dit : Le prof a dit que nous verrons demain la notion de limites d’une fonction ! Thierry
le grand frere de Steve qui écoutait la conversation dit : Apres votre cours de demain je verrais si vous étes capables
de me montrer que la fonction f définie par f(x) = 2— ﬁ n’admet pas de limites infinies en I’infiniment grand et
en ’infiniment petit et qu’elle admet une unique asymptote verticale. Apres avoir donné en langage mathématiques

la signification du défi lancé par Thierry, aide Borel et Steve a relever ce défi.

1. On considere la fonction f définie sur R\{1} par: f(z) = 2— —L-. Sa courbe représentative (Cy) est donnée

par le graphe ci-dessous.

(a) i. Recopie et complete le tableau suivant :

T 10 | 30 | 50 | 100 | 1000 | 3000 | 10000
/(=)

ii. Quel constat fais-tu ? Justifie ton constat en observant le graphe de la fonction f.

iii. Que peux-tu dire de la limite de f en I’infiniment grand ?
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(b)

(©)

2. On considere la fonction h définie sur R par : h(z) = z°.

i.

ii.

ii.

L.

ii.

Recopie et complete le tableau suivant :

T —10 | =30 | =50 | —100 | —1000 | —3000 | —10000
f(z)

Quel constat fais-tu ? Justifie ton constat en observant le graphe de la fonction f.

Que peux-tu dire de la limite de f en I’infiniment petit ?

Recopie et complete le tableau suivant :

T 01]10,5]0,810,9]0,99 | 0,999 | 0,9999
/(=)

Quel constat fais-tu ? Justifie ton constat en observant le graphe de la fonction f.

2

(a) Recopie et complete le tableau suivant.

z |10 | 100 | 1000 | 10000
h(z)

(b) Quel constat fais-tu entre les valeurs prises par x et celles prises par h(x) ?

1. On considere la fonction f définie sur R\{1} par: f(z) =2 — 1.

()

(b)

L.

ii.

ii.

ii.

iii.

rz—1

Complétons le tableau :

T 10 30 50 | 100 | 1000 | 3000 | 10000
f(z)

On constate que pour des valeurs de plus en plus grandes de x, f(z) prend des valeurs de plus en

plus proche de 2. En effet en observant le graphe de f il vient que pour des valeurs progressivement

grandes de x la courbe de f se rapproche de plus en plus de la droite d’équation y = 2.

On peut donc dire que en I’infiniment grand, f n’admet pas de limite infinie.

Completons le tableau :

o | =10 | =30 | =50 | —100 | —1000 | —3000 | —10000
f(z)

On constate que pour des valeurs négatives et de plus en plus petites de x, f(x) prend des valeurs

de plus en plus proche de 2. En effet a 1’observation du graphe de f il vient que la courbe de f est
suffisamment proche de la droite d’équation y = 2 pour des valeurs négatives et de plus en plus

petites de z.

On peut donc dire que en I’infiniment petit, f n’admet pas de limite infinie.
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(¢) i. Completons le tableau :

x 0]10,5|0,810,9]0,99 | 0,999 | 0,9999
f(z)

ii. On constate que pour des valeurs de x de plus en plus proches de 1 a gauche, f(z) prend des

valeurs de plus en plus grandes. En effet a I’observation du graphe de f il vient que la courbe de
f est suffisamment proche de la droite d’équation = 2 pour des valeurs de x de plus en plus

proche de 1.

2. On considere la fonction h définie sur R par : h(z) = 2.

(a) Complétons le tableau :

x| 10 | 100 | 1000 10000
h(z)

(b) On constate que h(x) prend des valeurs de plus en plus grandes pour des valeurs de plus en plus grandes

de z.

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle.

— Si f(z) prend des valeurs de plus en plus proches d’un nombre y=1

réel [ lorsque le réel x prend des valeurs de plus en plus grandes,

on dit f a pour limite [ en +o00. On note lim,_, 1o, f(z) = L.
Dans ce cas la droite (D) d’équation y = [ est appelé asymptote

horizontale a la courbe de f. . lim_f(w) =1

— Si f(z) devient aussi proche de I que I’on veut dés que = prend des valeurs de plus en plus proche d’un
nombre réel a, on dit que f a pour limite [ en a. On note lim,_,, f(z) = L.

— On dit que la fonction f tend vers +oco quand z tend vers a a droite et on note
lim, ,q+ f(z) = lim,;—_, f(z) = 400 si f(x) peut prendre des valeurs aussi grande que 1’on veut pour
suffisamment proche de a. On dit dans ce cas que la droite (A) d’équation = a est asymptote verticale a la
courbe de f. On a aussi lim,_,_, f(z) = —o0, lim,—, _, f(z) = 400, lim,—,_, f(x) = —oo. Ces limites

s’illustrent graphiquement comme suit.
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fix)

flx)

!i_rr{llf(x]:+oo li_l-T{llf[X]=+oo

¥
1“*—-.

x—a

i =

— Si I’ensemble de définition de f contient un intervalle de la forme [b; +oo], et si f(x) prend des valeurs
de plus en plus grandes que ’on veut dés que x est suffisamment grand, on dit que f a pour limite 400
en +oo et on note lim, 4 f(z) = 4+00. On a aussi lim, ,; f(z) = —o0, lim,—, o f(z) = +o0 et

lim, o f(z) = —oc. Ces limites s’illustrent graphiquement comme suit.

+00. +eo

foo | _ L U fix)

z— foo —00 — @
IiT flx) = +cc

lim_f(x) = +o0

i f(e) = o

— 00

———————— ftx)

pE—— L]

lim f(z) =—oc

— SiI’ensemble de définition de f contient des intervalles de borne —oo ou 400 et (D) une droite d’équation
y = ax + b. On dira que la droite (D) : y = ax + b est asymptote oblique a la courbe de f en +o0 (ou en

—00) si limy 400 (f(z) — (az + b)) = 0 (ou lim,—,_ oo (f(x) — (az + b)) = 0).
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— Limites des fonctions usuelles.

400 sia>0 L
limg—+00 k = k(k €R) limg— 400 2" = 400 limg s 400 ax = limg 400 7w =0
—o0 sia<0
400 sin est pair —oco sia>0 N
limys—ok =k(k€R) | limpos_oo 2™ = lime s oo aT = limy oo zw =0
—o0  sim estimpair 400 sia <0
limg s 400 /T = +00 limg— oo ﬁ =0 limz .o ﬁ = 400 limz .o ﬁ = 400

limg— —oo v/ = non définie | limy— oo /= = non définie | lim,— .o —= = non définie

: 1
limz— 0 7w =

400 sin pair

—o0  si n impair

1. En te servant du graphique de la fonction f de I’activité, détermine : lim,_,_ 1

f(@).

2. Déduire de chacune des limites suivantes, 1’équation d’une éventuelle asymptote a la courbe de f.

W lm f@=3  Blmf@=-c. o lm_f()=toc,
e) lim f(x)=0, f) lim f(z) = —o0,

T—r—00 z—1

d) lim f(z) = +o0

z—0

g) lim f(z) =1

x—1

L]
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Des nombreux phénomenes naturels a I’instar de 1’évolution de I’économie d’un pays, 1’évolution
du niveau de la mer dfi au changement climatique, la croissance d’une population et bien d’autres phénomenes,
peuvent se modéliser au travers des fonctions mathématiques. Une fois de telles fonctions obtenues, il est donc
important de pouvoir étudier leurs comportements afin de comprendre d’avantage le phénomene et de faire des
prédictions. La presente lecon nous donne donc les outils nécessaires pour pouvoir cerner plus aisément le com-

portement d’une fonction.

A la fin de cette lecon les apprenants doivent étre capable de :

Déterminer la limite de la somme, du produit, du quotient et de la composée de deux fonctions.

Déterminer les limites d’une fonction en I’infini en utilisant les techniques de comparaison.

Déterminer 1’ensemble de définition d’une fonction.

Calculer intuitivement la limite d’une fonction.

M.SIMO apres étre tombé malade s’est vu administrer dans un hopital une certaine
concentration d’un médicament. Sur le coup des effets indésirable di a ce médicament, M. SIMO a fait des re-

cherches sur le net et s’est rendu compte que la diminution de la concentration C (en g/ml) dans le sang de ce

médicament au cours du temps t (en heures) est donnée par : C(t) = t§°j4. Il se pose donc la question de savoir

apres combien de temps la concentration de ce médicament sera nulle dans son corps. Aide M. SIMO a trouver

une réponse a son intérrogation.

20t

1. On considere la fonction C' définie par C(t) = 7#75.

£(2)

20 .
(a) Enremarquant que C(t) peut encore s’écrire comme suit : C'(t) = Aty = @, calcule lim;_, | o 270,
t t

limy 4o 1 + 5 puis déduire limy_, ;o C(t)
(b) Quel énoncé peux-tu formuler en réponse a I'intérogation de M. SIMO.
2. On désigne par g la fonction définie par g(z) = /2 + -%. On souhaite calculer lim,_, ; o g(2).
(a) Onpose u(x) =2+ -5 etv(z) = /z. Caleule lim,_, 4 o0 u(z) et limy 9 v(x).
(b) En remarquant que g(x) = v o u(x), en déduire lim,_, o, g(z).

3. On souhaite déterminer en +oo la limite de la fonction A définie sur [0; +-o0] par :

h(z) =vz+1—/x.

(a) Montre que Vo > 0, h(z) = m
(b) Montre que Vo > 0, 0 < h(z) < 2\1/5-

(c) Calcule lim,_, 4 o0 ﬁ, puis déduit lim,_, 4 o, h(z).
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1. On considere la fonction C définie par C(t) = 335.

(a) Calculons les limites suivantes : lim;_, | 270 =0, lmyi01+ f% = 1carlim; 4o f% =0dece

. PN . .. . . . 0 _
qui précede, intuitivement il vient que lim; , ;oo C(t) = 7 =0

(b) Nous pouvons répondre a M. SIMO en lui disant que en tout temps de sa vie, une certaine concentration
( méme infirme) de ce médicament sera présente dans son sang.

2. (a) Calculons les limites suivantes :lim,_, oo u(x) = limy_4002 + 25 = 2 car limy—, 100 2 = 0 et

lim, o v(z) = lim,_p /Z = V2.

(b) Déduisons lim,_, +~ g(x). D’apres ce qui précéde on a :
limy, oo u(x) =2
et = 2 saue () = v 0 (), T, 4o (x) = V3
lim, o v(z) = V2

3. On considere la fonction h définie par h(z) = Vo + 1 — /z.

(a) En conjuguant I’expression de h, on a :

_ _ A HETTE _
hz)=vVr+1—\x= NCEs e = =1
(b) Montrons que Vz >0, 0 < h(z) < 2\1/5.

Vo >0, +/x <+z+1etdonc2y/x < /x+ 1+ /z. En passant a I’inverse on a : m <
2z dou 0< m < 24/
(c) Calculons lim,_, 4 o ﬁ, ona:lim, o ﬁ = 0. Déduction de lim,_, ;o h(z).

Va > 0, ogh(x)ggjﬁ,

limg 5 1000=0 il vient que 0 < lim, 4o () < 0,d’0l limg, o0 h(z) =0

: 1
hmw_>+oo m =0

Soient [ et I’ deux nombres réels.

Silimg 1o f(2) = l l l +o00 | —o0 | +00

etsilimg, 100 g(x) = U +00 | —00 | 400 | —o0 | —00

alors limg, 4 oo (f(2) + g(x)) = | L+ | 400 | —00 | 400 | —00 | FI

Exemple : Déterminons la limite a droite de 0 de la fonction f définie par f(x) = 22 — 1 + %
limg,_,_o 2 —1=-1

donc par somme lim,_,_¢ f(x) = +o0.
1im$_>>0 % = 400

Soient [ et I’ deux nombres réels.

[ ] GPM PC 2020/2021

page22/ 263



Silimg o f(x) = l I>0|1<0| 400 | —00 | +© 0

etsilim, o g(z) = U 400 | 400 | —00 | —00 | 400 | £o0

alors limg o (f(z) x g(x)) = | IxI' | 400 | —00 | =00 | 400 | +00 | FEI

Exemple :Déterminons la limite en +oco de la fonction f définie par f(z) = 2%(2 —1).

lim a? = +o0
T—+00 donc par produit limz~>+oo f(m) =~

Soient [ et I’ deux nombres réels.

Silim, . f(z) = l l +00 —00 oo | 0 |1#0
etsilim, og(x)= | I’ #0 | oo U U oo | 0 0
(@) +oo sil’ >0 —o0o sil'’ >0
Mmﬁhnhﬁagéj: L 0 FI | FI | o0
' —o00 sil' <0 +oo sil' <0
Exemple : Soit la fonction f définie par f(z) = Ifj; Calculons lim, o f().
limy—s o224+ 2 =400
- donc par quotient lim,_, _, f(z) = —oc.

limg oo 2 —2=—2

. . silimg_q f(x) =b .
Soient f et g deux fonctions et a,b et ¢ des réels ou +oo, alorslim,,, g o f(z) = c.

lim, g(z) = ¢

Une fonction polynéme a méme limite en +o00 et en —oco que son mondme de plus haut degré.
Exemple : On donne le polyndme P définie par P(x) = 52® — 3z + 1.

Onalim, o P(x) = lim, 4o 523 = +o00.

Une fonction rationnelle a méme limite en +o00 et —oo que la limite du rapport du mondme de plus haut de-

gré de son numérateur sur celui de son dénominateur.

Exemple : Déterminons la limite en —oo de la fonction rationnelle f définie par : f(x) = —5—3-.
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limg s oo f(2) = limes oo =5 = limy _71 =0.

La factorisation

. . . . 27 — . — 2
Calculons les limites suivantes : lim,_,3 M ; lim,_,o %.

La conjugaison

2
.. . T D) . : x41
Calculons les limites suivantes : lim,_, oo V2% + 2 — x; limg 400 Py

On désigne par « soit un nombre réel, soit —oo ou soit +o0o d’un intervalle 1.

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, [ et I’ deux réels. Si pour tout z €
lim, ., f(x) =1
I, f(z) < g(x),si —a (@) alors [ <1’
lim, o g(z) =1
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle 7, [ et I’ deux réels.

- Siveel, f(x) < g(x)etlim,_,, f(x) = +oo alors lim,_,, g(z) = +00.
- Sivz eI, f(x) < g(z)etlimy_, g(x) = —oo alors lim,_, f(z) = —cc.
(Théoréme des gendarmes) Soient f,g et h trois fonctions définies sur un intervalle 7, soit [ un
limg . f(x) =1

réel. Sipourtout z € I, f(z) < g(z) < h(x), alors lim, o g(x) = L.
limg o h(z) =1

1. Soit la fonction f définie sur R\{2} par f(z) = 22=2.
(a) Détermine les limites de f en —oo et en +o0.
(b) Détermine lim,_,5(2z — 5) et lim,_,o(x — 2). Précise le signe de « — 2 en fonction de x.

(c) En déduire les limites suivantes :lim,_, _o f(z) et lim,_,_» f(z).

2. Calcule les limites suivantes :

. x4+ 7 . 2 —5x+6 . 4r + 3
lim ——, lim —, lim
rT—s —2 2172 —4 r——00 9 —1172 r——00 5—|—{I;
I 1 1 ) I -2 I T —2
im - im im-—-—-—
=11 —2  22-17 z—53 —x + 3’ =222 —x —2
[ ] GPM PC 2020/2021
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L’importance des fonctions continues vient de leur simplicité et de leur utilité pour décrire des
situations de la vie réelle. Par exemple, on peut décrire de la plus bonne des facons la hauteur d’un poids en
oscillation sur un ressort a 1’aide d’une fonction sinusoidale.

A la fin de cette lecon, les apprenants doivent €tre capable de :
— Reconnaitre sur un graphique si une fonction est continue ou non.
— Etudier la continuité d’une fonction en un réel et sur un intervalle.

— Montrer qu’une fonction admet un prolongement par continuité et le définir.

Déterminer 1’ensemble de définition d’une fonction.

Déterminer I’image directe d’un point par une fonction.

Calculer les limites d’une fonction.

Un laboratoire pharmaceutique apres avoir congu un médicament pour lutter contre une
pathologie indique dans sa notice que pour un patient adulte souffrant de cette pathologie, une dose de 100 mg de
ce médicament doit lui étre administrée apres chaque 4h de temps. Il propose donc dans cette notice le diagramme
suivant a titre illustratif.

Quantité de médicament en fonction du temps

[
200 1

W
E
t (o10)]
¥ 5 4
E 175
2 150 1
-
g 1254
< 100 ¢
&
g » \
=
g 3504
1
0 t f t - } } —
0 2 4 W] 8 10 12 14
t (h)

Un patient du prénom de Kevin atteint de cette pathologie lit 1a notice en question et ne comprend pas ’illustration

ainsi faite et sollicite ton aide. Que peux-tu lui dire ?

1. On considere la fonction f définie par f(z) = 5.

(a) Détermine I’ensemble de définition de f.

(b) Calcule lim,_,5 f(z) et f(3) puis compare les deux résultats obtenus.

LT : £ : m2+172
2. On considere la fonction g définie par g(z) = *-5-=.
(a) Détermine I’ensemble de définition de g.
(b) Calcule lim, 1 g(z).
[ ] GPM PC 2020/2021
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2 .
o : o hiz) = #2272 size Dy . .
(c) On considere la fonction h définie par : h est-elle une fonction conti-

h(1)=3
nueenl?

1. Soit la fonction f définie par f(z) = —L5.

(a) Ensemble de définition de f. f existe si et seulement si z — 2 # 0 c’est dire x # 2, ainsi Dy =
R\{2} =] — o0; 2[U]2; +0.

(b) Onalim,_,3 f(x) = Let f(3) = 55 = 1. On constate que lim, 3 f(z) = f(3).

N . < . _ 2’ 4z-2

2. On considere la fonction g définie par g(z) = 5=,

(a) Ensemble de définition de g.
g existe si et seulement si x — 1 # 0, c’est dire = # 1, ainsi
Dy =R\{1} =] — o0; 1{U]1; +o0.

(b) On alim, 1 g(x) = lim,_,; 422 = Jim,,, @@ _ji 042 =3,

(c) La fonction h ainsi définie est continue en 1 car lim,_,1 h(z) = h(1) = 3.

— Soit f une fonction définie sur un intervalle contenant le réel a. On dit que f est continue en a sia € Dy
et lim, ,,+ f(z) = lim,_,,- f(z) = f(a). Le graphe suivant illustre le tracé d’une fonction continue au

point a = 3 a gauche et discontinue au point a = 3 a droite.

™€)

— On dit que f est continue sur un intervalle I, si elle est continue en tout point de 1.

— Soit f une fonction d’ensemble de définition D¢, a un réel tel que a n’appartient pas au D¢. On suppose

o . . flz) siz#a .
que f admet une limite finie [ en a. Alors la fonction g définie par : g(z) = est continue
l six = a.
en a et est appelée prolongement par continuité de f en a.
I:] GPM PC 2020/2021
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Les propriétés suivantes sont admises.

— Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [ alors f + g de méme que f X g sont continues sur
1.
— Si f et g sont deux fonctions continues sur [ et Va € I, g(x) # 0 alors £ est continue sur I.
— Si f est continue en a et g continue en f(a) alors g o f est continue en a.
(Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient a et b deux réels de I tels que a < b. Pour tout réel £ compris
entre f(a) et f(b), ’équation f(x) = k posséde au moins une solution dans I’intervalle [a;b]. En particulier si
f(a).f(b) < 0 alors I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans |a; b].

F 3

y

fb)

f

1. Dans chacun des cas suivant étudier la continuité de f en .

22— 4 22 +4 siz <2
f(af) = m7$0 = -2 f(x) = g = 2
3r+2 sixz > 2.
a siz <0
2. Soit la fonction f définie sur R par : f(z) = Détermine la valeur de a afin que f soit

r—3 siz>0.
continue sur R.

2% —4x-3|

3. On donne la fonction f(x) —

(a) Ecrire f(x) sans barres de valeur absolue.
(b) La fonction f admet-elle une limite finie en 1 ?
(c) Définir un prolongement par continuité de f en 1.

4. Retour a la situation probleme.

[ ] GPM PC 2020/2021
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SERIES STATISTIQUES REGROUPEES

EN CLASSES
-

1. Calculer la moyenne, déterminer la classe modale, le mode et la médiane d’une série regroupée en classes.
2. Calculer I’écart-moyen, la variance et I’écart-type d une série regroupée en classes.

3. Interpréter dans les situations contextuelles la signification des différents parametres ( de position et de

dispersion).

Savoir définir les notions telles que : Population, Individu, Effectif, Effectif total,Caractere,Classe et Fréquence.

1. Population : C’est I’ensemble faisant 1’objet de 1’étude statistique.
2. Individu : C’est un élément de la population.

3. Caractere : C’est un point commun aux individus de la population. Ici nous travaillerons sur les valeurs a

caracteres continus regroupée par intervalles ( Taille, durée .....etc).
4. Effectif total : C’est le nombre total d’individus.

5. Effectif : C’est le nombre d’individus ayant la méme valeur de caractere.

Dans le cadre d’un contrdle de qualité d’un produit pharmaceutique, un laboratoire d’analyse médicale veut
controler la précision d’une méthode calorimétrique de dosage du calcium sérique. pour cela les spécialistes ont
effectué 36 dosages du calcium selon les concentrations différentes proposées ; il se pose le probleme de concentra-
tion moyenne pour pouvoir commercialiser le produit. Comment pouvons nous utiliser ces données pour résoudre

ce probléme ?

GPM PC 2020/2021
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On a mesuré la fluorescence de la chlorophylle (en millivolts) dans un océan. Une série de 80 mesures a donné.

Fluorescence ou Tension en mv [ a;b[

[15:20[ | [20:25]

[ 25:30(

[30:;35[ | [35:40[ | [40;45[

Effectifs (n;)

8 13

21

20 14 4

a+b
¢ =
2

n; X C;

nixc?

i If— Ci‘

statistique.

2. Complétons le tableau

Déterminer la classe modale et le mode de cette série statistique.

Apres avoir compléter le tableau ci-dessus calculer le moyenne, 1’écart-type et I’écart-moyen de cette série

. La classe modale est I’intervalle [ 25 ;30[ , car c’est celle qui a le plus grand effectif. Le mode est de : 27,5

page29/ 263

Fluorescence [ a;b[ | [ 15;20[ | [20;25[ | [25:30[ | [30;35[ | [35;40[ | [40:45[ | Total
Effectifs (n;) 8 13 21 20 14 4 80
c; = a4 ; b 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 42,5
n; X ¢; 140 292,5 577.5 650 525 170 2355
n; X c? 2450 6581,25 | 15881,25 | 21125 19687,5 7225 72950
n; [T — ¢ 95,5 90,1875 | 40,6875 61,25 112,875 52,25 452,75
La moyenne est de :
1
z g Z?:l n; X ¢;
- 2355 (3.1)
80
29,4375
L’écart-type est de :
o = V7
3.2)
= 6,73
L’écart-moyen est de :
1l —6 _
Om - i=1 i | T — G
N St nil7 e .
5,659
3.0.7. Soit [a;b[ une classe.
. a+b
1. On appelle centre de cette classe le réel C' = 5
2. On appelle amplitude de cette classe leréel A =b —a
GPM PC 2020/2021



NB:

Etant donnés que les modalités sont des variables discrétes, les modes et les classes modales seront définis a partir

des effectifs et non des densités. Autrement dit

- La Classe modale sera la classe qui a le plus grand effectif et le mode est le centre de la classe modale.

1.

On appelle effectif cumulé croissant d’une modalité le nombre d’individu dont I’effectif est inférieur ou égal

a cette modalité.

. On appelle effectif cumulé décroissant d’une modalité le nombre d’individu dont I’effectif est supérieur ou

égal a cette modalité.

. On appelle médiane d’une série statistique la modalité qui correspond a la moitié de 1’effectif total. La classe

médiane est la classe qui contient la médiane.

. . p 1 N .
La moyenne d’une série statistique est le réel T = N Z?=1 n; X ¢;, ou n; est I’effectif de centre c¢;.

6

. . . - 1 _ c
. L’écart moyen d’une série statistique est le réel positif e,,, = N > i1 N |T — ¢;|. Lécart-moyen permet de

mesurer la dispersion d’une série.

1
La variance d’une série statistique est le réel positif V' = N Z?Zl n; (T — ci)2. La formule de KEONIG

1 . .
V= N Z?Zl n; x ¢2 — 7% permet de calculer plus facilement la variance.

L’écart type d’une série statistique est le réel positif 0 = vV

L’intervalle |Z — o; T 4 o] est appelé intervalle moyen. Le pourcentage d’observations contenues dans cette

intervalle donne une mesure de la concentration des observations autour de la moyenne.

On considere une série statistique dont les fréquences sont données par le tableau suivant :

Classes [O3[ | [3:50 | [5:70 ] [7;10]

Fréquence | 10% | 25% | 35% 30%

1.

2.

Calculer la moyenne, la variance et I’écart-type de cette série.

Sachant que I’effectif total de la population est 60,dresser le tableau des effectifs de cette série ; puis déduire

le classe modale et son mode.

. Construire et interpréter un histogramme .

Construire et interpréter la courbe des effectifs ou des fréquences cumulées.

. Déterminer le valeur exacte de la médiane graphiquement et par interpolation linéaire.
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1. Savoir définir un repere orthogonal et y placer les points.

2. Savoir représenter les points suivant une échelle.

Suite a des nominations au Ministere des Enseignements Secondaires, Mr Toukam enseignants de Francais au

Lycée classique de Bafoussam vient d’étre Nommé Surveillent Général dans ce méme Lycée. Pour mener a bien

son travail de discipline, il aimerait connaitre 1’état disciplinaire des éleves de la classe de premiere C. le seul do-

cument mis a sa disposition est un graphe produit par son prédécesseur. Aide Mr Toukam a reconstituer le tableau

des absences dans cette salle de classe.

Nombre d'éléves

Classe: Premiere C

Nombre d'heures d'absence

6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17

A T’issu d’une compétition d’athlétisme, 1’on a enregistré les résultats du saut-en longueur regroupés en classes

dans le tableau ci-dessous.

Longueur en metre (m)

[O:50 | [S5:70 | [7;10[ | [10;12[ | [12;14[ | [ 14;16] | Total

Effectifs (n;)

6 8 10 3 1 1 29

Amplitude

Densité

Hauteur = Densit x 10

Effectifs cumulés croissants (EC'C})

Effectifs cumulés décroissants (ECD;)

1. Compléter le tableau ci-dessus.

2. Dans un repere orthogonal, représente des rectangles juxtaposés dont en abscisses on a les bases qui sont les

classes et en ordonnées les hauteurs classes. (Echelle 1cm pour 2 unités sur I’axe des abscisses et 1cm pour

GPM PC 2020/2021
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5 unités en ordonnées).

3. Dans un repere orthogonal, place les points A;(z;; ECC;) et B;(x;; EC'D;) ; puis relier ces points par des

segments de droites.(Echelle : 1cm pour 2 unités en ordonnées et 1 cm pour 1 unités en abscisses )

1. Complétons le tableau suivant

Longueur en metre (m) LOS5[ | [5:70 | [7:10[ | [10;12[ | [12;14] | [ 14;16] | Total
Effectifs (n;) 6 8 10 3 1 1 29
Amplitude 5 2 3 2 2 2
Densité 1,2 4 3,33 1,5 0,5 0,5
Hauteur = Densit x 10 12 40 33,3 15 5 5
Effectifs cumulés croissants (ECC}) 6 14 24 27 28 29
Effectifs cumulés décroissants (EC D) 29 23 15 5 2 1
2. Représentation graphique
10 1
9 4
7 -
6
5 5
4 4
3 \
2 \
1 5 O &
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
3. Représentation graphique
GPM PC 2020/2021
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30
29 ¢
28
27
26
25
24
23
22
21
20
19
18
17
16
15
14
13
12
1
10

= N W & 0 o~

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

3.0.8. 1. L’histogramme d’une série statistique est un ensemble de rectangles juxtaposés dont les

bases sont les amplitudes des classes et les hauteurs sont proportionnelles aux densités de ces classes.

2. Le polygone des effectifs est une ligne brisée obtenue en joignant les milieux des segments supérieurs de

chaque rectangles de I’histogramme.

3. Le polygone des effectifs cumulés croissants (resp décroissants) est une ligne brisée joignant les points ayant
pour abscisse la borne supérieure ( resp la borne inférieure ) de la classe et pour ordonnée 1’effectif cumulé

de la classe.

4. A T’aide du polygone des ECC ou des ECC , on détermine la médiane d’une série statistique. En effet la
médiane est 1’abscisse du point de I’effectif cuamulé croissant ot décroissant dont I’ordonnée est la moitié de
I’effectif total (Z) .

La valeur exacte de la médiane se détermine par Interpolation linéaire : on utilise les points alignés de 1’'un

des polygones des effectifs cumulés.

N - Me - . . .
A(xa;94) » M (M,; 5) et B(zp;yp) etlarelation A N = R puis on tire le médiane M.
Ya — 5 YA —YB
Remarque :

On peut aussi remplacer les effectifs par les fréquences et on obtient le polygone des fréquences cumulés. Pour

N
calculer le médiane on remplace 5 par 50 ou 0,5.

GPM PC 2020/2021
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Exemple : Construire les polygones des effectifs cumulés croissants et décroissants de la série suivante.

Classes [0;4] | [4;8] | [8;12] | [12;14] | [14;16] | [16;20] | Total
Effectifs 38 50 32 24 26 30 200
ECC 38 88 120 144 170 200

ECD 200 162 112 80 56 30

NB : L’abscisse du point de rencontre des deux polygones est la médiane de la série statistique.

» EN rouge, on a le polygone des
ECC ?
» En Noire, On a le polygone des 18
ECD i
12
10
8
-]
4
2
Vo2 0 2 4 3 s Mao 12 14 16 18 20 22 24 26
-2

Une enquéte sur le nombre de dents saines de chaque personne d’un groupe de personnes de 40 ans a donné la

série suivante :
30:32:;0;12;30;27:;30;29:18;27;30;27;29:31;17;28;29;26;25;31;32;29:;24;30;31;30;15;32;25:;29:;31;26;18;24;13;15;10.

1. Recopier et compléter le tableau ci-dessous .

Nombre de dents saines

Effectifs n;

[O;15[ | [15;28[ | [28;35[ | Total

Centre ¢;

n; X ¢;

2
G

nixcf

2. Calculer la moyenne , la variance et I’écart-type de cette série.
3. Dresser le tableau des effectifs cumulés croissants et des fréquences cumulées décroissantes de cette série.
4. Tracer le polygone des effectifs cumulés croissants de cette série.

5. Donner la classe médiane par lecture graphique et déterminer la médiane par interpolation linéaire.

GPM PC 2020/2021

page34/ 263



1. Complétons le tableau suivant :

Nombre de dents saines | [ 0;15[ | [ 15;28[ | [ 28;35[ | Total
Effectifs n; 4 16 20 40
Centre ¢; 7,5 21,5 31,5
n; X ¢ 30 344 630 1004
cf 56,25 462,25 992,25
ni X c? 225 7396 19845 | 27466
2. Calcul des parametres suivants :
La moyenne est de :
1
r = — ?:1 n; X ¢;
_— %04
40
= 25,1
La variance est de : )
T = %Zﬁzlnixcfﬁ
466
T = —— —(25,1)?
T 0~ (%D
= 56,64
L’ écart-type est de :
o = V7V
= 7,52

3. Tableau des effectifs cumulés croissants et des fréquences cumulées décroissantes

Nombre de dents saines | [ 0;15[ | [ 15;28[ | [ 28;35[ | Total
Effectifs n; 4 16 20 40
ECC 4 20 40
Fréquence % 10 40 50
FCD 10 50 100

4. Tracer du polygone des ECC de cette série

5. La classe médiane est I’intervalle [28 ;35].

Détermination de la médiane par interpolation linéaire.

M, = 28

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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Cours de mathématiques premiére C

MODULF ATX » RELATIONS FT OPFRATIONS DANS

LTINSEMBLE DFS NOMBRES REFELS

CHAPITRE : SYSTEMZES DEQUATIONS DANS R? ET R3
Lecon 1 : EQUATIONS LINEATIRES DANS R?: SUBSTITUTION

INTERET : Déployer un raisonnement mathématique et résoudre des problémes relatifs a des
situations de vies et aussi communiquer des informations comportant des nombres.

MOTIVATIONS : dans la vie courante certains problémes se résolvent a I’aide de la
résolution d’un systéme linéaire.

PRE-REQUIS : (réponds au tableau et on note les réponses)
-ondonne 3x — 7y — 1 = 0. Exprimer y en fonction de x.

Durée :50 minutes

Situation probleme (Les apprenants notent dans leurs cahiers)

Dans un champ de bataille muni d’un repére orthonormé (o, 7; J), les soldats du camp
ennemi sont situés sur une ligne droite dont 1’équation est 2x + 4y — 1 = 0. Le commandant
en chef veut connaitre la position de chacun de ces soldats afin de programmer 1’assaut.

Aidez-le.

Activité d’apprentissage

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (o, 7; J), considérons 1’équation
(E):2x+3y—1=0.

a. Fixons y et exprimons x en fonction de y.

b. Donnons I’ensemble solutions de 1’équation (E) dans R? .

c. Que représente cet ensemble pour la droite (E) ?

Solution de ’activité d’apprentissage

a. Exprimons x en fonction de y.

Posons y = 8, alors on obtient (E): 2x + 38 — 1 = 0. Ainsi x = —%ﬁ +%

Premiére C (GPM3)
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Cours de mathématiques premiére C

b. Donnons I’ensemble solutions de 1’équation (E) dans R? .

L’ensemble solution est § = {(—%,8 + %;B); p € ]R}

c. Cet ensemble représente I’ensemble des points situés sur la droite

d’équation(E): 2x + 3y — 1 = 0.
RESUME :

Pour résoudre dans R? une équation du type (E):ax + by + ¢ = 0,0n:

-Fixe I’'une des inconnues. Par exemple, Posons y =  ;

. . . . . , .. b c
-Exprime ensuite [’autre inconnue en fonction de I’inconnue fixée. Ainsi = — = — —,
a

(a # 0). )
- Donne ’ensemble solution ; § = {(—g B-<; /3); g€ R} .

Remarque:

Sia=0eth#0alorsy = —2;ainsi S={(t;—£); tER}

-Sib=0 alorsx=—5ainsi §={(-%;t); teR]

Exercice d’application :

1. Aidez le commandant en chef a programmer son assaut.

2. Résoudre dans R? les équations suivantes :

(B):—x+2y+5=0; (B)i—x— ==0; (E):y+ 9=0

Premiére C (GPM3)
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Cours de mathématiques premiére C

LECON 2 : SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES DANS R?

CRAMETR

INTERET : Déployer un raisonnement mathématique et résoudre des problémes relatifs a des
situations de vie et aussi communiquer des informations comportant des nombres.

MOTIVATIONS ' Dans la vie courante certains problémes se résolvent a 1’aide de la
résolution d’un systéme linéaire

PRE-REQUIS : (réponds au tableau et on note les réponses)
, . . 12 4
-Calculer le déterminant suivant : | 1 1|

Durée : 50 minutes

Situation probleme (Les apprenants notent dans leurs cahiers)

Sur sa parcelle de terrain, Abena fait 1’élevage des poules et des chévres. 11 dispose en
tout de 20 tétes et de 54 pattes. Mais ne sait pas exactement le nombre d’animaux de chaque

espéce. Son fils qui est a I’université lui a communiqué le systéme suivant par téléphone avant
2x +4y = 54

une defaillance du réseau téléphonique : { x+y =20

ou x représente le nombre de poules

et y le nombre de chevres.
Aidez-le a retrouver rapidement le nombre d’animaux de chaque espéce.

Activité d’apprentissage

4x —y =12 (E,)

A) Soit le systeme suivant : (S): {x +y=3 ()

1. Résoudre dans R? les systémes suivants (S) par substitution

2. Calculer les déterminants suivants : A = |[1L _11| ‘A, = |132 —11| A, = |411 132|

Ay A . . s . :
3. Calculer (Tx‘fy) puis comparer le résultat a la solution de la question 1.

x—y=2 (E)

B) Considérons maintenant le systeme (S;): {Zx 2y=4 (E)
- - 2

1. Montrer que (E;) et (E,) sont équivalents.

2. Montrerque:A=|; _1|=0,:Ax=|i _1|=O,Ay=|% i=0

x—y=2(E)

C) Considérons maintenant le systeme (S;): {Zx 2y=0 (E)
- - 2

Premiére C (GPM3)
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Cours de mathématiques premiére C

1. Résoudre dans R? les systémes suivants (S) par combinaison linéaire.

2. Calculer les déterminants suivants : A = |2 :;| A, = |(2) _§| A, = |;
3. Que peut-on conclure de tout ce qui précede?
Solution de activité d’apprentissage

y =12 (Ey)

. R . 4
A) Soit le systéme suivant : (S): {xx+ y=3 (&)
- 2

4x —y =12 (E;)

7 2 Y - .
1. Résoudre dans R“ le systéme suivant (S): {x +y=3 (E)

par substitution; (E;) &y =4x —12;
ydms@gc:x+@x—ﬂ)=3<z5w=w¢$x=§=3

Ainsi y=4(3)—-12=0. S={(3;0

2. Calculer les déterminants suivants :
_ |4

_11|><=4><1—1><(—1):5:
:PZ _ﬂ=12x1—3x(+n=15
=ﬁ 12|=4><3—1><(12)=0
3. Calculer (%; %y) puis comparer le résultat a la solution de la question 1.
(A A) (15 >_(3 0)
A’ A 5°

-On constate que S = {(ﬁ?&)}

AT A
- qz . \ . X — y = 2 (El)
B) Considérons maintenant le systéme (S,): {Zx _2y=4 (E)
3. Montrons que (E,) et (E,) sont équivalents.
(E)):ix—y =2<:>2(x— )=2><2(:>2x—2y:4<:>(E2)

4. Montronsque:A—|2 _| |4 _| i|=0

b _zy_lx(Z)—zx(1)_—2+2_0

szﬁ :;L:era)—4xoq)=—4+4:0

ay=]y ¥ =1x4-2x2=4-4=0
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Cours de mathématiques premiére C

x—y=2 (E)

C) Considérons maintenant le systeme (S;): {Zx 2y=0 (E)
- = 2

4. Résolvons dans R? les systéemes suivants (S) par combinaison linéaire.

—2 X (E;) + (E;) © 0 = —4 impossible
DoncS =0

Y : a1 =1 L. 12 -1 12
5. Calculer les déterminants suivants : A = |2 _2|, CA, = |0 _2|, A, = |2 0

A=B _ﬂ=1xoa)—zxoq)=—2+2=a
AX=E :;F=ZXGQ)—Ox04)=—&

ay=]y f=1x0-2x2=—-4

6. De tout ce qui précede, on peut conclure qu’on peut résoudre un systéme de deux

équations a deux inconnues comme dans le résumé suivant.

RESUME :

Définition : On appelle systéme linéaire de deux équations dans R tout systéme de
deux équations de premier degré dans R? de la forme :
{ ax+ by =c
ax+by=c
Oua, b, c,a’,b’,c'sont des nombres réels; x et y étant des inconnues.

La résolution d’un tel systtme se fait par substitution, combinaison,
graphiquement et par la méthode de Cramer. Bien que toutes ces methodes restent
valables ici, nous allons rappeler tout de méme la méthode du déterminant (ou
méthode de Cramer).

a) Méthode du déterminant (ou méthode de Cramer)

Pour résoudre le systéme linéaire de deux équations de premier degré dans R? en
utilisant la meéthode du déterminant, on procede comme suit :

& Calculer le déterminant du systéme : A = |§, £,| =ab' —a'b

& Calculer le déterminant de I’inconnue x : A, = |CC, ll;’| =cb' —c'b
a C
a
Ces calculs étant faits, trois cas de figures se présentent :

# Calculer le déterminant de I’inconnue y : A, = | | =ac' —d'c
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Cours de mathématiques premiére C

-Si A # 0, alors le systéme est de Cramer (admet un seul couple solution) et son ensemble

solution est S = {(%;AA_Y)}
-SiA=0¢et(A, #0oul, # 0),alors les deux équations sont incompatibles et

I’ensemble solution du systéme est S = @

-SiA=0etAy=0et Ay=0, alors les deux équations sont compatibles et I’ensemble
solution du systeme est S = {(x;y) € R?/ax + by = c}
Exemple : Résolvons dans R? le systéme suivant :
{ x+y=3
2x+y=7

A=B iL:1xa)—2xu)=1—2=—L
szﬁ ﬂ=3x1—7x0)=—&

ay=|y 3] =1x7-2x3=1

Comme A # 0, alors le systeme de Cramer (admet un seul couple solution) et son ensemble
solution est S = {(_4 : )}

ey
S={4-1}
Exercices d’application
1. Résoudre dans R? les systémes suivants :

(6x + 3y =12 (2x+ 3y =-12
(2x +3y =12 ((m? +2)x + 3y =12
(%)Lw—3y=6 “”{ —mix-3y=6 MER

2. Résoudre dans R? les systemes suivants avec paramétre:

mx —3y =5 2x—my=m-—1

(Sl):{élx +(m+7)y= 15 (m € R) (SZ):{(S —m)x—3y=11—-5m (m € R)

3. Utiliser les inconnues auxiliaires pour Résoudre dans R? les systémes suivants

3
11vx + 16y? = 531 6)_;I+2@—5)=5
2 _ 270) =2 _
13vx 4+ 19y? = 629 —+7(y—=5)=5
32x +3y) = 5(3x +4y) = -1
(52x+3y)—8Bx+4y) =-1

(51):{

S5xy + 3x = 44

(S5): {ny —5y=-1

s f
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LECON 3: SYSTEME LINEAIRE DE DEUX EQUATIONS

DANS R3

INTERET : Déployer un raisonnement mathématique et résoudre des problemes relatifs a des
situations de vie et aussi communiquer des informations comportant des nombres.

MOTIVATIONS : dans la vie courante certains problémes se résolvent a I’aide de la
résolution d’un systéme linéaire

PRE-REQUIS : (réponds au tableau et on note les réponses)
Durée - 50 minutes

Situation probleme (Les apprenants notent dans leurs cahiers)

Aminata se rend au marché et achéte des bananes, des mangues et des ananas
dont les prix a I’unité sont respectivement 25frs, 60 frs et 80 frs. Elle achete un total
de 12 fruits pour une somme de 640 frs. Ayant raconté cela au téléphone a son amie
cette derniére voudrait déterminer le nombre de fruits de chaque variété.

Activité d’apprentissage

X+_’y—Z=2 (Ll)
2x —y+z=-1 (Ly)

Considérons le systeme suivant (S) : {
1. Posons z = a € R .Exprimer le systeme en fonction de a.
2. Trouver les valeurs de x et y en fonction de a.
3. Donner I’ensemble solution du systéme suivant en fonction de a.

4. Que peut-on conclure ?

Solution de ’activité d’apprentissage

1. Posons z = a € R .Exprimons le systeme en fonction de «

(x+y=2+a (Ly)
(5): {Zx—yz—l—a (Ly)

2. Trouvons les valeurs de x et y en fonction de «
=>3y=4+2a+1+a

3a+5
>y = 3
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L)+ ULy)=>3x=Q+a)+(-1—-a)

=>3x=1
= = —
*=3

1 3a+5
Doncx =3 ety ==

3. Donner I’ensemble solution du systéme suivant en fonction de a.

S_{(1_3a+5. ) ER}
- 31 3 Ia Ia

4. On peut conclure que pour résoudre un systeme de deux équations a trois inconnus on

procéde comme dans le résume suivant :

RESUME :

Définition: On appelle systéme linéaire de deux équations dans R tout systéme de la

forme
(s) : {ax+by+cz= d (L)
“la'x+b'y+cz=d (L)

Oua, b, c,d,a’,b',c’,d sont des réels non nuls ; x, y et z sont des inconnues réels.

Pour résoudre un systéme linéaire deux équations dans R®, on fixe une inconnue ;
ce qui nous permet d’avoir un systeme de deux équations dans R? qu’on connait bien
résoudre.

Exercices d’application Résoudre dans R® les systémes

2243y — 4z =12 _ r+3y= 6
(Sl){ r+3y+ 2= 06 (SE){;C23]+32—8
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LECON 4 : SYSTEME LINEAIRE DE TROIS EQUATIONS
DANS R? : pivot de Gauss

Durée . 50 minutes

INTERET : Déployer un raisonnement mathématique et résoudre des problemes relatifs a des situations de
vie et aussi communiquer des informations comportant des nombres.

MOTIVATIONS : Dans la vie courante certains problémes se résolvent a 1’aide de la résolution d’un
systeme linéaire

PRE-REQUIS : (réponds au tableau et on note les réponses)
-Savoir faire les opérations sur des nombres réels.

Situation probleme (Les apprenants notent dans leurs cahiers)

Dans une partie du parc Golden cohabitent exclusivement des rhinocéros, des taureaux et des oies tous
normaux. On y compte 300 pattes, 100 tétes et 65 cornes.

Déterminer le nombre d’animaux de chaque espéce dans ce parc.

Activité d’apprentissage

x+y—2z=17 (L)
Considérons le systéme suivant (S) : { 2x —y +z = 0 (L,)
3x+y+2z=8(L3)
1. Vérifier que 2(L,) — (L) donne :(L',): 3y — 5z = 14.
2. Verifier que 3(L;) — (L3) donne : (L'3): 2y — 7z = 13.
3. Vérifier que —2(L',) + 3(L';3) donne : (L"3):z = —1.

(Ly)
4. Résoudre le systéme :{ (L'5)

(L"3)
La technique utilisée dans cette activité est appelée le pivot de gauss.

Solution de ’activité d’apprentissage

1. A I’aide de la premiére équation (L,), éliminons x dans la deuxiéme équation (L,).

x+y—2z=7 (L)

2x —y+2z=0(Ly)

3x+y+z=8(L3)
2(L;) — (L) ®3y—5z=14

(L'y)):3y—5z=14
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2. ATaide de la premiére équation (L,), éliminons x dans la troisieme équation (L3).
3(L))—(Lz) ®2y—7z=13
Appelons I’équation obtenue (L'3).
3. A Tl’aide de I’équation (L',), éliminons y dans 1’équation (L'3). Appelons 1’équation obtenue (L"3).
{3y—52= 14(:) { 6y — 10z = 28
2y —7z =13 —6y + 21z = -39
2(L) —3(Ly) © 11z = -11 & z = —1(L"3)
x+y—2z=7 (L)
4. Résoudre le systeme : 3y—5z=14 (L',)
z=—1(L"3)
3y—5(-1) =14 y=3
x+3-2(-1)=7eox=2
S={(23,-1}
RESUME :

Définition : On appelle systéme linéaire de trois équations dans R® tout systéme de la forme :
ax+by+cz=d (L)
($):{ a'x+b'y+c'z=d (L)
a'x+b"y+c"z=d" (Ls)
Ou a, b,c,d,a’,b',c’,d',a",b",c" et d sontdes réels non nuls ; x, y et z sont des inconnues
réels.

La résolution d’un systéme linéaire de trois équations dans R se fait via la substitution ou la
méthode du pivot de GAUSS. Nous allons dérouler ici la méthode du pivot de GAUSS.

La méthode du pivot de GAUSS consiste a triangulariser le systeme (S) ci-dessus. C’est-a-dire
le rendre équivalent a un systéme (S’) ci-apres
ax+ by +cz=d (L)
(S": ay +pz=A(L'2)
yz=p(L"3)

Remarque :
-Deux systemes sont dits équivalents lorsqu’ils ont le méme ensemble solution.

-Lorsqu’on remplace une équation d’un systéme par la combinaison linéaire des équations du
systéme, On obtient un systeme équivalent au systéme initial.

La méthode du pivot de GAUSS se déroule comme suit :

I- Fixer une des trois équations qu’on appelle pivot (supposons que notre pivot ici est (L1))

I1- Utiliser le pivot pour éliminer I’inconnue X dans les équations (L) et (L3); on obtient ainsi les
équations (L2) et (L5) respectivement qui ne dépendent que des inconnues y et z.
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[1I- On fixe une des équations (L) et (L3) (supposons qu’on a fixé (L2) puis on utilise pour
éliminer I’inconnue Yy dans 1’équation (L3)); ce nous conduit a I’équation (£5) qui ne dépend
que de z.

IV- Le systéme triangulaire (S") est donc le systéme formé par (L1), (L3) et L5 dans cet ordre pour

ce cas de figure.

Exercices d’application
1. Résoudre par substitution, puis par la méthode du pivot de Gauss le systéme :

2x + 3y — 5z = —11 x—2y=+2
a) { 4x+y—2z=-8 b) y—22=\/§
x—2ytz=-2 —2x+z=12

2. Dans un théatre, le prix d’une place d’orchestre est de 180 francs, celui d’une place de
corbeille est 150 francs et celui d’une place de balcon est de 80 francs. Lorsque la salle est
pleine, la recette des places d’orchestre est le double de la recette des places de corbeille. La
somme des nombres de places d’orchestre et de corbeilles est le double du nombre des places
de balcon. Le théatre peut contenir 120 places. Quel est le nombre de places de chaque

catégorie ?
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CHAPITRE : TRIGONOMETRIE

7/ /
MOtl’VCLth’n.‘ La trigonometrie nous donne les outils nécessaires pour le calcul des longueurs

dans les triangles rectangles. Mais plus encore elle a des applications dans plusieurs domaines de la
vie tels que la cartographie, la construction, la topographie, la physique, etc....

LECON 1 : FORMULES DE TRANSFORMATION

Durée : sominutes

Compétences d acqueérir :

_ Exprimer cos (a + b), cos (a—b), sin (a + b), et sin (a — b) a I’aide de cos a, cos b, sin a et sin b.
_ Exprimer tan (a + b) en fonction de tan a et tan b.

_ Calculer sur des exemples bien choisis des valeurs exactes du cosinus, du sinus et de la tangente de
certains réels ;

Prérequis :
B
C 2 Na
Compléter : tana = —; cos(—a) = -+ ... ; sin(—a) = - ...

Situation probléme :

Abali, jeune topographe veut mesurer la hauteur h d’une colline. Il dispose d’un théodolite, instrument
permettant la mesure d‘angles. Il effectue deux mesures aux points 4 et B distants de 10 métres et obtient
les mesures des angles a et B de la figure ci-dessous.

mes a = 29° et mes B = 27°. On note x la distance en métre entre B et C.

Abali dispose du manuel de topographie dans lequel il est écrit la formule suivante :

h=1x S;::(’;:';’; ol h est la hauteur recherchée en m, et I la distance en m, entre deux points
d’observation.

Abali retrouve sur un extrait de la table trigonométrique les lignes trigopnométriques de a et B et pas celles
de B — a. Aider-le a calculer la hauteur de cette colline.
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Activités d’apprentissage :

1) Utiliser le triangle BCD pour exprimer tan a en fonction de h et x et en déduire h en fonction de
x.
2) Utiliser ACD pour exprimer tan 8 en fonction de h et x.

3) En déduire que h = [ x 222tk

tan a—tan g

4) En rapprochant cette nouvelle formule de h a celle qui se trouve dans le manuel de topographie,
aide Abali a trouver une formule qui I’arrange autrement dit, exprimer sin(f8 — «) en fonction de
sina, cosa, sinf et cos 8

5) Déduire-en une formule de sin(f + «a)

Solution de activité d’apprentissage:

1) Expression de tan B en fonction de h et x :
tanﬁz% ainsi h =x X tan
2) Expression de tan g en fonction de h et x

¢ _ h
anﬁ_x+l

3) Ona: h=xXtan a & x = ;
tan a

h
tanﬁ—x—H < h = (X+l)tan[3

Par suite : h = (ﬁ + Dtanp ;

hxtanf

— =lxtanf ;
(tan a—tanﬁ’) h=1x tan[)' :
tan a

I xXtan a X tanf

tan a —tanf

4) Expression de sin(f — a) en fonction de sin a, cos a, sin 8 et cos 8

__ Ixtan Bxtana

tan f—tana
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sinfB _sin a
X X
h = cosf cos a
— sinfB sina
cosfi cos a

Ix sin Bxsin «a

sin 8 cos a—cos fsin a

_ sinasinf il . _ — i _ .
h=1x provrapey celadit sin(f — a)=sinf X cosa — cos 8 X sina
5) Pour tout x réel , sin (—x) = — sinx

On obtient : sin(B + a@)=sin B X cosa + cos B X sina

Résumé :

Propriété : Etant donnés deux réels a et B, on a:
cos(a+ f) =cosa cosf —sinasin 8
cos(a— f) =cosa cosf +sinasin 8
sin(a + B) = sina cos 8 + cosasin
sin(a — B) = sina cos f — cosasin f8

Propriété 2:

Formule de duplication : Pour tout réel ¢, on a:

cos2a = cos’a — sin*a = 2cos*a — 1 =1 — 2sin*a
sin2a =2cosasina
Propriété 3:

Formule de linéarisation : Pour tout réel ¢, on a :

2 1+cos2a | . 2 1-cos2a
cos“a = ——; sin“ag = ——
2 2
Application :
Retrouver cos % a I’aide des formules ci-dessus.
Solution : On remarque que % =2x
D’ou cos (Z X l) =2cos? = —1.
12 12
y . V31 o, vZ+/6 VZ+/6
Doucos(E)=2coszl—130|tcoszlz—+— D’oll €OS — = — 0U COS — or
6 12 127 4 ' 2 12 4 12 4
b4 o[ . s T V2+/6
o € |0; E[ c’est dire que cos v > 0 donc cos 2= 2

Rappel 1 : Pour tout réel x et pour tout entier relatif k on a:

Premiére C (GPM3)

page49/ 263



Rappel 2 : pour x # §+ km

sinx
ona:.tanx = ;

cosx '

tan (x + k) = tanx ;

tan(x +y) = 1

Pour x = y, on obtient :

cos’a + sin*a =1
cos (x + 2mk) = cos x
sin (x + 2mwk) = sinx
cos (m—x)=—cosx
sin (r — x) = cosx
n =
cos (— - x) = sinx
2
4
sin (E - x) = cosXx

cos (—x) = cosx

sin (—x) = —sinx
cos (x + ) = —cosx
sin (x + ) = —sinx

—1<cosx<1

—-1<sinx<1

et x;t_T"+k1r (ke Z),

1+ tan’x =

cos2x

tanx + tany

—tanxtany
tan(2 2tanx
an(2x) = ———

(2%) 1—tan? x
tan (—x) = —tanx

Rappel 3 : tableau et cercle des valeurs remarquables
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0 T T T T 21 3T 5t -
« 6 4 3 2 3 | 2 | 6
-1 _ _
cosa 1 ﬁ \/_E 1 0 — ﬁ _\/§ -1
2 2 2 2 2 2
1 1
sina 0 — E \/_§ 1 ﬁ E — 0
2 2 2 2 2 2
tana 0 E 1 V3 X -3 -1 __\/E 0
3 3
EXErcice :eeeeeeenennns Page (Excellence lere C)
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LECON 2 : EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Durée : 50 minutes

Compétences a acquérir:

_ Résoudre chacune des équations suivantes dans un intervalle quelconque de R
sinx=a, cosx=a, tanx=a et acosX+ bsinX=c
_ Résoudre I’équation du type acos X + bsin X = c¢ dans un intervalle de R
_ Résoudre une inéquation ou sinx, cos x, tanx et acos X+ bsin X est comparé a un réel donné
Prérequis :
_ Formules trigonométriques et cercle trigonométrique ;
_ Valeurs exactes des sinus, cosinus et tangentes de certains réels remarquables.

Situation probléme :

Votre frére est électricien auto. Un client lui confie une batterie complément déchargée. Cette batterie est
chargée a 10 volts et la relation entre la charge et le temps ¢ en seconde est : u(t) = 10v/2 sin t.

A quel temps de I’intervalle [0; g] le client trouvera satisfaction.

Activités d’apprentissage:

1) Montrer que (t) = 10 < sint = g

2) A T’aide du cercle trigonométrique, retrouver t.

Solution :
1) Montrer que (t) = 10 < sint = \/2—7

_ P C e V2
u(t)—10(=)10\/751nt—10,51nt—10\/E ainsi - sint = =

2) A I’aide du cercle trigonométrique, retrouver t.

. 2 . - 2 s ,
sint = ‘/2—_ ; sur le cercle trigonométrique \/2—_ est I’ordonnée de : % et —.

.. . . T . . 3T
AInsi : sint = sin— ousint = sin—~

t:£+2knout=3—”+2kn;kEZOrte[O; E] dout =1
4 4 2 4

Résumé:
l. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

1) Equation dutype : sinx = «
Premiére C (GPM3)
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Propriété
_Sia €[—1, 1], alors il existe un réel B tel que : sin 8 = a.

x=p+2kn

x=n—ﬁ+2kn’(kez)

D’ou:sinx =a < sinx =sinff & {

_Sia ¢ [—1, 1], alors I’équation sin x = a n’admet pas de solution dans R.

d

0.44

4 068 08 04 02 o 02 04® 08 o8
\

———

-0.24

-0.44

-0.64

084

Exemple : résoudre dans R, puis dans [0, 27t] chacune des équations suivantes :

; (E3):sin(x + g) = %g ;

N |-

(Ey) :sinx = —-1,5; (E,) :sinx =

(Ey) :sin3x =sin(2x + g) ; (Es) sinx =

ul |-

Solution

o (E)):sinx=-15; S=0dansRet [0, 2m]

o (E;):sinx :% ;SR = {%+ 2km; 5?"+ 2km; k€ Z} et Sio2m = {g

; 5?”} d’apres le cercle
trigonométrique.

e (E3):sin (x+§)=%§;

Sp = {5 + 2km; (1+ 2k)m; k € Z} et Spo2m = {2 7

e sin3x =sin (2x +%);

b4 3 2
S = {3+ 2km; o5+ 2k K€ 2} et Siozm = {355 50 30 205 20 23]

o (E5):sinx = § ; comme § € [—1; 1], il existe y € R tel que siny =§

c’est-a-dire sinx = siny
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X=y+2kn

d’ou {xzn—y+2kn

;kEZetsin]/:%.

2) Equationdutype:cosx =«
_sia €[—1, 1], alors il existe un réel B tel que : cos B = a.

x=p+2kn

) ‘: — = — =1
Dou:cosx =a cosx = cosf {x=—3+2kn

(K€ Z)

_sia & [—1, 1], alors I’équation cos x = a n’admet pas de solution dans R.

Exemple : résoudre dans R, puis |—; m|chacune des équations suivantes :

(Ey):cosx =3, (E;) :cosx = % ; (E3) : cos(2x) = \/2—5 ; (Ey):

cos 2x = cos (x — g)

Solution
e (Ey):cosx=3; S=0@dansRet [0,2r]

o (E;):cosx=3;Sg= {§+2kn; =+ 2km; k€ Z} 6t S| = {—g; g}

3) Equationdutype:tanx =«
Propriété :
Soita € R, ilexisteunréel Btelquetan B = a < tanx = tanf < x = f + km, K€ Z avec

x # >+ km, (KE 7).

Exemple : résoudre chacune des équations suivantes dans R:

(Ey) :tanx = V3 ; (E,) :tan(x + g) = %5
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Solution

(Ey): tan(x + g) = %5 ;

Contrainte : x € D, le domaine de résolution <
x+3# 4 km keZ douD =R\ {5+ km; ke 7}
3 2 6
21
Sp={-3+km ke 1}

4) EQUATIONSDU TYPE:acosx + bsinx = coua,b et c sont des réels.

Soient a et b deux réels non tous nuls. Pour tout x € R
(E):acosx + bsinx = c. On pose r = Va? + b?
(E) devient alors: gcos x+ gsinx = f

b
r’

Il existe o € R tel que : cos u =§etsinu =

ainsi (E) @cosucosx+sinusinx:£<:> cos(x — ) =£

v Si |§| < 1, alors (E) admet des solutions réelles.

Dans ce cas, il existe ¢ € Rtelque:cos¢@ = = d’ou cos(x —pu) =cos@p &

;7

{x=<p+[,¢+2k1t (ke 7)

x=—@+u+2kn

c

v Si - ¢ [—1; 1], alors (E) n'admet pas des solutions dans R

Exemple : résoudre 1’équation suivante dans R :
(E):cosx + sinx =6
Solution :
(E):cosx +sinx =6 ;
r=y12+12 =42
E = /3 & [—1; 1] Donc I’ensemble solution § = @ dans R
Exercices d’applications

Résoudre dans R les équations suivantes :

cosx = sing ;COS2x = cos(%—x) : sin (%—zx) = cos(x—%) :

tan 2x + tan(x — %") =0.

LECON 3 : INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Durée : 50 minutes

Compétences & acquérir:
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Résoudre une inéquation ou sin x, cos x, tan x et acos X+ bsin X est comparé a un réel donné
RESUME :
(0, 1,]) est un repere orthonorme direct et (C) le cercle trigonométrique. Soit a, b et ¢ des
nombres réels. Soit (D) la tangente a (C) en I.

1) Inéquation du type cosx < a,cosx > a:

v' Sia ¢ [—1;1], alors I’ensemble des solutions de (I) est @ ou R (illustration 1)

v' Sia € [—1;1], alors il existe deux réels o, B dans I’intervalle |—m; ] tels que sin « =
cos B = a:1'un des arcs de (C) d’extrémités A et B contient tous les points M(x) tel que x
soit solution de (). A(c) et B(B) les intersections de la paralléle a ’axe des ordonnées

passant le point de coordonnées (a, 0) et (C) le cercle trigonométrique (illustartion 2)

054

0.5

COS X

-054

=t

2) Inéquation du type sinx < b,sinx > b :

T
J1 -05

v' Sia ¢ [—1;1], alors I’ensemble des solutions de (I) est @ ou R

v' Sia € [—1;1], alors il existe deux réels «, B dans I’intervalle |—m; 7] tels que sin « =

cos B = b :1’un des arcs de (C) d’extrémités A et B contient tous les points M (x) tel que x

soit solution de (I). A(x) et B(f) les intersections de la paralléle a I’axe des abscisses

passant le point de coordonnees (0, b) et (C) le cercle trigonométrique.
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et ——

b
m

cosXx

-0.54

i

3) Inéquation du type tanx < c,tanx > c:

v" Il existe deux réels «, B dans I’intervalle |—m; 7] tels que tan < = tan S = c, et de plus, les
points A(x) et B(B) sont symétriques par rapport a O.

v' Soit T le point de (D) tel que IT = c. La droite (OT) coupe le cercle (C) aux points A(c) et
B(B) sont symetriques par rapport a O.

v' Les points A, B, J et J ’(_7") partagent le cercle (C) en quatre arcs dont deux contiennent les

points M(x) tels que x soit solution de (I).
Exemple : Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(I) :sin(2x) > =2 ; (1) < cos(x) + sin(x) < —3
Solution :
(L) : sin(2x) > — ;enposant X = 2x; () < sinX > —-
sinX = —%@ sinX = sin(—%)

X = —%+2kﬂouX=%T+2kn; keZ
—-5m

Dans |—m; 7] on obtient X = —%ouX ==

sin(Zx)>—%(:>=—%+2kﬂ < 2x<7?n+2k7r,kEZ
Soit— =+ krr < x<7—n+kn,kEZ
12 12

L’ensemble des solutions dans R est la reunion des intervalles de la forme ]— 1_nz + km; Z—Z + kn[

aveck e Z

Exercices d’applications

, - s . . X. . X
Résoudre dans R les inéquations suivantes : cos(g) < sm(g) ; cos? x > cos 2x; 2cos®x—
9cos 2x = —4
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CHAPITRE : DERVATION

Lecon 1: DERIVABILITE D UNE FONCTION NUMERIQUE EN

UN REEL.
Durée : 50 minutes

A/ Objectifs pédagogiques :

X/
L X4

Etudier la dérivabilit¢ d’une fonction f en un nombre réel 6 par la limite en 6 du taux

d’accroissements M X
X—0
«* Calculer le nombre dérivé d’une fonction dérivable en un réel 6 ;

++ Déterminer une équation cartésienne de la tangente a la courbe d’une fonction f enunréel 6 ;
% Donner une approximation d’une fonction f en un nombre réel ¢ par une fonction affine.

B/ Motivation :

Plusieurs problémes dans la vie courante se résolvent en s’appuyant sur le taux d’accroissements
d’une fonction tels que la vitesse, I’accélération de certains mobiles ; les problémes d’optimisation ; etc....
Cette lecon permettra de mieux aborder ces types de situations.

C/ Controle des pré-requis

Considerons les fonctions numériques suivantes :

x*—1 i
et h:XHﬂ
x-1 x-1

fix>-3x*+2; g:x—
Evaluer les limitesde f et g en1; puislalimitede h en 0.

D/ Situation probléeme

Lors d’une expérience au laboratoire en classe de premicre C, un groupe d’¢leve dirigé par le chef de

classe Héléne Sandra, utilise I’électrocardiographe pour detecter la courbe (Cf) de battement du ceeur

d’une souris en fonction du temps t (en S). Les membres du groupe remarquent tous qu’il s’agit de la
fonction f :t+>t+sin2t et que cette souris n’a pas un rythme constant de battements a la seconde.

Peuvent-ils trouver la vitesse de battement du cceur de cette souris a ’instant 7 seconde ?

NB : Ces éleves ont préalablement eu une séance de TP avec le professeur de SVT sur ['utilisation de
P’électrocardiographe.

E/ Activités dapprentissage

Premiére C (GPM3)
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Une voiture roule sur une piste avec une vitesse non constante V. On note par d(t) sa distance
parcourue en fonction du temps t (en s).

1) Exprimer en fonction de d(t) et t la vitesse moyenne de cette voiture entre deux instants
rapprochés t et t, ;

2) a) Que devient d (t) lorsque t se rapproche de plus en plus de t, ?

b) Comparer V et !im 4©-d) :

>ty t— tO

3) Evaluer lim ou f estlafonction f :trst+sin2t.

tor

f(t)— f (%)
t

-7
F/ Résumé du cours
1/ Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert Ja ; b[, avec a; b e IR ;soit & un élément de

la; b[.

Onditque f estderivable en @ silafonction x — admet une limite finie lorsque x tend

f(x)—f(0)
X—0
vers 4.

NB : Cette limite finie désigne le nombre dérivé de f en @ et notée f'(6).

pinsi lim 10710 _ iy TIZTO) _ ¢ )

X—0~ X—60 Xx—0* X—60

Rappel : La fonction h: x—

Lg(e) est appelée taux de variation de f en 4.
X_

Remarque :

r,) si lim

X—0~

£,(0).

T)-1(0) _;(6) est finie alors on I’appelle nombre dérivé de f a gauche en € et on la note
X_

r,) si lim 100 -1(6)

x—0" X—60

f.'(6).

est finie alors on 1’appelle nombre dérivé de f a droite en € et on la note

r,)si f,'(0)= f,'(0) alors lafonction f n’est pas dérivable en 6.

1) Si f'4(8) = f',(0) =1 € Ralors lafonction f n’est pas dérivable en 6.

2/ Propriété et interprétation graphique :

Premiére C (GPM3)
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Propriété :

Si f estune fonction définie sur un intervalle ouvert Ja ; b[,avec a; b e IR et dérivable en un réel

¢ de ]a; b[ alors lim f(0+hr)]_ o) _ f'(6).

Interprétation graphique :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert ]a; b[, avec a: b e IR. La fonction f est

dérivable en un réel 6 de ]a ; b[ lorsque sa courbe admet en € une unique tangente non paralléle a ’axe
des ordonnées.

Le nombre dérivé f'(8) est la pente de cette tangente comme le montre le schéma suivant :

&——— Courbede f

<— Tangente a la
courbede fen @

|

|

I
1 o a 1 9 3 b4
NB : D’eiprés ce qui précéde, la tangente a la courbe de la fonction en x, admet pour équation :
y="1'(0)(x-6)+f(6).
Ainsi pour tout nombre réel A pris au voisinage de @ (trés proche de @), le nombre f'(8)(1—6)+ f ()

est une valeur approchée de 'image f (1) de A : on dit que la fonction numérique f est approximée au

voisinage de ¢ par la fonction affine g:x+— f'(8)(x-8)+ f(0)

G/ Exercice(s) d’application
On donne la fonction numérique f :xn—>|2x—3| définie sur ]O ; 10[.

1) Ecrire f(x) sans valeur absolue ;

2) Montrer que f est dérivable en 2 et donner une équation de la tangente a sa courbe au point
d’abscisse 2 ;
3) En déduire une valeur approchée de f (1, 9998);

4) Justifier que f n’est pas dérivable en 1,5.

H/ Conclusion
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Exercice 1 : Mme Aicha est au volant d’une voiture et aborde une piste sur un plan incliné de pente 15%
avec une vitesse instantanée V (t) en fonction du temps t (en s) .

Sa distance parcourue d (t) en fonction du temps t est donnée par la relation d(t)=-0,5gt*+5t ; (en m)
en supposant qu’elle entame son voyage au pied de ce plan incliné ; ou g =9,8 m*/s est la pesanteur au
lieu du mouvement.

1) Montrer que la boite a vitesse de Mme Aicha indique une vitesse initiale de 5m/s.

2) Trouver la vitesse V, de Mme Aicha aprés 10 secondes de parcours.

3) Exprimer V (t) en fonction dutemps t (en s).

Autres exercices a faire : Les exercicesno [ (1; 4 et 5 page 270) ] du Livre « L’excellence en
Mathématiques » ; NMI ; Victor TEGNINKO et autres.

Jeu Bilingue : Traduire cette phrase en francais

f1(a)=limTX=T@)

«If f(x) is differentiable at a, then f'(a) exists and we have
X—a X_a
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Lecon 2 : OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

Durée : 50 minutes
A/ Objectifs pédagogiques:

% Etudier la dérivabilité globale d’une fonction numérique f sur un intervalle ;

¢+ Déterminer la fonction dérivée d’une fonction numerique f .

B/ Motivation :

Plusieurs problémes dans la vie courante se résolvent en s’appuyant sur les fonctions dérivables tels
que les problémes d’optimisation ; etc.... Cette legon permettra de mieux aborder ces types de situations.

C/ Contréle des pré-requis

1

\/;+3

2. En utilisant la division Euclidienne, factoriser le polynéme x®—8 ; Puis simplifier I’expression
(x3—8)(x+1)
X—2 '

1. Ecrire I’expression sans radical au dénominateur ;

D/ Situation probléeme

Paul et Isabelle sont deux éleves de la classe de premiere C.

De retour des olympiades en mathématiques, ils indiquent avoir utilisé respectivement les formules g_z et

g!

—— pour la détermination de la dérivée de la fonction — ou g est une fonction numérique.
g

Qui des deux enfants a eu raison ?
E/ Activité d apprentissage
Activité 1 :
1- On considere la fonction f:x—»x> et 6 un nombre réel. En remarquant
que VO e IR; x*—6° =(x—0)(x+6) ; exprimer le nombre dérivé f'(6) en fonction de 6 ;

2- Dans chacun des cas suivants ou f est une fonction numerique et & un nombre réel, exprimer

f'(8) en fonction de € tout en précisant la condition d’existence de f'(8) :

i) fixi>ax: aclR i) foxios VX 3i) fixiss
X
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3- Enremarquant que :vnelIN; x"—6" :(x—¢9)(x"*1+¢9x”’2 +6°x"3 +...+¢9”*2x+¢9”’1) avec 6 un
nombre réel ; exprimer le nombre dérivé g'(@) en fonction de @ ou g est la fonction numérique
g:x—X"; nelIN".

Activité 2 :
Soient f et g deux fonctions numeériques définies sur un intervalle 1 de IR avec g ne s’annulant

f f(x)

passur 1. On rappelle que : Vxel ; [—j(x)z :
9 g(x)

1- Justifier que :

f f
(5)0‘)‘(5)(9)_ 1 ([f(X)—f(B)]g(B)—[g(x)—g(B)]f(9)>

x—6 ~9(0)g(6) x—6

Vo eI

2- En déduire I’expression de (éj’(@);

3- Pour f =1, que vaut [%}’(0)?

F/ Résumé du cours
1/ Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle 1 delR.
Onditque f estdérivable sur I sielle est dérivable en tout réel x de I .
Dans ce cas la fonction qui, a tout nombre réel x associe le nombre dérivé de f en x est appelée fonction
dérivee de f .

NB :onlanote ' ou f® ou g—f(lorsque la variable est Xx) ou f (beaucoup plus en sciences physiques).
X

2/ Dérivation des fonctions usuelles :

Soit f une fonction numérique admettant pour fonction dérivée f’. Le tableau récapitulatif des
dérivées des fonctions usuelles est le suivant :

Domaine de Domaine de
Expression de f dfeflnltlon de Expression de f’ dérivabilité de f
f(x)=a; (aelR) IR f'(x)=0 IR
f(x)=ax; (a€lR) IR f'(x)=a IR
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f(x)=x? IR f'(x)=2x IR

f(x)=x° IR f'(x)=3x* IR

f(x)=x"; (ne IN*) IR fr(x)=nx"* IR

f(x)=ax"; (ae IR ; nelN*) IR f(x)=anx"" IR

o TR o

f (x) =X [0 +oq f'(x) i 10 +oq
1 () L

f(x)=~ IR\{0} (x)=— IR\{0}
1 . T

F)=—: (neIN’) IR\{0} F(X)=- IR\{0}

f (x)=cosx IR f’(x)=—sinx IR

f (x)=sinx IR f’(x)=cosx IR

f (x)=tanx |R\{Z+k7z ; kez} f'(x)=1+tan’ x ou . IR\{%+k7r s K eZ}

f (x)=cos(ax+b) ; (a;belR) IR f’(x)=—asin(ax+b) IR

f(x)=sin(ax+h) ; (a;belR) IR f'(x) =acos(ax+b) IR

3/ Propriétés sur les fonctions dérivables :

i) Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I de IR et « un réel alors les fonctions
au ; u+v et uxv sont aussi dérivables sur | etona:

. (a)=afo),
. (u+v)’=u’+v’;
o (uxv)

i) Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I de IR avec v ne s’annulant pas sur |

=u'v+Vvu

) 1 u e s
alors les fonctions = et — sont aussi dérivables sur | etona:
Y v

1), V' uj, uv-vu
— =g et )= 2
v v v v

3i) Si v et u sont deux fonctions dérivables respectivement sur des ensembles | et v(l) alors la
fonction uov est aussi dérivable sur | etona:

(Uov)' =V'xu'ov
41) Toute fonction polynéme est dérivable sur IR ;

5i) Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle de son domaine de définition.
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Remarque : Le mot dérivé vient du latin derivare qui signifie « Détourner un cours d’eau». Ce mot a été
introduit pour la premiere fois par le mathématicien Franco-Italien Joseph Louis LAGRANGE (1736-1813)
pour signifier que cette nouvelle fonction dérive (au sens de ‘provenir’) d’une autre fonction.

G/ Exercice(s) dapplication
Dans chacun des cas suivants ou f est une fonction numérique. Définir clairement la fonction

dérivée f’' de f .

2
i) fix 2x+3+x+1 i) fix>x*-1; 3i) fixps X +§X ;
X+

H/ Conclusion

Exercices a faire :

Les exercices no [(26 et 31 page 273) ] du Livre « L’excellence en Mathématiques » ; NMI ; Victor
TEGNINKO et autres.

Jeu Bilingue : Traduire en francais

«Suppose we have the function f(x) =4x®+x*+3. After applying the rules of differentiation, we end up
with the following result : f '(x) =12x* +2x.»
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Cours de mathématiques premiére C

Lecon 3 : DERIVATION ET VARIATIONS D UNE
FONCTION NUMERIQUE.

Durée : 100 minutes

A/ Objectifs pédagogiques :
¢ Déterminer les extrema d’une fonction numérique sur un intervalle | de IR donné;
¢+ Préciser les variations d’une fonction numérique sur un intervalle | de IR donné;
¢+ Dresser le tableau de variations d’une fonction numérique sur un intervalle 1 de IR
donne ;
% Résoudre les problémes d’optimisations dans les situations concrétes de vies.
B/ Motivation :

Plusieurs problémes dans la vie courante se résolvent en s’appuyant sur les variations
d’une fonction tels que les probléemes d’optimisation (Maximisations des bénéfices ;
Minimisations des charges ou dépenses ; etc....). Cette legon permettra de mieux aborder
ces types de situations.

C/ Controle des pré-requis

> Donner le signe du polyndme p(x)=2x*+3x-2;

> Préciser ’expression g’(x) de la dérivée de la fonction g: x> Ll
X_

D/ Situation probléme
Lors d’une course de Rallye en Espagne, la boite a vitesse du pilote OWEN lui indique
. . . t>+t+4 . .
une vitesse instantanée V : tHﬁ (ou t estensecondeset V en m/s) etle pilote
+
décide faire au maximum 20400 secondes sur le parcours de cette course.

Son coéquipier SANGO, ayant fait les études en sciences physiques lui souffle a I’oreille
que sa vitesse initiale vaut 4 m/s et I’accélération instantanée de son véhicule est la dérivée
de sa vitesse instantanée.

Peux-tu indiquer au pilote OWEN sa vitesse minimale tout au long de son parcours ainsi que
I’intervalle de temps ou sa vitesse reste croissante ?

E/ Activités d apprentissage

2
On consideére la fonction f: X|—>X+—X1+4 définie sur IR\{—l}.
X+

1- Déterminer les limitesde f en 0 eten +oo;

2- Montrer que : vXelR\{—l} : f'(X)=-(XE1)(1X)j3) .

3- a) En déduire le signe de f sur I'intervalle [0 ; +oo ;

b) Quelle est la valeur minimale de f (x) sur Iintervalle [0 ; +oof ?
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Cours de mathématiques premiére C

c) Quelle est la variation de f sur Pintervalle [0 ; +oof ?

4- Sur quel intervalle de temps la vitesse du véhicule d’Owen reste croissante ?
F/ Résumé du cours
1/ Définitions
= On appelle extremum (pluriel. extrema) d’une fonction numérique f , I’image par f
du réel 6 ou la fonction dérivée f' de f s’annule en changeant de signe : on dit que
f atteint cet extremumen 6.
= Soit D, le domaine de définition d’une fonction numérique f et | un intervalle de
D; :
o On appelle maximum relatif de f sur | (s’il existe), un nombre réel M tel
que: Vxel ; f(x)<M.
NB :si | =D, ,alors M devient le maximum de f .
o On appelle minimum relatif de f sur | (s’il existe), un nombre réel m tel
que: Vxel ; f(x)=m.
NB :si | =D, alors M devient le minimum de f .
Attention Le maximum relatif et le minimum relatif d’une fonction numérique f ne sont

pas toujours des extrema de f .
Illustration

L8 — — —_- — —_—  —_— —_—  —_—  —_—  —_ . e — ==

Courbe de T

T

I
I
I
I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
]
1
1
I
1
1
-
L=

U

I
I
1
I
I
o &
-1 o 1 =

-2 2 3 < S

0

2/ Variations d’une fonction dont la dérivée a un signe connu sur un intervalle donné
Propriétés
Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle 1 delIR, de fonction dérivée

frsur I telleque Vxel,leréel f'(x) aitun signe constant.

P1) Sil'ona: Vxel ; f'(x)>0, alors la fonction f est croissante sur I ;
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Cours de mathématiques premiére C

P2) Sil'ona: ¥xel ; f'(x)<0,alors la fonction f estdécroissante sur I ;

P3) Sil'ona: Wxel ; f'(x)=0,alors la fonction f est constante sur I ;

fonction croissante sur |

Chp==mm— = m— === ==

-1 o 1 2 3 4 5 (=] 7 €
—1
I=[a bl
5 4
|
|
4 1
1 fonction decroissante sur |
I
3 4 I
|
1
2 I
I
I
1 4 I
! I
! |
o &
1 o 1 2 3 a 4 5 6 7 8 p
-1
I=[a ;b]
47 fonction constante sur |
34
T T
| |
2 I 1
| |
| |
i | I
| |
0 | I
-1 0 1 a 2 3 4 5 6 b 7 8 9
-1 -
I=[a ;b]

P4) Silona: Vxel; f'(x)>0(resp. f'(x)<0) et que I'ensemble des réels x de | tels

que f'(x)=0 ne contient aucun intervalle ouvert non vide, alors la fonction f est
strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I ;
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Cours de mathématiques premiére C

P5) Sil'ona: Wxel ; f'(x)=0,alors la fonction f est constante sur I ;

P6) Si f et g sont deux fonctions numeériques dérivables sur un intervalle 1 non vide de IR
, admettant sur | pour fonctions derivées respectives f’ et g’. Alors, la fonction f —g est
constante sur | si et seulementsil’ona: f'=g’.

3/ Dérivée d’une fonction dont on connait le sens de variations sur un intervalle donné.
Propriétés

Si la fonction f est croissante (resp. décroissante) sur 1 ; alors on a
vxel ; f'(x)=0(resp. f'(x)<0).

Si la fonction f est constante sur | alors la fonction dérivée f'est nulle sur 1 ; on
a:vxel; f'(x)=0.

Remarque : Le tableau de variation d’une fonction numérique est un tableau faisant ressortir
le signe de sa fonction dérivée ; les variations de cette fonction ; les éventuelles extrema et les
limites aux bornes de I’intervalle d’étude.

Voici un exemple illustratif

Courbe de T

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[}
1
1
1
1
l= |

1 S e

0

f'(x) - 0 + 0

f(x)
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Cours de mathématiques premiére C

G/ Exercice d’application

2
On considére la fonction h: XH4X+—4:)L(+9 définie sur IR\{-1}.
X+

1

Déterminer les limites de h aux bornes de son domaine de définition ;
2x—-1)(2x+5) .

Montrer que : vXeIR\{—l} : h’(x)=( ( 1)2
X+

2

3
4

En déduire les extremums de h;

Dresser le tableau de variation de h sur IR\{—l}

H/ Conclusion

Exercices a faire :

Les exercices no [(3c ; 3d page 264) ; (3e ; 3f page 267) ; (46 et 49 page 275) | du Livre
« L’excellence en Mathématiques » ; NMI ; Victor TEGNINKO et autres.

Jeu Bilingue : Réponds la question suivante en anglais

«Quelles informations pouvons-nous avoir de la dérivation d’une fonction f ?»

RP:

» The derivative of any given function f tells us the rate of change of f for any given
real number X, (which is equivalent to telling us the slope of the graph of f for any

given real number x);
» When the derivative of any given function f is positive on aset I, the function f is

increasing on a set |
» When the derivative of any given function f is negative on aset |, the function f is
decreasingonaset I .

Bibliographie :

+ Livre de ’enseignant (programme officiel) ;
+ Livre « L’excellence en Mathématiques » ; NMI ; Victor TEGNINKO et autres.
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CHAPITRE: REPRESENTATION GRAPHIQUE D UNE
FONCTION NUMERIQUE.

Lecon1: ASYMPTOTE A LA COURBE D UNE FONCTION
DUREE : 50 minutes.

INTFRFT Savoir étudier et représenter une fonction numérique et 1’utilisé pour la résolution des
certains problemes de la vie courante

MOTTVATION Dans la vie courante certains problémes se résolvent a 1’aide du graphique d’une
fonction, par exemples la vitesse maximale; la hauteur maximale (ou minimale) ; le niveau de fréquence
des battements cardiovasculaire par minute...

COMPETENCES A ACOQUERIR PAR LES ELEVES :

- Déterminer par leurs équations les asymptotes paralleles aux axes.
- Montrer qu’une droite est une asymptote oblique a la courbe d’une fonction.

PRE-REQUIS

-) Comment calcule-t-on les limites en infini d’une fonction rationnelle ?

La limite en infini d’une fonction est égale a la limite en cet infini du quotient des monomes de plus degrés
du numérateur et du dénominateur.

2x+1

2-)Calcules limites aux bornes de I’ensemble de définition de la fonction f: x — — La fonction définie
sur J—o0; 3[ U ]3; +oo[.limy,_ f(x) = —2,limy ;o f(x) = —2,lim,_3+ f(x) =

—oo et limy_3- f(x) = +o0

SITUATION PROBLEME

Un planeur perd de I’altitude lors d’un vol. Sa hauteur en kilométre par rapport au sol est inversement
proportionnelle au temps mis en minute pendant la descente. Aprés une minute ; il esta 1 km du sol.

Ce planeur atterrirait-il ?

ACTIVITE D’ APPRENTISSAGE

On considere la fonction numérique h définie par h(x) = % et de représentation graphique (C) dans un
repére orthogonal (0;I;))

1- Calculer les limites de h a gauche et a droite en 0 puis en +o et — 0.
2- Etudier les variations et tracer la courbe représentative de h.
3- Suppose h(x) le niveau en altitude du planeur a un instant x. Ce planeur atterrirait-il ?

SOLUTION DF LACTIVITE D APPRINTISSAGF

1- Calculons les limites de h a gauche et a droite en 0 puis en +oo et — co.

lim,_,o- h(x) = —o et lim, o+ h(x) = . lim,,_,, h(x) =0 et limy_,,, h(x) =0
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2- Etudions et tracons la courbe | représentative de h.

La fonction dérivée de h est définie par h'(x) = — xiz; Vx € ]—00; 0[ U ]0; +oo].
Tableau de variation.
X — 00 0 +co
h'(x) - -
400 +0o0
h(x)
— 00
—00

Courbe de la
fonction h.

o {e(e

2
Le tracé de la fonction h.
3- Le planeur n’atterrirait jamais.

RESUME

Soit f une fonction de courbe représentative dans un repéere du plan donné.

1- Pour tout nombre réel a, lorsque lim,_,,- f(x) = o et lim,_,,+ f(x) = oo ; la droite
d’équation x = a est asymptote verticale a la coube de la fonction f.

2- Lorsque lim,_,_, f(x) = b et oulim,_, f(x) = b ; on dit que la droite d’équation
y = b est asymptote horizontale a la courbe de la fonction fen cet infini.

-1 a 1 2 3 4

Illustration graphique d’une asymptote horizontale
3- Etant donnée une droite d’équationy = ax + b, lorsque
lim,_,_,(f(x) — (ax + b)) = 0 etlim,_,,(f(x) — (ax + b)) = 0; alors la droite
d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe de la fonction f en infini

Premiére C (GPM3)

page72/ 263



Courbe de la fonction définie par
flx)=x+-

Illustration graphique d’une asymptote oblique.

EXERCICE D’APPLICATION &

1- Calculer les limites aux bornes de 1’ensemble de définition de chacune des fonctions

numeériques définies par : f(x) = g et h(x) = _jf;“l . Déduire les asymptotes a la courbe de
chacune de ces fonctions.
. . P 2x%+3x-5
2- On considere la fonction g définie par g(x) = —

2-a Calculer les limites de g a gauche et a droite en 2. Déduire I’asymptote a la courbe de g.

2-b Montrer que la droite d’équation y = 2x + 7 est asymptote a la courbe de g.

3- Déterminer en justifiant sa réponse, les équations des asymptotes a la courbe de la fonction f ci-

contre.

T \ (=) »lc

N
—

(o)

-

O
I\
jf
(9]
LY
(@)

)L)k)/m
padl

— Courbe de la fonction.
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LECON 2: REPRESFNTATION GRAPHIOUE D UNFE FONCTION

POLYNOME DUREE : 50 minutes
COMPETENCES A ACQUERIR PAR LES ELEVES :

Savoir étudier et représenter la courbe d’une fonction polyndme.
PRE-REQUIS

1- Comment peut-on déterminer un polyndme défini par la donnée de trois valeurs et de leurs images
respectives ?
Un nombre a image de b par f signifie f(b) = a puis; on pose un systeme)

2- Comment calcule-t-on les limites en infini des fonctions polynoémes ?
Est égale a la limite en cet infini de son monéme de plus degré.

3- Que signifie sens de variation d’une fonction ? Et comment peut-on donner le sens de variation
d’une fonction définie par son expression ?
Dire si elle est croissante ou décroissante. Il faut la dériver, étudier le signe de la dérivée puis
donner le sens de variation.

SITUATION PROBLEME :

YATOUMA ne peut arroser son jardin situé en amont du chateau d’eau qui alimente son quartier que,
lorsque ce chateau est rempli a pleine capacité. La quantité d’eau dans ce chateau d’eau varie selon le
moment de la journée. Le chateau est rempli a 18750 littres, a 8 heure et est vide a 4 heure du matin et
a 20heure.

Aider- le a déterminer 1’heure de début de 1’arroge.

ACTIVITE D’ APPRENTISSAGE.

On veut étudier et représenter la courbe de la fonction f définie par f(x) = ax? + bx + ¢ dans un repére
orthogonal (0; I; ]). La représentation graphique de f passe par le point A(8; 18750) et rencontre 1’axe
des abscisses en 4 et 20.

400a +20b+c=0
1- Justifier que le triplet (a; b; ¢) est solution du systeme : 16a +4b +c =0 , puis montrer
64a + 8b + ¢ = 18750
que f(x) = —390,625x2 + 9375x — 31250.
2- Calculons la dérivée et étudier les sens de variations de la fonction f sur R .
3- Dresser le tableau de variation de f sur R..
4-Construire sur ’intervalle [—4; 22] la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthogonal (on prendralcm pour 2 unités sur I’axe des abscisses et et 1cm pour 5000 unités sur I’axe
des ordonnées)

5-.0n suppose pour la suite que, f(x) est la capacité d’eau en litre dans le chateau a un moment x (en
heure) de la journée. A quel moment YATOUMA peut débuter 1’arroge ?

SOLUTION DE LACTIVITE D’ APPRENTISSAGE.

1- Montrons que f(x) = —390,625x% + 9375x — 31250.

f(20) =0 400a +20b+c =0
Nous avons de 1’énoncé f(4)=0 dou { 16a+4b+c=0
£(8) = 18750 64a + 8b + ¢ = 18750
400a+20b+c=0 384a+16b =0 b =—24a b = 9375
16a+4b+c=0 <=>{ c=—16a —4b =>{ ¢ = 80a =>ic=—31250
64a + 8b + c = 18750 48a + 4b = 18750 —48a = 18750 a = —390,625
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Donc f(x) = —390,625x% + 9375x — 31250.
2- Calculons la dérivée et étudions le sens de variations de f sur R.
La fonction f étant une fonction polyndme alors elle est définie, continue et dérivable sur R .

La derivée de f est la fonction définie par f'(x) = —781,25x + 9375 ; Vx € R.
f'(x) =0 => x =12. Ainsi ; nous avons :
-Vx € |—0; 0], f'(x) < 0; donc f est décroissante sur cet intervalle.

—Vx € [0; +oo[, f'(x) = 0; donc f est croissante sur cet intervalle.

3- Dressons le tableau de variations de f.
lim,_,_o f(x) = lim,_,_,(—390,625x2%) = 4+ et lir-El f(x) == —
X—+ 00
X —00 12 400
fl |+ -
25000
fx)
—0o0 + o0
4- Construire la courbe représentative de la fonction f.
30000 =
< : —
20000 |
|
10000 |
I
I
|

4 —2 2 /4 6 8 101214 16 18 20 22 24
10000

200003

3000
€

5- Le chateau d’eau est a pleine capacité de 25000 L a midi. Donc il doit commencer I’arroge a
12 heure.

RESUME &

Pour étudier une fonction, on peut procéder comme suit :

-On détermine son ensemble definition

-On calcule les limites aux bornes de 1’ensemble de définition.

-On étudie la dérivabilité et on calcule sa dérivée
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- on étudie le signe de la dérivée, le sens de variation et on dresse le tableau de variation.

- On cherche les points particuliers comme les eléments de symétrie, les points de rencontre avec les axes
du repere, la table des valeurs, la tangente a la courbe de la fonction...

Pour représenter la courbe d’une fonction : on place les points particuliers, on trace la tangente et la courbe
représentative de la fonction dans un repére orthogonal donné.

EXERCICE D’APPLICATION &

A- Le plan est muni d’un repére orthonormé. On considére la fonction numérique f définie par
f(x) =x*—3x—4

1- Etudier le sens de variation de la fonction f, puis dresser son tableau de variation

2- Ecrire I’équation de la tangente (T) a la courbe de la fonction f au point d’abscisse 0. Puis étudier
les positions relatives de la courbe de fet de (T)

3- Déterminons les points de rencontre de la courbe de favec les axes du repére.

4- Tracer la tangente et la courbe dans le repére sur I’intervalle [—5; 6].

B- Le plan est muni d’un repére orthonormé. On considére la fonction numérique h définie par
h(x) =x3—x?—-x+1
1-Etudier le sens de variation de la fonction h, puis dresser son tableau de variation
2-Ecrire 1’équation de la tangente (T) & la courbe de la fonction h au point d’abscisse —1. Puis
étudier les positions relatives de la courbe de het de (T)
3-Déterminons les points de rencontre de la courbe de havec les axes du repeére.
4-Tracer la tangente et la courbe dans le repeére.

C- Apres son succes au BEPC de la session 2020, GAYANIMA arecu 5000 F de son pére et veut
placer cette somme dans une des micros banques de sa localité, avec un intérét composé mensuel
puis ; retirer son intérét au bout de deux mois pour préparer sa rentrée scolaire 2020-2021.
Proposer a GAYANIMA ,un graphique permettant de lire son bénéfice au bout de deux mois en
fonction du taux choisis.
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Cours de mathématiques premiére C

LECON 3: REPRESENTATION GRAPHIQUE D UNE
FONCTION RATIONELLE.

Durée : 100 minutes
COMPETENCES A ACQUERIR PAR LES ELEVES :

ax?+bx+c
dx+e

s ] , +b
Savoir étudier et représenter la courbe de toute fonction de forme : x — % etx —

PREREQUIS

1- Quand dit-on deux grandeurs x et y sont inversement proportionnels ?
Il existe un réel k tel que xy = k

2- Etudier les positions relatives de la courbe de la fonction définie par g(x) = x% + 2 et
la droite d’équation : y = 3 sur ’ensemble des réels.
Pour, x < —letx =1, g(x) —3 >0 lacourbe de g est en dessus de la droite et
pour—1<x<1
g(x) — 3 <0, la courbe de g est en dessous de la droite.

SITUATION PROBLEME

Pour transporter ses sacs d’oignons du champ a la maison. YATADI loue un camion a
8000 F I’heure et doit payer un manceuvre a 2000 F I’heure pendant toute la durée de
charge a la décharge. La durée des opérations de charge et de décharge est inversement
proportionnelle au nombre de manceuvres recrutés et chaque manceuvre mettrait 2heures pour
les opérations de charge et de décharge.

Sachant que le camion met deux heures du temps en route pour arriver a la maison. Combien
de manceuvres doit-il recruter pour une dépense minimale ?

ACTIVITE D’ APPRENTISSAGE

(x?+5x+4)
o .

On considere la fonction f définie par f(x) = 4000

1-a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, et en déduire
I’existence d’une asymptote a la courbe de f.

1-b) Etudier le sens de variation de f puis dresse son tableau de variation.

1-c) Montrer que la droite (D) d’équation y = 4000x + 20000 est une asymptote
oblique a la courbe de f en infini. Etudier leurs positions relatives.

1-d) Deéterminer les points de rencontre de la courbe de f avec les axes du repere.

1-e) Représenter les extremums, les asymptotes puis la courbe de la fonction de f (on
prendra un manceuvre pour Icm pour une unité sur (OI) et Icm pour 5000 unités sur

(0J)).

2-a) Soit t’ est un réel inversement proportionnel a x. Justifier que, si t' = 2 et x = 1 alors

2-b) Deéduire que si x est le nombre de manceuvres alors la durée totale des opérations est
2 . .
-+ 2etla dépense en fonction de x manceuvres est f(x).
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Cours de mathématiques premiére C

2-¢) Quel est le nombre de manceuvre(s) pour une dépense minimale ?

SOLUTION DE DE LACTIVITE D’ APPRENTISSAGE

1-a) Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, et déeduisons-en
I’existence d’une asymptote a la courbe de f.

La fonction est définie sur ]—oo; 0[ U ]0; +oo].
lim,__o f(x) =lim,_,_,(4000x) = —o0, lim,_,, f(x) = lim,_,,,(4000x) =

+oo ,

lim, - (f(x)) = lim,_,o- 16200 = —oo et

lim, o+ (f(x)) = lim,_o+ # = +o0.

Nous déduisons que la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale & la courbe de
f.

1-b) Le sens de variation de f et son tableau de variation.
(x%-4)

La fonction f est dérivable sur ]—oo; 0[ U ]0; +oo[.f'(x) = 4000 = et nous
avons le tableau de variation.
X —00 —2 0 2
f'(x) + I - I +
—4000 +00
f(x) /////////////;7 ////////////
—oo | 380000

1-c) Montrons que la droite (D) est asymptote oblique a la courbe de f en infini.
lim,,_o (f (x) — (4000x + 20000)) = lim,_,, . (f (x) — (4000x + 20000)) = 0.
Donc la droite (D):y = 4000x + 20000 est une asymptote oblique a la courbe de f en
infini.
-Etudions les positions relatives de la courbe de f et de la droite(D)

Ona f(x) — (4000x + 20000) = 19999 " Ainsi la courbe est au-dessus de la droite sur
I’intervalle |—oo; O[ et est au-dessous de la droite sur ]0; +oo|.

La courbe de f rencontre 1’axe des abscisses en -1 et -4 et ne coupe pas I’axe des
ordonnées.

1-d) La courbe .
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Cours de mathématiques premiére C
FOUUVL
0000
50000
40000
30000
20000

10000
>

T TN
5"—4 _—2 2 4 6 8 10 -

A ™

2-a) Justifions que, si t' =2etx =1alors t' = %

Les réels non nuls x et t’ sont inversement proportionnels signifie que xt’ = k, quel que soit
. 2
réel k;pourx =1ett' =2 onak =2alors t’ ==~

2-b) Déduisons que si x est le nombre de manceuvres alors la durée totale des opérations est
% +2etla dépense en fonction de x manceuvres est f(x) = 8000(% +2)+

2
2000x(2+2) = 4000 &=

2-C) Monsieur YATADI doit recruter 2 manceuvres pour une dépense minimale 38000
F.

RESUME
b) Pour étudier une fonction, on procéder comme suit :

-On détermine son ensemble définition
-On calcule les limites aux bornes de I’ensemble de définition.
-On étudie la dérivabilité et on calcule sa dérivée

- on étudie le signe de la dérivée, le sens de variation et on dresse le tableau de

variation.
- On cherche les points particuliers comme les éléments de symétrie, les points de
rencontre avec les axes du repere, la table des valeurs, la tangente a la courbe de la
fonction.

¢) Pour représenter la courbe d’une fonction rationnelle :On places les points
extremums ;les points de rencontre avec les axes du repeére ,on trace les tangentes ,les
asymptotes et la courbe de la fonction.
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Cours de mathématiques premiére C

EXERCICE D’APPLICATION

A- On donne la fonction homographique h définie par h(x) = ;x_+12.

A-a) Calculer les limites de h aux bornes de son ensemble de définition, puis en
déduire les asymptotes a la courbe de h.

A-b) Etudier le sens de variation de h puis dresse son tableau de variation
A-c) Montrer que le point Q(1; —1) est centre de symétrie a la courbe de h.

A-d) Représenter la courbe de h

—x2-3x+4

B-Soit la fonction numérique de la variable réelle x définie par j(x) = —

B-a) Calculer les limites de j aux bornes de son ensemble de définition, puis en
déduire 1’asymptote a la courbe de de la fonction j.

B-b) Etudier le sens de variation de j puis dresse son tableau de variation.

B-c) Montrer que la droite (D) d’équation y = —x — 2 est asymptote a la courbe de la
fonction.
B-d) Montrer que le point Q(—1; —1) est centre de symétrie a la courbe de la fonction

B-d) Représenter la droite et la courbe de ;.
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CHAPITRE : SUITES NUMERIQUES.

LECON 1 : GENERALITES SUR LES SUITES NUMERIQUES.

Durée : 100 minutes

A/ Objectifs pédagogiques :

e Reconnaitre une suite numérique ;
e Calculer les termes d’une suite numérique ;
e Repérer graphiquement les termes consécutifs d’une suite récurrente ;

B/ Motivation

Plusieurs problémes dans la vie courante se résolvent en s’appuyant sur les suites numériques tels
que la gestion des comptes bancaires a taux d’intérét simple ; le calcul de la somme des entiers naturels
consécutifs ; etc.... Cette legon nous permettra de mieux aborder ces types de situations.

C/ Contréle des pré-requis

Considérons les fonctions numériques suivantes f :x+—>+/x+1 et g:x > f(x)+1. Soit ’expression
littérale A=Xx++/x+2.

1- Déterminer la valeur numérique de A lorsque x=2; puis x=7.
2- Calculer f(4) ; puis g(4).

D/ Situation probléeme

Sandra, €éleve en classe de premiere scientifique voudrais connaitre le nombre entier représentant le
502-ieme multiple de 3 positif non nul & partir de 12.

Peux-tu lui indiquer ce nombre ?
E/ Activité dapprentissage
On considére I’ensemble A= {3n ;nelIN}

1) De quel ensemble s’agit-il ?
2) Ecris en extension cet ensemble ;
3) Ecris en extension le sous-ensemble B de A ayant pour plus petit élément 12 ;
4) Quel écart existe entre deux éléments consécutifs de I’ensemble B ?
5) Deésignons par p, le premier élément de B ; p, le second élément de B; ainsi de suite jusqu’au n-
iéme élément p, de B.
a) Completer les pointilles par les p, qui conviennent; puis additionner ses égalités membre a
membre ;
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p3 =...4+3 ;
ez p3+3 ;

[

. ;

[
=Pyt
Py =Ppyt3;

b) Justifier que pour tout entier naturel n nonnulona : p, =12+3(n-1)
6) Quelle réponse peux-tu donner a Sandra ?
F/ Résumé du cours
1/ Definition :
On appelle suite numeérique toute application U d’une partie | de IN versIN. On la note (Un)nel ou
tout simplement (U, ) lorsque | =IN.

NB : soit (U, ) _, une suite numérique définie sur une partie 1 de IN; alors :

nel
Si | estune partie finie de IN,, alors (U,) _ est dite suite finie.

» Sivnel onaU =aavec acIN,alors (U, )  estdite suite constante.

> SiVvnel onaU,>0 (resp. U, <0), alors (U,)
négatifs).

> Pour tout kel, U, est appelé terme de la suite (Un)nel de rang k et U, est appelé terme

__, est dite suite a termes positifs (resp.

général de la suite (U,) _ .

> Si p est le plus petit élément de | alors U est appelé premier terme de la suite (U,)

nel !
le troisiéme terme, ainsi de suite....

2n+1
n+1

U, lesecondterme; U,

Exemple : Les applications (U, ):n+—>+n-1+5 et (V,):n> sont des suites numériques définies

respectivement sur IN” et IN.

2/ Opérations sur les suites numériques
Soient (U,) , et (V,),_, deux suites numériques toutes définies sur une partie | de IN; soit & un

nombre réel. Alors :

i) La suite somme (U +V) _ est définie comme suit :

vnelona (U+V) =U +V, ;

nel

ii) La suite produit (U xV') _ est définie comme suit :

vnel ona (UxV) =U xV, ;
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iil) La suite produit par un reéel (aU )nel est définie comme suit :

vnel ona(al) =axU,.

Remarque : L’addition et la multiplication par un réel munissent I’ensemble des suites numériques
définies sur 1 d’une structure d’espace vectoriel réel.

3/ Calcul et représentation graphique des termes d’une suite numérique

Soit (Un)nEI une suite numérique definie sur une partie | de IN. Ainsi :

% Lorsqu’il existe une fonction numérique f telle que Vnel ; U, = f(n) alors on dit que (Un)

nel

est définie de maniére explicite. Par conséquent I’image par f de I’entier k de | correspond au
terme U, derang k de la suite.

2n+1

n+1

fonctions associées respectives f: x> x-1+5et g:x+— 2X+1.
X

+1

Exemple : Les suites (U, ):n—n-1+5 et (V,):ni>

sont définies de facon explicite avec pour

% Lorsqu’il existe une fonction numérique f telle que vnel ; U ,=f(,) alors on dit que
(U,),, estdéfinie de maniére récurrente.

Par conséquent I’image par f d’un terme quelconque de la suite de rang k correspond au terme de
la suite de rang suivant k +1.

La droite (A): y=Xx (appelée premiere bissectrice) nous permet de placer les termes d’une telle
suite sur un méme axe du repere comme la montre la figure ci-dessous :

-2 4

G/ Exercice d’application

On donne les suites (U, ):n>+/n—2+3 et (Vn):n|—>n—+3.

n-1
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Sur quelle partie de IN chacune de ces suites est-elle définie ?
Calculer les cing premiers termes de chacune de ces suites ;
Indiquer les fonctions associées de chacune de ces suites ;

> wbdhrE

On consideére la fonction numérique g: x — X—“Li définie sur L ; +oof .
X_

a) Préciser les variations de cette fonction ;
b) Tracer correctement sa courbe représentative dans un repére orthonormé ;

c) Placer sur I’axe des abscisses les trois premiers termes de la suite (W,) telle que:

mzzawm=w+i

n

H/ Conclusion

Exercices a faire : Les exercices no [(1; 2 ; 3 page 475)] du Livre « L’excellence en Mathématiques » ;
NMI ; Victor TEGNINKO et autres.

Jeu Bilingue : Traduire les mots suivants en francais

Common ratio; sequence of number; successive terms;
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LECON 2 : SUITES ARITHMETIQUES.

Durée : 100 minutes

A/ Objectifs pédagogiques :
e Reconnaitre une situation de progression arithmétique de nombres ;
e Déterminer le terme général d’une suite arithmétique ;
e Déterminer la somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique.

‘B/ Motivation

Plusieurs problémes dans la vie courante se résolvent en s’appuyant sur les suites arithmétiques tels
que la gestion des comptes bancaires a taux d’intérét simple ; le calcul de la somme des entiers naturels
consecutifs ; etc.... Cette legon nous permettra de mieux aborder ces types de situations.

C/ Contrdle des pré-requis
Soit ’expression littérale A= (n +1) + (n + 2) + (n + 3) + (n + 4) .
1. Réduire I’expression A;

2. Calculer A pour n=5200 ;

3. Pour tout entier naturel n, compare les nombres 3n+1et 4n ;
D/ Situation probléme

ELSA née le 23 avril 2019 est la fille de M. Ambroise. Dans le coffre-fort chez M. Ambroise, on

trouve 50 000 FCFA et il décide qu’aprés I’anniversaire de sa fille de I’an 2020, une somme de 20 000
FCFA sera désormais déposée dans son coffre-fort chaque 1* Janvier de ’année. Tout ’argent du coffre-
fort lui permettra d’offrir a ELSA une bourse d’études en Italie s’¢levant a 5 190 000 FCFA.
A partir de quelle date M. Ambroise pourra-t-il réaliser ce projet ?

E/ Activités d’apprentissage
Désignons par U, la somme d’argent disponible dans le coffre-fort de M. Ambroise le 1* Janvier de

I’année (2020+n).

1. Quevaut U, et U,?

2. Pour tout entier naturel n, que vaut la différence U, -U_ ?

3. Compléter les pointilles par les U, qui conviennent ; puis additionner ses égalités membre a membre :
U, =---+20000 ;
U, =---+20000 ;
---=U, + 20000 ;

..=U__,+20000 ;

U, =U, , +20000 ;
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4. Justifier que pour tout entier naturel n non nulona : U, =50000+ 20000n
5. Résoudre dans N I’inéquation 50000+ 20000n > 5190000 .

F/ Résumé du cours
1/ Definition :
Soit r un nombre réel et | une partie de IN.

On appelle suite arithmétique (ou progression arithmétique) de raison r, toute suite (Un)nel dont la

différence U ., —U,_ soit égale a r pour tout entier naturel n.

Autrement dit : (Un) est une suite arithmétique (ou progression arithmétique) de raison r si ¥Yne |l on

nel
au, , =U_ +r.

NB: Si I’ensemble | contient les nombres entiers naturels n-1,n,n+1 et (U )  une suite

nel
arithmétique alors U, :% (On dit que U, est la moyenne arithmétique des termes U, et U

n+l

qui I’encadrent).

Exemple : Les suites (U, ):n+>n et (V,):n> 2n+1 sont arithmétiques.

2/ Propriétés sur les suites arithmétiques
i) Soit r un nombre réel et p le plus petit entier naturel de | .

Si (Un)nel est une suite arithmétique de raison ret de premier terme U  alors: Vnel on a
U,=U,+(-p)r.

Par conséquent: Vn;kel ona U, +U, ,, =U,+U_ . (¥
NB:Pour p=0onaVvVnel ;U =U +nr.
i1) Soit r un nombre réel et p le plus petit entier naturel de 1 .

Si (Un)nel est une suite arithmétique de raison r et de premier terme U ; alors lasomme S, des n premiers

termes consécutifs de cette suite est donnée par la relation :

nU,+U
p+1+Up+2 +"'+Up+n—1 :w :

vnel ; Sn=Up+U
Car en utilisant la relation (*) ci-haut, on peut écrire :

S,=U,+U
S, =U

+U . +...+U +U +U

p+2 n-3+p n-2+p

+U

p+1

U ”“9}32g=nwp+umH)

+o.+U ,+U ,+U,

n-1+p n-2+p n-3+p
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NB:Pour p=0onavnel ;S =U,+U,+U,+..+U_, = n(Uo"|2_Un1) .

Le schéma suivant illustre la situation ou (an)nel est une suite arithmétique de raison d et de premier terme

a :

a, add . _EZ
&4, 000 1
&> 0008
a3 0008
000e n
: 00
00
a, 0008 }
a4
n(a;+a
nj2ay +(n—1) d]

= 2
G/ Exercice d’application

On donne les suites (U, ):n>2n et (V,):n>2n+1.

Calculer les cing premiers termes de chacune de ces suites ;
Indiquer la nature des éléments obtenus ;
Justifier que ces suites sont arithmétiques en précisant leur raison ;

wnN e

n

4. On donne les sommes suivantes : 81=22k et SZ=Z(2k+1). Tout en rappelant
k=0

k=0
p
que: Y a =a,+a,+a,+..+a,
i=0

a) Preciser les valeursde S, et S, lorsque n=5; puis n=2000;
b) Ecrire S, et S, en fonctionde n ;
c) Quelles propriétés peux-tu tirer ?

H/ Conclusion

Exercices a faire : Les exercices no [(3a ; 3b page 467) ; (35 ; 36 et 39 page 480) ] du Livre
« L’excellence en Mathématiques » ; NMI ; Victor TEGNINKO et autres.

Jeu Bilingue : Traduire le paragraphe suivant en francais

« In mathematics, an arithmetic progression (or arithmetic sequence) is a sequence of numbers such that
the difference between the consecutive terms is constant. Difference here means each number minus the
previous number. For instance, the sequence 5; 7 ; 9; 11; 13; 15; .... Is an arithmetic progression with
common difference of 2» .
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LECON 3 : SUITES GEOMETRIQUES

Durée : 100 minutes

A/ Objectifs pédagogiques :
e Reconnaitre une situation de progression géométrique de nombres ;
e Déterminer le terme général d’une suite géométrique ;
e Déterminer la somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique.

B/ Motivation

Plusieurs problémes dans la vie courante se résolvent en s’appuyant sur les suites
géométriques tels que la gestion des comptes bancaires a taux d’intérét Composeé ; le calcul de
la somme des entiers naturels consécutifs pairs ; etc.... Cette legon nous permettra de mieux
aborder ces types de situations.

C/ Controle des pré-requis

7 -3
Soit I’expression littérale B = %
2°%x3
1. Réduire I’expression B;

2. Compare les nombres 4%et 4';
3. Que valent les 20% de 10500 ?

D/ Situation probléme

Douala-Nkap est une ville nouvellement créée proche de la ville de Douala au
Cameroun. Pour désengorger la ville de Douala, 1’administration territoriale du Cameroun
décide d’accueillir a Douala-Nkap une population de 15 000 habitants pour la premiére fois
au 1% Janvier de ’an 2010. Cette administration se rend compte qu’au fil des années, la
population d’une année accroit de 5% de celle de I’année antérieure.

A partir de quelle date la population de cette ville pourra-t-elle doublée ?

E/ Activités d’apprentissage
Désignons par V_ la population de Douala-Nkap le 1* Janvier de I’année (2010+n).
1. QuevautV, ;V,etV,?
2. Pour tout entier naturel n, que vaut le rapport \%?

n

3. Compléter les pointilles par les V. qui conviennent; puis multiplier ses égalités

membre & membre :
V, =1.05x--- ;
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...=1.05xV, ;
-.=1.05%V, ;
[ ]
. :
[ ]
V., =1.05x-- ;
V. =1.05xV_ ;

4. Justifier que pour tout entier naturel n nonnulona: V, =15000(1.05)n
5. QuevautV, ;V, etV,?

F/ Résumé du cours

Soit g un nombre reel et | une partie de IN.
On appelle suite géométrique (ou progression geométrique) de raison q, toute suite (Vn)nel

V, o s .
dont le rapport V”—“ soit égale & g pour tout entier naturel n .

n

Autrement dit : (V,) _ est une suite géométrique de raison q si Vnel ona:V,,, =qV,.

NB : Si I’ensemble | contient les nombres entiers naturels n—-1, n, n+1 et (V,)  une

nel

suite géométrique alors (V,)* =V, ,xV,, (On dit que V, est la moyenne géométrique des

+1

termes V., et V_, qui I’encadrent).

n+3

Exemple : Les suites (Vn): ni—3x7" et (Wn):n I—)(Ej sont geométriques.
2/ Propriétés sur les suites géométriques

i) Soit g un nombre réel et p le plus petit entier naturel de | .
Si (Vn)nel est une suite geométrique de raison q et de premier terme V alors: Vnel ona
V, =V, xq"? ()
NB :Pour p=0onaVvnel ;V, =V,xq".

ii) Soit g un nombre réel et p le plus petit entier naturel de 1 .
Si (Vn )nel est une suite geometrique de raison q et de premier terme V, alors la somme S des

n premiers termes consécutifs de cette suite est donnee par la relation :

V. (1-q"
+V_ L, +..+V V,=a7)

Vnel ; S, =V +V  +V, ,+..+V = . . Car en utilisant la relation (*) ci-

haut, on peut écrire :
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Sy =V, +Vyat.+V Vo,
=V, +qV, +..+0"V, +q"V, L= _gs, =V, (1-q")

S, =aV, +a*V, +..+q"V, +q'V,

NB :Pour p=0etg#1ona Vvnel ;S =VO+V1+V2+...+VH_1=\@.
—-q

G/ Exercice d’application

On donne les suites (U,) et (V,) définies par: U,=3 et VnelN;

nell nell ’

U.. :EUn +§ avec V, =U_ -1.
1. Calculer les deux premiers termes de chacune de ces suites ;

Montrer que la suite (V,) . est une suite géométrique et en déduire sa raison ;

nel

3. Ecrire V_, puis U en fonction de n ;

-1 n-1
4. Evaluer les sommes suivantes : S, = ZVi et S, = ZUi .
i=0 i=0

NB : Lasuite (U,) _ est appelée suite arithmético-géométrique.

nel

H/ Conclusion

Exercices a faire : Les exercices no [(4a ; 4b page 472) ; (4c ; 4d page 474) ; (46 et 49 page
481) ] du Livre « L’excellence en Mathématiques » ; NMI ; Victor TEGNINKO et autres.

Jeu Bilingue : Traduire le paragraphe suivant en francais

« In mathematics, an geometric progression (or geometric sequence) is a sequence of numbers
such that each term is found by multiplying the previous term by a constant called common
ratio. For instance, the sequence 2; 6 ; 18; 54; 162; 486; .... Is an geometric progression with
common ratio of 3»

Bibliographie:

% Livre de ’enseignant (programme officiel) ;
+ Livre «L’excellence en Mathématiques » ; NMI ; Victor
TEGNINKAO et autres.
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MODULE 23 (C-E) :
CONFIGURATIONS ET

TRANSFORMATIONS FLEMENTAIRES DU

PLAN

CHAPITRE 13: ARCS CAPABLES

LECON 1: ENSEMBLE DES POINTS M DU PLAN TELS

QUE Mes AMB = x

Durée : 100 minutes

Intérét :

» Repérer des objets ayant la forme d’un arc de cercle, les caractériser, les concevoir...

» Déterminer la position d’un navire par les marins en navigation cotiere.

Motivation :

> Décrire des formes planes dans un décor.

» Détecter la répétition d’un motif dans une peinture, sur un tissu, sur un objet d’art

graphique

> Dessiner un motif de tissu, schématiser une piéce mécanique.

» Repérer un lieu géométrique au niveau d’un rond-point.

Objectif :

Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que : MesAMB = x;

Prérequis :

Quelles sont les relations entre un angle inscrit et son angle au
centre associé sur un cercle ?
On distinguera le cas aigu et le cas obtus.

> Sil’angle inscrit AMB est aigu, alors Mes AMB = MeSZAOB

page9l/ 263
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» Sil’angle inscrit ANB est obtus, alors

Mes AOB

Mes ANB = 180° —

1.1. Situation probleme

La mere de Jean a un tissu formé de motifs identiques.
Le concepteur a utilisé un segment [AB] de longueur
4cm et informe a Jean que les bordures d’un de ces
motifs sont formées des points M tels que MesAMB =
40°. Aidez Jean a réaliser une maquette d’un de ces
motifs.

1.2. Activité dapprentissage

Soient A et B deux points du plan tels que AB = 4cm,
I le milieu du segment [AB]. On prendra a = 40°.

1) Placer un point T tel que Mes TAB = «

2) Soit 0 le point d’intersection de la médiatrice du segment [AB] et de la
perpendiculaire a la droite (AT) en A, (C) le cercle de centre O passant par A; M un
point de (C) distinct de A et de B tel que AMB soit aigu.

a) Faire une figure.

b) Exprimer Mes AOB et Mes AMB en fonction de a.

¢) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que Mes AMB = «
3) Si AMB est obtus, exprimer Mes AMB en fonction de a.

Solution

1 et 2a) Faisons une figure.
b). Exprimons Mes AOB et Mes AMB en fonction de «.

Mes TAB = a et Mes TAO = 90°. Donc Mes IAO = 90° — a.
Ainsi, Mes AOI = 180° — (90° + 90° — a)

D’ou Mes AOI = a.
De plus, [0A] et [OB] sont des rayons d’un méme cercle.

Donc AOB est un triangle isocéle en 0. Ainsi, la médiatrice
(OI) est aussi bissectrice issue de O et par suite,

Mes AOB = 2a.
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Puisque AMB est inscrit aigu et est associé a I’angle au centre AOB, alors Mes AMB =
c). Déterminons 1’ensemble des points M du plan tels que Mes AMB = «

L’ensemble des points M du plan tels que Mes AMB = « est la réunion du grand arc AB du
cercle (C) d’extrémités A et B, privé des points A et B; et du symétrique de cet arc par rapport
a la droite (AB) car, les symétries orthogonales conservent les

mesures des angles. ( on dit parfois que le segment [AB] est vu

depuis ’arc sous ’angle a.)

3) Si AMB est obtus, alors Mes AMB = 180° — «

1.3. Propriete
Soient A et B deux points distincts du plan, a un angle aigu, O le
point de la médiatrice de [AB] tel que Mes AOB = 2a et (C) le
cercle de centre O et de rayon OA. L’ensemble des points M du
plan tels que Mes AMB = «a est I’un des deux arcs, privés des
points A et B, défiins sur (C) par la corde [AB] et du symétrique
de cet arc par rapport a (AB).

1.4. Définition
Soient A et B deux points distincts du plan et @ un angle.

On appelle arc capable d’extrémités A et B et d’angle a I’'un
des arcs de cercle sur lesquels tout point M distinct de A et de B
vérifie Mes AMB = «a.

1.5. Exercice dapplication

Soient A et B deux points du plan tels que AB = 3cm. Déterminer et construire 1’ensemble
des points M du plan tels que Mes AMB = 45°

Premiére C (GPM3)
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LECON 2 : ENSEMBLE DES POINTS M DU PLAN TELS
QUE

Mes(m;m) =x+km,k € Z.
Durée : 100 minutes

Intérét
» Repérer des objets ayant la forme d’un arc de cercle, les caractériser, les concevoir...
» Déterminer la position d’un navire par les marins en navigation cotiére.
Motivation :

» Décrire des formes planes dans un décor.

» Détecter la répétition d’un motif dans une peinture, sur un tissu, sur un objet d’art
graphique

> Dessiner un motif de tissu, schématiser une piéce mécanique.

» Repérer un lieu géométrique au niveau d’un rond-point.
Objectifs :
» Déterminer et construire 1’ensemble des points M du plan tels que M es( MA; MB ) =
x + 2km.
> Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) =
X + km.
Prérequis :
Construire un arc capable d’extrémités et d’angle donnés. (voir la lecon précédente)

1.1.  Situation disciplinaire :
Aprés avoir construit I’ensemble des points M du plan tels que Mes AMB = a, Pierre et Paul

discutent sur celui des points M tels que Mes( MA; MB ). Pierre dit qu’on aura toujours une
réunion de deux arcs de cercle mais Paul n’est pas du tout d’accord. Réconciliez-les.

1.2.  Activité¢ d’apprentissage 1

Soient A et B deux points distincts du plan.

1) Soit M un point du plan tels que Mes( MA4; MB ) = 0.

a) Comment sont les vecteurs MA et MB ?

Premiére C (GPM3)
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b) Quelle est la position du point M sur la droite (AB) ?
c) On suppose que M est sur ladite position. Que vaut Mes( M—Z\W) ?
d) Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tels que Mes( M—X,\W ) =
0.
2) Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA4; MB )=m.
Solution
1) Soit M un point du plan tels que Mes( M_X\W) = 0.
a) SiMes( m’fm ) = 0, alors les vecteurs MA et MB sont colinéaires de méme sens.

M A B M

b) Le point M est donc sur la droite (AB) privée du segment [AB].

c) Sile point M est sur la droite (4B) privée du segment [AB], alors Mes( MA; MB ) =
0.

d) Déterminons et construisons I’ensemble des points M du plan tels que

Mes( m/,\WB)) = 0.

L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = 0 est la droite (AB) privée du
segment [AB].

2) Déterminons et construisons I’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) =

TT.

L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = m est le segment [AB] privé des
points A et B, car les vecteurs M4 et MB sont colinéaires de sens contraires.

o M B
LS - ©

1.1.3 Activité d’apprentissage 2

Soient A et B deux points du plan tels que AB = 4cm, I le milieu du segment [AB]. a €
s
Jo:3],

1) Placer un point T tel que Mes( AT ;4B ) = a

Premiére C (GPM3)

page95/ 263



Cours de mathématiques premiére C

2) Soit 0 le point d’intersection de la médiatrice du segment [AB] et de la
perpendiculaire a la droite (AT) en A, (C) le cercle de centre O passant par A; M un

point de AB, distinct de A et B.
a) Exprimer Mes( 04 ; OB ) en fonction de a.

b) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA ; MB ) =a

3) Faire de méme lorsque :

a)a € [_g;o[ b) a € E;n[,c)a € ]—n;—g]

Solution
1) Voir figure.
2) a. Comme dans I’activité de la legon 1, Mes AOB =

2a.

Donc Mes( 04 ;0B ) = 2a.

b. ’ensemble des points M du plan tels que a
Mes( MA; MB ) = a est est I'arc AB privé des points 4 et B.

On remarque qu’en prenant un point N sur le symétrique de

cet arc, les angles orientés ( MA ; MB ) et (NA; NB ) seront opposés.

3) Raisonnement analogue au 2)

1.1. Propriété 1
Soient A et B deux points distincts du plan.

> L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA ; MB ) = 0 est la droite (4B)

privée du segment

M A B N
[AB]. _._e ........................... e_._
A M B
............. c o c....u..u.-..

» L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = m est le segment [AB]
privé des points A et B.
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> L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = 0 + km, k € Zest la

droite (AB) privée des
A M B P
— © & © ®

points A et B.

1.2. Propriété 2
Soient A et B deux points distincts du plan,

a € ]—m; [ — {0}, O le point de la médiatrice de [AB] tel que Mes( 04 ;0B ) = 2a et (C) le
cercle de centre 0 et de rayon 0A.

> Siae [—g; 0[ U ]0; g], alors I’ensemble des points M

du plan tels que Mes( MA; MB ) = a + 2kn, k € Z
est I’arc AB privé des points A et B.

(«angle aigu : grand arc » )

> Sia € ]—n; —%] U E, n[, alors I’ensemble des points

M du plan tels que Mes( MA; MB ) = a + 2km, k €

Z est le petit arc de (C), d’extrémités A et B privé de

A et de B. «angle obtus : petit arc » )

> L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = a + kn, k € Zest le
cercle (C), privé de A et de B.

1.3. Remarque : les deux 1% arcs sont situés sur le demi-plan de frontiere (4AB) ne

contenant pas T.

1.4. Exemple: Soient A et B deux points du plan tels que

AB = 3cm. Construire I’ensemble des points M du plan

tels que Mes( MA; MB ) = .
Exercice 1

Soient A et B deux points du plan tels que AB = 4cm.

I~
Premiére C (GPM3)
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1) Construire sur des figures différentes les arcs capables d’extrémités A et B et d’angle
a dans chacun des cas suivants : @ = 60°% a = 150° a = 90°

2) Construire sur des figures différentes 1’ensemble des points M du plan tels que

Mes(MA; MB ) = a dans chacun des cas suivants : @ = = ; @ = — =+ 2km ;@ =

2y 2kn;a=-Z;a =24 km;
3 6 4
T 2 51 51 7T
a=——-+kma=—+kma=——+kn;a=—;a=——+km;a=3ma =
3 3 6 2 2
én+ km ke’

a=§+2k7reta=§+k7r.

Exercice 2

Pour déterminer la position exacte de leur navire M
a un moment, des marins en navigation exploitent
trois objets (amers) fixes A, B et C situés sur la
cote. Le navire émet des rayons lumineux
permettant de déterminer 1’angle formé par deux
amers vus depuis leur position. Pour les amers A

et B, ils trouvent Mes( MA ; MB ) = = tandis que
pour les amers A et C, ils trouvent
Mes(m;m) =-I

6

Refaire une figure et indiquer la position exacte du
navire sachant que ABC est un triangle équilatéral
de sens direct de coté 4m (et que le point C est situé
a 2mde larive, elle-méme paralléle a (AB)).
La figure n’est pas a ’échelle

On représentera 1m par 1cm.
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CHAPITRE 5: ESPACES VECTORIELS REELS
Lecon 1: Notion d’espaces vectoriels

Durée : 50 minutes

Intéréts: savoir utiliser les espaces vectoriels

» Pour démontrer propriétés mathématiques.
» Pour définition des cadres adéquats pour I’étude de certaines notions de base

» Pour résoudre certains problemes.

Motivation: La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathématiques modernes.

Ils permettent de développer des théorémes généraux pouvant s’applique sur plusieurs ensemble
différents tel que I’ensemble des vecteurs du plan ou de I’espace, 1’ensemble des fonctions, des suites, des
polyndmes etc..... Par ailleurs, les méthodes de calculs numériques, le graphisme et plus particuliérement
la 3D, la résolution des équations de la chaleur et de la corde vibrante, etc... sont la quelques application
des Espaces vectoriels. Dans ce cour, nous allons développer les outils nécessaires a la résolution de tels
problemes.

Oﬁjectlfﬁ . -Montrer a partir de 1’addition et de la multiplication par un réel qu’un ensemble est un espace
vectoriel sur IR.
Prérequis: Soit G un ensemble non vide et + une loi de composition interne sur G

1) Qu’appelle-t-on loi de composition interne sur G?

2) Quels sont les propriétés a vérifier par la loi + pour que (G, +) soit un groupe commutatif?

Situation probléme: Dans notre parcours scolaire, nous avons découvert les ensemble de nombres avec
les opérations sur ces ensembles tels que 1’addition, les soustractions, la multiplication, la division. Puis
nous avons connues les ensembles des vecteurs, des polynomes, des fonctions, des suites etc..... Sur ces
ensembles nous pouvons également effectuer les mémes opérations. Quels sont les propriétés communes
vérifiées par I’addition et la multiplication par un réel indépendamment de I’ensemble choisi?

Activités d’apprentissage: Le plan est rapporté a un repére (O, 7, 7). On désigne par V I’ensemble

des vecteurs du plan. Pour tous vecteurs #(}) et %(5) ou a, b, ¢ et d sont des réels et pour tout nombre

a+c

réel a on définit également les opérations “‘+* et <.”’Suivantes: U + ﬁ(b o

et a.u(L50).
1) Etablir que (V; +) est un groupe commutatif.

2) Soient a et  deux réels, montrer que la deuxiéeme opération vérifie les propriétés suivantes :
e a.(U+V)=au+a.v

e (a+pPi=au+p.u
e a.(B.uU)=(axp).u
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o 1LLU=1u
Solution de I’activité d’apprentissage
e Montrons que (V; +) est un groupe commutatif

Soient %($), v(J) et w (e)

f
- u+o(pr)etv+u(Sl).oratc=c+aeth+d=d+b;doui+v=70+1u

G+ + 7 (7) = (1al7) = Qi+ (25) o + W)

Posons 0 = (2). Ona @i + 0(%*°) = %(%). Donc 0 est I’élément neutre.

- Posons w/(Z%) ;alors @ + w/(42%) = 6(°)

Comme I’addition est commutative, associative, admet un ¢lément neutre et que tous vecteurs a un symeétrie,
alors (V; +) est un groupe commutatif

3)
e Montronsque a. (U + V) = a. U+ a.v
Ona i+ o(3re) = a G+ 9) (50r). Or (20ro) = (40 + (%) = a(§) + ()
Dona.(U+7v)=atd+av
e Montrons que (@ + B).u = a.u + .U
Ona(a+p).i ((0)") = a.i + B4
or ({zree) = (o) = (20) + (£0)= ag) + B(G). Dot (a4 ). = i + .

e Montrons que a(B.u) = (af).u

= (fxa =\ [ax(Bxa)) _ [((af)xa) _ = ax(fxa)) _ ((af)xa) _ a
onag.@(53) = a (6.0 () = (Gss) = @)@ comme (GXE5) = ((5)5) = @A)
D’ou a(B.u) = (aB). i
e Montrons que 1.4 = U

1 _,(1><a)__)(a)
HMlaxp) T\
Résumé:
1- Loi de composition externe

Soit E un ensemble. Une loi « . » est appelé loi de composition externe de E a opérateur dans IR si et
seulementsi pourtoutVu € EetVa € IR,au € E

Exemple : la loi « . » défini dans 1’activité est une loi de composition externe de 1’ensemble des vecteurs.

2- Espaces vectoriels

Soit E un ensemble, « + » une loi de composition interne sur E et « . » une loi de composition externe sur E.
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On dit que E muni des lois «+» et «.» (et on écrit (E,+,.)) est un espace vectoriel réel lorsque les
propriétés suivantes sont vérifiées:

e (E; +) est un groupe commutatif. On note 0z son élément neutre.

e Vu,v €E, Ve €IR,onaa.(u+v)=au+a.v

(Distributivite de la loi « . » sur la loi « + » définie dans E)

e Yu €E, Va,B €IR, ona(a+ B).u = a.u+ f.u (Distributivité de la loi « . » sur I’addition dans IR)
e Yu €E, Va,fB €IR,ona a.(B.u) = (a.B).u (Associativité mixte)

e YVu€eE,ona 1.u=u (I est1’¢lément neutre de la loi externe)

Exemple:

L’ensemble des vecteurs V muni de 1’addition et de la multiplication par un réel tel que définies dans
I’activité est un espace vectoriel réel ou en encore un espace vectoriel sur IR.

Remarque : lorsque (E,+,.) est un espace vectoriel réel, les éléments de E sont des vecteurs et peuvent étre
noté sans fleches tandis que les éléments de IR sont des scalaires. L’¢lément neutre de 1’addition est noté
0 et I’élément neutre de la multiplication est noté 1.

Exercices d’application

Exercice 1: Montrer clairement que (IR ; +; .) est un espace vectoriel réel

Exercice 2 : on désigne par P I’ensemble des polyndémes du second degré. On muni P de I’addition de
I’addition de deux polyndmes et de la multiplication par un réel. Montrer que (P, +; .) est un espace

vectoriel.
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Lecon 2: Familles génératrices, familles (ibres, familles

[iées, Base d'un espace vectoriel

Durée : 50 minutes

Objectifs

- Montrer qu’une famille finie est génératrice ; libre ; liée

- Montrer qu’une famille finie non vide est une base d’un espace vectoriel ;

- Déterminer la dimension d’un espace vectoriel tout en sachant que tout espace vectoriel admet plusieurs
bases et celles-ci ont le méme nombre de vecteurs lorsque I’espace vectoriel est de dimension finie.

Pré-requis :

7 \ - - — 72 — (=2 273 -

Le plan est rapporté a un repére (O, 7, J). Soient u(;); B(2), w(7) et £(3) trois vecteurs du plan. Les
coordonnées étant définies dans la base (z, j).

1) Déterminer les coordonnées de -3w, de 4t — 5w

2) Déterminer x et y tel que 5u + v = w.

Situation Probleme :

—
- - —_ 4

Sur la figure ci contre, w est la somme des vecteurs v w

uetv.

Représenter un vecteur £ non nul dont la 7 -

Composante en w dans la base (i; w ) est le double
De la composante de w dans la base (¥; w )

Activité dapprentissage: on considére dans le plan muni d’un repére (0,7,) les vecteurs %(}) et
5(%).

1) a) soient a et B deux nombres réels ; exprimer les coordonnées du vecteur au + v en fonction de
aetf.

b) A quel condition sur a et B at-on ati + % = 0

Solution de I’activité

1-a)ona aii + B7 (a+2ﬁ)

20—
N a = 26=0
1-b)au+ﬁv=0<:>(‘2";fg)=(g)@{g;—_g:o@a:ﬁ:O

Donc aii + BB =0ssia =B =0
Résumé:
1) Base d’un espace vectoriel

e Définitions et exemples
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Soient uy,...,u,, n vecteurs d’un espace vectoriel E.
> Tout vecteur s’écrivant : A, u; + -+ + A,u, avec Aq,4,,...,4,, n réels est appelé combinaison linéaire de

Uuy,...,u,, affecté respectivement des coefficients 1,,...,4,, € IR,

> Les vecteurs uy, Uy, us, ..., U, de E sont dites linéairement indépendants si et seulement si pour n réels
Azl tels que 07 + AUy + -+ + ATy, = Op, 0N @ A;=1,=...=1,,=0. On dit aussi que la famille
(uy, uy, us, ..., u,) est une famille libre de E.

Exemple: les vecteurs u et ¥ définis dans 1’activité précédente sont libres

> Les vecteurs uy, Uy, Uz, ..., Uy, de E sont dites linéairement dépendants si et seulement s’il existe des réels
A1, 42,4, non tous nuls, tels que :A,7; + A0y + -+ + 1,4, = 0z. On dit aussi que la famille (i),

Uy, Uz, ..., Uy) €st une famille liée de E.
Exemple: les vecteurs d(~}) et b(_%3,) sont linéairement dépendants car 2d + b = 0

> On dit que la famille(uy,...,u,,) est une famille génératrice de E ou encore que la famille (uy,...,u;)
engendre E si tout vecteur 1 de E peut s’écrire comme combinaison linéaire de ces vecteurs Uy ,..., U,
avec des coefficients a déterminer (en fonction de u” ) ; c'est-a-dire que:

Vi €E,3A;,A,,...4, €IR tel que U = A, u; + A,u; + -+ + A,

» Une base de E est tout systéeme libre et générateur de E.

Exemple: on considére dans IR les vecteurs #(}) et %(7").
Montrons que (%, %) est une base de IR?
e Montrons que (i, V) est libre.

Soient a et B deux réels tels que aii + B = 0. Montrons que @ = B = 0

— > = (X—ﬁ — 0 a— ﬁ = O —_ P
Onaau+ﬁv-0<=(a+ﬁ)—(0)@{a+320@a—ﬁ—0
Donc (u, v) est libre
e Montrons que (i, V) est générateur
Soit d (;) € IR? ; déterminons « etp tel que d = ali + ¥
onad=ai+pio () =a)+p() o ()= () e FIeT " 2
- y) 1 -1 v)  \a-p y:a—ﬁ ﬁ_x—y
Donc (u, v) est générateur
On conclut que (%, #) est une base de IR.
e Propriétés:
» Toute famille contenant le vecteur nul est liée
> {1} est libre ssi i # 0
> (uq, Uz, Uz, ..., Uy) est une base d’un espace vectoriel E si et seulement si tout vecteur U4 de E s’écrit de
facon unique comme u = A;u; + A,u; + -+ A,u,. Le couple (44,4;,...,4,) est alors appelé couple de

coordonnées de 1
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Remarque : La base (3,)) (avec?((l)) etf((l’)) est appelé base canonique de IR* et la base

1 0 0
(ij,k) | avec ?(0), f(l) etk (O) est la base canonique de IR®
0 0 1

2) Dimension d’un espace vectoriel

Définition:

Soit E un espace vectoriel et B une base de E. Le nombre de vecteur contenu dans B est appelé dimension de
E noté dimE.

Donc B = (uy, Uz, Uz, ..., U,) < dimE = n

Exemple

- dimIR =1 ; Dim IR? = 2, dim IR® = 3. De maniére générale dim IR" = n

- Toute droite vectorielle est de dimension 1
- Tout plan vectorielle est de dimension 2

- Le vecteur nul est de dimension 0
Propriétés :

e Toutes les bases d’un espace vectoriel E ont le méme nombre de vecteur
e Soient E un espace vectoriel de dimension n et B = (uy, u3, us, ..., u) une famille de n vecteurs de E : on
a.
B est libre & B est générateur de E < B est une base de E

3) Cas particulier: Déterminant d’un couple de vecteurs relativement a une base.

Soit E un espace vectoriel de dimension 2 rapporté a une base (7; 7). Soient i = at + bjet ¥ =a't+ b'J.

4

e Le déterminant de (@, #) dans la base (Z; ) est le réel dét(u, #) ou |Z Z,| et défini par

a a'|_ .

b b’| =ab'—ab .

- . .la d
e (u,v) est une base de E si et seulement si |b b’| * 0.

!

o {i, B} est lié si et seulement si |Z Z,| = 0.

Exercice d’application

Exercice 1 : Dans IR? muni de sa base canonique, on pose e; (—1;2); e, (1;1) et e5(3; —6).
1) Montrer que la famille (e;’; e3) est liée et que la famille (e7’; e;) est une base de IR?

Soit u(3; —2) dans la base canonique. Déterminer les coordonnées de u dans la base (e;; ey)
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LECON 3 : SOUS ESPACES VECITORIELS

Durée : 100 minutes

Objectifs :
e Démontrer qu’une partie d’un espace vectoriel en est un sous espace vectoriel.

e Déterminer une base d’un sous-espace vectoriel.

e Utiliser les propriétés des sous espaces vectoriels pour faire des démonstrations.

Pré-requis
: 2 -1 4
Soient A( %), B(3) et C(})
1) Donner une équation cartésienne de la droite (AB)

2) Calculer le déterminant des vecteurs AB et AC puis conclure

Situation probléme:

Pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, il faut établir huit propriétés. Jean éléve en classe de
premiére C se pose la question suivante : « étant donné (E, +, .) un ensemble muni respectivement d’une
loi interne et d’une loi externe et F un sous ensemble de E. peut-on montrer plus rapidement que (F, +, .)
est espace vectoriel si on a déja établi que (E, +, .) est un espace vectoriel ». Pouvez-vous aider Jean ?

Activité dapprentissage :

On désigne par E, ’ensemble des couple (x, y) de IR? vérifiant la condition “2x+y=0"’

1) Montrer que la somme de deux couples différents de E donne un couple qui appartient encore a E
2) Soit a un reel et (X, y) un couple de E. Montrer que a(x,y) est un couple de E

Solution de Pactivité

1) Soient les couples (x; y) et (x',y") appartenant a E, Montrons que (x; y) + (x'; y') appartient a E
Onsaitque (x;y) EEe©2x+y=0et(x',y') EEe2x'+y =0

Or(;y)+ (x5 y)=@+x5y+y)

Ainsiona2(x+x)+ W +y)=2x+2x"+y+y' =Qx+y)+ (2x'+y) =0

Donc (x;y) + (x'; y") appartient a E

2) Montrons que a(x,y) € E

Onsaitque (x;y) €EE © 2x+y=0eta(x,y) = (ax, ay)

D’ou 2(ax) + ay =2ax+ay =a(2x+y) =0
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Donc a(x, y) est un couple de E.
Résumé

Définition: Soit (E, +, .) un espace vectoriel et F un sous-ensemble de E. L’ensemble F est un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si :
e Festnon vide c’esta dire F # @

e [ eststable pour la loi +, c'est-a-direVu,veF, utveF

e F est stable pour la loi. C'est-a-dire V v €F VA €IR, Av € F

Propriétés: F est un sous espaces vectoriels de E si et seulement si les deux conditions suivantes sont
veérifiées:

e Festnon vide

e F est stable par combinaison linéaire c'est-a-dire V u,v € Fet \V o, B €IR, av+pv € F

Exemple: Le sous ensemble E={(x; y) € IR? tel que 2x + y = 0} définit dans I’activité est un sous espace
vectoriel de IR?.

En effet les questions (1) et (2) montre que E est stable pour I’addition et la multiplication.
De plus 2 X 0 + 0 = 0, ce qui veut dire que (0; 0) appartient a E. donc E est non vide

Propriétés.

» Tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel et par conséquent, les propriétés des espaces vectoriels
restent valables pour les sous-espaces vectoriels.

» Si E est un espace vectoriel, I’ensemble vide et E lui-méme sont des sous espaces vectoriels de E appelés
sous espaces vectoriels propre de E

» L’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel

» La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas toujours un sous-espace vectoriel

» L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’un systéme de vecteurs d’un espace vectoriel E sur IR

est un sous espace vectoriel de E.

Exercice d’application

Considérons ’espace vectoriel réel (R%+; -) ainsi que les ensembles E = {(x;y) € R?/2x — 3y = 0} et
F={(x;y) € IR? tel que 2x + y + 2 = 0} .

1) Montrer que F n’est pas un sous espace vectoriel de IR®

2) Montrer que (E, +, .) est un espace vectoriel réel et déterminer une base de E

Solution

1) Montrons que F n’est pas un sous espace vectoriel

Premiére C (GPM3)
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F est non vide car (0, -2) appartient a F.

Soient les couples (x;y) et (x',y") appartenant a F.

Ona(x;y)+(x'; y’) = (x+x';y+y')

Ainsi2Zx+x)+(y+y)+2=2x+2x"+y+y' +2
=2x+y+2)+2x"'+y +2)-2
=-2%0.

Donc F n’est pas stable par addition et par conséquent n’est pas un sous espace vectoriel de IR%.

2)

e Montrons que E est un sous-espace vectoriel de IR.

- Ona?2(0)-3(0) =0, le couple (0; 0) appartient a E, donc E est non vide.
Soient les couples (x; y) et (x',y") appartenant a E et a un réel non nul.

- Ona(y)+ 5 y)=W+x59+y)

Ainsi 2(x+x") —3(y+y") =2x+2x' =3y —3y"'=(2x —3y) + (2x" —3y’) = 0. Donc E est stable
par addition.

- Ona(x;y) = (ax; ay)

Ainsi 2(ax) — 3(ay) = 2ax — 3ay = a(2x — 3y) = 0.

Donc E est stable pour la multiplication dans IR.

On conclut que E est un sous espace vectoriel de IR?.

e Deéterminons une base de E

- Soit (x;y) €E alors 2x —3y =0 2>y = gx. Ainsi (x;y) €E = (x;y) = (x; %x) = x(1; é). Donc

une base de E est le vecteur €(1; g).

Exercice

On considére I’espace vectoriel réel (R%+; -) ainsi que les ensembles F = {(x;y) € R?/x —y = 0} et
G = {(x;y) ER?/3x+y =0}

a) Montre que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? en précisant dans chaque cas une base et la
dimension de chacun.

b) Vérifie que chacun des vecteurs u = (1; 1) et v = (3; 2) appartienta F U G.
c) Le vecteur u + v appartient-ila F U G.
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d) Une réunion de deux sous-espaces vectoriels est-elle toujours un sous-espace vectoriel ? Justifie ta
réponse.
e) Détermine le sous-espace FNG.

Somme de deux sous-espaces vectoriels.

Soit (E,+,%) un espace vectoriel, F et G deux sous espaces vectoriels de E. on appelle somme des sous-
espaces vectoriels F et G I’ensemble noté F+G défini par :{x +y, x € Fety € G}.

Somme directe :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. E; et E, deux sous-espaces vectoriels de E. si
E; n E, = {0g}

E = El + EZ
écrit: E = E; @ E, etonditaussi que E; et E, sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

alors E est une somme directe des sous espaces vectoriels E; et E,. On

Propriété :

Si E un espace vectoriel de dimension finie, E; et E, deux sous-espaces vectoriels de E ;

siy Ev 0 ]?2 ={0E}, alorsE = E; @ E,.
dimE; + dimE, =dimE

lorsque E = E;, @ E,.
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CHAPITRE 6 : APPLICATIONS LINEAIRES ET

MATRICES

Intérét : Permettre d’écrire commodément les opérations habituelles de 1’algébre avec une
certaine canonicité

Objectif :

-Maitriser les vocabulaires introductifs du chapitre.

-Montrer qu’une application est linéaire.

-Comprendre I’intérét du noyau et de I’'image d’une application linéaire.

-Déterminer Matrice d’une application linéaire d’un plan vectoriel dans lui-méme.

Pré requis

I-ESPACE VECTORIEL

Définition : soit (E ; + ; ) un espace vectorielle sur IR, OT; I’element neutre de + dans E
Propriété : Va € IR, WEE , ati=05 <> a=0 ou 4=0,

1-) F est un sous espace vectoriel de E sur IR ssi

- F est non vide

-VU,v € Fi + v € F (on dit que F est stable pour I'addition)
-Vu € F,a € IR, au € F (on dit que F est stable pour le produit)
Ou bien

- F est non vide

-Vu,v € F,aB€ IR on a au + BV € F (on dit que F est stable par combinaison lineaire)

2) tout sous espace vectoriel de E contient I’¢é1ément neutre de E pour +
3) 'intersection de 2 sous espace vectoriel est un sous espace vectorielle

4) la réunion de 2 sous espace vectoriel de n’est pas toujours un sous espace vectoriel
5) {0z} et E sont des sous espace vectoriel de E
6) Tout sous espace vectoriel de E distinct de {E;} et E est appelé sous espace vectoriel

propre de E.

7) Combinaisons linéaires

a-) E désigne un espace vectoriel sur IR, soient uy, uy, ..., u, n vecteurs de E et 1;,4,,...4,, , n

réels. Le vecteur A,u; + A,u, + -+ + A, u, est appelé combinaison lineaire des vecteurs

Uy, Uy, ..., U, affectés des coefficients 14, 1,, ... 1,,.
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8) Soit E un espace vectoriel sur IR

-) Les vecteurs uy, u,, ..., u, de E sont dits lineairement independants ssi pour n reels
A1, Ay, o Ay tels que

M5 + A, + -+ A,u,= 0 ona A,=4,=... = 1,=0 on dit aussi que la famille

(s, %5, .., W) est libre de E.

- Les vecteurs uy, Uy, ..., U, de E sont dits linéairement dépendant ssi s’il existe A4, A5, ... A,

non tous nuls tels que A, ; + 1,35 + - + A,u,= 0 on dit aussi que la famille (u, w0y, ..., )
est une famille liee de E .
9) Une base de E est tout systeme libre et générateur de E

- Toutes les bases de E ont le méme nombre d’élément. Ce nombre est la dimension de E

-(71), Uy, ..., Uy) est une base de E d’un espace vectorielle ssi tout vecteur de E s’écrit de
facon unique comme combinaison linéaire des vecteursuy, us, ..., u,.

10) Soit E un espace vectoriel de dimension 2 rapporté a une base (7)) .

Soit u=al+ bjetv=a't+ b'J

a al

b br et on ecrit

-) le déterminant de (; v) dans la base (T; J) est le reel |

det(u; 13):|‘; gf|:ab’ —a'b
* (u; v) est une base de E ssi det(u; ¥)#0

* (u; v) est liée ssi det(u; v)=0.
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LECON 1 : APPLICATIONS LINEAIRES

Activité d’apprentissage 1

f:R3 > R*: (x,y,2) » (—2x,y + 32), Soient ii(x, y, z), ¥(a, b, c) € R3; soient %, € R
1 a)Calculer f(d + v)et f (1) + f(¥) puis comparer.
b) Comparer (Bu)et Bf (1) .
2 Calculer f(x 1+ Bv)et « f(u) + Bf(¥) comparer.

Activité d’apprentissage 2

Soit E un espace vectorielle de dimension 2 sur IR .On considere I’application f dans E qui a

tout vecteur 1=xT + yj de E fait correspondre le vecteur U=x'T+ y'J de E tel que
{x’ =3x+y

y'=x=2y
1-) Montrer que f est une application linéaire de E dans E

2) Calculer f(?) et £(7)
1. Applications linéaires entre deux espaces vectoriels

(a) Définition.
Soient E et F deux IR - espaces vectoriels.
Une application f de E dans F est une application linéaire si elle satisfait aux deux conditions
suivantes :

(i VU, VEE, f(U+7v)=f@)+ f®)

(i) Vu€eEVIER, f(Au) = Af(W);

Autrement dit, f est une application linéaire si :

VU,V € E,Vx, B ER, f(xu+ BD) =x (1) + Bf (D).

Notation : I’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L (E, F).

Exemplel :

Soit E un espace vectorielle de dimension 2 sur IR .On considere I’application f dans E qui a

tout vecteur 1i=x7 + yJj de E fait correspondre le vecteur W=x'T+ y'J de E tel que
{x’ =3x+y

y'=x=2y
1-) Montrer que f est une application linéaire de E dans E

2) Calculer £(D) et £()
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SOLUTION
Soitu = xt + y7J, V=x'T+ y'J € E et a,p € IR montrer que au+pv € .
au+pr=(ax + Bx', ay + By").

x'=3(ax + Bx') +ay + By’ . {x’ =aBx+y)+L0Bx" +y")
y'=ax+px' =2(ay +By’) ' =alx—2y)+B(x" -2y

f (ot + Bﬁ):(;:)qrf W) + Bf (¥) — aui+P¥ € donc f est une application

2)1(,) J(Q) f@=)=31+]; fD=(1)=1-2]
Exemple 2 :

fla + )= |

e L’application identique Idg est une application linéaire.
e Montrer que I’application f: R® - R? est linéaire.
(x,y,2z) » (—2x,y + 32)
*Soient 1 (x,y,z), ¥(a, b, c) € R3;soient «, B € R
Ona:xu+ pBv=alxyz)+pB(ab,c) = (ax,ay,az) + (Ba, b, Bc)
= (ax + fa,ay + fb,az + fc)
Il s’en suit : f(au + BV) = f(ax + Ba,ay + Bb,az + Bc)
= (=2(ax + Ba),ay + Bb + 3(az + B¢))
= (—2ax — 2fa,ay + b + 3az + 3fc)
= (—2ax,ay + 3az) + (—2Ba, Bb + 3fc¢)
=a(—2x,y +32) + B(—2a,b + 3¢)
=af (@) +Bf () .
(b) Vocabulaire et exemples
Soient E et F deux - espaces vectoriels.
e Une application linéaire de E dans F est aussi appelée morphisme ou
homomorphisme.
e Une application linéaire de E dans E est appelé endomorphisme.
e Un morphisme bijectif est un isomorphisme
e Un endomorphisme bijectif est un automorphisme.
(c) Quelques proprietés sur les applications linéaires
Activité
Soient E et F deux IR - espaces vectoriels. 5E et 5F les vecteurs nuls respectifs de E et

F. f une application linéaire de E dans F.

1. Montrer que Vii € E, f(Og) = Oret f (1) = —f (@).
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2. Endéduire que Vu,v € E,f(u —v) = f(U) — f(¥)
Clé1l SoitueE,ona: i+0;=1tdetud+(—u) =0z
f étant une application linéaire, £ (i) + £(0g) = f (@)
Donc, f(0g) = ~f @) + f@) = O
De méme, f (@) + f(—ii) = f(Og) et comme f(0g) = Op, alorsf (&) + f(—ii) = Op,
par conséquent, f(—u) = —f(u)
Cle 2 Par linéarité, le résultat en découle !
Moralité : Si f est une application linéaire de E dans F, alors f(5E) = 5F et pour tous
uvEE f(-u) =—f@et fu—-7v) =fW) - f{).
Propriétés (admises)
Par une application linéaire f de E dans F /
v" L’image de toute base de E est une base de F lorsque f est bijective.

v" L’image d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F.

v L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de E.

(d) Caractérisation d’une application linéaire entre espaces vectoriels
Soit E et F deux IR - espaces vectoriels de dimensions finies.

Une application linéaire f de E vers F est entiérement déterminée par I’image
des vecteurs d’une base de E. Autrement dit, lorsqu’on connait les images par f des
¢léments d’une base de E, on dit que I’application linéaire f existe et est unique.

Exercice résolu
Soit E un espace vectoriel muni d’une base B = (7, ).
On considére I’application f: E - E qui a tout vecteur u = xi + yj associe le vecteur
f@) = (2x —y)T+ (—4x + 2y)J.

1. Montrer que que f est un endomorphisme de E.

2. Déterminer f(0), f(Det f (T + 2)).

3. Déterminer 1’expression analytique de f.

4. Calculer les coordonnées du vecteur a(—1; 2)par f.
Une solution

1. Il suffit de montrer que f est linéaire.

2. Ona:i(1,0)etj(0,1), donc f() = 2T — 4] et f(J) = =T+ 2J.

On en déduit que f( + 2)) = 0.
3. Soitd =xi+yj€Eetu =xT+y'Junvecteurde E tel que i’ = f(u).
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U=f@exT+y=C2x-—y)i+(—4x+2y) o {y’x,zz—i};:—);y
4. Le vecteur f(a) a pour couple de coordonnées (—4 ; 8).
2. Noyau et image d’une application linéaire
(a) Présentation
Activité
On considére I’application f : R? —» R?

aGy) e ey
1. Déterminer et caractériser I’ensemble E; = {#i(x,y) € R?/ f(d) = 5R2}'
2. Déterminer et caractériser I’ensemble E, = {f (%) /i(x,y) € R?}.

Une solution

2x—y =20

—4x+2y=02%7Y=0

1. Soitii(x,y) € R (@) = O & {

E; est la droite vectorielle d’équation 2x —y = 0.
2x —y =0 & y = 2x,ceci étant, (x,y) = (x,2x) = x(1; 2)
Une base de E este; =T+ 2J.

2. Soit ¥ = x'T+y’J un vecteur de R2,

f)=ve {y,x= _ii +}£y oy =-2x
E, est la droite vectorielle d’équation 2x + y = 0 ; une base de E, est e; = —1 + 2J.
(b) Définitions, détermination d’une base et équation caractéristique.
Soient E et F deux vectoriels ; f une application linéaire de E dans F.

e On appelle noyau de f, noté Ker f ou N;, I’ensemble des vecteurs i de E dont I’image
par f est O. Ker f = {ii € E/f (i) = Op).
e On appelle image de f,notée Im f le sous-ensemble f(E)de F, image de E par f.
Imf=f(E)={v€eE, fi) = v}.
Exercice résolu
E est un espace vectoriel dont une base est (7, ). Soit f ’endomorphisme de E tel que
f@=1-2]et f(+20) = Op.
1. Déterminer Ker f. En donner une base.
2. Déterminer Im f. En donner une base.
(c) Propriétés

Soit f: E — F est une application linéaire :
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P1) Ker f et Im f sont deux sous-espaces vectoriels respectifs de E et F.
P2) festinjective & Ker f = {0z).

P3) f est surjective & Im f=F.

P4) Si f est injective, alors I’'image d’une famille libre de E est une famille libre de F.

P5) Si f est surjective, alors I’image d’une famille génératrice de E est une famille génératrice
de F.
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LECON 2 : MATRICES

Durée : 100 minutes

2.1 Définition

Soit E un espace vectoriel de base B = (7,7). Soit f un endomorphisme de E tel que

f@ =ai+bjet f(J) =ci+djoua,b,cetdsont quatre réels.

On appelle matrice de f dans la base B = (7,]) le tableau noté M tel que

w=( o)

Remarque : Toute matrice est entierement déterminée par les images des vecteurs de
base disposées en colonnes.

2. 2-) Matrice d’'une application linéaire d’un plan vectoriel dans (ui-méme

Etant donné le plan E rapporte a une base (;]) 1’application de E dans E definie par
f@=ai+bj,f()=ci+dj, abcetde IR
* le tableau (Z 2):[2 ft] est la matrice associé a I’application f relativement a la base
@)

2.3) Somme et composé de deux applications linéaire et produit

* La somme de deux applications est une application

* le produit d’une application linéaire par un réel est une application linéaire.

* la composée de deux applications linéaires d’un espace vectorielle E dans lui —mé&me est une

application linéaire.

2.4) Matrice dune application (inéaire d'un plan vectoriel dans tui-méme
Etant donné le plan E rapporte a une base (7;j) I’application de E dans E definie par

f=ai+bj, f(=cf@) + df(j), abcetde IR

s le tableau (‘; §)=[Z 2] est la matrice associé a ’application f relativement a la base (7;))

2.5) Somme et produit de deux matrices
f et g étant deux applications linéaire de E dans E ,M(f) et M(g) les matrices respectives de f
et g dans une base (7;7) de E.

- M(hxM@=M(fog) ona (§; x5 )=(Gnime Gtare)
Premiére C (GPM3)
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"M(f) +M(@)=M(f+g) ona (§ 2)+(5, 3)=(51p, avar)
« kerf={0} ssi detM(f)#0
* ’application f est bijective ssi detM(f)#0

* SiM(D=(} &), fétant bijective alors Mf_l:ﬁ”’f) _db )

Exercice résolu

Soit E un e.v de dimension 2, rapporté a une base (z;) , 65 le vecteur nul de E et soit m un
reel. On définit f de E dans E par

f@=m)t+ (m + 1) ;

fD=(m -1+ (m-2)]

I-1-) 2 (x; y) a pour coordonnées x et y dans la base (7;7) determiner f (i) en fonstion de m,
X,y, let]
2-a) Quelle est la matrice A de f dans la base (;))
b) Pour qu’elles valeurs de m , f est-elle bijective ?
3-a) Calculer A?
b) Pour qu’elles valeurs de m , f est —elle une application involutive c’est-a-dire fof=Idg ?
Déterminer dans ce cas I’ensemble des vecteurs invariants par f

- f est définie par : f(D=3T+ 4], f()=2T+]
1-) Soit k un réel et F={u € E/ f (u) = ku}. Demontrer que F est sous espace vectoriel de E.
2) Déterminer les sous espace vectoriels D; et D, de E définie par D,={u € E/ f(i)=—1}
,D,={1i € E/ f (&) = 5u}. On donnera dans chaque cas une base
3-) Soient 1, une base de D; et i, une base de D,
a-) Montrer que (i ; u,) est une base de E

b) Qu’elle est la matrice de f dans cette base.

SOLUTION
I-) u=xi+ yj dans (3;))

L) f@=f T+ yN=x fD+y f()

=f @=x[(m)T +(m+1)] J+y[(m-1)7 +(m-2); ]
f@)=[mx + (m + Dy ] +[(m = Dx + (m = 2)y 1
2-a) A=[ ™ ™*7] fest bijectif ssi detA#0

m+1 m-—2
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b) detA=m(m-2)—(m+1)(m-1)=m2-2m-(m2-1)=-2m+1 detA;éO-»m;%.Donc pour que f soit
bijective, m e IRV}

— _ -1 -1 _[ 2m?-1 2(m-1)?
3-a) A2—AxA—[mri1 m—z]x[mnh z—z] -[2(%_1) zmzn—l4m+3]

f estinvolutive ssi fof=IdE

2m*—-1=1 m=1loum=-1

S A=t 0] 2(m-1)*=0 _ )m=1loum=-1
01 2(m* —1) = 0 m=1

2m? —4m+3 =1 2m? —4m+2=0

La seule valeur de m qui Vérifie les 3 équations est m=1 donc f est involutive ssi m=1
Pour m=1, A=[; °]avec f(D=7+2jet fF(D=—7,

L’ensemble des vecteurs invariants par f':

X=x
—yY=Yy
donc I’ensemble cherché est : {(x ;y) € IR*/x-y=0}
[I- On définit fpar: f()=3T+ 4], f())=2T+]

1-) f(0g)=k.0g=0g —0g € F donc f est non vide .

Ce sont i € E / f (i#)=li—A. i=ii—{,, Sx — y=0

soient i et v € F;a, B € IR montrons que ol + BV € F
{ﬁ EF-f(W)=ku
vV EF-f(V)=kV
f(au + pv)=af W)+Bf (V) =aki)+L (kv)=k(ori + BV ) —»au+pv € F donc F est sous

espace vectorielle de E

2) Dy={i € B/ f (@)=—1}. f (@)=—ti—Ati=—i—[] ?](%)=— (5)*{

{4x+2y=0
4x+2y =0

f étant linéaire ona:

3x+2y=—x_>
dx+y=-—-y

—2x+y=0 .Djestune droite vectorielle

(X ;y) € D1—2x + y=0— y=—2x; (X ;y)=(X ;-2X)=X(1 ;-2) posons e; = (1; —2) .une base de

D, este;

—x—y=0

*Dy={u €E/ f(W) = 5u} — {336 + 2y = 5x {—2x+ 2y =0

4x +y = 5y - 4x —4y =0
(X;Y)E Da—x — y=0—x=y .(X;y)=(x;x)=x(1;1) posons &;=(1; 1)

D, est une droite vectorielle engendré par le vecteur e, dont une base de D; est e,
3-)uj="e;, uz=e;

a-) det(uy; up)=| ", 1|=1+2=3+0 donc (uy; ;) est une base de E
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b) ona f(u;)=—"u; caru; € Dy, f(u;)=5u, caru, € D,. Donc la matrice de f dans la base
(u7; uz) est M=[" ).
Exercice 1
Soit ¢ un endomorphisme de E rapporté a la base B = (7,7) qui, a tout vecteur u = x7 + yj
associe le vecteur u' = (x — 2y)T+ (—3x + 2y)j. Onpose e; =17 — 2] et &, = —31 + 4J.
1. Ecrire la matrice de ¢ dans la base B.
2. Soit g ’endomorphisme de E déterminé par g (€;) = &, et g(€,) = —é..
(a) Montrer que (é;, €,) est une base de E.
(b) Ecrire la matrice de g dans la base (€3, €,).
(c) Déterminer la matrice de g dans la base (7, ).
Exercice 2
E est un plan vectoriel de base B = (7, ). On considére deux réels a et b et ¢ I’endomorphisme
de E défini par: (?) = at+ bjeto () = (1 —a)T+ (1 — b)J.
1. Donner la matrice M de ¢ dans la base B.
2. A quelle condition sur les réels a et b a-t-on ¢ bijective ?

3. Onsupposequea=>Db= % Déterminer Ker ¢ et Ime. En préciser les bases.

Calculer la matrice de @ ° ¢ — 2 ¢ + id.
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CHAPITRE: INTRODUCTION A LA THEORIE DES GRAPHES

Durée : 100 minutes

Intérét : Maitriser le vocabulaire de la théorie des graphes et en faire usage pour la
résolution de certains problemes de la vie courante.

Motivation: Quotidiennement, nous sommes souvent confrontés a des situations de la
vie courante comme bitumage de route, la détermination du plus court chemin quand il y en a
plusieurs pour arriver & un endroit, le coloriage d’une carte graphique de sorte que deux
régions ayant une frontiere commune soient de couleurs différentes. Certaines notions de
mathématiques a ’exemple de celles que nous verrons dans ce chapitre vont nous édifier
dessus.

Obijectifs pedagogigues :

A la fin de ce chapitre, 1’éléve doit étre capable de,

- Justifier qu’une représentation graphique est un graphe;

- Justifier qu’un graphe est simple, complet, orient¢;

- Déterminer I’ordre d’un graphe, le degré d’un sommet;

- Connaitre quand est-ce que deux sommets sont dits adjacents;

- Manipuler les formules qui existent entre nombre d’arétes et degrés de sommets.

Prérequis :

1. Dessine un cube ABCDEFGH,

2. Cite tous les sommets de ce cube,

3. Combien d’arrétes compte ce cube?

Situation de vie : Bachelard envoie son petit frére Landry de la P*®C & la boulangerie pour

lui acheter un gateau et un cahier dans une boutique de la ville. Landry lui dit ce sera possible,

sauf qu’il va rentrer un peu tard, puisqu’il a un programme chargé. Etant donné qu’il n’ira non

seulement travailler au college avec son camarade de classe sur la fiche de TD de

mathématiques mais aussi jouer au ballon dans un stade d’a c6té et rendre visite a sa tante

Ramatou. Landry veut schématiser tout son parcours et déterminer le nombre total de routes

qui existent entre sa maison(M), le collége(C), la boulangerie(B), la boutique(b) et le terrain

de foot(T), il voudrait proposer cela au maire de la ville pour faciliter le bitumage de ces axes,

ce qui était proposé pendant les campagnes ¢électorales en 2020. Sachant qu’il existe toujours

une et une seule route entre ces destinations et qu’il a annulé de se rendre chez sa tante

Ramatou(R). Landry coincé, te demande de lui venir en aide pour résoudre ce probléme.
Activité d’apprentissage:

1. Modélise par une figure le parcours de Landry. Par exemple entre sa maison et la

boutique on aura : M *============ B, Cette figure compte combien de sommets ?

2 Nomme tous les segments de ce schéma,

3 Le point M est lié a combien de points?

4. Détermine le degré de tous les sommets et calcule la somme de ces degrés,

5

6

Quelle relation existe-t-il entre le nombre total d’arétes et la somme totale des degrés?
Aide Landry a déterminer le nombre total de routes demandé dans la situation probléme.
Solution de ’activité d’apprentissage
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1. Mod¢élisons par une figure, le parcours qu’effectuera Landry :
C

*R

Ses sommets sont M, C, B, b, T et R. On dit qu’ils constituent un graphe d’ordre 6.

2. Les différents segments de cette figure sont: [MC], [MB], [Mb], [MT], [TC],
[Th], [TB], [BC], [bC] et [Bb]. Ces segments sont appelés les arétes du graphe.
3. M est lié a 4 points a savoir : C, B, b, T. On dit que le degré du sommet M est 4.

4, Les sommets C, B, b, T sont aussi de degré 4. Le sommet R n’est relié a aucun
sommet, il est dit isolé, de degré 0. La somme de tous les degrés est 4+4+4+4+4= 20.

5. Nous avons au total 10 arétes et 20= 2 x 10. (On peut conclure sur la relation).

6. Il y’ a au total 10 routes qui relient tous les endroits qu’il veut parcourir.

Résumé :

1. Définitions et vocabulaire

a. Un graphe est un ensemble de points (appelés sommets) et de lignes (appelées arétes)
reliant certains de ces points.

b. L’ordre d’un graphe est le nombre total de ses sommets.

C. Le degré d’un sommet S est égal au nombre d’arétes dont ce sommet est une
extrémité. On le note généralement deg(S) et on lit « degré du sommet S ».

d. Une boucle est une aréte reliant un sommet a lui-méme.

e. Un sommet est isolé lorsqu’aucune aréte ne le relie aux autres.

f. Un graphe orienté est un graphe dont ses arétes (appelés arcs) sont orientées par des
fleches.

g. Un graphe simple est un graphe sans boucle tel que, entre deux sommets il y ait au
plus une aréte.

h. Un graphe complet est un graphe simple dont tous les sommets sont adjacents les uns

avec les autres. (Autrement dit, c’est un graphe simple dont chaque sommet est relié a tous les
autres par une et une seule aréte).
Remarqgue: R1. S’il y a plusieurs arétes entre deux sommets, on parle d’arétes multiples,

R2. Une boucle est compté deux (2) comme degré d’'un sommet.
N.B : Un graphe G peut étre noté par G = (S, A); ou S ={s4,s,, ..., S, } désigne un ensemble
de points appelés sommets et A ={ay,a,,...,a,} ensemble d’éléments appelés arétes.

L’ordre de G est Card(S) et le nombre total d’arétes de G est Card(A).
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Exemples de graphes (orienté, simple, complet):

A F Sommets a
b
C
B E Lo Sommet jsolé
f
e
K D Boucle
1

figure figure2

Le graphe de la figure 1 n’est ni orienté (absence des fleches), ni simple (juste a cause
de la présence d’une boucle en D). {A,B}; {A,F} et {A4,D} sont les arétes d’origine A4,
d’extrémités respectives B, F et D. Tandis que celui de la figure 2 est orienté (présence
fleches sur toutes les arétes), mais non simple (a cause de la présence d’arétes multiples entre
les sommets e et c). (a,b); (b, f) et (c,e) sont les arcs d’origine a, b et ¢ d’extrémités

respectives b, f et e respectivement. Les arcs (b, a); (a,c); (a, f); (b,c) ;... n’existent pas.

<:> A 8 rjr B
@ K K

RO R ] |G [

figure 4 figure 5

Le graphe de la figure 3 est dit discret ou encore stable, car aucun sommet du graphe
n’est lié a I’autre.
Le graphe de la figure 4 n’est pas complet (car il n’est pas simple). Rendons ce graphe

complet en figure 5.

2. Propriétés et corollaire:
a) Propriété 1 (lemme des poignéees de main):
Dans un graphe, la somme des degrés des sommets est égale au double du nombre de ses

arétes.

b)  Corollaire: Soit G = (S, A) un graphe, oU S = {s;, 55, ..., s, } 6t A ={a, a,, ..., a,}. le
N , 1
nombre total d’arétes de G est donné par n = - »P_ deg(sy).

C) Propriété 2: Dans un graphe complet d’ordre n;
)] Le degré de chaque sommetest n — 1,
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n(n-1)

ii) Le nombre total d’aréte(s) est C7 = .

Exercices d’applications :

Exercice 1

1. Dessine un graphe orienté d’ordre 7 a 9 arétes ayant une boucle et 2 sommets isolés.
2. Un graphe simple d’ordre 5 a 6 arrétes est tel que les 4 premiers sommets ont pour
degrés 4-2-1-2 respectivement. Quel peut-étre le degré du 5%M  sommet? Dessine un tel
graphe.
3. a. Construis un graphe complet (Gr) d’ordre 8 ;
b. Détermine le degré de chaque sommet, ainsi que le nombre total d’arétes de (Gr).
4. On suppose que G = (S, A) est un graphe ol {sy,s,,5p,,5,} tel quedeg(s;) = i%
Détermine en fonction de p et g le nombre a d’arétes total du graphe G et, Donne la
condition nécessaire que p et g doivent vérifier pour qu’un tel graphe existe.
Exercice 2 : Une compagnie privée de transport aérien dessert les capitales de six pays. Le

Cameroun(C), le Tchad(T), la France(F), le Benin(B), le Gabon(G) et le Nigéria(N). Le
tableau ci-dessous donne le plan de vols directs existant dans le transport aérien de cette

compagnie.
Etant a B C N G T|F
I1 est possible d’aller a C T,G,F C B N GT
1. Dessine le graphe permettant de modélise ce réseau de transport aérien ;
2. Complete le tableau suivant et donne le nombre de vols directs de cette
compagnie:
Destination(s) B/C [N |G |T |F
Degré(s)
3. M. MBAPPE est a Paris et désire se rendre a Yaoundé en empruntant cette compagnie.
Décris tous les itinéraires possibles qu’il peut avoir;
4. Des diplomates Gabonais et Tchadien se trouvant a Paris prennent un avion de cette

compagnie pour se rendre dans leurs Pays respectifs. Lequel des itinéraires doit choisir le
pilote pour minimiser la distance ? Utilise les distances en kilométres ci-dessous.

Paris Ndjamena Libreville Paris

Libreville Abuja Cotonou Ndjamena

5433 892 1025 4251

Cotonou Yaoundé- Abuja- Libreville-Yaoundé
Yaoundé Ndjamena Yaoundé

1043 995 730 450

5. Cette compagnie souhaite relier chaque pays aux autres par des vols aller —retour
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hebdomadaire. Quel est le nombre maximal de ces vols aller-retour?
CORRECTION DES EXERCICES D’APPLICATIONS :

1. Dessinons un graphe orienté d’ordre 7 a 9 arétes ayant une boucle et 2 sommets isolés.

*e
*f
=D
d
2. Un graphe simple d’ordre 5 a 6 arrétes est tel que les 4 premiers sommets ont pour
degreés 4-2-1-2 respectivement.
. Déterminons le degré du 5°™ sommet.

Soit x le degré du 5°™ sommet. Comme dans un graphe (propriété 1), la somme des
degrés des sommets est égale au double du nombre de ses arétes, alors: x +4+2+1+2 =

2 X 6.C’est-a-direque x +9 =12. D’ou x =12 -9 = 3.

Donc le degré du 5°™ sommet est 3.

. Dessinons le graphe qui respecte nos conditions données :
Sl SZ
—=s,
85 * k 54
3. a. Construisons un graphe complet (Gr) d’ordre 8:

a4\

b. Déterminons le degré de chaque sommet, ainsi que le nombre total d’arétes de (Gr) :

- Comme (Gr) est complet d’ordre 8, alors chaque sommet est de degré 8 —1 =7;

. 8x(8-1 .
- Le nombre total d’arétes est CZ = % = 28 arétes.
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4. Déterminons le nombre total d’arétes a de G. D’apres le corollaire ci-dessus, nous avons la
relation a = = >P_deg(s;). Comme dans le présent cas nous avons deg(s;) = i?, il vient que
2 i=1 g(Si). gLS; ) q

1+4+p?+q? \
a= #. D’ou a =

C’est-a-dire que 1’on doit avoir p impair et g pair ou encore p pair et q impair pour qu’en fin

5+p2+q® ., . . . 2 2 ;
———. L’existence de G est conditionnée par 5 + p“ + g~ pair.

p? + g soit impair.

Exercice 2
1.

2.
Destination(s) B C N G T F
Degré(s) 2 5 2 3 3 3
La somme totale des degrésest2+5+2+3+3+3 = 18 =2 x 9. Donc, il ya9 vols
directs.
3. Les différents itinéraires que MBAPPE aura besoin sont:
a) F——> G B C et b)F T N C
4. Les différents itinéraires pour que ces deux voyageurs arrivent a destinations sont :
a) F G B C T.
La distance a parcourir est 5433 + 1025 + 1043 + 995 = 8496 Kilometres
by F—>T N C G.

La distance a parcourir est 4251 + 892 + 730 + 450 = 6323 Kilometres. Il en
découle de ces deux options que, la meilleure pour minimiser la distance est d’emprunter
I’itinéraire b); car 8496km est supérieur & 6323km.

5. Lorsque ces six pays seront reliés chacun a tous les autres, ce graphe deviendra un
graphe complet d’ordre 6. Ce qui fait que, entre deux capitales F et Y par exemple il y aura
toujours deux possibilités de vols; c’est-a-dire F  —> Y et Y ——> T. Ainsi, le
nombre total (maximal) de vols aller-retour pour les six pays sera donc égal a CZ = 15 vols.
Bilingual game ( the key words of this chapter ):

Translate the following keywords into english: Théorie des graphes, Graphe simple, graphe
orienté, graphe complet, graphe discret, ordre d’un graphe, degré d’un sommet, sommet isolé.
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CHAPITRE :BARYCENTRES ET LIGNES DE NIVEAUX

INTERET :Le barycentre et les lignes de niveaux permettent de caractériser et de construire
des figures géométriques planes d’en calculer les aires et les périmetres.

MOTITVATION : lanotion de barycentre et les lignes de niveaux viennent compléter le
raisonnement mathématiques dans la détermination de certaines formes de figures
géométriques ; dans le repérage des points a partir d’autres points donnés. Le barycentre doit
nous permettre de trouver le point d’équilibre d’un solide sur une balance, de trouver le centre
de gravité d’un solide.

LECON 1 BARYCENTRES DE DEUX POINTS

Durée : 50 minutes
MOTITVATION: la notion de barycentre doit nous permettre de trouver le point d’équilibre

d’un solide sur une balance.

Objectifs pédagogiques

Utiliser les propriétés vectorielles pour construire un barycentre.
Reconnaitre et construire le barycentre de 2 points pondérés.
Prérequis

1) Définir la relation vectorielle que Vérifie le point I milieu du segment [AB]
Réponse ' 1A = —IB
Ecrire simplement le vecteur : AB + BC +]7f + Fj Réponse : AB + BC +]7f + 67 =
AC+C]+JA=44=0

Situation probléme

BOGNO achéte du mil blanc au marché de kai-kai a 300 F le Kg pour le revendre a Maroua.
I1 utilise une balance constituée d’une barre de fer homogéne de masse M = 50K g fixée a
I’une des extrémités A de la barre. Pour peser une masse m placée a I’autre extrémité B de la
barre, BOGNO place a une position précise G un crochet qui maintient cette derniére en
équilibre. Mme FARAYE accroche son sac de mil et BOGNO lui paye 30000F. A quelle
position G BOGNO a-t-il obtenu équilibre ?

A 3
4 B

G
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Activité dapprentissage

Soit A et B deux points distincts du plan. a et des réels. G Un point du plan tel que
aGA +BGB =0

1) Montrer que (a + B)AG = BAB

2) Si a+ B =0,que peut-on dire de G ?

3) Onsuppose a + B # 0, exprimer AG en fonction 4B .

4) Enprenant @« = M et B = m Déterminer la position G obtenu par BOGNO dans la
situation probléme.

Solution de Cactivité dapprentissage

1) aGA+BGBE =0 aGA+B(GA+AB) =0
& (a + B)AG = BAB
2) Pour @+ B = 0,0na0AG = BAB c’est-a-dire BAB =0
Donc G n’existe pas

3) On obtient 4G = - 4B
a+p

30000

4) Lavaleur de lamasse mest: m = 200

= 100Kg

A I"équilibre : On a la relation MGA +mGE = 0 d’ou AG == AB

RETENONS
R,) Définition :

Soient A et B deux points du plan. a et 8 deux réels tels que a + B # 0 il existe un unique

point G vérifiant la relation : «GA + SGB = 0 On dit que G est barycentre des
points A et B affectés des coefficients respectifs a et §.0n note G = bar{(A,a); (B,B)}

Sl a + B # 0,par la propriété de Chaslesona aGA + SGB =0 < AG = af%ﬁﬁ

NB De cette relation, Il vient aussi que les points A, B et G sont situés sur une méme droite
donc sont alignés.

Remarque : G est indépendant de 1’ordre des points A et B.
R,) Homogénéité du barycentre

Le barycentre ne change pas lorsqu’on multiplie ses coefficients par un méme nombre réel
non nul.
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Soitle R* et G = bar{(A,a); (B,f)} =G =bar{(A,Axa); (B,A %X B)}
R3) Coordonnées de G = bar{(4,a); (B,B)}

Dans un repére orthonormé (0,1,7) ou A(x,,y4) et B(xg, yg) Ona:

(axA+BxB ayat+Bys )
atp ' a+p

R,) lIsobarycentre
si a = 8, On dit que G est isobarycentre de A et B. On note G = bar{(4,a); (B,a)}
NB L’isobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment[AB].
Rs) Réduction du vecteur : % = aMA + BMB avec M un point du plan.
Sia+ B =0, Alors le vecteur i est indépendant de M.
Sia+pB =0, Alors levecteur i = (a + B)MG
Exercice d’application : 1a page 194 (Ciam SE)
Exercice :

Le plan est muni d’un repére. On considere les points A(1; 4) et B(—2; —4), G le barycentre
des points pondérés (A4, 2) et (B ,1).

Déterminer les coordonnées de G.
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LECON 2 : BARYCENTRE DE PLUS DE DEUX POINTS

durée : 50 minutes

MOTITVATION: la notion de barycentre doit nous permettre de trouver un trésor dans un
champ triangulaire point, de trouver le centre de gravité d’un solide.

Objectifs pédagogiques

Utiliser les propriétés vectorielles pour construire un barycentre de plus de deux points.
Reconnaitre et construire le barycentre de plus de 2 points pondérés.

Prérequis

Définir le centre de gravité Réponse : C’est le point d’équilibre d’un solide
Situation probléme

M.Bogno a enterré un trésor dans un champ triangulaire de sommets ABC. A sa mort, son
fils découvre dans le testament que le trésor est enterré en un point T vérifiant la relation

suivant :AT + 2BT + 3CT = 0. Aide le fils de Bogno a repérer la position de ce trésor.
ACTIVITE D’APPRENTISSAGE

Soit A, B et C trois points distincts du plan et G un point du plan. «, 8 et y des réels tels que
aGA + B@) + ya’) =0

1) Montrerque (a + 8 + y)ﬁ = BAB + yAC

2) G existe-t-il poura + g +y =0?

3) Onsuppose a + B + v # 0, exprimer AG en fonction AB et AC.

4) Enprenanta = 1,8 = 2 et y = 3 Déterminer la position du trésor T défini dans la
situation probléme.

5) Dans un repére orthonormé (0,7,7) Les coordonnées des points A, B et C sont
données par les couples respectifs :(3,1); (—2,2) et (1, 8).
a) Montrer que 60T = 04 + 20B + 30C
b) Déterminer les coordonnées du point T.

RETENONS
R,) Définition :

Soient A, B et C trois points du plan. a, 8 et y trois réels tels que a + 8 + y # 0 il existe un
unique point G vérifiant la relation : aGA + BGB + yGC = 0 On dit que G est barycentre des
points A , B et C affectés des coefficients

respectifs a,B et y.Onnote G = bar{(4,a); (B,B);(C,y)}
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Sia + f +y # 0,par la propriété de Chasles on a

aEZ+BG—B>+yEZ’>=(_)) = AG =

a+ﬁ+yAB-+a+ﬂ+y
Remarque : G est indépendant de 1’ordre des points A, B et C.
R,) Homogénéité du barycentre

Le barycentre ne change pas lorsqu’on multiplie ses coefficients par un méme nombre réel
non nul.

Soit AeR*, et G = bar{(4,a) ; (B,B),(C,y)},G = bar{(A,Ax a); (B,AX B);(C,AXy)}
R3) Coordonnées de G = bar{(A,a); (B,B),(C,y)}
Dans un repére orthonormé (0,1,7) ou A(x4, y4) , B(xg, vg) etC(xc, yc) ona:

(axA+ﬁxB+ch 00/A+ﬁYB+VYC)
a+pf+y a+f+y

Exemple : Dans un repére orthonormé (0,7, j) on donne

A(1 , 1) ; B(1,—-2) C(3,5) G barycentre des points A, B et C affectés des coefficients

1X141X2+3X3 1X1-2X2+5%3 .
; Yd’ouG(2;2)
14243 1+2+3

respectifs 1, 2 et 3 a pour coordonnées G (

R,) Isobarycentre

sia = B =y, Ondit que G est isobarycentre de A, B et C. On note
G = bar{(4,a); (B,a),}(C,a)

NB L’isobarycentre de trois points A, B et C est le centre de gravité du triangle ABC.
Rs) Association du barycentre ou barycentre partiel

On suppose G = bar{(A,a); (B,B),(C,y)}si B +y = a’' # 0 alors on peut poser
H = bar{ (B,B),(C,y)} et G dévient G = bar{(A,a); (H,a')} H est appelé barycentre
partiel.

Rg) Réduction duvecteur : i = aMA + BMB + yMC avec M un point du plan.
Sia+ B +y =0, Alors le vecteur i est indépendant de M.
Sia+B+y+#0 EtG = bar{(4,a); (B,B),(C,y)} Alors le vecteur
i=(a+B+y)MG

Exemple : G barycentre des points A, B et C affectés des coefficients respectifs 1, 2 et 3.
% = MA +2MB + 3MC = (1 + 2 + 3)MG = 5MG

Exercice dapplication
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Soit ABC est un triangle.

a) En utilisant la définition du barycentre, construire le barycentre G des points
pondérés (4,1) ,(B,—1) et (C,3).

b) Construire le barycentre H des points pondérés (B, —1) et (C, 3). Puis Construire
le barycentre G des points pondérés (4,1) ,(H ,2)

c¢) Réduire le vecteur & = MA — MB + 3MC.
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LECON 3 : UTULISATION DES BARYCENTRES

Durée : 50 minutes

MOTTVATION : la notion de barycentre va nous permettre de compléter le raisonnement
mathématique dans la détermination et dans le repérage des points a partir d’autres points
donnés.

Objectifs pédagogiques

Utiliser les propriétés du barycentre pour montrer que des droites sont concourantes ; pour
montrer que des ponts sont alignés.

Prérequis
ABC est triangle quelconque .Construire les points L et N tels que CL = %C_A)CW = %C_B’
Situation probléme

BOGNO a titré un terrain triangulaire ABC de 10 hectares, ou A, B et C sont les bornes du
terrain. Il souhaite y construire 4 établissements lucratifs : un marche (M) , une école (E), un
centre de santé (S) et une salle de jeu (J) de telle sorte que le sommet B, 1’école et la salle de
jeu soient alignés. Déplus, il souhaite que les axes routiers droits (4]), (BE) et (CM) se
rencontrent en un carrefour. Son géomeétre lui propose d’adopter les relations ci-dessous et

son souhait sera exhaussé. AM = %E ,AE = %R,

Bj = %ﬁ et S le milieu de [CM]. Crois-tu que le géométre a raison ?

Activité d’apprentissage

Soit ABC un triangle tels que AM = %ﬁ ,AE = Zﬁ ,BJ = %ﬁ et S le milieu de [CM] .

1) Ecrire M comme barycentre des points A et B dont les coefficients sont a préciser
2) Ecrire E comme barycentre des points A et C dont les coefficients sont a préciser
3) Ecrire J comme barycentre des points B et C dont les coefficients sont a préciser
4) Montrer que S, E et B sont alignes.
5) Montrer que S € (CM) n (A]) n (EB).
6) Répondre a la question posée dans la situation probléeme

Solution de Cactivité dapprentissage

Exprimons les points M, E , ] et S sous forme de barycentre

1) M = bar{(4,1);(B,2)}
2) E =bar{(4,1);(C,3)}
3) ] =bar{(B,2);(C,3)} et S =Isobar{(C,3);(M,3)}
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4) 1l vient donc que S = bar{(4,1) ;(B,2); (C,3)} par suite
S = bar{(E,4) ; (B,2)}.Donc S € (EB) donc S,E et B sont alignés

5) Deéplus S = Isobar{(C,3); (M,3)} & S € (CM)
S =bar{(4,1);(B,3);(C,3)} & S =bar{(4,1);(J,3)} & S € (4))
Il vient donc que S € (CM) n (A]) n (EB)

6) En conclusion le sommet B, I’école et la salle de jeu sont alignés et les axes routiers
(A)), (BE) et (CM) se rencontrent en un carrefour. Le géomeétre a raison.

Résume:

R;) Pour montrer que trois quelconques sont aligneés, il suffit de trouver deux réels
tels que I’'un des points soit le barycentre de points pondérés des deux autres.
R;) Pour démontrer que des droites sont concourantes, il suffit de montrer que qu’’on

peut trouver un point qui appartient a chacune de ces droites.

Txemp[e : ABD est un triangle et M le milieu du segment [AD].Les points | et C tels que : Al =
gﬁﬁet56=§570na:1=baﬂ@¢1yuaa}
C = bar{(D,1); (1,3)} = bar{(D, 1); (4, 1); (B, 2} = bar{(B, 2); (M, 2)}

Les points B, C et M sont alignés.

Exercice d'application

ABC est un triangle équilatéral de c6té 4cm. On donne les points P, Q et R du plan

tels que :

AQ = 3AB ,CP = —EA_C’,ﬁe’ = 5%’ .Onpose G = bar{(4,1);(B,2); (C, 1)}

1) faire une figure
2) démontrer que les droites (AR), (BP)et (CQ) sont concourantes.
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LECON 4 LIGNES DE NIVEAUX

(durée 100 minutes)

MOTIVATION: les lignes de niveaux, en utilisant le barycentre vont compléter le
raisonnement mathématique dans la détermination de certaines formes de figures
géométriques ; dans le repérage des points a partir d’autres points donnés.

Objectifs pédagogiques

Déterminer, caractériser et construire 1’ensemble E}, des points M du plan vérifiant
E,={M€P,f(M) =k, k € R}ou f est une fonction de M.

Prérequis

1) Enoncer le théoréme des médianes

Réponse : soit | milieu du segment [AB] pour tout point M du plan ona: MA* +
MB? = 2MI? + ==

2) Présenter les relations d’Alkashi dans un triangle quelconque
Réponse : ABC est un triangle. On a BC* = AB* + AC* — 2AB. ACcosBAC

3) ABC est un triangle tel que AB = 5¢cm AC = 4cm et BC = 3cm calculer AB. AC
Réponse : AB.AC = %(ABZ +AC?—BC?) =16

Situation probléme

BOGNO a acheté un terrain (E') de forme circulaire. Son géométre lui a présenté le schéma
ci-dessous. On note que la droite (AB) est axe de symétrie de son terrain et de plus tout point
M du cercle vérifie la relation MA?> — 4MB? = 0, AB = 150m. BOGNO a un probléme celui
de connaitre la superficie de son terrain. Aide le résoudre son probléme.

M

>X

LIGINES
Le but ici est de déterminer I’ensemble E, = {M € P, MA* + MB“ = k,k € R}
Activité d’apprentissage

Soit [AB] un segment de milieu I.
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1) En utilisant le théoréeme des médianes, montrer que pour tout point M € Ej,, MI? =
1 AB?
k=3

2) Discuter et déterminer suivant les valeurs de k 1’ensemble E),

Résolution de Cactivité d apprentissage (retenons)

1) D’apres le théoréme des médianes, on a pour tout point M du plan, MA* + MB?* =
2 2
2MI? + 2. Pour tout point M € Ey, 2M1% +*= = K. Il vient que: MI? = - (k —
AB?
PR
21 AB? AB?
2) Si E(k_T) < 0,alors k <T etE, =0.

.1 AB? AB?
Si > (k - T) > 0, alors k > —— et E estun cercle de centre | et de

rayon /%(k — Aziz) .

Si %(k—ATBZ) = 0,alors k =ATBZ et E, ={I}.
Exemple : A et B sont distants de 8 cm déterminer I’ensemble des points M tels que :
MA*+ MB?* =Kol k =2,k =32etk =50
Pour k = 2, 0ona MI* = —15 d’ou I’ensemble cherché ici est I’ensemble vide.
Pourk = 32,onaMI?> =0 & M = I d’ou I’ensemble cherché ici est le point G.

Pour k = 50, ona MI? = 9 donc MI = 3 d’ou I’ensemble cherché ici est le cercle de centre |
et de rayon 3 cm.

LIGNES DE NIVEAUX DE TYPE MA? — MB? = K.

Le but ici est de déterminer I’ensemble E,, = {M € P, MA> — MB? = k,k € R}
Activité d’apprentissage

Soit [AB] un segment de milieu I et H le projeté orthogonal de M sur la droite (AB).

1) Factoriser MA* — M B?

2) Montrer que MA2 — MB? = 2AB.IM = 2AB.TH
3) Déduire la position du point H

4) Déterminer E,

Résolution de Cactivité d’apprentissage (retenons)

2 2
1) MA*-MB? = (MA) —(MB) = (MA—MB)(MA+MB) (1)
2) Enintroduisant le point I, en développant et en réduisant (1)on obtient :
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(MA — MB)(MA + MB) = 24B.1M (2)

Puis (H) projeté orthogonal de M sur (AB) signifie que AB.MH =0;0na:
2AB.IM = 24B.(IH + HM)
= 2AB.1H + 2AB.MH
= 24B.TH Car AB.MH =0
3) Les vecteurs TH et AB sont colinéaires, donc il existe un réel non nul
a tel que IH = aAB.D’ou MA*> — MB? = 2AB.TH = 2aAB?
D’ou 2aAB? = k c’est a dire que o =

2AB?

L’égalité a = ﬁ permet de déterminer la position du pont Hpour k et AB donnés

4) D’aprés la relation AB.MH =0 on peut conclure que Ej, estla droite
perpendiculaire a (AB) en H

Exemple : A et B sont distants de 8 cm déterminer des points M tels que :

MA? — MB? = 16.

Ona: 2aAB*=16 < a = 2;22 = % d’ou IH = %ﬁ L’ensemble des points cherché ici est

la droite passant par H et perpendiculaire a (AB).

LIGNES DE NIVEAUX DE TYPE MA.MB = K.

Le but ici est de déterminer I’ensemble E;, = {M EP, MA.MB = k, ke R}
Activité dapprentissage

Soit [AB] un segment de milieu I

1) Pour tout point M du plan, montrer MA. MB = MI? — iAB2

2) En déduire que pour tout point M de E,, MI* = k + %AB2
3) Discuter et déterminer suivant les valeurs de k ’ensemble E),

Résolution de Cactivité d’apprentissage (retenons)

1) Enintroduisant le pointI et en développant, ona:
WA.MB = (Mi + TA)(Mi + TF)

= MI?> +TA.TB
= MI% — iAB2

2) MEE, = MAMB =k
@MIZ—iABzzk
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o MI2=k +%ABZ

2
3) Sik+%AB2 <O,alorsk<—% etE,=0.

2
Si k+ %AB2 > 0,alors k > — % et E;, est un cercle de centre | et de

rayon /k + %AB2 :

2
Sik +-AB? = 0,alors k = —A% et B, ={I}.
Exemple : A et B sont distants de 8 cm déterminer et construire I’ensemble des points M tels
que: MA.MB = Kol k =—-32,k =2etk = —16

Pourk = =32 ,MI? = =32 + i82 = —16. L’ensemble des points cherché ici est I’ensemble
vide.

Pourk =2 ,MI*> =2+ i82 = 18 d'ou MI = 3v/2. L’ensemble des points cherché ici est le

cercle de centre I et de rayon 3v/2.

Pourk = —16 ,MI? = —16 + i82 = 0d’'ouMI = 0. L’ensemble des points cherché ici est
le point 1

LIGNES DE NIVEAUX DE TYPE % — K.

Le but ici est de déterminer I’ensemble E;, = {M E P, Z—g =k ke€ R}

Activité d’apprentissage

Soit [AB] un segment

1) Démontrer que pour tout point M du plan, % =k & (MA—kMB)(MA + kMB) =
0

2) SoitG ={(4,1);(B,—k)} et H={(A1);(B k)}
Montrer que (MA — kMB)(MA + kMB) = 0 < MG.MH = 0

3) Déterminer E),

Résolution de Cactivité d’apprentissage (retenons)

1) Pour tout point M du plan, % =k, & (MA)? - (kméf)2 =0
& (MA - kMB)(MA + kMB) = 0

2) Pour tout point M du plan,

Premiére C (GPM3)
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(MA — kMB)(MA + kMB) = 0 < (MG + GA — kMG — kGB)(MH + HA + kMH +
kHB) = 0

& (1-k)MG.(1+k)MH =0
& MG.MH =0

3) M€E, = MGMH=0 MG LMH
E} est le cercle de diamétre de[GH]

LIGNES DE NIVEAUX DE TYPE |37, a;MA;||=k
Le but ici est de déterminer I’ensemble E;, ={ME€P, ||Z?=1 aiMA,”:k, keR}
Pour Y1, a; # 0 et G barycentre des points (4;, @;)

Ona|[X™,a;MA,||=k = ||Z%,a:(MG + GA)|| = k

n n

ZaiM—G)‘anl'G—A;

i=1 i=1

n
Z aiM—G)

i=1

= =k

= =k

k
= MG = ———

n
i=1 @i

Sik=0alorsM =G

Si k < 0 alors ’ensemble cherché est le vide

Si k > 0 alors I’ensemble cherché est le cercle de centre G et de rayon

n .
i=1 %i

Exercice dapplication

Soit ABC un triangle équilatéral de coté 4cm.Déterminer I’ensemble des points du plan tels
que||MA + 3MB — 2MC|| = 4

LIGNES DE NIVEAUX DE TYPE aMA? + BMB? = K.
Le but ici est de déterminer I’ensemble E;, = {M € P,aMA? + BMB? = k,k € R}

Casona+pB=0+0

Activité d’apprentissage 1

Soit [AB] un segment et G = {(4,a) ; (B, 5)}
Premiére C (GPM3)
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1) Montrer que pour tout M du plan, aMA? + BMB? = (a + B)MG? + aGA* + BGB*
2) Montrer que pour tout M de Ej,, MG* = ¢ ol ¢ est un réel a préciser.
3) Discuter et déterminer suivant les valeurs de ¢ I’ensemble Ej

Résolution de Cactivité d’apprentissage 1 (retenons)

1) En introduisant le point G et en développant on a :
aMA? + pMB? = a(MG + GA)” + (MG + GB)*
= (a + P)MG? + aGA* + BGB* + aGA + BGB
= (a + B)MG?* + aGA* + BGB? car aGA + BGE = 0
2) M€E, < (a+p)MG* + aGA* + BGB? =k

k—-aGA%-BGB?
& MG? = XeGahGE
a+p

k—aGA?-BGB?
a+p

& MG2=¢ avec ¢ =

3) Sip<O0alorsE, =0

Si ¢ > 0 alors Ej, est un cercle de centre G et de rayon ﬁ

Si¢p =0 alors E;, = {G}

Exemple : A et B sont distants de 8 cm déterminer I’ensemble des points M tels que :

MA*+3MB?* =K ,ouk =48,k =30etk =116
e Soit G = {(A, 1); (B, 3)} ona=AG = %ﬁ il vient donc que AG = 8,

BG =2 et 4MG? + GA* + 3GB? = 4MG* + 44

e Pourk = 44,4MG* + 44 = 44 donc MG = 0 d’ou L’ensemble des points M cherché
ici est le point G .

e Pourk =30,4MG? + 44 = 30 donc MG? = _77 d’ou L’ensemble des points M
cherché ici est I’ensemble vide.

e Pourk =116,4MG? + 44 = 116 donc MG? = 18 ¢’est-a-dire MG = 3+/2 d’oll
L’ensemble des points M cherché ici est le cercle de centre G et de rayon 3+/2

Activité dapprentissage 2

On reprend 1’énoncé de la situation probléme et on pose les questions suivantes :

1) Calculer les distances BG et AG.

2) Montrer que 4MA* — 4MB? = —3MG? — 3000.
3) Déterminer la nature et les éléments de (E).

4) Calculer I’aire de terrain de BOGNO

Résolution de Cactivité dapprentissage 2

Premiére C (GPM3)
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1) SoitG = {(A, 1); (B, —4)} onaBG = éﬁ il vient donc que BG = 50 et
AG = 200

2) MA* - 4MB? = —3MG? + GA? — 4GB? = —3MG? — 30000
3) MA*—-4MB? =0 & MG? = 10000 C’est-a-dire MG = 100.
Donc le terrain de BOGNO est un disque de rayon 100m

4) Taire de son terrain est alors r* = 10000mm?
Cas ou a + B = 0. confére ligne de niveaux MA*>—- MB? = K
RESUME

Les lignes de niveaux sont soit I’ensemble vide, soit une droite soit un point soit un

cercle.

Exercice d'application

ABC est un triangle équilatéral de coté 6cm et G I’isobarycentre des points A, B et C. Soit f
une fonction du plan telle que f (M) = MA? + MB* + MC*

1) Calculer f(A),f(B) et f(C)

2) Montrer que f(M) = 3MG* + GA* + GB* + GC?

3) Montrer que GA = GB = GC = 2v/3 cm

4) Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tel que f(M) = 72.

Premiére C (GPM3)
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MODULE 21 RELATIONS ET OPERATIONS FONDAMENTALES DANS
LENSEMBLE DES NOMBRES REELS

CHAPITRE4 : GENERALITES SUR LES FONCTIONSNUMERIQUES

INTERET :

e Représenter 1’évolution d’une grandeur dans le temps ou décrire une grandeur qui dépend
de la position de mesure dans un espace, comme la température ou la pression en
météorologie

e Modifier I’influence d’un ou plusieurs paramétres sur un résultat comme le chiffre
d’affaire d’une entreprise de production
LECON 1 : Notion de fonctions et d’applications
DUREE : 100mn

MOTIVATION :

- Valeurs interdites dans un calcul
- Correspondances entre des ensembles
OBJECTIFS PEDAGOGIQUES

- Déterminer par calculs I’ensemble de définition d’une fonction numérique.
- Déterminer la restriction d’une fonction numérique sur un intervalle.
- Justifier qu’une application est injective, surjective, bijective.

PRE-REQUIS :

Définition d’une fonction
Situation probléme

Dans un pays, les maires des villes A, B et C aimeraient délivrer les actes de mariage de la maniére
suivante :

- Dans la ville A, tous les hommes n’ont droit qu’a la monogamie ou le célibat

- Dans la ville B, les hommes ne peuvent signer que la polygamie

- Dans la ville C, la monogamie s’impose a tous les hommes
Aidez-les a établir une correspondance entre I’ensemble des femmes et I’ensemble des hommes de
chaque ville sachant que ne peuvent se marier que les personnes issues d’une méme ville.

Activité d’apprentissage

On donne les fonctions ci-dessous

f+R — R ; g:R\{-1;1} — R ; h:R — R

2x%2-4
x — V3x2 -9

xl—)x2—4 X — > ;
x4-1
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i:R — R j:R — R
2x-5 5
X 213x17 X — ‘/|—2x+ 5|—4' +m

1) Déterminer I’ensemble de définition de chacune des fonctions définies ci-dessus
2) Parmi les fonctions définies ci-dessus, lesquelles ont I’ensemble de définition comme
ensemble de départ ?

On les appelle des applications.

On considére les applications f, g et h définies par :
f:R\{2} — R\{3} i g:R— R et h:[=3; +oo[ — [—8; +oo[

3x+1 x — x*+6x+1

x-2
3) Soienta,b € R\{2} tels que f(a) = f(b). Montrer que a = b.
On dit que f est une application injective,

4-3) Soit y € R\{3} montrer que 1’équation d’inconnue x; f(x) =y apour solution x =

x+— 3x2+4

2y+1
-3
b) La valeur de x trouvée a la question précédente existe-t-elle ? Pourquoi ?
c) Montrer que x € R\{2}.

On dit que T est une application surjective.

5) comparer g(2) et g(—2) ; que peut-on conclure par rapporta g ?

Une application est dite bijective lorsqu’elle est injective et surjective
NB : lorsque la valeur de x trouvée ci-dessus est unique, seuls les éléments de la question 2)
permettent de conclure que ’application est bijective.

L’application h est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Résumeé

7. Definitions
Définition : On appelle application toute fonction dont I’ensemble de définition est égal a I’ensemble
de départ.

Exemple : La fonction f de I’exemple précédent est une application.
Remarque : Soient f etg deux fonctions. On ditque f = g si:

1. f et g ont méme ensemble de départ et méme ensemble d’arrivée ;

2. Df = Dg

3. Pourtout a € Df,f(a) = g(a).
Définition : On appelle fonction numérique toute fonction dont I’ensemble d’arrivé est R ou une
partie de R. Si I’ensemble de départ est R ou une partie de R, on parle fonction numérique d’une
variable réelle.

[x2-1]

xX—4

Exemple 2: La fonction f : R\ {4} — R définie par f(x) =

est une fonction numérique

d’une variable réelle

2. restriction, prolongement.
Soit E et E’ deux parties de R tellesque E’ € E.

Premiére C (GPM3)
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Soitf: E - Fetg: E — F.Sipourtoutx € E’,ona f(x) = g(x), onditque f prolonge
(ou f est un prolongement de ) g a E ou que g est la restrictionde f a E'.

Exemple

Onposef: R = Rx »4/|x|—2etg: R +— R,x +— +vx — 2.0n vérifie que

Df =]—o00;=2]U[2;+w[etDg = [2;+oo[donc Dg c Df.De plus, il est évident que f(x) =
g(x)

pour toutx € Dg. g estdonc larestriction de f a[2; +oo[ et f est un prolongement de g a Df.

3. Applications injectives, surjectives, bijectives
Soit E et F des ensembles et f une fonction de E dans F.

3.1.Injection
Une fonction f : E — F est dite injective si deux éléments de I’ensemble de départ ont toujours deux
images par f distinctes dans I’ensemble d’arrivée. Une autre fagon de formuler cette définition est de
dire que, pour tout y € F, I’équation y = f(x) admet toujours au plus une solution.

® y—
d-r"f
e - e
[ 2 . — ag
Une application injective Une application non injective

Définition f est injective si pour tous a, b de E avec (a # b), f(a) = f(b) entraine a = b.

Si E et F sont des ensembles finis, il ne peut y avoir une injection de E dans F que si F a plus
d’éléments que E.

3.2.Surjection

Une fonction f : E — F est dite surjective si, pour tout élément y de F (I’ensemble d’arrivée),
I’équation y = f(x) admet toujours au moins une solution x appartenant a E (I’ensemble de départ).

.- -
"
."'__H- ° ',.-""_ﬂ__—____"i.
Une application non surjective Une application surjective
3.3.Bijection
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Une fonction f : E — F est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective, ou encore si pour
tout y € F, I’équation y = f(x) possede une unique solution. Si E et F sont des ensembles
finis, E et F doivent alors avoir le méme nombre d’éléments.
Théoréeme
une fonction de R dans R continue et strictement croissante réalise une bijection de R sur son image
par f.
Exemple : On considére I’application f: R\ {1} = R définie par f(x) = % 2 n’apas
d’antécédent par f donc f n’est pas surjective. Par contre pour tout y € R\ {2}, son antécédent est
X = E, donc f est injective. f n’est donc pas bijective mais I’application g : R\ {1} - R\

{2}définie par g(x) = % est une bijection.

Exercices d’application

I-  Le matricule : soit f la fonction qui a chaque éleve associe un matricule et g la fonction
qui a chaque éeléve on associe une date de naissance. On remarque que deux éléves ont
toujours un numéro de matricule différent... En revanche, il existe plusieurs éléves qui sont
nées un 06 février 2002.

Si on prend un troupeau de vaches, et on associe a h la fonction qui a une patte associe la vache a qui
cette patte appartient

1. Comment appelle — on la fonction f qui a une personne associe son matricule ?

2. la fonction g qui a une personne associe sa date de naissance est-elle la méme que la
précédente ?

3. Comment appelle —on la fonction h qui a une patte associe la vache a qui cette patte
appartient

Soitlafonction f : R —> R, f : x & +/x.

4. Dire dans quel cas cette fonction existe
5. Déduire son domaine de définition D.
6. Puis considérant f comme une application de D dans R, donner I’image de cette
application.
Réponses
1. elle est injective
elle n’est pas injective.
elle est surjective
Si x est positif ou égale a 0
D =R*
Image de f = R* sachant que si x appartient a R* on peut s’écrire x = y?.
Soient f et g les fonctions définies par :
R —R . R — R
f'x»—> 2z 9y Vx=2xvVx+2
1) Déterminer les ensembles de définition de f et g.
2) Les fonctions f et g sont-elles égales ?Sinon déterminer le plus grand ensemble
surlequel f =g

ook wi
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LECON 2 : COMPOSITION DES APPLICATIONS ET DES FONCTIONS DUREE :

HEURES
Motivations : Interaction verbale sur des informations comportant des chiffres

Prérequis
Différencier une fonction d’une application

OBJECTIFS PEDAGOGIQUES:

o Déterminer la composée de deux applications, ou de deux fonctions.
o Expliciter la bijection réciproque d’une fonction bijective.

Situation Probléme:

Ambroise une jeune éléve de la classe de troisieme se rend au musée pendant les vacances pour faire
des recherches par rapport a une lecon qu’elle a aimé pendant le cour d’histoire de M. TEBAYA. Le
musée étant construit entierement en verre jusqu’au sol, une fois a I’intérieur, Ambroise voit son reflet
au sol, au-dessus ,sur les c6tés ainsi que dans les différents angles . Comment expliquer a la jeune fille
le phénomene auquel elle fait face ?

Activité d’apprentissage

Soit f:R— R et g:[—1;+o[ — R des fonctions définies par

fo)=x*4+1 etglx)=vx+1

1. résoudre les équations d’inconnues x définies par f(x) = yetg(x) =y

2. Déterminer les expressions des applications réciproques f~1(x) et g~1(x) respectivement
de fetdeg

3. Calculer g[f(x)] et flg(x)]. Comparer le résultat

4. Calculer f~1[g~1(x)] et g [f~1(x)] Comparer le résultat

5. Donner le sens de variation f de puis de g sur [0; +oo[

Résumé

1. Composition des applications
Définition

Soitf : E— Fet g : F— G deux applications. On appelle composé de f par , I’application notée
f o g défini de E vers G par : Pourtout x € E, g © f(x) = g[f (x)]

Exemple : L’application g : R\ {1} = R\ {2}définie par g(x) = % est une bijection et admet
pour bijection réciproque la fonctiong™ : R\ {2} —» R\ {1} définie par g~ (x) = i—:;
2. Bijection réciprogue:

Définition Soit f : E - F une bijection. On appelle bijection réciproque de f et on note f =1
I’application de F dans E qui a tout élément y € F, associe I’'unique antécédent de y par f.

Définition

Soit E un ensemble non vide. On appelle identité de E (ou application identique de E) I’application
notée Idzdefinie de E vers E et telle que pour tout élément x de Eona: Idg(x) = x

ldg:E - E

Premiére C (GPM3)
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x v ldg(x) =x

Proposition : Soient f : E = F et g : F — G deux bijections, alors
1. f71of =1IdE ;c’est-a-dire f71 o f(x) = x pour tout x € E et(f 1)1 = f.
2. g o f est une bijection de bijection réciproque(g © f)~* = f~to g7

3. S’il existe une application h : F — E telleque f o h = Idp et h o f = IdE alors h est
bijective de bijection réciproque f.

Remarque:Soit f : E — F une bijection. Soity € F, alors il existe un unique x € E tel que y = f(x).
Ceci permet de définir une nouvelle application, cette fois de F dans E.

Définition :

Soit E un ensemble. On définit I’application identique IdE : E — E définie pour x € E par IdE(x) =
x encore appelée identité de E.

Exercice d’application

On considére les applications

f 1 [~1; +oo[—> R définie par f(x) =Vx + 1 et g : R — [—1; +oo[ définie par f(x) = x* — 1.
1. Montrer que f et g sont des bijections.

2. Calculer f o g et g o f puis conclure

LECON 3 : OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DUREE : 2 HEURES
Motivations : Déployer un raisonnement mathématique pour résoudre des problémes relatifs a des
situations vie faisant appel aux applications.

Objectifs pédagogiques

» Calculer la somme, le produit ou le quotient de deux polyndmes
» Donner la condition d’existence d’un quotient de deux polynomes ;

> Déterminer I’ensemble de définition d’une somme, d’un produit, d’un quotient et de la
composée de deux fonctions numérigues.
Prérequis :

- Définir une fonction et son ensemble de définition
- Effectuer des calculs littéraux

situation probleme

Afin de bien gérer son personnel, le gérant d'une pharmacie étudie le mouvement de sa clientéle. En
fait, il s'intéresse a la comparaison entre le nombre de clients qui viennent a son magasin la fin de
semaine et celui des clients qui le visitent en semaine. Par exemple, le mercredi, l'achalandage varie
selon la fonction

Premiére C (GPM3)
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f(x) =3x — 10, ou x est I'neure du jour. Pour la méme période de temps, soitde 9ha 21 h, le
nombre de clients varie selon la fonction g(x) = 9x — 65 durant la journée du samedi.
A quelle heure y a-t-il 2 fois plus de clients le samedi que le mercredi?

Activité d’apprentissage

Soit f et g les fonctions definies par : f(x) = 3x — 10 et g(x) = 9x — 65,
; gx)
Soit h(X) = %
1) Donner le domaine de definition de fet g
2) Quelle est la condition d’existence de h(x)
3) Ecrire h(x) , et donner son domaine de définition
Résumé

Opération sur les fonctions
Définition

Soit f et g deux fonctions de domaines de définition respectifs Df et Dg. On définit les opérations
suivantes :

L+ 9= f(x)+ gx)pourtoutx € Dr,y = Df N Dg.
2.(fg)(x) = f(x) xg(x)pourtoutx € Dry = Df N Dg.

f _ fx _ —
3.5 (x) = 90 pourtoutx € Df/y = (Df NDg)\{x €R,g(x) = 0}.

4. (V) =/f(x) pourtoutx € Dy, = Df \{x €R,f(x) < O}.

» Exercice d’application

Au lieu d’exemple

LECON 4: PROPRIETE D’UNE FONCTION : PARITE, ELEMENTS DE SYMETRIE ET

PERIODICITE DUREE: 2ZHEURES
Motivations: Comparaison des prix des objets

OBJECTIFS PEDAGOGIQUES

Montrer qu'une fonction est paire ; impaire ou périodique.
Justifier qu’un point est centre de symétrie d’une courbe.
Justifier qu’une droite d’équation x = a est un axe de symétrie d’une courbe.
Montrer qu’un point de cordonnées connues appartient a la courbe d’une fonction ;
Conjecturer I’ensemble de définition ; le sens des variations ; les asymptotes
éventuelles, les éléments de symétrie par lecture graphique.
» Prérequis:
Definir les notions de parité , symetrie , translation

o O O O O

Situation probleme

Premiére C (GPM3)
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La géolocalisation a permis de constater que la courbe (Cy) de la fonction f définie par f(x) = x> —

3x + 1 est dans un repere orthonormé d’un quadrillage, une représentation d’un pipeline. T
Seulement la partie (C¢) de la figure a été représentée par I’ingénieur en charge des ¥
travaux en signalant que le tracé du pipeline peut étre obtenue a partie du point Q(0; 1).

L’ingénieur étant absent le jour du démarrage des travaux , Son assistant souhaite

compléter le tracé de ce pipeline mais ne sait comment s’y prendre. Comment peut-il ‘\

procéder ? ‘ \/
- A - -

Activité d’apprentissage
On considére la fonction f suivante
ffR->R
x — x3—3x+1; Q0;1) et M(x; y) deux points du plan

1) Quelle est la condition d’appartenance du point M a la courbe de f
2) Déterminer les coordonnées du symétrique de M’ de M par rapport au point Q(a; b)

3) Montrer que si M appartient a la courbe de f alors M’(2a — x; 2b — f(x))
Les deux courbes sont symétriques...........

Les deux courbes sont symétriques..........

Ajouter des questions sur la parité et périodicité
Resumeé

1. Fonctions périodiques
Définition

Soit f une fonction numérique et p un nombre réel non nul. On dit que f est périodique de période
psi:

pourtoutx € Df, x + p € Df,etf(x + p) = f(x).
Exemple

Lafonction f : R > R x — x — E(x) est périodique de période 1. En effet, pour tout x €
Ronafx+1) =@x+1D—-Ex+1)=x+1D—-—(Ex)+1) =x—-Ex) = f(x).

Remarque 3.5. Si f est périodique de période p, alors pour tout k € Z *, kp est encore une
période de f.

2. Fonctions paires
Définition .

Soit f une fonction numérique. On dit que f est paire si pour tout

x € Df,—x € Df et f(—x) = f(x).
Exemple. La fonction f: R —» R, x ~— x2 est une fonction paire.

Remarque ; Graphiquement, la courbe Cy d’une fonction paire est symétrique par rapport a 1’axe
des ordonneée dans un repére orthogonal (0, 1,]).
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3. Fonctions impaires
Définition

Soit f une fonction numérique. On dit que f est impaire si pour tout x € Df,—x €
Df et f(=x) = —f(x).
Exemple .

La fonction f : R - R,x — x3 est une fonction impaire.

Remarque 3. Graphiquement, la courbe Cr d’une fonction paire est symétrique par rapport au point O
dans un repere orthogonal (0, 1,)).

4. FEléments de symétrie d’une courbe
Axes de symétrie.
Soit (Cf)la courbe représentative d’une fonction f, (D)la droite d’équation x = a.(D)est un axe de
symetrie de(Cf)dans le repére(0,1,]) si :

pourtouth € R,/a —h,a + h € Df,f(a—h) = f(a + h),ousidans le repere (0',1,]) avec
0’(‘3) , (Cf) admet une équation de laforme Y = g(X) ou g est unefonction paire.

Exemple. On considére la fonction définie de R vers R par f(x) = —x? —2x + 3.
La droite d’équation x = —1 est un axe de symétrie de (Cf).

En effet, soith € R,ona: f(—1—h) = 4—h2 = f(—1 + h)doncx = —1estunaxede
symétrie.

Autre preuve: Soit 0'(7,"), cherchons I’équation de la courbe (Cy) dans (0',1,]). Soit M (;) €
(Cf)dans le repére (0,1,]) et M(’é)dans le repére(0’,1,]),0on aOM = 00 + 0'M, d’oﬁ(i) =
(V) Ainsi,Y =y = f(x) = =(-1-X)2 —2(-1+ X) + 3 = 4—X?et g(X) = —X* +
4 est bien une fonction paire.

Centre de symetrie

Soit (Cf) la courbe représentative d’une fonction f dans le repére orthogonal (0, 1,]) et 0'(;) un point
du plan. O’est un centre de symétrie de (Cf) si: pour touth € R/a—h,a + h € Df,f(a + h) +
f(a—h) = 2b,ouencore si dans le repére (0',1,]), (Cr) admet une équation de la forme Y =

g(X) ou g est une fonction impaire.

Exemple.

Démontrer que le point 0’(i)est un centre de symétrie de (C;) ol f : x - S :

Premiére méthode: Df = R —{2}.Soith € Dstelque a + h et a — hsoientdans Dy.

Ona: f(2+ W+ f2-h)="Z+Z2=2=2

Premiére C (GPM3)
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Deuxiéme méthode : Dans le repere (0, 1,]), on vérifie que (Cr)a pour équation g(X) = _71 qui est
bien impaire.

EXERCICE D’APPLICATION

On consideére les fonctions suivantes :

f:R—R g: R={3}—R
x - x3+2x—1 x o 21
x—3

1) Montrer que le point 1(0; 1) est un centre de symétrie a la courbe de f
2) Montrer que le point K(3 ; 2) est un centre de symetrie a la courbe g

Lecon 5 : Courbe représentative d’une fonction
Motivation
Prérequis

e Représenter des points dans un repéere
Obijectifs pédagogiques :

e Représenter une fonction
Situation probléme

Une usine fabriquer des cartes graphiques pour ordinateur.
On appelle f la fonction qui, a une quantité x de cartes fabriquees associe le colt de fabrication en
CFA.

Activité d’apprentissage
On considere les fonctions f et g définies sur R, par f(x) = x et g(x) = x2.

1) Comparerfet g
Les fonctions f et g ne sont pas comparables sur R +.

En effet:f(%) =g (%) (puisque% 2%) mais f(2) < g(2) (puisque 4
2 < 4) Cependant,ona:

f=gsur[0; 1]etf < gsur[l; 4ool.

Ceci se prouve en etudiant le signe de la différence f(x) — g(x):

fO)—g() = x — x* = x(1 — x)

Premiére C (GPM3)
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Tableau de signes :

X 0 1 +ao

Signe de x 0 + +
© Signedel-x | -0 -
 Sigmedefm-gtv) | I R

On a donc bien: f(x) — g(x = 0 lorsque x €[0; 1] etf(x) — g(x) < Olorsque x  [1; +ool.
Autrement dit : x > x2lorsquex € [0; 1] et x < x%lorsque x € [1; +ool.

1. Comparaison de fonctions
Définition Soit D une partie def. Soient f et g deux fonctions définies au moins sur D. On dit que les
fonctions f et g sont égales sur D si : f(x) = g(x) pour tout x , D On note alors simplement: f =
gsurD.

Exemple : Considérons les fonctions f, g et h définies par :
f: R—>R g:R—R h:R— R
x P Vx2 x - x| X P X
Ona:f = gsurR, f = hsurR,etg = hsur R,

Remarque : attention ! Ne pas faire de simplification abusives dans les expressions de fonctions: Les
fonctions f et g définies par :

f: R{5} > R g:R—R

(x=5)(x + 2)
X -

X x4+ 2
x —5

ne sont pas égales sur R (puisque f n'est pas définie surR{5}). Mais elles sont égales sur R \ {5}. (Car,
six # 5, on peut simplifier par x — 5 dans I'expression de f(x))

Exercice d’application

Comparez les fonctions f : x — —x+6etg : x —|x—2 | +4sur R, Sur
|— oo; 2[etsur]2; +ool.

2. majoration, minoration

Définition

Soit I un intervalle et soient f et g deux fonctions définies au moins sur 1. On dit que:

« festinferieure a g surI lorsque : f(x) < g(x) pourtoutx € I.Onnote: f < g surl.
« fest positive sur I lorsque : f(x) = 0 pour toutx € [.Onnote:f > 0 surl.

* festmajoréesur I lorsqu'il existe un réel M tel que : f(x) < M pour tout x € [

. festminorée sur I lorsqu'il existe un réel m tel que : m < f(x)pour toutx € I.

Premiére C (GPM3)
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« fest bornée sur I lorsqu'il existe des réels M et m tels que : m < f(x) < M pour tout x € I.
(f est majorée et minorée)

Remarque : la relation d'ordre pour les fonctions n'est pas totale ; en ce sens que deux fonctions ne
sont pas toujours comparables (voir exemple ci-dessous)

Exercice d’application

1) On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x(1 — x).

, - 1
Demontrer que f est majorée sur R par —.

On étudie le signe de la différence : pour tout x € R,ona:

1 I , 1
7 f@=7-x0-0=r-x+x"=G-x)

Et comme, (% — x)%2 > 0 pour tout x € R, on en déduit :% > f(x) pour tout x € R.

La fonction f est donc bien majorée par%. (Et % est le plus petit des majorants de f (autrement dit :% est

un maximum de f) puisque pour x = % ce majorant est atteint)

2) Démontrer que la fonction ¢ définie pourt € R par ¢ (t) = 4sint — 3 est bornée sur
R. On utilise le fait que : —1 < sint < 1 pour tout t € R. En multipliant cet encadrement
par 4, puis en soustrayant 3, on obtient : —7 < ¢ (t) < 1pourtoutt € R. La
fonction ¢ est donc bien bornée surR.

Interprétations Graphiques :
fest majorée (sur R) f est minorée (surk ) fest bornée (sur

R)

M M

A~ 1) T
umeMCMQamAw \\“*“// *"#/j

v

dans une bande La courbé C’est au-dessus " ,
iontale d'une certaine droite La courbe Cest en
horizontale horizontale dessous d'une certaine

droite horizontale

Exercice d’application

3
x2+1

x2—
x2+

I.  On considere la fonction f : x +— 1 Montrer que f(x) = 1 — puis déduire

que
—2 < f(x) < 1pourtoutx € R. Conclure que f est bornée.

Premiére C (GPM3)
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Remarque (Représentations graphiques de deux bijections réciprogues).

Soit E et F deux parties de R. Soit f une bijection de E vers F. Soit Cf la courbe représentative de
f et Cy_q celle de i Cr et Cr_,S0ONt symeétriques par rapport a la premiere bissectrice
des axes.

II.  La fonction f définie sur [0 ; 3] par f(x) = x? + 1. Ici, la représentation
graphique(1l) de f ne sera qu’un morceau de parabole : On note encore :

f: [0;3]-R

x— x2 +1 1

*Lafonctiong : [0;—[ > R

x —x
Remarque : on ne peut pas définir g sur un ensemble plus grand.

Définition ; On appelle représentation graphique de f ou courbe représentative de f, I’ensemble(C) des

points de coordonnées (x ; f(x)) avecx €D

L’équation y = f(x) est appelé équation de (C)

==

ne représente
pas une
fonction

EST UNE FONTION

Ajouter des questions, avec par exemple des diagrammes de Ven

Lecon 6 : Fonctions associées
Motivation

Prérequis

Objectifs pédagogiques

o A partir de la courbe d’une fonction f, représenter les fonctions : x=f(x — a); x—=f(x) +
b; x=f(x —a) + b; x=>—f(x); x=>f(=x); x> |[f(x)]; x> (x]).

o Tirer quelques informations sur les courbes des fonctions associées a une fonction donnée
; sens des variations ; parité, eléments de symétrie ; etc

Premiére C (GPM3)
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Résumé

1. Fonctions associeesdutypex = f(x) + k,x = f(x + 1) ,x » —f(x) et x —

f(=x)
Proposition Le plan est rapporté a un repére orthogonal (0,1,]). Cf est la courbe représentative de la
fonction f.

e La courbe représentative de la fonction x +— f(x) se déeduit de Cf par la symétrie d’axe
on.

e La courbe représentative de la fonction x — f(—x) se déduit de Cf par la symétrie
d’axe (0)).

e La courbe représentative de x — f(x —a) + b se déduit de Cf par la translation de
vecteur t(})

Théoreme Soit Cf la représentation graphique d'une fonction f dans un
repere(0;1,7,).

e La courbe Cg représentant la fonction g définie par g(x) = f(x) + kest

I'image de Cf par la translation de vecteur k7 IZ

Ainsi la courbe (C) de la fonction £, définie par f,(x) = (x — 1)% — 2 est le translaté
de C de vecteur 27i.
Eneffet f,(x)=(x — 3)2—4=(x—-1)?-4+2=f(x) +2.

e La courbe C,représentant la fonction h définie par h(x) = f(x + 1) est I'image de Cf par
la translation de vecteur —1 7 ot

Ainsi la courbe (C) de la fonction f1 définie par f1(x) = (x — 3)* — 4 est le translaté de
C de vecteur 21.
Eneffet fix) =(x—3)—-4=(x—-1-2)—4=f(x—-2).

e La courbeCyreprésentant la fonction k définie par k(x) = —f(x)est I'image C

de Cf par la symétrie par rapport a I'axe(Ox)des abscisses.

Ainsi la courbe (C) de la fonction f3 définie par f3(x) = —(x — 1)* + 4 estle
symétrique de (C) par rapport a (0, 7).
Eneffet ,(x) = —(x —1)* + 4 = —f(x).

e La courbeC;représentant la fonction [ définie par [(x) = f(—x) est I'image de Cf
par la symétrie par rapport a I'axe (0y) des ordonnées.

Attention, fet h n'ont pas le méme ensemble de définition en général. De méme pour fet 1.

Ainsi la courbe (C) de la fonction f, définie parf,(x) = (—x — 1)* — 4 estle
symétrique de (C) par rapporta (0,)).

Eneffet fa(x) = (—x—1)2—4=((—x) —1)* — 4 = f(—x).
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e Soit la fonction g définie par g(x) =1 f(x) |. (Cg) s’obtient de la fagon suivante:

on garde la partie de la courbe (C) correspondant aux valeurs positives de f(x) puis on trace I’'image de
’autre partie par la symétrie d’axe (0, 7).

Ainsi la courbe (C) de la fonction f définie par f5(x) = (x — 1)2 — 4 |=| f(x) | est représentée ci-
contre.

e Soit la fonction g définie par g(x) = f(Ix]). (Cg) s’obtient de la fagon suivante :
on garde la partie de la courbe (C) correspondant aux valeurs positives de x
puis on trace I’image de cette partie par la symétrie d’axe (0, J).
Ainsi la courbe (C) de la fonction f, définie par

fo(x) = (Il x1—-1)2—4 = f(l x |) est représentée ci-contre.

2. Sens de variation
Définition : Soit f une fonction numérique d’une variable réelle et définie sur un J
intervalle I.

1. f estcroissante sur I si et seulement Vx;,x, € I,x; < x5 = f(x;) <
f(x2).
2. f estdécroissante sur I si et seulement Vx;,x, € I,x; < x; = f(x1) = f(xy).
3. f estconstante sur I si et seulement Vx;,x, € I, f(x1) = f(xy).
Exercice d’application

I.  Construire dans I’intervalle [-2 ;2] les courbes des fonctions f et g définies par f(x) =
—x? et g(x) =| x |. Puis préciser leurs sens de variations ainsi que leurs tableaux de
variations

II.  Soitf lafonction "racine carrée" (f: x = vx pour x > 0) et Cf sa représentation
graphique dans un repere (0 ;1,7).
Représenter les fonctions g, h et k définies par g(x) = Vx + 3; h(x) = Vx —2; k(x) = —+xet
I(x)=vV—x

On précisera également I'ensemble de définition de chacune de ces quatre fonctions.

Premiére C (GPM3)
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Reproduire aisément ou caractériser les éléments de reproduction dans le plan, d’un
objet plan, soit identiquement, soit reduit ou agrandi.
Le mathematicien de la Gréce antique Euclide se posait la question de savoir "
Comment transformer le plan sans toute fois le déformer ?" Pour cela, imaginez une feuille transpa-
rente posée sur un bureau. Alors les actions suivantes sont possibles :
— Déplacer d’'un Pouce la feuille vers la droite ;
— Faire pivoter la veuille de vingts dégrés autour d'un point marqué qui reste immobile ;

— Retourner la feuille pour la regarder de 'arriére. Notez que si une image est dessinée sur un

coté de la feuille, alors aprés avoir retourné la feuille, nous voyons I'image miroir de 'image.

1.1

Un seul motif fleuri est présent sur le tissus vous servant a confectionner
le Kaba du 8 mars de votre chére maman. Vous souhaitez qu’il apparaisse de fagon réguliére un peu
de partout sur le tissus. Comment procédez-vous ?

40 minutes
A la fin de cette lecon 1'éléve doit étre capable de : Identifier, Composer et utiliser les

translations qui conservent les distances.

1. Une translation est définie par un vecteur. La translation t de vecteur u est notée tz, qui
est Uapplication du plan dans lui-méme qui & tout point M associe le point M’ tel que : W = 1.
souvenez-vous également que :
~ Si@ =0, alors tg est Uapplication identique ; tous les points du plan sont invariants ;

- Siw # 0, alors aucun point n’est invariant.

Lors d’une visite au port autonome de Douala, votre cadet Alcime est cu-
rieux d’observer une grue déchargeant la carguaison de contenaires d’un navire en effectuant a chaque
fois un deplacement rectiligne tous plan. Il eut alors I'impression qu’en prenant deux contenaires dis-

tincts, les mouvements de leur déplacement sont identiques; Le mouvement d’un seul contenaire
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effectué par la grue suffit pour savoir celui de tout le reste de la cargaison. Ces empressions de

Alcime sont-elles réelles ?

1.1.1. Soit f Uapplication du plan dans le plan qui, a chaque position

initiale M du contenaire associe sa position finale M'.

1. Montrer que si f est une translation, alors pour tous points M et N d’images respectives M’
— —
et N par f, on a : MN = M'N’.

2. Supposons maintenant que pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ par f, on

— ——
a: MN = M'N'. Montrer que f est une translation.

3. Soient U et U deux vecteurs. Montrer que tg oty est une translation dont-on déterminera le

vecteur.

4. Ici le plan est muni du repére orthonormé (O,Z,j) Soit le vecteur 11'(2) ; M(i) et M’ (;:) deux
points du plan. Fizons tz la translation de vecteur @ telle que : tz(M) = M'. Exprimer x' et y’

en fonction de x et de y.
1. Supposons que f est une translation. Notons u le vecteur de la trans-
. e . P——a . B —_—
lation. Comme f(M) = M" et f(N) = N', alors MM’ = i et NN' = i. Ainsi MM' = NN'.
On conclut que Alcime a vu juste lorsqu’il affirme que " deux contenaires distincts effectuent

des deplacements identiques”.

2. Réciproquement, supposons que pour toutes positions initiales M et N de deux contenaires

d’image respectives M' et N’ par f, on a : MM\’ = NN\’. Montrons que f le mouvement
qu’effectue la grue est une translation. Soit A la position initiale d’un contenaire et A" son
image par [ c’est-a-dire sa position finale. Soit M un point du plan et M = f(M). On a
m = W; ainsi, W = ﬂ Donc f est la translation de vecteur A—f? Ici également
lorsque mous savons que la grue effectue un mouvement de translation, alors le mouvement
d’un seul contenaire suffit pour savoir celui de tout le reste de la cargaison.

3. Soit M un point du plan, My son image par tz et M’ l'image de My par tz. On a : M' =
ts(My) = tz(ta(M)) = tzotaz(M) et MM\’ = MM, + MM = @+ 0. Ainsi ty otz est la

translation de vecteur @ + U.

4. Exprimons x' ety en fonction de x et de y.

On a:

M =tz(M) < MM =u (1.1)

T —x a
<= = 1.2
(y-—y) (b> (12

¥=x+a
— (1.3)

y=y+a
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1.1.1 ( ). Soit f une application du
plan dans lui méme.

f est une translation si et seulement si, pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’

—
par f, on a : MN = M'N’.

1.1.2 ( ). Soient U et U deux vecteurs.
La composée tzoty des translations de vecteurs respectifs i et U est la translation de vecteur 4+ v.

On a : tﬁ @) ng = tzprg.

1.1.1 ( ). Une transformation du plan est une application

du plan dans lui méme bijective.

Remarques 1.1.1. — Pour tous vecteurs @ et v, on a : U+ U =0+ U, donctzoty=tzoty. On
dit que la composition des translations est commutative.
- Siv=—u, alorstzot_g=t_goty=Id : Caractérisant les bijections réciproques.
Donc toute translation est une transformation du plan ; la transformation réciproque de ty est

t_g.

Exemple 1.1.1. On considére le parallélogramme D —1 c

ci-contre. On a :
tw o tm = tﬁ
tﬁotB-Cg :tﬁotﬁg :tA—é'
-1
(tB?) = tm. A B

1.1.3 . L’expression analytique de la
Y

¥y =x+a

y =y+b

translation de vecteur ﬁ(g) est donnée par :

1.2

Ayant sous la main une translation ¢ de vecteur non nul @ et une droite
(D) dont un vecteur normal est #, comment peut-on écrire ¢ comme composées de deux symétries
orthoonales dont (D) est I'un des axes?
45 minutes.
A la fin de cette lecon, I'éléve doit étre capable de :
— Définir et de reconaitre une symétrie Orthogonale ;

— D’écrire une translation comme composée de deux symétries orthogonales.
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2. Une symétrie orthogonale est définie par une droite appelée aze de la symétrie orthogo-
nale. la symétrie orthogonale d’aze (D), notée s(py ou tout simplement sp , est l'application du plan
dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel que :

- si M € (D), alors M' = M ;
— si M ¢ (D), alors M’ est le point tel que (D) est la médiatrice du segment [MM'].
De cette définition se dégagent les remarques importantes suivantes :
— L’ensemble des points invariants par une symétrie orthogonale d’axe (D) est la droite (D) ;

— Soit O un point du plan, @ un vecteur non nul, (D) la droite passant par O et de vecteur directeur
. . L / OM =OM’,
@ ; pour tout point M et M', distincts de O, on a : sp(M) = M' <~ ——— —
(OM , @) = (u,OM’).
Le but d’une séance de travaux pratique au laboratoire, est d’étudier expéri-
mentalement par les éléves d’une classe de premiére scientifique, le mouvement de 'image d’un objet
par rapport & un miroire placé verticalement. En déplacant ce miroir, ces éléves ont I'impression que

I'image par rapport a 'objet se déplace de maniére rectiligne d’une distance égale presque au double

de celle du déplacement du miroir. Cette impression est-elle réelle ?

1.2.1. Le point M représente l’objet. Py et Py désignent respectivement
la position initiale du miroir et sa position déplacée. My et M’ sont respectivement les images de M
dans le miroir Py et Py. (A) représente la droite d’intersection en H du miroir Py avec le plan
d’insidence tandis que, (A') représente la droite d’intersection en H' du miroir P, avec le plan

d’insidence. Soit O un point de (A) et O le projeté de O sur (A').

1. Soient (A) et (A') deux droites paralleles et M un point du plan. Notons My et M’ les symé-
triques de M respectivement par sa et sar. De plus, notons Hy et H' les projetés orthogonaux
de M respectivement sur (A) et (A').

a) Faite une figure en guise.
— —
b) Montrer que MM’ =2HH'.
c) les éléves se sont-ils trompés ?
d) Déduire de b) que sar 0 sa = t, 55
2. Soit ty la translation de vecteur .

a) Soit (A') l'image de (A) par tig; Montrer que sar o sa = tg.

b) Maintenant, soit (A") une droite telle que : san o sp = tz. Montrer que san = sar et en

déduire que les droites (A) et (A”) sont confondues.

c) Conclure.

1. 1l est important de remarquer que (A) et (A') sont paralélles.
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a) woir la figure ci-contre.
b) Montrons que MM' = 2HH'.
On a :

e _ ——
MM = MM, + MM
_ ——
= 2HM, +2M,H’
—
= 2HH'

—_—
Donc MM' =2HH'.

c) Nous avons d’apres la question b) que, MM' = 2HH'. Ce qui implique que MM' = 2HH'
et M, M’, H et H’ alignés dans cet ordre ce qui veut dire que les éleves ont vu juste :
effectivement ['tmage par rapport a l’objet, se déplace de maniéere rectiligne d’une distance
égale au double de celle du déplacement du miroir.

.
200’

d) Déduisons de b) que sprosp =t
On a d’apres b)) MM' = 2HH' = 200" car HH' = O0'. Ainsi, M’ = tyoo (M) et

M/ = SA/(Ml)
= sa(sa(M)) Car My = sa(M)
= (SA/ OSA)(M)

D7 ot (sarosa)(M) = t,55/(M) quelque soit le point M pri sur le plan d’incidence. Donc

SA’ O SA = t2O—O;.
2. Nous considérons la figure ci-contre ou (A’) est l'image de (A) par tig et A est un point de

(A). B désigne le projeté orthogonal de A sur (A'). Donc 4 = 21@.
(4"

(4) B

Bl
=l

a) Montrons que spr 0 SA = tg.

D’apres la question 1.d), sar 0 sa = t,53 = ta. A

b) Soit A" une droite telle que san o sao = tgz. Montrons que (A') et (A”) sont confondues.

On a :spn08Sa =8Sa 0S8 = (San08a)0SA = (Sar0Sa) O Sa
— SA//O(SAOSA):SA’O(SAOSA)

= sav = Sa, Car saposa = Id.

Ainsi, d’apres le rappel 2, sa et sar ont méme ensemble invariant ; donc (A) et (A') sont

confondues.
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c) En conclusion, pour une droite (A) et un vecteur i normal (A) connus, il existe une et

une seule droite (A') telle que sar o sp = tz.

1.2.2. Le plan est muni du repére orthonormé (O,;,j) Soient a et b
deux réels. On pose : (D) :x =a, (D) :y=>bet (D"):y=x. Par ailleurs, soient M(g) et M’ (z:)
deux points du plan tels que M' = sx (M) ou X € {(D),(D"),(D")}. Exprimer respectivement x et y

en fonction de x’ et de vy, dans chacun des cas suivants :

1. SD
2. Sp/
3. Spr
1. Posons H le point d’intersection des droites (D) et (MM'). M et
. = =g 7' =—z+2a
M’ ont méme ordonnée et H milieu de [MM']. d’ou —
— o/ /!
y=y Yy =Yy
2. Dans le cas de spr, le point K d’intersection de (MM') et (D') est le milieu de [MM'] avec
, o r=2ua ¥ =ux
M, M’ de méme abscisse. Ainsi, ) =
HE=b y'=-y+2
3. Pour (D"):y = x, Posons P, Q et P’, Q’ les projetés ortho- d'____!'!:f;y] (A
gonauz respectifs des points M et M’ respectivement sur [’aze :
des abscisses et l'axe des ordonnées. P et () respectivement ﬁ
2=y O s L
ont pour image respective Q' et P'. Ainsi, / | |
y=u PP .
1.2.1 ( ). Soit (A)

et (A") deuz droites paralléles, O un point de (A) et O' son projeté orthogonal sur (A’). La composée
—
Sar 0 sa des symétries orthogonales d’azes respectifs (A) et (A') est la translation de vecteur 200".

En d’autres termes :

Remarques 1.2.1. — Lorsque les axes (A) et (A') sont , on obtient :
— Ainsi, toute symétrie orthogonale est une transformation et la transformation réciproque de Sa
est Sa.

— D’autres part : SA 0 Spr =t =t_,55- Dot (saosar)o(sar0sa) = 1Id. Donc les transfor-

—
20'0
mations Sa © Sar et Sar 0 S sont réciproques ['une de ’autre.
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] C

Exemple 1.2.1. Soit ABCD un carré de centre O

tel que présentée par la figure ci-contre.

S(AD) © $(CB) = T3 )

S(D) O Sac = t@

5 ) ! N /= D

Déterminer (D') telle que : sp o sp ts 53 (2

A B
1.2.2 ( ). Mu-

- =

nissons le plan d’un repére orthonormé (O,i,7). Soit alors s la symétrie d’aze (A). Soit M(i) un
point du plan et M’ (;:) son image par S.

1. (A) est paralléle a l'aze des abscisses.

L’expression analytique de la symétrie par rapport a la droite (A) d’équation y = b est :
' =ux,
Yy = —y+ 2b.
2. (A) est paralléle & l'aze des ordonnées
. e , _ = —x+ 2a,
Ici, (A) 1 @ = a; Ainsi Uexpression analytique de s est : /
y =y
3. (A) est la premiére bissectrice : (A) : y =z,
. . Z'/ =7z,
Alors l'expression analytique de s est donnée par : /
Yy =Y.

Exercice d’application 1.2.1. Soit ABC un triangle équilatéral et A', B', C" les milieux respectifs
de [BC|, [CA], [AB].

1. Quelle est la nature de la transformation spc) o S(pcry ?

2. Déterminer la droite (A) telle que : s(aa) 0 5(a) = t5g.-

- -

Exercice d’application 1.2.2. Le plan est muni du repére orthonormé (O, i, j). Soit s la symétrie
3

orthogonale d’aze (A) d’équation x = —3 et t la translation de vecteur 1_[(_1).
1. Déterminer les expressions analytiques des transformations s et t.
2. Déduire celle detos et sot

3. Les transformations sot et t o s sont-elles alors commutatives ?

1. Déterminons les expréssions analylitiques de s et de t.
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s est la transformation qui a tout point M(z) du plan associe le point M’ (z:) d’expression an-

_ r=—-—x—6 /
lytique : / et celle de t est donnée par : M’ (z,) =t (M(Z)) —
y =Y.

¥ =x+3
Yy =y—1.
2. Déduisons les expressions analytiques de t o s et celle de so't.

Soient M(Zj), M, (zi) et M’(Zj:), Dans un premier temps tels que My = s(M) et M" = t(M;).

r1=—2—6 ' =x1+3 ¥=-x—6+3
Alors, ! et ! D’ou : )
Y=y y =y -1 y=y—1
¥ =—-x—-3
Donec M' =to s(M) <
y =y—1
, v =—x;,—6 1 =x+3
Deuziémement, on admet que : M' = s(My) et My = t(M) alors, et .
y =y y=y-1
¥=—(r+3)—6 ¥=—-x-9 ¥ =—-x-9
Ainsi, ( ) . i.e., . Donc sot(M) = M' <=
y=y—-1L y=y—1 y=y—-1

3. D’apres la question précédente, to s et sot n'ayant pas des expréssions analytiques identiques,

alors sot #tos. Ainsi, sot ettos ne commutent pas.

Exercices du livre

1.3

Le point ou la zone de rencontre sur une carte de deux voyageurs
partant de deux lieux fixes distincts, chacun se déplacant a une vitesse moyenne connue, peut-étre

déterminer par les rotations.

A la fin de cette lecon 1’éléve doit étre capable de caractériser une rotation et la composée

de deux rotations.

3. 1. Soit (u,V) un couple de vecteur non nuls. Posons X et Y les points tels que :
@? = u et 0—1} = U. Soit M et N les points d’itersection respectifs des demi-droites [OX)
et [OY) avec le cercle de centre O. La notion d’angle orienté en trigonométrie est 'une des
notions importantes introduitent en classe de seconde scientifique; Ainsi nous rappelons que
lensemble des couples (i, V) de deuz vecteurs non colinéaires pour lesquels arc AB garde la
meéme mesure et est parcouru dans le méme sens de M vers N est appelé angle orienté et noté
(17,/?). Par suite, Soit (17,/?) un angle orienté et de mesure principale o (o €] — w, 7). On
appelle mesure de [’angle orienté (ﬁ,/?) tout nombre réel de la forme a+2km, ot k € Z. L’angle

—

orienté (U, V) de mesure o sera noté Q.
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2. 1l est important de rappeler aussi que toute rotation est définie par un point appelé centre et un

angle. Une rotation de centre O et d’angle ~ est une application du plan dans le plan, notée
ou = si aucune confusion n’est faite, qui a tout point M associe le point M’ vérifiant :

— S0 , alors ;
—- st , alors et
Rappelez-vous égalemrnt que nous avons établi les propriétés suivantes :
— Sia =0, alors r est Uapplication identité. C’est-a-dire tous les points du plan sont invariants ;
~ Si&#0, seul le point O est invariant ;
- Sia =, alors r est la symétrie de centre O.

— Toute rotation est une transformation du plan et la transformation réciproque de r(O, «) est

(0, —a).

Une fois que Alcime a fini de protéger ses plants, situé au point M, Voila
que le ciel s’assombrit preuve qu’une forte pluie approche. Pour s’abriter il doit d’abord récuperer
ses vetements de rechanges au point M; dont pour y parvenir son déplacement est matéréalisé par la
transformation sy avant de retrouver enfin 'abri au point M’ ceci grace a un effort supplémentaire
représentant sas). Alcime étant conscient que (A) et (A’) sont sécantes en O formant entre elles un
angle « radian(s), chemin faisant, peur d’étre mouillé, il rencontre un jeune homme qui lui propose

oM?

d’effectuer a partir du point M, un arc de cercle de rayon OM et d’aire a=5— vers son lieu d’abri.

Le regard de I'agriculteur dégarge ’embarassement. A votre avis que doit-il faire ?

1.3.1. Soient respectivement i et U les vecteurs directeurs de (A) et

—

(A") respectivement ; r est la rotation de centre O et d’angle 2(i,u').

~

. Montrer que le point O est invariant par san © S(a).

2. a) Faite une figure modélisant la situation probléme ci-dessus ;

—
—

T
b) Démontrer que OM = OM' et que mes(OM,OM') = 2mes(u, ).
3. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de sary © S(a).
4. Conclure alors si le conseil du jeune homme en vers Alcime est pertinant ou pas ?

5. Par ailleurs, soit (O, ) une rotation de centre O et d’angle o. Soit (L) une droite passant

par O.
a) Montrer qu’il existe une droite (L’) telle que sy o sy = (0, ).
b) Montrer que la droite (L") est unique.

6. Conclure.

1. On a : sy 0 50)(0) = 5an(0) = O. Donc O est invariant par

S(a1) © 8(8)-
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2. a) Voir la figure ci-contre

/\
—

b) Montrons que OM = OM’ et que mes(OM OM’) = 2mes (i, o).
Ona:OM=O0M, et OMy; = OM'; donc : OM = OM' ; et par ailleurs

—— el —— =
mes(OM,0OM") = mes(OM,OM;) + mes(OM;,OM")
_> :)\
= 2mes(U,OM,) + 2mes(OM;, o)
= 2mes@.
3. Déduisons la nature et les éléments caractéristiques de sary © S(a).
Soit M et M' deux points du plan.
S(A/) OS(A)<M) = M/
T
OM = OM’
(M =M siM=0) etsi si M # 0 <~ . .

nul.

mes(OM,OM'") = 2mes(u; V)

Donc s(ary 0 s(ay est la rotation de centre O et d’angle 2mes(u; V).

Il se dégage que retrouner labri d’Alcime revient & retrouver sy o siy(M); qui n'est rien

—

d’autre que la rotation r de centre O et d’angle 2(ﬁ,777) = & ou 7t et m' sont les vecteurs
directeurs (L) et (L'). Ainsi, en suivant les coseils du jeune homme, Alcime retrouvra l'abri
et en ce moment la fera un chemin plus long dont-il risque de se faire mouillé en plus, il ne

pourra plus prendre ses vetements de réchanges.

—

Soit @ un vecteur directeur de (L) et u' un vecteur tel que mesi;u’ =

N[e

a) Il existe une droite (L) passant par O et dirigé par . Eﬁ’ilprés la question 3., sy o s(r)

est la rotation v de centre O et d’angle de mesure 2mesu; u = 29 =a.

b) Unicité de la droite (L") : Soit (L") une autre droite telle que sy o sy =1(0; ).

S(L) © S(L) = S(1”) © S(L) — (S(L’) o S(L)) oS8 = (S(L”) o S(L)) O 5(1)
= sy o (swosw) =swno(swesw)

= Sy =sa

Ainst, sy et sy ont le méme ensemble invariant (L') et (L") respectivement. Donc (L) =

(L"). Ainsi (L) est unique.

1.3.2. Soit g une application du plan dans lui-méme et & un angle non

On suppose ici que g est une rotation de centre O d’angle &. Soit alors deux points M et N

d’image M' et N’ par g.
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a) Fuaire une figure.

b) Montrer que les triangle OMN et OM’N’ sont superposables et établire une relation entre

=% — =
mes(MN; m) et mes(M'N'; M'O) d’une part et MN et M'N' d’autres part.

— ——
c) Déduire que mes(MN; M'N") = a.
Suppons maintenant que g est une application telle que pour tout points M et N distincts

d’images respectives M’ et N on a :

.
MN = M'N'" et mes(MN; M'N') = «

a) Soit A un point non invariant, et A’ son image par g. Montrer qu’il existe un unique point

—
O tel que le triangle OM = OM' et m68(0_1>4; OA") = a.

- —
b) Soit O’ l'image de O par g. Démontrer que : O'A' = OA’ et m68(0—1>4; OA") =0; et déduire

que O est invariant par g.

c) Déduire de b) et de la définition de g que lapplication g est la rotation de centre O et

d’angle de mesure .

1. Ici g est une rotation de centre O et d’angle &.

a) Voir la figure ci-contre

b) Montrons que les triangles OMN et OM'N’ sont superpo-
sables.

OM = OM’ (i)

g(M) =M <= —
mes(OW; OM')=a«a (i)

et g(N) = N <= —~—

Par ailleurs, On a :
MN2:M02+ON2—20M-ON-COS(O—]>W,O—]>V), ,
., Or d’apres (i) et (iii), OM
M'N"? = M'O*> + ON”? —20M’ - ON’ - cos(OM',ON"),

OM’ et ON = ON' avec (ii), (iv) qui permetent d’obtenir :

mes(O—]\>4,0—M>’) = mes(O—]\f>,C)—N>’)
— ¢ — —
mes(O_M/a\gﬁv) + mes(al_}\f, O—M>') = mes(O—ﬁV, (W) + mes(O—M', O—N>’)
¢ —
mes(m) = mes(OM',O—]\ﬁ)
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, Ainsi, MM = M'N’. Donc les triganles OMN et OM’N’ sont superposables.
MN = M'N’ (v)
D’O’d — —_—
T T
mes(MN;; m) =mes(M'N'; M'O)  (vi)

—

—
c) Déduisons que mes(MN; M'N") = a.

S = = —
mes(MN; M'N'") = mes(MN,OM)—l—mes(OM OM)—l—mes(OM’;M’N’)

(OM;OM’) d’apres (vi), mes(m; m) = mes(M'N'; M'O)

I
S

|
Q

2. Dans cette question Pour tout M # N, on a M’ et N' du plan tels que :
g(M) =M MN = M'N’,
<~

—

—
g(N) =N mes(MN; M'N') = «
a) g(A) = A, soit (T) la médiatrice de [AA']. Alors il existe un - un_unique point O sur (T) tel
— = = =
que OA = OA" et mes(AA’;B) = 5 — 5. Dot mes(0OA4;0A") = 25 = a. Et comme

a#0, alors O # A
b) On a :g(O) = O, g(A) = A" et A # O donc d’apres \Q

le caractérisation de l’applica@n\g, O'A = OA = 0OA

et mes(ﬁ;ﬁ) = mes(O’—/l/;O—zZl) + me@,ﬁ) = %

a—a = 0. Ainsi, OA = OA' et mes(O’A’;(ﬁ) = 0, A
d’ot O = O c’est-a-dire O est un point invariant par g et

est unique. A I:T:I

c) Déduisons que g est la rotation de centre O et d’angle c.
Soit X un point du plan et X' image de X par g.
- S8i X = O, alors d’aprés la question 2.b), X' =0 = X.
: - . =
- Si X #£ O, alors d’apres la définition de ’application g, OX = OX' et mes((ﬁz; 0X') =
a.

par conséquent, g est la rotation de centre O et d’angle de mesure .

1.3.1 ( ). Soit (A) et (A)
deuz droites sécantes en O, de vecteurs directeurs respectifs u et u'. La composée S(ar) © S(a ) des

symétrie orthoonales d’axes respectifs (A) et (A') est la rotation de centre O et d’angle 2(u J)

Remarques 1.3.1. — saosar est la rotation de centre O et d’angle 2(7;’, W) ; les transformations

SA O Sar et Sar 0 Sa sont réciproques ['une de ['autre.
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— Si (A) est parallele a (A), alors 2(u, @) = 7t et sar 0 sa est la symétrie de centre O.

Nous venons donc de voir qu’'une rotation d’angle non nul peut s’écrire d’unr infinité de fagon
comme composée de deux symétries orthogonales d’axes sécantes. Cependant, ’outil suivant montre

qu’il ya unicité du second axe lorsque I'un est connu.

1.3.2 ( ). Soit (O, «) une rotation de centre O et
d’angle a. Pour toute droite (A) passant par O, il existe une unique droite (A') et une seule telle

que : sp 0 sa =1(0, ).

Exemple 1.3.1. La figure ci-contre est un triangle C
ABC équilatéral de sens direct et de centre O. A’,
B', et C" sont les milieux respectifs des segments

[BC, [AC] et [AB]. Nous avons :

sy © 5oy =1(B, %) ; y \
s(cay © sccerny =r(C,—%) ;
(0, %) = s(0B) © S(ccr) = 5(40) © S(BB) ;
(A, =3) = s(aa) © S(ac) = S(acr) © 5(40)- A ¢ ’
1.3.3 ( ). Soit g une application du plan

dans lui méme et & un angle non nul.

g est une rotation d’angle o si et eulement si, pour tous points M et N distincts d’images respectifs
/ ! ! ! /\/ ! A
M et N', ona: MN = M'N'" et mes(MN, M'N") = a.

Exemple 1.3.2. Notons P, (), R et S quatre points non
alignés et r un-huitieme de tour indirect de centre Q. Qy\::f”

Nommons P', R' et S’ tels que r(P) = P', r(R) = R et

r(S)=5.0na: '
PR=PR PS=PY |
T ; — et |
mes(ﬁ; P'R)=-% mes(ﬁ; P'S") =% :
-~ —— |

RS = R'S" avec mes(ﬁ; R'S") = —%. Clest-a-dire les

triangles PRS et P'R'S" sont superposables.

1.4

La trajectoire d’'un mobile en mouvement circulaire autour d’un axe
fixe est le déplacement succéssif par composée(s) de rotation(s) d'un point de la trajectoire de ce

dernier : C’est le cas des essuie-glace en action sur une barre-brise de vehicule ; L’application de cette
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notion est encore plus visible avec le phénomeé physique contre-intuitif de rotation d’un oeuf dur, ou
mis en rotation a la vitesse de 10 toures par séconde, un oceuf dur se dresse a la verticale.
A la fin de cette lecon, 1’éléve doit étre capable de caractériser la composée de deux rotation
de méme centre.
45 minutes.

Fixé sur un robot dans une chaine de soudure, Le bras effectue successivement
deux mouvements de rotations partant d’'un point connu, pour souder deux points situés sous le
plafond (supposé plan) de la coque d’un véhicule sur une chaine de soudure dans un atelier. Par suite
la fixation des supports moteurs en faisant une fois de plus les mouvements ( de somme d’angles
plat ou pas) précédents, impose au bras du robot a changé son axe de rotation aprés chaque soudure
supposés tous plan avec la droite d’action du bras. Peut-on reconnaitre dans chaque cas la nature de la

transformation qu’éffectue le bras (B) du robot au bout de la derniére soudure 7 Si oui caractériez-la.

1.4.1. Soit O le point de fixation du robot avec son corps, r et r’ deux
rotations de centre O et d’angles respectifs a et o modélisant le premier et le second mouvement du

bras. Soit M un point le point du départ du bras, My premier point de soudure et M’ le dernier.
1. Faire une figure.

2. Dans cette question on suppose que (B) sourde la coque c’est-a-dire rote autour d’un aze fixve

O lors des deux soudures
a) Montrer que r’ or est une rotation dont-on déterminera le centre et l’angle.

b) Préciser alors la nature et les élément caractéristique du mouvement du bras du robot

lorsque ce dernier sourde la coque.

3. Ici maintenant, (B) fize les supports moteur. Ainsi soit O’ axe de rotation de (B) apres la

premiére soudure. Supposons que o+’ # 0. Ainsi notons r' la rotation de centre O’ et d’angle

o.

S
a) Montrer que pour tout point N # M, on a : MN = M'N'" et (MN; M'N") = o+ .

b) En déduire que si « + o' # 0, alors ' or est une rotation.

c) Que fait alors concretement le bras du robot a l'issue des deux soudures des supports mo-

teur ¢
4. Supposons que o+ o' = 0.
a) Montrer alors que v’ or est une translation qu’on déterminera le vecteur de la translation.
b) Quel mouvement simple ferait (B) pour accomplir sa tache ?

1. La figure étant soigneusement faite, on a : r(M) = My et r'(M;) =
M/

pagel69/ 263



1.4.

2.

On a :1"or(O) =0 ; Pour M # O, nous obtenons : 1’ or(M) = r'(M;) = M'. c¢’est-a-dire

OM = OM; = OM’' et mesOM;OM' = (OM;OM;) + (OMy;OM") = o+ /. Donc (B)

éffectue un mouvement de rotation de centre O et d’angle o +a! pour accomplir sa tache sur

chaque véhicule.

Notons O" l’axe de rotation du bras du robot aprés la premiére soudure.

o —

= =

a) Soit N un point du plan distinct de M. Montrons que : MN = M'N' et (MN; M'N") =
a+ .

Posons Ny = r(N) et N' = 1'(Ny). On sait que My = r(M) et M' = r'(M;) alors

—

d’apres la p@m’\iété caractéristique des rotations, on a : M/Z\QMIZ\G = & et MN =

— = . :
MN; ; (MiN;; M'N") = o' et MyN, = M’'N". Ainsi : (MN; M'N") = (MN; M, Ny) +
/\% R
(MyNy; M'N")y =&+ o et M'N" = MyN, = MN.

b) Supposons que & + o £ 0. Alors d’apres la question précédente et la définition d’une

rotation, on déduit que r’ or est une rotation d’angle & + o £ 0.

c) Ainsi, (B) effectue un mouwvement de rotation d’angle & + o,

a+a =0

a) On a alors d’apres la question 3. a), MN = M'N’ et (]\WV/,EW) — O done MN et ]\W
sont colinésires de méme sens et de méme longueur. Ainsi donc W = m et d’aprées

la propriété caractéristique d’une translation, ' or est une translation de vecteur u. En

plus, " or(0) =1'(0), d'ou U = OT’(O;.
b) 1l suffit pour (B) d’effectuer tout simplement une translation de vecteur Or’(O; pour souder

les deux supports moteur.

1.4.2 ( ).

Soit O et O les centres respectifs de r et r'.

1.

—

—> -
Construire la droite (A") passant par O' telle quer’ = san0500r) et en deduire que mes(O'O, ')

Oél

5 -
D’autres part, construit la droite (A) passant par O telle que r = soor) © 5(a) et déduire que

T
mes(u, 00") = 5.
—_—
7 atao’ ]

En déduire que 1’ or = s(a1) 0 5(a) et que mes(i,u') = 4%
Déduire alors que les droites (A) et (A’) sont sécantes en un point 2 ; Compare alors donc
ror(Q) et Q.

Conclure.

( ). 1. Ladroite (A") etant

L —
a/

construite telle que 1" = s(ary © s(or), alors mes(O0'; u) = <
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2. La droite (A) est construte sur la figure ci-contre et comme

T = 500 © 5(a) alors mes(u; O0') = §

3. 1'or = (s(an05(001)) © (S(00n ©5(a)) = 5(ar) © (5(007) ©5(007)) ©5(a) = S(an ©5(a) et mes(; ’IZ/) =
_;ﬁ _ , ,
mes(i; O0') + mes(00" /) = § + & = 32

4. On a mes(i;u') = S+ %, = O‘ZO‘, # km k € Z. Donc (A) et (A") sont sécantes. Ainsi, il existe

un unique point Q dun plan tel que {Q} = (A) N (A'). en plus, ' or(Q2) = sary 0 54)(2) = €.

5. On conclut que r'or est la rotation de centre Q et d’angle 2(@; W) = d+a’. Ou {Q} = (A)N(A)

1.4.1

1.4.1. Soit r et 1’ deuz rotations de méme centre O et d’angles respectifs a et /. ' or

est une rotation de centre O et d’angle a + .

Dans le cas particulier o :
— G4+ o =0, alors ' o r est Papplication identique.

— &+ o =7, alors r’ or est la symétrie de centre O.

Remarques 1.4.1. Pour tout nombre réels a et o/, on a : a+a' =o' +a; doncror’' =r"or. On

dit que la composée des rotations de méme centre est commutative.

Exemple 1.4.1. Soit X un point du plan. Prenons (X, %”), r2(X, 3), m3(X, —%) et r4(X, §) quatre
rotations de centre X.

— ryory est la rotation de centre X et d’angle w, donc la la symétrie de centre X.

— roorg est Uapplication identité du plan.

™

— r3ory est la rotation de centre X et d’angle —%

1.4.2

1.4.3. Soit r et ' deux rotations de centres distincts et d’angles res-
pectifs o et of . Fizons M et N deux points distincts du plan, My, M' et Ny, N' les images respectives
de M et N respectivement par r et r’. Donner la nature et les éléments caractéristiques de v’ or dans

les cas sutvants :

1. 6+a' #0;
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1.4.4 (& + o/ = 0 : Construction du vecteur de la translation

s
de " or). Soit O” l’image de O par r'. Montrer que le vecteur @ de la translation r' o r est OO” .

1.4.2. Soit r et r' deux rotations de centres distincts et d’angles respectifs a et .
~ Sia+a #0, alors ' or est une rotation d’angle oo+ o dont le centre est donné par Uactivité
1.4.2;

~ Sia+a =0, alors 7' or est une translation dont le vecteur est donné par Uactivité 1.4./.

Dans les cas particuliers ot :

& = o = 7, alors 7(0,a) = Sp et (0, a) = sor. Bt aussi @ + o/ = 0, donc, 7 o 7 est une
: » . _ b ﬁ _ !/ / _
translation. En notant O” = so/(0), on a : sor 0 s0(0) = O” et OO” = 200". Donc ' o1 =t ;.

N /
O = —
De méme, ror to'ds

On conclut que la composée de deux symétries centrales est une translation. Et la composée de

deux rotations de centres distincts n’est pas commutative.

Exemple 1.4.2. Soit ABC' un triangle équilatéral de centre

O et de sens direct. On considére les rotations r et 1’ de ¢

centres respectifs A et C' d’angle 3.

" or est une rotation d’angle 3. De plus, r' or(A) = B et

" or(B) = C donc le centre de cette rotation est le point

d’intersection des médiatrices des segments [AB] et [BC],

c’est-a-dire le point O.

r" or~! est une translation. En plus, on a v’ or~'(A) = B, A .

/ -1 _
doncr’' or =13

Exercice d’application 1.4.1. Soit ABCD un carré de centre O et sens direct. On considére les
rotations : vy =1(B,5), ra =7(A, ) et ry =r(0, 7).
1. Détermainer [image de C' par ro o r1; en déduire la nature et les éléments caractéristiques de

T9 OTq.

2. Déterminer l'image de C par r3 o ry; en déduire la nature et les éléments caractéristiques de

r3071].

3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de r3 o 1s.

. ABC est un triangle de sens direct, ABED et ACGF sont les carrés construits extérieu-
rement o ABC sur les cotés [AB] et [AC]. On désine par H le projeté orthogonal de A sur (BC), K
le miliew de [DF), I le centre du carré ABED et J le centre du carré ACGF.
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1. Faite une figure.

2. On considére les quarts de tour direct r et r', de centres respectifs I et J. Démontrer que :
ror =r'"lor ™t =sg.
3. Déterminer 'image de la droite (AH) par sk. En déduire que les points K, A et H sont alignés.
4. Soit A" limage du point A par sgk.
a) Démontre que r(C) = A'. En déduire que : (EC)L(A'B).
b) Démontrer de méme que : (BG)L(A'C).

5. Déduire des questions précédentes que les droites (EC), (BG) et (AH) sont concourantes.

Exercices du livre

1.5

Un pantographe tel que pré-
senté par la figure ci-contre, est un instrument de dessin,
formé de tiges articulées, qui permet de reproduire un motif
a ’échelle exacte, agrandie ou réduite, en utilisant les pro-
priétés de 'homothétie pour conserver les proportions entre
le dessin original et la copie. Son principe fut énoncé de ma-
niére scientifique en 1603 par le mathématicien jésuite Chris-

toph Scheiner, pionnier de 'optique instrumentale et codé-

couvreur des taches solaires.

50 minutes.
A la fin de cette lecon I'apprenant doit étre capable d’identifier et de caractériser une
homothétie, la composée d’'une homothétie avec une translation et la composée d’une homothétie

avec une rotation.

Nous avons vu en classe de séconde qu’'une homothétie est entiérement définie par un point, appélé
centre, et un nombre réel non nul appélé rapport. Ainsi, I’homothétie A de centre O et de rapport
k (k # 0), notée hox ou h(O,k) ou simplement % s’il ya pa de confusion, est I'application du
plan dans lui méme qui & tout point M associe le point M’ tel que : O—M’ = kO_]\Zf . Par suite,
toute homothétie h(oy) est une transformation et sa transformation réciproque h™' est h(_ol’ 1y Ceci
implique la propriété caractéristique de h en ce sens que si M’ et N’ sont les images respectives de

M et N par h, alors on a : M’ N’ = kMN. Nous déduisons dans un repére orthonormé (O, Z, ;) que,
Iexpression analytique d’une homothétie h de centre Q( ) de rapport k avec M (;:) = h(M (z)), est

Zo
Yo
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¥ =kx+ (1 —k)xo;

y' = ky+(1—Fk)yo.
Vous assistez a 1’élaboration du plan de maison de votre cher papa par

donnée par :

un brillant ingénieur en géni civil. L’ingénieur souhaite reproduire a identique en réduisant ou en
agrandissant une des piéces figurant sur le plan tel qu’a été instruit votre pére. Alors son employeur,
ancien scientifique en retraite, pense dans un premier temps a la composée de deux homothéties.
Un avis partagé aussi par I'ingénieur qui ajoute : "j’aurai juste besoin soit d’'une homothétie, soit
d’une translation pour vous satisfaire" ; Ce que votre papa ne semble pas comprendre. Expliquez lui

concrétement en donnant les outils appropriés I'affirmation de I'ingénieur.

1.5.1. Soit h et ' les deux homothéties de centre respectifs O et O,

de rapport respectif k et k', dont fait reférence votre papa. Fizons M un point du plan.
1. On suppose ici que O = O'. Notons My = h(M) et M’ = h/'(M).
a) Montrer que TM — kK'OM.
b) En deduire la nature et les éléments caractéristiques de h' o h

2. Maintenant, nous considérons O # O'. Soit N un point du plan distinct de M. On pose en plus
My = h(M), Ny = h(N), M" = h(M;) et N' = h(Ny). En utilisant les propriétés caractétéris-
tiques des homothéties et des translations, Donner la nature et les éléments caractéristiques de
h' o h.

3. Que concluez-vous au pére aux vu des explications données aux questions 1. et 2. 7

4. Supposons que kk' # 1. Posons alors Q le centre de [’homothétie h' o h. Soit M un point du
plan et M’ le point tel que M' = h' o h(M). Montrer que € (MM) N (OO").

5. Supposons maintenant que kk' = 1. Montrer que le vecteur @ de translation de h' o h est
— k—1 ’

1. 0=0" M; =h(M) et M' = I (M).

2
7

a) Montrons que OM

— kK OM.
— N
OM' = KOM; car W (M) =M
— KKOM car M, = h(M)

b) Déduisons la nature et les éléments caractéristique de h' o h.

Nous venons de montrer que OM' = kK'OM et en plus h' o h(O) = O donc d’apres la
propriété caractéristique des homothéties, h' o h est une homothétie de centre O et de

rapport k'k.
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2. O # O' N un point du plan du dessin distinct de M avec : My = h(M) et M' = W (M) et
N1 =h(N) et N' = h'(Ny). kk' # 1. On a : D’aprés la propriété caractéristique des homothétie,

> T W .
ona M'N' = kE'MyN; et MiN; = kMN et ainsi, M'N' = kk' M N. Une fois de plus d’apres les

propriétés caractéristiques des homothéties et des translations, on a :
- Si kk' # 1, alors h' o h est une homothétie de rapport K'k.

— Par contre si kk' =1, alors h' o h est une translation.

3. Nous pouvons dire au pére que l'ingénieur a raison mais sauf qu’il aurait du prendre la péne de
distinguer les cas kk' # 1 et kk' = 1.

4. Ona M =Hhoh(M) doncQ € (MM') en plus, ' oh(O) = R'(O) ainsi O, O" et ) sont alignés
d’ot Q € (OO"). Donc Q est le point d’intersection de (OO') et (MM').

5. Dans le cas ou kk' = 1, pour déterminer le vecteur de translation u, il suffit de déterminer

—_—
limage M’ d’un point M par h' o h. Dés lors, i = MM'. En d’autres termes, on a :

- PR
MM = ONoh(O)
TR
= OK(O)
= 00+ O'W(0)

—
= 00+ KOO
— 1—
= 00 — EOO/ car k' = 1

—1—
= —kk 00’

o R
Ainsi prendre aussi i = %OO'

1.5.1 ( ). Soit h et b deuz
homothéties de méme centre O et de rapports respectifs k et k'. h' o h est ’homothétie de centre O et

de rapport kk'.

Remarques 1.5.1. — Si kk' =1, alors h' o h est Uapplication identique.
~ Si kk' = —1, alors h' o h est la symétrie de centre O.
~ Ona:kk =Kk donc h"oh=hoh'; Donc pour tout point O, la composition des homothétie

de centre O est commutative.

deux homothéties de centres distincts O et O'.

~ Sikk' #£ 1, alors h'oh est une homothétie de rapport kk'. Le centre est déterminé par le question

4. de Uactivité 1.5.1.
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- Si kK =1, alors h' o h est une translation. Son vecteur est déterminé par la question 5. de

Uactivité 1.5.1

Remarques 1.5.2. — Toute homothétie conserve le parallélisme ;
— Toute homothétie conserve le barycentre, les angles orientés et leur mesures ;
— Toute homothétie de rapport k multiplie les longueurs par |k|, les aires par k* et les volumes

par |k3|.

Il se dégage de cette remarque qu’en utilisant le fait que les homothéties conservent le parallélisme
et q'un point son image et le centre de I’homothétie sont alignés, on trace par un trait ou la couturiére

va placer sa fermeture.

Exemple 1.5.1. 1. Soient A et B deux points distincts du plan. h et h' sont des homothéties de
centres respectifs A et B de rapports rapports respectifs o et 5. Déterminer la nature et les

éléments caractéristiques de f = h' o h.
a) Poura=3etf=—2
b) Poura=2etf=1
2. ABC est un triangle de sens direct. I est le point de [AB] tel que /ﬁ = %E la paralléle a
(BC) passant par I coupe (AC) au point J.

a) Déterminer deux homothéties h et h' qui transforment chacun [BC| en [IJ].

b) Construire le centre de h' o h et de ho h'.

1.6

A la fin de cette Lecon 1’éléve devra étre capable d’identifier et de caractériser la composée
d’une homothétie et d’une translation d’une part et la composée d’une homothétie et d’une rotation
d’autre part.

Soient h une homothétie, ¢ une translation, et r une rotation; M et M’
deux points du plan. Dans chacun des cas suivants, peut-on trouver une transformation du plan

permettant d’obtenir M’ 7
1. M"=toh(M)
2. M'"=hor(M)
3. M'"=roh(M)
1.6.1. Supposons que h une homothétie de centre O et de rapport k,
t =tgz, la translation de vecteur u et r la rotation de centre O et d’angle «.

1. Déterminer g =tz o h pour k = 1.
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2. On suppose que k # 1. Sout M un point du plan. On note My = h(M) et M" = tz(M,).

a) Vérifier que M' =t o h(M).
7 7 - : . . . ‘
b) Montrer que OM' = kOM + 4. En déduire que M est invariant par g si et seulement si
e
OM = La.

c) On note Q l'unique point du plan tel que m = %kﬁ Montrer que m = k/‘Oﬁ + .

1

d) En wutilisant b) et c), déduire que QM' = kEQM. En déduire la nature et les éléments

caractéristique de g.
On suppose k # 0 et k # 1. Et que ¢ = hot.
a) Montrer que pot_goh™' = Id et en déduire que o' =t_goh™!.
b) En déduire de 2) que o' est une homothétie de centre S et de rapport % avec 0—6’ = ﬁﬁ
Conclure sur la nature et les éléments caractéristiques de p. Puis compare g et .
1. Pour k=1, h = Id donc g = tz.
Supposons k # 1.
a) toh(M)=t(M;) =M.

b) OM = OM, + My M’ = kOM + .
M est invariant par g si et seulement si 0—1\4> = kO—]\>/.f +ii. C’est-a-dire : OM = 2=ii.

c) D’aprés ce qui précéde, OTE = ﬁﬁ — Oﬁ = kO*é + 4.

d) M — @%—O—)M — k0% — U+ k:é?\_f—l—ﬁ — kQM. Ainsi g est une homothétie de centre
Q et de rapport k.

Ici, k #0 et k # 0 avec ¢ = hot.

a) ¢ot_,oh™' = hotzot_,oh™ = Id et comme ¢ est une transformation, alors p=' =t_zoh™*

—
b) D’apres la question 2), o' est une homothétie de rapport % et de centre Y tel que O =

—
ﬁﬁ. Ainsi ¢ est ’homothétie de rapport k et de centre € avec O = ﬁﬁ Et donc
g7 -

1.6.2. Soit r une rotation de centre O et d’angle o ; h est I’homothétie

de méme centre O et de rapport k. Posons : A = hor. Soient M un point du plan. Notons My = r(M)
et M/ = h(M1>

. — — .
1. Justifier que OM = OM; et OM' = kOM,. En déduire que OM' = |k|OM .

2. Prenons a = % :

a) Construire le point My = r(M).
= —
b) Pour k = =3, Construire le point M' = h(M;), en suite montre que mes(OM,OM’) =

o — Tr.
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—

c) Pour k =3, Contruire le point P = h(M), en suite montre que mes(O—]\)L ﬁ) =a.
Déduire de 1. et 2. la caractérisation de ['application .
On pose a présent @ =r o h et plus tot My = h(M) et M' = r(My).
a) Montrer que m — kOM et OM' = OM,. En déduire que OM' = |k|OM.
Pour a = 7,
b) Pour k = —3, construire My = h(M) et;

—

=
c) Construire le point M' = r(M) puis montre que mes(OM,OM’)

o — T.

—

d) Pourk =2, Construire le point QQ = h(M) et montre que mes(0~_>, Oﬁ) =a.

e) En utilisant a), b), ¢) et d) caractériser 6.

S —
1. Onar(M)= M; et M' = h(My) donc OM = OM; et OM’ = kOM;
i.e, OM' = |k|OM, = |k|OM.

o =

s
4

a) Fuaites une esquisse

o — — —

b) Mes(O—]\4>,OM’) = mes(OMy; OM') + mes(aj\_>4; OMl) = T4+«

—_ —_—

k = 3, apres construction de P, On a : (O—]\>4, ﬁ) =mes(OM;OM;) = «

Des questions 1. et 2. On déduit que : \(M) = M’ <= ¢ mes(OM;OM'") = « sik >0
mes(OM;OM'y=a—7m sik<0

s

=roheta=

W~

a) Comme M, = h(M), alors OM; = KOM et par suite M' = r(My) d’ou OM' = OM,;.
Ainsi, OM' = |k|OM.

a=7
b) k= —3 et construction de My = h(M).

c) Apres avoir construit M' = r(My), Nous avons :

— o —

? > —_— —
mes(OM); OM' = (OM; OM;) + mes(OMy;0OM') = a — 7

d) Pourk =2, Construisons QQ = h(M) et alors, mes(O—]\/}; (%) = mes(O—]W); OM,;) = a.
OM' = |k|OM,
Nous déduisons de : a), b) et ¢) que : O(M) = M' <= mes(O—]\>4;OM’) =« sik>0
TS
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1.6.1
1.6.1. Soit h une homothétie de centre O de rapport non nul k et t la translation de
vecteur non nul u.
1. La transformation t o h est :
a) la translationt sik =1;
b) L’homothétie de centre ) et de rapport k si k # 1 avec Oﬁ = ﬁﬁ
2. La transformation hot est :
a) La translationt sik=1;
b) L’homothétie de centre Q) et de rapport k si k # 1 avec (_)__>Q’ = &ﬁ
3. Sik #1, alors t o h n’est pas toujours égale a hot.
Exemple 1.6.1. Fizons O un point du plan et 4 un vecteur. h I’homothétie de centre O et de rapport

—b5. t est la translation de vecteur u. Donne la nature et les éléments caractéristiques de ¢ = hot et

p=toh.

1. ¢ est l’homothétie de centre ) et de rapport —5. Avec § défini par : O—fi = 1:(?5)11' = —%ﬁ.
—
2. p est I’homothétie de rapport —5 et de centre Q. Ou Q' défini par : OSY = 1_(1_5)6 = %6.

1.6.2. Le plan est muni du répére orthonormé (O, i ;) Soit k un nombre réel non nul

et f Dapplication du plan dans lui-méme, qui a tout point M(j) associe le point M’(z:) tel que :
' = kx + p; . )
, ot p et q sont des nombres réels. Alors :
y =Fky+q.

1. Si k=1, f est une translation de vecteur QZ(Z).

2. Sik#1, f est une homothétie de rapport k.

Exemple 1.6.2. Soit f l'application du plan dans lui-méme qui a tout point M(Z) associe le point
, ' =3x+m,
M/(z,) tel que :
y =3y — 1.
f est une homothétie de rapport 3. Son centre est le point invariant €2 de cordonnées (_7”, %) Ce

résultat s’obtient aussi en remplacant respectivement x’ et y’ par x et y, étant donné que ) est le

point invariant.

1.6.2

1.6.3. Soient r la rotation de centre O et d’angle o et h I’homothétie de centre O et de
rapport k #0. On a :roh=hor et :
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k=l
Dkl
1. Si k>0, alors w M
h(M) = M’ OM' = KOM, y '"'
T o = < ——
—=
mes(OM,0OM') = a
v}
O [}
a
0 M
2. 8i k<0, alors 1<k kﬁlo
h(M) = M’ OM' = —kOM, " : w "
T o = < —_— a—rx
— — a—r
mes(OM,0M') = —7 + . W
Remarques 1.6.1. 1. La composée d’une homothétie de rapport k et d’une rotation d’angle de

mesure « fait subir a une confiiguration géométrique, une rotation et une modification de ses
dimensions tout en conservant la nature, l'image est alors semblable a la configuration initiale :
cette composée est alors appelée similitude de rapport k et de méme centre que h et r. Elle

multiplie les longueurs des segments par |k| et les aires par k*.

2. Si une application g est telle que pour tous points M et N d’image respectives M’ et N' par g,

avec le rapport ]\]ﬁ%/ donnant un réel positif k, alors g est la similitude de rapport k.

Exemple 1.6.3. 1. Soit ABCD un carré direct. On pose R = (0, 3), h = h(O, —%) et f = hoR.
a) f(0)=0
b) f(B)=hoR(B)=h(R(B))=h(C) = A.
2. Soit S la similitude qui transforme, dans le carré précédent, A en O et B en C.

a) S admet-elle un point invariant ¢ si oui déterminez le. Ce dernier s’appelle le centre de la

similitude S.
b) Déterminer le rapport de S.
3. Soit EFH un triangle équilatéral direct de centre G. g = r(G, §) o hgz3). Construire E'F'H'
image de EFH par g.
Exercice d’application 1.6.1. ABC' est un triangle et Soient les transformations suivantes : h =
h(B,k), W =KW (CK'), t =tz et r =71(C, ).
1. Dans cette question on suppose que : k=3 et k' = —%.
a) Donner la nature et les éléments caractéristique de h' o h.
b) Construire l'image de A par h' o h et en déduire une détermination du centre de h' o h.
2. Ici, k = % et k' = g Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de h' o h.

—
3. Posons maintenant : h' = —3, i = —2BA et a quart de tour indirect. Déterminer la nature et

les €léments caractéristiques des transformations suivantes :
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a) toh' eth'ot.
b) rolk'.

4. Le plan étant muni du repére orthonormé (O,f, j), On pose A(_;) et B(Z) avec k =1 —+/2.

Déterminer expression analytique de h' o't.

1.7

Face a certains problémes mathématiques, les propriétés des transformations du
plan peuvent aider considérablement. Ainsi, la bonne maitrise de ces outils peut parfois faciliter
I'identification et la construction de certains lieux géométrique.

45 minutes.

Identifier et montrer qu’une application d’expression analytique connue dans lui-méme
est une transformation plane, Déterminer I'expression analytique de sa transformation réciproque;
La justification des configurations et la détermination des lieux géométrique en utilisant la force des
propriétés des transformations n’est pas en reste.

Marc technicien informatique chez un opérateur mobile identifie la position
M (Z:) d’une antenne sur le terrain a partir de sa position M (;) théorique en utilisant un logiciel
dont le programme central utilise la relation : v=Zr-ytl . Ce logiciel fonction corectement

Yy =—-r+3y—2

si a chaque position théorique M (5,), sur le terrain Marc voit exactement une seule antenne ; au quel
cas Marc le fera confiance. Marc peut-il alors faire confiance & cet outil de travail 7
Maintenant, Marc vient d’achever son service de maintenance sur deux antennes fixées respectivement
en A et B. Il se rend & present sur la zone d’appel servant de test; de sorte que sur cette zone, sa
position avec A et B soient un triangle rectangle. Son amie Manuella doit réceptionner les appels

au point d’equilibre entre A, B et la position de Marc. Ou doit se déplacer Manuella lorsque Marc

effectue ses tests ?

1.7.1. 1. Soit f une application du plan dans lui méme telle que
¥ =azr+by+c

pour tout point M( ) on associt le point M’ (z:) vérifiant : .
yl :a/x_i__bly_i_c/

y
a) Montrer que f est une bijection si et seulement si ab' — a'b # 0.
b) Dans ce cas exprimer alors x' ety en fonction z et de y.

c) Déduire donc une expression analytique de f=1.

d) Conclure alors sur l'usage du logiciel de travail de Marc.
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2. Fizons A et B deuz points du plan et I milieu de [AB] puis M un point du plan tel que le

pressions analytiques respectives

triangle ABM soit rectangle.

—
a) FEnremarquant que fé = %IM, déterminer une homothétie h dont on présisera les éléments

caractéristique, qui transforme M en G.
b) Montrer que M appartient au cercle (C) de diamétre [AB] privé des points A et B.
c) Déduire et construire le lieu géométrique de G lors que M wvarie.

d) Conclure donc pour le déplacement de Manuella.

1. a) Nous avons :

¥ =ar+by+c ¥ —c=ar+Db
M = f(M) <~ Y = v Ainsi, f est bijective
y’:a’x—l—b’y—l—c’ y/—Clza,I—l-b/y

a b
st et seulement %0 c’est-a-dire abl — a’b # 0

a
¥ =ar+by+c ¥ —c=ar+b

b) Y = Y Ainsi : Apy_o=V(@ —c)=bly =) et
Y =dz+by+d y —d =dz+by

— /1 . b/ I —b A/
Ay v=aly —c)—d(@' —c) doi: T - p(U (2" =) = by’ — )
Y= ab’—a/b<a(y/ - C) - a’(x’ - C))

O M=) e ) VT watle =g =y =)

V' = gra(aly — o) —d'(z—c))

d) FEtant donné que 2x3—(—1)x(—1) =5 # 0 alors 4 chaque position M(;) correspond exac-
tement une seule antenne sur le terrain. Donc, le logiciel de Marc fonction correctement :
il peut utiliser cet outil de travail.

Soit G le point ou se situe manuella. Alors G est le centre de gravité du triangle ABM.

—
a) [ étant le milieu de [AB], alors : ¢ = sIM Donc G est Uimage de M par 'homothétie h

de centre I et de rapport %

b) ABM étant un triangle rectangle en M Alors M appartient au cercle (C) de Diameétre [AB]
privé des points A et B.

c) G décrit alors l'image C' de C par I’homothétie h.

d) Ainsi manuella décrit C'.

1.7.2. Soient g et f deux transformations du plan dans lui méme d’ex-
¥ =axr+by+c ; T =azr + by +

e )
y' =dz+by+c y1 = ayry + by + ¢

1. Montrer que f o g est une transformation.
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1.7.

2. Soient les points M(?j), M, (Zi) et M’( ) tels que : My = g(M) et M' = f(My). En remarquant
que M' = fog(M), exprimer 2’ ety en fonction de z et de y.

1. Montrons que f o g est une transformation.

Soient X et Y deux point du plan.

fho(fog(X))=f"o(fog(Y)) car f est bijective
(frof)og(X)=(f"of)og(Y)
Idog(X)=1dog(Y)

9(X) = g(Y)
( (X)) =
(g7 o g)(X) = (g7 og)(Y)

X=Y

fog(X)=fog(Y)

“Hg(Y)) car g est bijective

IIIIHIHIIIH

Ainsi, f o g est injective.

Par ailleurs soit Z un point du plan. Cherchons M un point du plan tel que fo g(M) = Z.

fogM)=27 <= g lof (fog(M)=g"of(2)
= (¢ ofofog)M)=(9"of")(2)
< M= (g0 f1)(Z)qui est un point du plan

11 suffit de prendre M = (g7 o f~1)(Z) ; Ainsi f o g est surjective. On conclut alors que f o g

est une bijection du plan dans lui méme, donc une transformation du plan.

2. Exprimons z’ et y’ en fonction de x et de y.
1 =ar+by+c 2 =a1x; +by +c
M = g(M) > 1 Y et M = f(M,) <= 121 1Y1 L Ainsi,
y=dr+by+c y = dxy + Yy + ¢

¥ =a(ax+by+c)+h(de+by+)+a
Yy =d)(ax + by +c)+ b (dx+by+)+ ¢

¥ =ai(ax +by+c)+b(de+by+d)+a

. ai
1.€.,
y' = d\(ax +by+c) + b (dz+by+ )+

¥ = (aa+ biad')x + (a1 + bt )y + arc+ b1 + ¢4

1.€.,
Yy = (aha+bia )z + (afb+ ViV)y + alc+ b + ¢}

pagel83/ 263



1.7.

1.7.1

-,

1.7.1. Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, Z,j). Soit f une application du

, ¥ =ax+by+c
plan dans lui-méme qui a tout point M(z) associe le point M’ (g,) tel que : Y )

Y =dz+by+d
Ou a, b, ¢, a’, b’ et ¢’ sont des réels.

1. f est une transformation plane si et seulement si ab' — a’b # 0.

2. L’expression analytique de la transformation réciproque f~' s’obtient en exprimant x ety en

fonction ' et y'.

3. Soit g une transformation du plan telle que pour tout point M(z) associe le point M’(z:) ,
, _ ¥ =ar+by+c , ,
d’expression analytique : . Soit f une transformation du plan telle que
y/ — CL’LL’—Fb,y—i—C/

, ¥=ar+by+c
pour tout point M( ) associe le point M’( ,) d’expression analytique : ! wra

Y Y Y =da+by+¢
Alors lexpression analytique de la transformation f o g qui a tout point M (Z) associe le point
= (ala + bla’)x + (Cle + blb/)y + aic+ blc' +

M’ (5:), est donnée par : )
y' = (aja+ bia )z + (a)b+ iV )y + ajc + b d + ¢

Exemple 1.7.1. On se situe dans un repére (O,;,j) orthonormé du plan. f et g sont les application
_ _ ‘ r=2x—y+2 ¥=—-r—y+3
d’expressions analytiques respectives : , et
y =3z +2y+ 3 y=z+iy+i
1. f et g sont-elles des transformations ? si oui déterminer f=% et g=1.

2. Déterminer ’expression analytique de f o g et celle de go f.

1.7.2

1.7.2 ( ). 1. Les transformations

planes conservent les configurations, les contacts et le parallélisme.

2. Pour Construire l’ensemble (X') décrit par tous les points M' lorsque le point M décrit un autre
ensemble (X)), les étapes suivantes sont indispensables :
— Construire soigneusement le point M’ pour un point M fizé.
— Déterminer alors une transformation qui emmeéne M en M'. (¥') est l'image de (3) par cette

application. (X') est alors appeé lieu géométrique des points M’ lorsque M décrit (X).

Exemple 1.7.2. Soit ABCD un carré, M un point de [AC], P et Q les projetés orthogonaux res-
pectifs de M sur les cotés [AC] et [BC]. Déterminer le lieu géométrique du point I, milieu de [PQ)],
lorsque M décrit [AC].
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1.7.

Exercice d’application 1.7.1. Le plan est muni d’un repére orthonormé (O;I;J). Soit h I’homo-

thétie de centre O et rapport —3, sa la symétrie de centre A(f’l).
1. Ecrire les expressions analytiques de h et de s, puis celle de la transformation sy o h.

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation s, o h.
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 Avoir une bonne vision de la notion de 1’espace.

w Maitriser les positions relatives de deux droites, de deux plans, d’un plan et d’une droite

Donner la nature de chaque face d’un cube.

Deux faces opposées d’un cube ont elles des cotés paralleles ?

A

banda dispose d’un objet en
bois, ayant la forme d’une py-
ramide ABCD (voir figure ci-contre).
Le point I est milieu de [AB], et J est
le centre de gravité du triangle ACD.

Par I et J, on fait passer une droite

(A). La droite (A) perce-t-elle le plan B
(BCD)?

Ci-contre ABCDEFGH est pavé droit.

1) Citer deux segments a supports paralleles.

2) Les points A, B, C et F sont-ils situés sur une méme
face du pavé?

3) Les points A, D, H et E sont-ils situés sur une méme
face du pavé?

4) Citer trois segments contenues sur la face DCGH.

5) Les faces ABCD et EFGH ont-elles des points
en commun ?

6) Déterminer I’'intersection des faces BCGF et ABCD. B

7) Préciser la nature du quadrilatere AHGB en justifiant.

e Par deux points A et B de I’espace, il passe une et une seule droite notée
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e Par trois points A, B et C de I’espace non alignés définissent un plan noté (ABC).
e Un plan de I’espace est généralement représenté par un parallélogramme.
e Deux droites de I’espace contenues dans un méme plan sont
e Deux droites de I’espace secantes ou paralleles sont
e Deux droites distinctes de 1’espace, secantes ou paralleles, définissent un unique plan.
e Quatre points de I’espace qui appartiennent a un méme plan sont
e Quatre points de I’espace qui ne sont pas coplanaires sont les
sommets d’un solide de I’espace appelé

e Un tétracdre régulier a ses arétes de méme longueur.

e Si A et B sont deux points d’un plan (P) de I’espace, alors (AB) C (P).

Ci-contre ABCDEFGH est un cube, et O est le centre de H G

la face EFGH. On a : E '('.BF\

e Les droites (AD) et (BC) sont coplanaires, et sont '," l'. \\

contenues dans le plan (ABC). ;' '-‘ \\

e ABCO est un tétraddre, et (OG) C (EFG). :ﬂ_ﬂD-t;;P%
£ B

e Deux droites de I’espace sont : soit sécantes, soit paralleles, soit non coplanaires.
e Soient (7)) et (2,) deux droites de I’espace.
(2) et (2,) sécantes (2) et (2,) paralleles

(21) et (2,) non coplanaires

'(@2)
> | —

= D)
ZJ I \@ N
(%)
(21) N (22) ={A} (Z21) N (22) =0 (21) N (22) =0
H G

Si (2)) et (2,) sont paralleles, une sécante a (%)) n'est g 5
pas forcément une sécante a (2;).
En effet, si I’on considere le cube ABCDEFGH ci-contre,
les droites (EH) et (BC) sont paralleles, (EA) est une D C

sécante a (EH), mais (EH) et (BC) ne sont pas sécantes. A

e Une droite et un plan de I’espace sont : soit paralleles, soit sécants.

e Une droite (d) est parallele a un plan (2P) lorsque (d) C (?P) ou (d) est parallele a une droite
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contenue dans (P).

@y
(P
d) n (P) = {A} (d) est contenue dans(P) | (d) N (P) = 0
(P) et (d) sécants en A. (P) et (d) sont strictement

paralleles.

e Dans I’espace, deux plans sont : soit sécants suivant une droite, soient paralleles.

e Deux plans sont paralleles lorsque 1’'un d’entre eux contient deux droites sécantes et paralleles
a l’autre.

(P)

(1) € (P) (v
Les plans (P) et (7) sont (d)C(P) et (d)
sécants suivant la droite (d) (H/(d) (I"m(d")
(P)N (P) = (d) Alors (NP et (IN(P).
() et (I') étant deux droites sé-
cantes contenues dans (7P), alors Les
plans (P) et (P) sont paralleles.
(PN (P)=0

e Si deux plans sont paralleles, alors tout plan sécant a ces deux plans les coupe suivant deux
droites paralleles.
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l \\(d/

Hypotheses :

o (P) et (') sont des plans paralleles.

o Le plan (Q) coupe (?P) suivant la droite (d),
et (2') suivant la droite (d').

Conclusion :

Les droites (d) et (d') sont paralleles.

Si deux plans sécants contiennent des droites paralleles, alors leur intersectjon est parallele a

ces droites.

(P) et (7') sont deux plans sé-
cants suivant une droite (A), (d)
et (d') sont deux droites pa-
ralleles, et contenues respective-
ment dans (P) et (7).

La droite (A) est
parallele a chacune des droites \&\
(d) et (d).

Ci-contre ABCDEFGH est un pavé droit ou ou I, J, K et L sont les
milieux respectifs de [DH], [HG], [AB], et [BF]. H
A chaque fois, sans justifier, donner la position relative des D
deux droites citées.
(DB) et (EF); (1)) et (AF); (IC)et(AB);  (JF)et (EH).
A chaque fois, sans justifier, donner la position

relative des deux plans cités.
(DCG) et (AEF);  (1JA)et (HDC);  (1JE) et (CKL). p

A chaque fois, sans justifier, donner la position -
lative de la droite et du plan cités A\‘\/ F
relativ -
p K T

1)) et (ABF); (1)) et (BCG);  (KE) et (ABF). B
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(DB) et (EF) non coplanaires ; (1J) et (AF) non coplanaires ;

(IC) et (AB) non coplanaires ; (JF) et (EH) coplanaires et secantes.

(DCG) et (AEF) paralleles; (IJA) et (HDC) sont sécants suivant la droite (1J);
(IJE) et (CKL) sont paralleles.

(1J) et (ABF) paralleles; 1)) et (BCG) sécantes en X ou X € (I1J) N (CG);
(KE) est contenue dans (ABF).

d
. (d) E
ABCEFD est un prisme droit a base trian- D
gulaire. G est le milieu de [DE] et H est le
milieu de [BC]. C
Démontrer que la droite (GH) est parallele A
au plan (ABD). B

BDEC est un rectangle, G et H sont les milieux respectifs des segments [DE] et [BC]. Alors
(GH) est parallele a (BD). Comme (BD) est contenue dans (ABF), alors (GH) est parallele au
plan (ABF).

ABCDHEFG est un pavé droit. I est
un point de [FG] et J est un point de [EH]. K est
un point de [BC]. Justifier que les plans (ABC)
et (IJK) sont sécants suivant une droite (A) que
I’on précisera.

Justifier que (A) et (AD) sont

sécantes en un point qu’on notera L.

Déterminer I’intersection du plan
(IJK) avec (AD).

Justifions que les plans (ABC) et (IJK) sont sécants suivant une droite (A)
K appartient aux deux plans (ABC) et (IJK). Ainsi (ABC) N (IJK) # 0. Comme (ABC) et
(IJK ne sont pas confondus, alors ces plans sont sécant suivant une droite (A).
(ABC) et (EFH) sont paralleles, et (EFH) et (IJK) sont sécants suivant la droite (1J).
Donc (A) est précisément la droite passant par K et paralléle a (1J).
Justifions que (A) et (AD) sont sécantes en un point qu’on notera L.
(A) et (AD) sont contenues dans (ABC). Ainsi (A) et (AD) sont t paralleles ou sécantes.
Si (A) et (AD) sont paralléles, alors (AD) et (L)) sont paralleles car (A) et (1)) sont paralleles.
Ainsi (AD) et (IJ) sont coplanaires. Ce qui n’est pas le cas. Donc (A) et (AD) sont sécantes en
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un point L.
L’intersection de (IJK) avec (AD) est le point L.

A
ABCD est un tétraedre, I, K et L sont les milieux respectifs
des segments [AB], [AC] et [CD]. On note J le centre de
gravité du triangle ACD.

Justifier que le point D appartient au plan (IJK).

Montrer que les plans (IJK) et (BCD) contiennent B

des droites paralleles.

En déduire que les plans (IJK) et (BCD) sont sécants

suivant une droite (A) a préciser. C
Prouver alors que (1J) et (BCD) sont sécants.

Expliquer la construction du point d’intersection

de la droite (LJ) avec le plan (BCD).

Justifions que le point D appartient au plan (LJK).
K est le milieu de [AC], alors (KD) est une médiane de ACD.
Comme J est le centre de gravité de ACD, alors D € (JK).
Puisque (JK)C (IJK), alors D € (IJK).
Montrons que (IJK) et (BCD) contiennent des droites paralleles.
I et K sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AC], alors (IK) /(BC).
(IK) et (BC) sont des droites contenues respectivement dans (LJK) et (BCD).
Donc (IJK) et (BCD) contiennent des droites paralleles.
Deduisons en que les plans (IJK) et (BCD) sont sécants.
D est un point commun aux plans (IJK) et (BCD), alors (IJK) N (BCD) # 0.
(I) ¢ (BCD), alors (IJK) et (BCD) ne sont pas confondus.
D’ou (IJK) et (BCD) sont sécants suivant une droite passant par D.
(IK) et (BC) sont des droites paralleles contenues respectivement dans (LIJK) et (BCD).
Ainsi (A) est la droite passant par D et parallele a (IK).
Prouvons alors que (1)) et (BCD) sont sécants.
(1)), (A) et (IK) sont coplanaires car droites contenues dans le plan (IJK).
Comme (IK) 7/ (A), (IK) et (IJ) sécantes, alors (IJ) et (A) sécantes en point X.
(A) étant contenue dans (BCD), alors X € (BCD).
La droite (IJ) n’est pas contenue dans (BCD), alors (IJ) et (BCD) sont sécants.
Le point d’intersection de la droite (LJ) avec le plan (BCD) est le point d’intersection de
(A) avec (1)).

pagel9l/ 263



Ci-contre ABCDEFGH est un cube.
I, J et K appartiennent respectivement
aux segments [AB], [EF] et [EH]. On
note que (LJ) et (BF) ne sont pas paral-
leles, n’est pas milieu de [AE], (JK) et
(HG) ne sont pas paralleles. Construire la

section du cube ci-contre par le plan (LJK).

Pour construire la section du cube par le
plan (IJK), on va devoir déterminer les
intersections de (IJK) avec chaque aréte
du cube.

Le segment [LJ] est I’intersection de (LJK)
avec la face ABFE. Le segment [JK] est
I’intersection de (IJK) avec la face EFGH.
Les droites (AE) et (1)) sont coplanaires et
sécantes en un point X. Les droites (AD)
et (KX) sont coplanaires et sécantes en un
point L, et L est un point de [AD]. Ainsi
[LK] est I'intersection de (IJK) avec la
face ADHE. La section du cube par le
plan (LJK) est le quadrilatere IJKL.

e Pour déterminer la section d’un polyedre qui est un pavé ou un tétraedre par un plan , on déter-

mine les intersections du plan avec chacune des faces du polyedre. Ceci en utilisant si possible :

= [a propriété sur un plan sécant a deux plans paralleles.

= | e théoreme du toit

e La section d’un polyedre par un plan est généralement un polygone.
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ABCDE est une pyramide réguliere ayant pour base E
le carré ABCD et de sommet E. Les points G, F, H et
I sont les milieux respectifs de [EC], [EB], [EA], [ED]. G

Démontrer que (GF) est parallele a (AD).
Montrer que les points G, F, H et I sont coplanaires. A C
Montrer que les plans (HFG) et (ABC) sont paralleles.

Ci-contre ABCDEFGH est un cube, I est le milieu de
[AD] et J le point de [AE] tel que AJ = % AE.
Déterminer les intersections des plans suivants :
(a) (ABC) et (CFG).
(b) (BDF) et (EHG).
(c) (ABF) et (CHG). D
Expliquer pourquoi la droite (BD) est parallele au plan :
(EFG), puis pourquoi la droite (AC) est aussi parallele E
au plan (EFG). E
Peut-on dire que deux droites paralleles a un méme i
plan sont paralleles entre elles ? Je E
(a) Quelles sont les intersections du plan (FLJ) avec E
les faces ABFE et ADHE? T
(b) Que peut-on dire de I’intersection de (FLJ) avec 7
la face BFGC? E\
(¢) Tracer la droite (FK) qui est ’intersection de (FLJ)
avec la face (BFGC), K étant un point de [CG].
(d) Tracer la droite (KL) intersection de (FLJ) avec la
face DCGH, L étant un point de [DC]
(e) Terminer la construction de la section du cube par
le plan (FLJ).

-
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Ci-contre ABCD est un tétraedre, I est un point de [AB],

et J est un point de [AC], K est un point de la face ACD, L
est un point de la face ABC.

Prouver que la droite (IJ) et le plan (BCD) sont sécants

en un point qu’on notera E.

Construire le point E en justifiant.

La droite (IK) coupe le plan (BCD) en un point F.

Construire le point F en justifiant.

La droite (LK) coupe le plan (BCD) en un point G.

Construire le point G en justifiant.

Ci-contre, on dispose d’un tétraedre
SABC, on note [AM],[BN] et [CP] les
trois hauteurs du triangle ABC, et H est
I’orthocentre de ABC.

Démontrer que les plans

(SAM) (SBN) et (SCP) ont

une droite en commun.
Construire la section du tétraedre
SABC par le plan (I') passant
par P, et parallele a (BCS).

ABCDEFGH
est un cube. Les
points I, J et K
sont les milieux
respectifs des
segments [EF],
[FG] et [DC].

Construire la sec-

tion du cube par le
plan (LJD).
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w Montrer que deux droites de I’espace sont orthogonales.
 Montrer qu’une droite est orthogonale a un plan.

w Etablir que deux plans sont perpendiculaires.

Soient ABCD un carré de centre I, J et K les milieux respectifs des segments [AD] et [DJ].
EFGH est un quadrilatere convexe tel que EF = GH et (EF)” (GH).

Que peut-on dire des droites (AC) et (BD) ?

Que peut-on dire des droites (JK) et (BD) ?

Quelle est la nature du quadrilatere EFGH ?

i-contre, ABCDEFGH
C est une piece en forme
de cube telle que HB =
9 m. I désigne le milieu
du segment [AE]. On place
des tiges de fer parfaitement
droites et représenteés par
les segments [IB], [HB] et
[IH]. Les tiges de fer [IB]
et [IH] sont-elles perpendi-

culaires ? Quelle est la lon-

gueur totale de fer utilisée ?

ABCDEFGH est un cube, les points O et S sont les centres des faces ABCD et EFGH. (A),
(Ly) et (Lp) sont trois droites contenues dans (ABC) et passant par O, telles que (L;)/(AB) et
(Lp)//(AD). M est un point de (A), I et J sont les points respectifs des droites (L;) et (L) tels
que OIMJ soit un parallélogramme. K désigne le milieu de [OM].

(a) Trouver une droite (D;) passant par A et parallele a (EH).

(b) Trouver une droite (D) passant par A et parallele a (DC).

(¢) Que peut-on dire des droites (D) et (D3)?

(d) Que dire des directions des droites (EH) et et (DC)?

(a) Etablir que (OS) // (BF).

(b) En déduire que (SO) est orthogonale a chacune des droites (AB) et AD.
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(L2)

En appliquant le théoréme de la médiane, exprimer :
(a) OK? en fonction de OJ?2, OIZ, et 1J2.

(b) SK? en fonction de SJ2, SIZ, et 1J2.

(a) Donner la nature de chacun des triangles SOI et SOJ.
(b) Exprimer 208? en fonction de SJ?, SI2, OI® et 0J°.
(c¢) Montrer que SOK est un triangle rectangle en O.

(

d) En déduire que (SO) et (A) sont perpendiculaires.

Une droite (D;) passant par A et paralléle a (EH) est (AD).

Une droite (D;) passant par A et parallele a (DC) est (AB).

Les droites (D) et (D;) sont sécantes.

Les directions des droites (EH) et (DC) sont orthogonales.
On dit que les droites (EH) et (DC) sont
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(BF) /#/ (DH) et (BF) = (DH), alors DHFM est un parallélogramme.
Ainsi (FH) 7/ (BD). Comme O € (BD) et S € (FH) et , alors (FS) 7/ (BO).
FS = BO, alors FSOB est un parallélogramme. D’ou (BEF/ (OS).

La droite (BF est orthogonale a (AB) et a (AD).
(BF/ (OS), alors (SO) est orthogonale a chacune des droites (DB) et (AC).
On dit que la droite SO est perpendiculaire au plan ABD car (SO) est

orthogonale a deus droites sécantes du plan (ABD).

OK est la longueur de la médiane du triangle OJK issue de O.

1 1 1
2_ o tor i
OK —201 +2OJ 4IJ-

SK est la longueur de la médiane du triangle SJK issue de S.

1 1 1
K% = —SIZ+ -SJ? - ~1J2.
S 2s —+ZSJ i J

(SO) et (AB) sont orthogonales, (AB)/(L;), alors (SO) et (L;) sont orthogonales.
De plus (SO) et (L) sont sécantes en O, alors (SO) et (L) perpendiculaires.

La droite (L;) étant confondue a (OI), alors (SOI) est un triangle rectangle en O.
(SO) et (AD) sont orthogonales, (AD)//(L,), alors (SO) et (L) sont orthogonales.
De plus (SO) et (L,) sont sécantes en O, alors (SO) et (L,) perpendiculaires.

(L) étant confondue a (0OJ), alors (SOJ) est un triangle rectangle en O.

Les triangles SOI et SOJ sont des triangles rectangles en O.
On a: SI* = SO? + OI” et SJ* = SO* + 1J*. Ainsi SI* + SJ* — OI* — 0J* = 2S0*.

1 1 1
OK?2 = -0+ -0J%— -1J2 1 1 1

£ 2 4 = 80%+ OK* = _SI* + _SJ* — —1J°.
2:§(SIZ+SJ2—012—OJ2) 2 2 4

On obtient alors SO? + OK? = SK2. D’ou1 SOK triangle rectangle en O.

SO

SOK triangle rectangle en O alors (OK) et (SO) sont perpendiculaires.
(A) et (OK) sont confondues. Donc (SO) et (A) sont perpendiculaires.

On note 1’espace par (€).

Soient (Dy) et (D) des droites de ().
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e (D)) et (D) sont orthognales lorsque les paralleles a (D) et (D;) en un point A de (&) sont
perpendiculaires.

e (D) et (D;) sont orthognales lorsque (D) est perpendiculaire a une droite parallele a (D;).
e Lorsque (D) et (D) sont orthognales, on note (D) L (D;

Ci-contre ABCDEFGH est un cube. E
e (D;) est parallele a (FH), et
(FH) et (D;) sont perpendiculaires.
Donc (Dy) et (D) sont orthogonales.

e La parallele 2 (D3) passant par B - ;ﬁ-\

est la droite (BC). La parallele a (Dy4) ‘,"' ' \‘*~.~.._.__

passant par B est (AB). Comme (AB) .*° i C\ (D4)
A i

et (BC) sont perpendiculaires, alors \

(Dy) et (D3) sont orthogonales. ,}\
(D2)

Dans I’espace,

= Deux droites orthogonales et sécantes sont perpendiculaires.

= Deux droites orthogonales ne sont pas forcement perpendiculaires.
Par exemple ci-dessus, (D)) et (D;) sont orthogonales, sans &étre
perpendiculaires vu qu’elles ne sont pas coplanaires.

= Deux droites orthogonales a une méme droites ne sont pas forcement
paralleles. Par exemple ci-dessus (HG) est orthogonale a (HD), et (BC)
est orthogonale a (HD), mais (HG) et (BC) ne sont pas paralleles.

= Si (dy), (d2) et (A) sont des droites telles que (d;) #/ (A) et (d2) L (A), alors
(d) L (d2),

Soient (d) une droite, et (P) un plan de (¢€).
e (d) et (P) sont perpendiculaires lorsque (d) est orthogonale a deux droites
sécantes de (P).
Lorsque (d) et (P) sont perpendiculaires, (d) et (P) sont sécantes.

La notation symbolise que (d) est perpendiculaire au plan (P).

(L) et (L") sont deux droites sécantes contenues dans plan (P).
(d) L (L)et(d) L (L.
(d) L (P).
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La droite (d’) est parallele a (d). Donc (d') L (P).

Soient (d), (d") des droites de (¢€), (P) et (P') deux plans de (€).

e Si (d) L (P), alors (d) est orthogonale a toute droite contenue dans (P).
e Si(d)/ (d)et(d) L (P),alors (d') L (P).

e Si (P)/ (P)et(d) L (P),alors (d) L (P).
e Si(d) L (P)et(d') L (P),alors (d)/ (d).

e Par un point A de (&), passe une unique droite (A) perpendiculaire a (P).
e Par un point A de (d), passe un unique plan (I') perpendiculaire a (d).

e Si(d) L (P)et(d) L (P),alors (P)# (P') ou (P)=(P).

Soit A et B deux points distincts de (€). Le de [AB] est le plan passant par le
milieu de [AB], et perpendiculaire a (AB).

Posons (I') = {M € (P)/ MA = MB}
Soient A et B deux points distincts de (€), et (P) le plan médiateur de [AB].
(P) est I’ensemble des points M de I’espace tels que MA = MB.
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e Soit M € (P), et I le milieu de [AB].
,ona: MA = MB.
,ona: (MI) L (AB) car (MI) C (P)

et (AB) L (P). Ainsi (MI) est une médiatrice. <
D’ou MA = MB et par conséquent A

(P) < (I).
e Soit M € (I'), et I le milieu de [AB].

.M e (P).

, MAB est un triangle isocele en M
car MA = MB. Ainsi (MI) est une médiatrice
de [AB], et (MI) L (AB). D’ou M € (P), et

(P) C (I).
(P) C (") et (I') C (P), alors (P) = (I

Soit (P) un plan, et A un point de ().

Si A € (P), alors A est le projeté orthogonal de A sur (P).
Si A ¢ (P), alors le projeté orthogonal de A sur (P) est le point d’intersection de (P), avec la

droite perpendiculaire a (P) et passant par A.

Deux plans sont perpendiculaires ou orthogonaux, lorsque I’un deux contient une droite per-

pendiculaire a I’autre.

Si (P) et (P) sont deux plans orthogonaux, on note (P) L (P').

Deux plans orthogonaux sont sécants.

Ci-contre ABCDEFGH est un cube.
e (EFG) 1 (ADH) car la droite
(AE) C (ADH), et (AE) L (EFG).
e (DCH)L (ABC) car (DH) C (DCH),
et (DH) L (ABC).

Soient (P), (Q) et (R) des plans, et (d) une droite de (€).
Si(d) L (P)et(d) /7 (Q),alors (P) L (Q).
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En supposant que (P) N (Q) = (d),ona: { (

(d) /7 (Q), alors (d) C (Q) ou (d) #/ (d') avec (d') C (Q).
Si (d) C (Q), alors (P) L (Q) car (d) L (P).
Si (d) #/ (d") ,comme (d) L (P), alors (d') L (P).D’ou (P) L (Q).

(P) L (Q), alors il existe une droite (1) telle que (1) C (P) et (I) L (Q).
(P)// (R),alors (1) 7 (R). (1) L (Q)et(l)/ (R),alors d’apres (1), (Q) L (R)

La preuve de sera faite ultérieurement avec 1’'usage des vecteurs. H

G
E
Si deux plans sont perpendiculaires 2 un méme plan, ils Q

ne sont pas forcément paralleles.

En effet, si on considere un cube ABCDEFGH, les plans
(ABC) et (DCG) sont perpendiculaires au plan (BCQG),
mais les plans (ABC) et (DCG) ne sont pas paralleles. A
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Ci-contre ABCDEF est un prisme droit ol les faces
ABC et DEF sont des triangles osoceles de sommets princi-
paux respectifs B et E. Les points H, I et G sont les milieux
respectifs des segents [EC],[EA] et [AC].
Démontrer que (HI) est orthogonale a (BG).

ABC est un triangle isocele en B, et G est le milieu
de [AC], alors (BG) L (AC).
H et I sont les milieux respectifs des segents [EC] et [EA],

alors selon la propriété des droites des milieux dans un tri-
angle, on a (IH) 7/ (AC).

(BG) L (AC) et (IH) 7 (AC), alors (HI) est orthogonale a
(BG).

Dans lespace, on considere le cube ABCDEFGH daréte 1,
représenté ci-dessous. Les points I et J sont appartiennent
respectivement aux segments [BC] et [EH], et sont tels que :
BI = % BC et EJ = % EH Le point K est le milieu du

segment [LJ]. On veut donner un programme de construction

du point P, projeté orthogonal de G sur le plan (FLJ).

Démontrer que (FGK) est le plan médiateur du segment [LJ].

En déduire que (1)) est orthogonale a (FGK).

Démontrer que (IJ) est orthogonale a (FGP).

Démontrer que P € (FGK), et en déduire que F, P et K sont alignés.

Démontrons que (FGK) est le plan médiateur du segment [LJ].

KI = KG, FJ = /FE? + EJ? = \/BF? + BI” = FI,

GJ = VHG? + HJ? = \/CG? + CI* = GI

KI = KG, FJ =Fl et GJ = GI, alors F, G et K appartiennent au plan médiateur de [LJ].
Comme F, G et K ne sont pas alignés, alors (FGK) est le plan médiateur de [L1J].
Déduisons en que (1)) est orthogonale a (FGK).

(KFG) est le plan médiateur de [LJ], alors (LJ) est orthogonale a (FGK).

Démontrons que (LIJ) est orthogonale a (FGP).
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P, projeté orthogonal de G sur le plan (FLJ) alors (GP) est orthogonale au plan (FLJ).
(1)) C (F1J) et (GP) L (F1J), alors (GP) et (L)) sont orthogonales.

(FG) C (FGK) et (1)) L (FGK), alors (1J) et (FG) sont orthogonales.

(IJ) est orthogonale a deux droites sécantes de (FGP), alors (IJ) L (FGP).
Démontrons que P € (FGK), et déduisons en que F, P et K sont alignés.

1)) L (FGK) et (1)) L (FGP), alors (FGK) = (FGP) ou (FGK) / (FGP).

Comme (FGK) N (FGP) # 0, alors (FGK) = (FGP) ou (FGK). D’ou P € (FGK).
P est un point commun aux plans FGK et F1J.

K e (1)), et (1)) C (FL)), alors K € (FLJ)).

Ainsi la droite (FK) est I’intersection des plans (FLJ) et (FGK).

D’ou P € (FK) et par la suite F, P et K alignés.
Le point P est le point d’intersection de la droite passant par G et perpendiculaire a
(FK) car (GP) L (FIJ) et P € (FK).

ABCD est un tétraedre tel que les droites (AB) et
(CD) soient orthogonales, M est un point de laréte [BC]. (P)
le plan passant par M et parallele aux droites (AB) et (CD)
coupe [BD] en N ,[AD]en Pet [AC]en Q.
Montrer que les droites (MQ) et (AB) sont paralleles.
Que peut-on dire des droites (MN) et (CD) ?
Montrer que le triangle QMN est rectangle en M.

Montrer que le quadrilatere MNPQ est un rectangle.

Montrons que les droites (MQ) et (AB) sont paralleles.

Les droites (MQ) et (AB) sont coplanaires car contenues dans le plan (ABC).
Ainsi les droites (MQ) et (AB) sont sécantes ou paralleles.

(AB) N (P) =0 car (AB) / (P). Comme (MQ) C (P), alors (MQ) N (AB) = 0.
D’ou (MQ) et (AB) sont paralleles.

Les droites (MN) et (CD) sont paralleles. En effet,

Les droites (MN) et (CD) sont coplanaires car contenues dans le plan (BCD).
Ainsi les droites (MN) et (CD) sont sécantes ou paralle¢les.

(CD) N (P) =0 car (CD) / (P). Comme (MN) C (P), alors (MN) N (CD) = 0.
D’ou (MN) et (CD) sont paralleles.

Montrons que le triangle QMN est rectangle en M.
(MN) // (CD) et (CD)_L (AB), alors (AB) L (MN).
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Comme (AB) 7/ (MQ), alors (MQ) L (MN). D’ou QMN est rectangle en M.

Montrons que le quadrilatere MNPQ est un rectangle.

Les droites (NP) et (AB) sont coplanaires car contenues dans le plan (ABD).
Ainsi les droites (NP) et (AB) sont sécantes ou paralleles.

(AB) N (P) =0 car (AB) // (P). Comme (NP) C (P), alors (NP) N (AB) = 0.
D’ou (NP) / (AB). Comme (MQ) // (AB) alors (NP) 7/ (MQ).

Les droites (PQ) et (CD) sont coplanaires car contenues dans le plan (ACD).
Ainsi les droites (PQ) et (CD) sont sécantes ou paralleles.

(CD) N (P) =0 car (CD) / (P). Comme (PQ) C (P), alors (PQ) N (CD) = 0.
D’ou (PQ) 7/ (CD). Comme (MN) /# (CD) alors (MN) // (PQ).

(MN) 7 (PQ) et (NP) 7 (MQ), alors MNPQ est un parallélogramme

car quadrilateére ayant ses cotés opposés a support paralleles.

MNPQ est un parallélogramme ayant un angle droit a savoir I’angle QMN.
D’ou MNPQ est un rectangle.

Soit ABCD un tétragdre tels que (AB) L (CD), et C

(BC) L (AD). La droite passant par A et perpendiculaire au
plan (BCD) perce ce dernier en un point noté K.

Démontrer que (CD) L (ABK), et en déduire que (BK)

est une hauteur du triangle BCD.

Démontrer que (DK) est une hauteur de BCD.

Que représente K pour le triangle BCD ?

Démontrer que (BD) 1 (ACK).

En déduire que (AC) L (BD).

Démontrons que (CD) L (ABK).
(CD) C (BCD) et (AK) L (BCD), alors (AK) L (CD). Comme (AB) L (CD),
alors (CD) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (ABK). D’ou (CD) L (ABK).
Déduisons en que (BK) est une hauteur du triangle BCD.
(CD) L (ABK), alors comme (BK) C (ABK), alors (CD) L (ABK).
Les droites (CD) et (BK) sont coplanaires, alors elles sont perpendiculaires.
Donc (BK) est une hauteur du triangle BCD.
Démontrons que (DK) est une hauteur de BCD.
(BC) C (BCD) et (AK) L (BCD), alors (AK) L (BC). Comme (BC) L (AD),
alors (BC) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (ADK). D’ou (BC) L (ADK).
Ainsi (BC) L (DK) car (DK) C (ADK).

Les droites (DK) et (BC) sont coplanaires, alors elles sont perpendiculaires.
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Donc (DK) est une hauteur du triangle BCD.
Le point K pour I’orthocentre du triangle BCD.
Démontrons que (BD) L (ACK).
(BD) C (BCD) et (AK) L (BCD), alors (BD) | (AK).
(CK) est une hauteur de BCD, alors (CK) L (BD).
Ainsi (BD) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (ACK). D’ou (BD) L (ACK).
Déduisons en que (AC) L (BD).
(AC) C (ACK) et (BD) L (ACK), alors (BD) L (AC).
Un tétraedre dont les arétes opposées sont deux a deux orthogonales est un tétracdre

orthocentrique.

Soit ABCDEFGH un cube, I le centre du carré
BCGTF, et J le milieu du segment [GH].
Démontrer que la droite (FC) est orthogonale au plan
(ABG), et en déduire que les droites (BH) et (FC) sont
orthogonales.
Démontrer que la droite (BH) est orthogonale au
plan (ACF). En déduire que les droites (BH) et (AI)

sont perpendiculaires.

Démontrer que ALJ est un triangle rectangle en I.

Démontrons que la droite (FC) est orthogonale au plan (ABG)

(AB) L (BC)et(AB) L (BF), alors (AB) 1 (BCF) car (BC) et (BF) sont deux droites
sécantes du plan (BCF). Comme (FC) C (BCF), alors (AB) L (FC).

(BG) L (FC) car [FC] et [BG] diagonales du carré BCFG.

(BG) L (FC) et (AB) L (FC), alors (FC) est orthogonale a deux droites sécantes du plan
(ABG). D’ou (FC) est orthogonale au plan (ABG).

Déduisons en que les droites (BH) et (FC) sont orthogonales.

Les droites (GH) et (BA) sont parall¢les, et ainsi les points A, B, G et H

sont coplanaires. Ainsi H € (ABG), et (BH) C (ABG).

Etant donné que (FC) L (ABG), on a donc : (BH) L (FC).

Démontrons que la droite (BH) est orthogonale au plan (ACF).

(AC) L (BD) car [AC] et [BD] diagonales du carré ABCD.

(BF) est orthogonal au plan (ABC), et (AC) C (ABC), alors (BF) L (AC).

La droite (AC) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (BDF).

Alors (AC) L (BDF).

Les droites (BF) et (HD) sont paralleles, alors les points B, H, F et D sont
coplanaires. Ainsi H € (BDF) et (BH) C (BDF).

page205/ 263



Etant donné que (AC) L (BDF), on a: (AC) L (BH).

(AC) L (BH) et (FC) L (BH), alors comme (AC) et (FC) sont deux droites sécantes du
plan (ACF), alors (BH) L (ACF).

Déduisons en que les droites (BH) et (AI) sont perpendiculaires.

I € (CF) et (CF) C (AFC), alors I € (ACF) et (AI) C (ACF).

(AC) L (BD) car [AC] et [BD] diagonales du carré ABCD.

(BF) est orthogonal au plan (ABC), et (AC) C (ABC), alors (BF) L (AC).

La droite (AC) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (BDF).

Alors (AC) L (BDF).

Les droites (BF) et (HD) sont paralleles, alors les points B, H, F et D sont

coplanaires. Ainsi H € (BDF) et (BH) C (BDF).

Etant donné que (AC) L (BDF), on a: (AC) L (BH).

(AC) L (BH) et (FC) L (BH), alors comme (AC) et (FC) sont deux droites sécantes du
plan (ACF), alors (BH) L (ACF).

Déduisons en que les droites (BH) et (AI) sont perpendiculaires.

I € (CF) et (CF) C (AFC), alors I € (ACF) et (AI) C (ACF).

Comme (BH) L (ACF), alors on a : (BH) et (AI) orthogonales.

Les droites (GH) et (AB) sont paralleles, alors les points G, H, A et B sont coplanaires,
et ainsi H € (ABG). I € (BG) et (BG) € (ABG), alors 1€ (ABG).

Ainsi les droites (BH) et (AI) sont coplanaires. Comme (BH) et (AI) sont orthogonales,
on conclut que (BH) et (AI) sont perpendiculaires.

Démontrons que AlLJ est un triangle rectangle en I.

I est le milieu de [BG] et J est le milieu de [HG], alors selon la propriété des droites

de milieux dans un triangle, (LJ) 7/ (BH). Comme (BH) L (AI), alors (IJ) L (AI).

D’ou ALJ est un triangle rectangle en 1.

ABCDEFGH est un cube de centre Q. On note par L, J,
K et L les milieux respectifs de [BC], [CG], (EF] et [AE].
Démontrer que la droite (OI) est orthogonale aux
droites (AD) et (KL).
Démontrer que la droite (BG) est orthogonale au
plan (EFC).
En déduire alors que les droites (IJ) et (EC) sont

orthogonales.

Construire le projeté orthogonal du point L sur la
droite (BG).
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SABCD est une pyramide de sommet S. Les points P, Q
et R sont tels que les droites (SP), (SQ) et (SR) soient respec-
tivement orthogonales aux plans (ASC), (BSD) et (PSQ). On
désigne par point I le point d’intersection des des droites (AC)
et (BD).

Démontrer que la droite (SI) est orthogonale aux
droites (SP) et (SQ).

En déduire que la droite (SI) est orthogonale au
plan (PSQ).

Démontrer que les droites (SI) et (SR) sont
confondues.

En déduire que les points S, I et R sont alignés.

Soit (P) un plan, A et B deux
points distincts de (P), (¢) le cercle
de diametre [AB] contenu dans le plan
(P). C est un autre point de (%) dis-
tinct de A et B. (2) est la droite or-
thogonale a (P) en A. D est un point
de (2) distinct de A. Dans le plan
(ADC), I est le projeté orthogonal de
A sur (DC). Dans le plan (ADB), J est
le projeté orthogonal de A sur (DB). e

Démontrer que les droites (CD) et (BC)

sont perpendiculaires.

Démontrer que les plans (DAC) et (BDC) sont perpendiculaires.
Démontrer que la droite (AI) est orthogonale au plan (BCD).
Démontrer que ALJ est un triangle rectangle.

En déduire que les points B, C, I et J sont cocycliques.

ABCD désigne un tétraedre régulier, I et J les milieux respectifs

des segments [AB] et [CD].
Démontrer que les plans (ICD) et (JAB) sont perpendiculaires.
Démontrer que le plan (ICD) est perpendiculaire aux plans (ABC) et (ABD).
Démontrer que le plan (JAB) est perpendiculaire aux plans (ACD) et (BCD).

page207/ 263



Sur la figure ci-contre, SABC est un tétracdre. La .S
droite (SA) est orthogonale au plan (ABC) et le triangle | *,
ABC est rectangle en B. M est un point du segment [AB] .
différent de A et B. NI

Justifier que (SA) et (BC) sont orthogonales. —

(P) désigne le plan passant par M et perpendiculaire a . E

la

droite (AB) coupe les segments [SB], [SC] et [AC]

en I, K et J respectivement.

Montrer que la droite (IM) est parallele au plan
(SAC) et en déduire que (IM) 7/ (KJ).

(On pourra raisonner par labsurde)

Montrer que (MJ) 7/ (BC) puis que (MJ) 7/ (IK).
Justifier que IKJM est un rectangle.

On donne AB = 3, SA = BC =4, on pose AM = x, et S(x) désigne
laire du rectangle IKJM.
Exprimer S(x) en fonction de x.

Donner la position de M pour que S(x) soit maximale.

Soit (P) un plan, A et B deux
points de (P) tels que AB = 1. On dé-
signe par I le milieu de [AB], et (2)
la droite de (P) passant par A et per-
pendiculaire a la droite (AB), (A) la
droite orthogonale a (P) en B. Pour
tout point M de (Z) et tout point N
de (A) on désigne par J le milieu de
[MN]. On pose AM =a et BN = b.

Calculer (MN) en fonction de a et b.

Soit K le milieu de [AN]. Démontrer que IKJ est rectangle en K.
Calculer 1J en fonction de a et b.

On fait varier M sur (2), et N sur (A) de telle sorte que MN = 2.

La distance 1J reste-t-elle constante ?
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Ci-contre OABC est un tétraedre trirectangle en O
c’est a dire les triangles OAB, OAC et OBC sont
rectangles en O. Le point H est le projeté orthogonal du
point O sur le plan (ABC).

Montrer que H est lorthocentre du triangle ABC.
1 1 1 1
= + + .
, OH’  OA”> OB’ 2
Exprimer I’aire de ABC en fonction de OA, OB et OC.

Vérifier que le carré de laire de la face ABC est égal a la

Prouver que

somme des carrés des aires des trois autres faces du
tétracdre OABC.

AOBC est un tétraedre tel que OB =8, OA =6 et
BC = 4. Les droites (OB) et (OA) sont perpendiculaires, et la
droite (OA) est orthogonale au plan (OBC).
Montrer que : (BC) L (BA), (CO) L (OA) et (CO) L (OA). C
Montrer que (BC) est orthogonale au plan (OAB).
Déterminer le volume du tétracdre OABC.
Montrer que les quatre points O, A, B et C sont
équidistants d’un point que I’on précisera.
A tout réel o de lintervalle |0; 8] on associe le point
M du segment [OB] tel que OM = «. Le plan
contenant M et orthogonal a la droite (OB) rencontre
(0C), (AC) et (AB) respectivement en N, P et Q.
Déterminer la nature du quadrilatere MNPQ.
La droite (PM) est-elle orthogonale a la droite (OB) ?
Pour quelle valeur de o, la droite (PM) est-elle
orthogonale a la droite (AC) ?
Déterminer MP? en fonction de a.

Pour quelle valeur de o, PM est-elle minimale ?
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w Montrer que trois vecteurs de 1I’espace sont coplanaires ou pas.
 Donner une caractérisation vectorielle d’une droite ou d’un plan.

w Maitriser la notion de vecteur normal a un plan.

Qu’appelle t-on base de vecteurs d’un plan ?

V[[=3et mes(f?;\ﬁ) L

Soit i et V deux vecteurs d’un plan tels que ||| =2,

Calculer (ii — 2V) - (i +V) et (ii — 2V).

li a dessiné le tétracdre ABCD ci-contre a
I’aide d’un logiciel de géométrie. Il a marqué

les points I et L milieux respectifs de [AD] et [CD],
les points J et K tels que X} = %ﬁ et ]ﬁ% = %]ﬁ,
puis le point F barycentre des points pondérés (L, 1)
et (J,2).
e Les points I, J, K et L sont-ils coplanaires ?
e F est-il un point de [IK] ?

Ci-contre ABCDEFGH est cube. On pose AB = x, AD =i,
ﬁ = fet ﬁ =
Activité 1
On désigne par P et Q les points tels que : ]ﬁg = Eﬁ + ﬁ et
BG = BH + EC.
1) a) Exprimer le vecteur ﬁ en fonction du vecteur Eﬁ
b) Expliquer pourquoi lﬁ et B% sont colinéaires.
c¢) Construire les points P et Q.
2) a) Expliquer pourquoi Itlﬁ = Cﬁ
b) Quelle est la nature du quadrilatere HPQC ?

3) Citer deux couples de vecteurs orthogonaux.
4) a) Exprimer Ké en fonction de 1@ et E
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e
b) Exprimer Ei en fonction de AD et E
¢) Exprimer en fonction de x, le produit scalaire ﬁ . A—ﬁ

d) En déduire en degrés, une mesure de 1’angle CAH.

Activité 2
On désigne par (P) le plan passant par A, B et E, et M un point de 1’espace.
1) Citer deux vecteurs orthogonaux a tout vecteur du plan (P) avec justifications.
2) a) Justifier que (A, J, %) est un repere du plan (P).
b) En déduire que si M € (P), alors il existe (a,b) € R? tel que AM = aj+ bk.
3) On suppose qu’il existe (x,y) € R? tel que m =xj+ y% et N est le point de I’espace
tel que H\I = xjJ.
a) Justifier que N € (P), et que les vecteurs W\? et ﬁ sont colinéaires.
b) En déduire que M € (P).

Activité 3

1) Justifier que les points A, B, D et E ne sont pas coplanaires.

2) On suppose qu’il existe (&, B,7) € R3 tel que ai+ B j+ 7k = 0 et Q est le point de
I’espace tel que AQ = ai.
a) Déterminer (P) N (AD), et justifier Q € (P) N (AD).
b) En déduire que o = 0, puis que f =y =0.

Activité 4
i désigne un vecteur, K le point de 1’espace tel que i = R, et (d) est la droite passant par K et
dirigée par i et S le point tel que E — LT%
1) Justifier que (d) et (P) sont sécants. On notera L leur point d’intersection.
2) Justifier que Ij(> et i sont colinéaires.
3) Sachant que i = Kﬁ +IT(>, justifier qu’il existe (m,n, p) € R> tel que & = mi +nj + Pk.
4) Que peut-on dire de chacun des triplets (7, /, 75) et (m,n,p)?
5) On pose ¥ = xi +yj+zk et w = xX'i+y j+ 7k avec x, y, z, X', y/ et 7 réels, x # 0 et X’ # 0.
x x y Yy

y ¥y % %

x X

Montrer que : (3¢ € R tel que Vv =tw) < =0

z 7

On désigne par P et Q les points tels que : ]ﬁ = ]ﬁ -l—ﬁi et ]ﬁ = ﬁi —|—E%.

EP — EG + FH — EH + EE+FE + FG — BH + FG — 2EH.
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50— Bif+ B0 — B+ CH - BB + B "
CH = CB + CG = FE + AE = — (BF + EA) = —EB.
Ainsi]ﬁ:ﬂﬁ—ﬁﬁﬁ-ﬁﬁzﬂﬁ.

D’ou ]ﬁ et ]ﬁ sont colinéaires.

E
Comme ﬁ = Zﬁ et lﬁ = 2]§6, alors H et C sont

les milieux respectifs des segments [EP] et [BQ]. Q
Ainsi Eﬁ = ﬁﬁ et Iﬁ — CTi Etant donné que
]%:Eﬁ,ona:ﬁ?:@. Dbl
€
HPQC est un rectangle car Iﬁ = Cﬁ et (HP) L (HC) A
vu que (HP) est orthogonal au plan (HDC). \

(ﬁ; Pﬁ) et (Eé; Iﬁ) sont des couples de vecteurs orthogonaux.

AC = AB +AD.
AH = AD + AE.

AC-AH = (AB + AD) - (AD + AE) = AB - AD + AB - AE + AD - AD + AD- AE
=0+0+x2+0=x? carﬁj_ﬁ,ﬁj_ﬁetﬁj_ﬁ.

Ona: Rﬁ = AC x AH x cosC;‘:H — 2x2cosCAH car AH = AC = \/Ex.
A 1 P
Comme on aussi X@ . A—ﬁ — x2, on trouve cosCAH = % D’ou mes CAH = 60r.
On désigne par (P) le plan passant par A, B et E, et M un point de I’espace.

Les droites (AD) et (GF) sont orthogonales au plan (P).

——
Donc AD et G? sont deux vecteurs orthogonaux a tout vecteur du plan (P).

j et k sont deux vecteurs non colinéaires de (P), et A € (P).

Donc (A, J, k) est un repere du plan (P).

- - o — =
M € (P) et (A, j, k) repere de (P), alors il existe (a,b) € R? tel que AM = aj + bk.
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— - = =
I existe (x,y) € R? tel que AM = x; + yk et N est le point de I’espace tel que AN = x.

o AN = xJj, alors N € (AD) Comme (AD) C (P), alors N € (P).
—> — o
oAM—x]+yk:>AM AN 4% = AM — AN = y& = MN = y¥.
Donc MN et ﬁ sont colinéaires.

Ona: W = yﬁ.

eSiy=0,alorsM=N,etM € (P)carN € (P) .

e Siy#0etN € (AE), alors M € (AE) et comme (AE) C (P),ona: M € (P).

e Siy#0etN ¢ (AE), alors les droites (MN) et (AE)sont paralléles et par la suite
les points A, M, N et E sont coplanaires. Puisque les points A, N et E ne sont pas
alignés, on aboutit 2 M € (AEN). Etant donné que (P) = (AEN), alors M € (P).

A, B et E définissent le plan (P), D € (ABC) et (P) N (ABC) = (AB). Comme D ¢ (AB),
alors D ¢ (P). D’ou les points A, B, D et E ne sont pas coplanaires.
3 (at,B,7) € R? tel que ai + B+ vk = 0 et Q est le point de I’espace tel que Aﬁ = oi.

e (P) N (AD) = {A}.
e AQ = 0AD = A € (AD).
,@:ﬁﬁﬂﬁ:Ae (P)

Donc Q € (P) N (AD).

e De ce qui précede, (P) N (AD) = {A} et Q € (P) N (AD).

Donc Q = A et ainsi otf = 0. Etant donné que ?7& 0, on a alors o = 0.
e Comme oti + Bj+7yk=0eta=0,onapBj+7yk=0.

(j,k) étant une base de vecteurs de (P), ona: f =y =0.

i désigne un vecteur, K le point de 1’espace tel que i = R, et (d) est la droite passant par K et
dirigée par i et S le point tel que E — LT%
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¢ Si K € (AD), alors (AD) = (d) eton a (d) et (P) sécants.
¢ Si K ¢ (AD), alors (AD)/ (d). Comme (AD) et (P) sont sécants, alors
(d) et (P) sécants.

e L et K sont des points de (d), et (d) est dirigée par i. Donc LK et 7 sont colinéaires.

Il existe un reél m tel que IT% = mi car L? et 7 sont colinéaires. Ainsi mi = L_,K + R

Il existe un reél (n, p) € R? tel que AL — nAB + p/ﬁ car L est un point du plan (ABE).
d=nj+ p7€+ mi = mi—+nj+ p%. D’ou le résultat.

(7'7 7 %) est une base des vecteurs de I’espace.

(m,n, p) est le triplet des coordonnes de .

V=xi+yj+zketw=xi+yj+7kavecx,y,zx,y et réels,x #0etx #0.

Il existe 7 € R tel que ¥ = 1, alors xi + yj + zk = tx'i + 1y’ j + 17k et par la suite
(x—xX)i+ (y—1y)j+ (z— 1)k =0. Ainsi x—1x' = y—1y/ =z — 1 = 0.
onobtient x =tx', y =1y etz =17.

/ / / / / /
X X tx x t
. — ) , — tx/y/ — [_x/y/ — O; Y yl = yl yl = ty/Z/ — l’y/Z, = 0;
y y ty y Z Z 1z Z
x ¥ tx' ¥ /1 /i N :
= ., | =T -t = 0. D’ou P, est vraie.
Z z t7 2
x X y Y x X
Ona: = L= =0. Ainsi xy' =x'y, x7 =x'z ety =y'z.
y y Z z Z z

/ /

: xy 7 x . ;
On obtient donc i yet P car 7 existe vu que x’ # 0.

X - Xy/—.’ x7' - = ®., 3 =
—w=xit+—j+—k=xi+yj+zk=1u.
X X X

. . X - = TR0 & . £
Il existe un réel 7 avec t = — tel que i = tw. D’ou P est vraie et on a le résultat.
X

© Tout couple de points (A,B) de ’espace définit un vecteur de ’espace noté ﬁ tel que :
e Si A et B ne sont pas confondus :
v’ sa direction est celle de la droite (AB);
v' son sens est celui de A vers B.

H X
v sa longueur ou norme notée ||AB|| est la distance AB.
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e Si A et B sont confondus, le vecteur A_A> est le vecteur nul noté 0.
¢ Deux vecteurs non nuls de I’espace ayant méme direction, méme sens et méme norme sont
dits égaux.
¢ Deux vecteurs non nuls sont opposés s’ils ont la méme direction, la méme norme et ont des
sens contraires.
¢ Deux vecteurs non nuls de 1’espace sont dits colinéaires lorsqu’ils ont la méme direction.
¢ Deux vecteurs non nuls de 1’espace sont dits orthogonaux lorsqu’ils dirigent deux droites or-
thogonales de I’espace.

Lorsque deux vecteurs de I’espace # et v sont orthogonaux, on note # L V.

< Pour tout point A de I’espace et pour tout vecteur i, il existe un unique point B de I’espace tel
que ﬁ =U.

. . , -3 % . .
o Soient A, B, C et D quatre points de I’espace. AB = DC si et seulement si ABCD est un
parallélogramme.
¢ Les regles de calculs sur les vecteurs du plan et la notion de colinéarité restent valables dans
I’espace.
¢ Soient A et B deux points distincts de 1’espace. La droite (AB) est I’ensemble des points M

—
de I’espace tels qu’il existe un réel k vérifiant AM = kAB.

o Soient i, V et w trois vecteurs tous non nuls de 1’espace.
e ii, V et w sont coplanaires lorsqu’il existe (e, 8) € R? tel que w = i + B7.
e ii, ¥ et W ne sont pas coplanaires lorsque V (o, B,7) € R3 tel que otii + BV + yw = 0,
ona:ax=B=y=0.
o Soient A, B, C et D quatre points de 1’espace distincts deux a deux,
i et V deux vecteurs non nuls et non colinéaires de 1’espace.
e A, B, C et D sont coplanaires lorsque E, A% et lﬁ) sont coplanaires.
e A, B, C et D ne sont pas coplanaires lorsque ﬁ, E et ﬁ ne sont coplanaires.
e Lorsque A, B et C ne sont pas alignés, le plan (ABC) est I’ensemble des points
M de I’espace tels que m, @ et R soient coplanaires.
e Le plan (P) ayant pour repere (A, i, V) est I’ensemble des points M de 1’espace

— L 5 . .
tels que AM, u et v soient coplanaires.

= Si A, B et C ne sont pas alignés, alors (AB;E) est un couple de vecteurs
directeurs du plan (ABC).

= [ e plan (P) de repere (A, i, V) est le plan passant par A, et dont (i, V) est I'un
de ses couples de vecteurs directeurs.

= Un d’un plan (Q) est un couple de vecteurs
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non colinéaires de (Q).
= Si (i, V) est un couple de vecteurs directeurs d’un plan (Q), alors (V, i), (A, BV)
et (Av, Bii) pour (a, ) € R? sont des couples de vecteurs directeurs de (Q).
= Deux plans sont paralleles lorsque un couple de vecteurs directeurs de I’un est un couple de

vecteurs directeurs de 1’autre.

Soient (D) et (L) deux droites de I’espace de reperes respectifs (A, i) et (B, V).

e (D) et (L) sont coplanaires si seulement si ﬁ, i et V coplanaires.

o [ (D) // (L) ] & [ U et V sont colinéaires, et AB et  ne sont pas colinéaires ]

. [(D) et (L) sont sécantes] & [ﬁ, i et V coplanaires, et i et ¥ non colinéaires].
[

e | (D) et (L) ne sont pas coplanaires ] & [ E, i et V ne sont pas coplanaires ]

(D)
(L

(D) et (L) sont coplanaires (D) et (L) ne sont pas coplanaires.

o
Soit (D) une droite de repere (A, i) et (P) un plan de repere (B, V, w)
e (D) C (P)< (A€ (P)et,ii,Vetw sont coplanaires).

e ((D) est parallele a (P)) < (A ¢ (P) et, i, V et w sont coplanaires).
°((

~—

D) et (P) sont sécants) <> (i , V et w ne sont pas coplanaires).
o
Soient (P) et (Q) deux plans de reperes respectifs (A, i, V) et (A, u’,).
((P) 7/ (Q)) < ([ii, V et u coplanaires] et [ii, ¥ et v/ coplanaires))

Soient i et V deux vecteurs de 1’espace.
w

—

i et V sont toujours coplanaires.

i-v=|[u]] x ||V]| x cosx

u

e Le produit scalaire de # par V est le réel

<l

noté i - v tel que :

v' Sil’un des vecteurs u et v est le
vecteur nul, alors #-vV = 0.
v Siii#0et¥+0,alors V= ||| x ||| x cos o

ol o = mes(u; V).
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e Le carré scalaire de i est le réel noté #” tel que i = i - il = ||i]>.

9]
o
—_
o
=
=
=L
=
o
—
(o}
D
95]
<
o
(@]
=
¢}
o
=
7]
o
¢}
—=
(¢3
2]
=]
o
(@]
(¢}
o
—
—
S
S
~
c
=
(@]
o
c
i=)
—_—
¢}
(o
(¢]
=
(©N
o
—_
2

2
Les propriétés relatives au produit scalaire dans le plan restent valables dans I’espace.

Soit (P) un plan, et i un vecteur non nul de I’espace.

i un vecteur normal au plan (P) lorsque i est vecteur directeur d’une droite orthogonale au plan

(P).

Soient A et B deux points distincts de ’espace et (P) le plan médiateur du segment [AB].

La droite (AB) est orthogonale au plan (P). Donc AB est un vecteur normal au plan (P).

= Un plan a une infinité de vecteurs normaux tous colinéaires.

= Tout vecteur normal a un plan (P) est orthogonal a tout vecteur de (P).

© Soit # un vecteur non nul et A un point de 1’espace. L’ensemble des points M
de I’espace tels que /W[ -1l = 0 est le plan passant par A et de vecteur normal .
o Soit (d) une droite dirigée par i, et (P) un plan de vecteur normal 7.
e ((d)/l (P)<=iu-ni=0 e ((d) et (P) sécantes) < i -ii # 0.
e ((d) L (P)) < (u et 7i sont colinéaires).
o Soient (P) et (Q) deux plans de vecteurs normaux respectifs 7i et i
e ((P) /1 (Q)) < (i et m sont colinéaires).
o ((P) et (Q) sont sécants) <> (7 et m ne sont pas colinéaires).
o ((P) L(Q)<=i-m=0.

Soient 7, j et k des vecteurs de I’espace distincts deux a deux.

Tout triplet de vecteurs de I’espace non coplanaires est une base de vecteurs de 1’espace.
Soient i, fet k des vecteurs non coplanaires de I’espace,

o les triplets (i, j,k), (k, i) et (J,i,k) sont des bases des vecteurs de I’espace.

° (7’, 7, %) est une base orthogonale de vecteurs de I’espace lorsque il il ket il k.

) (?, f,%) est une base orthonormée de vecteurs de 1’espace lorsque (?, f, %) est une base ortho-
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gonale et ||i]| = || /]| = H%H =1

Soit (7, j,k) une base de vecteurs de I’espace.
e Pour tout vecteur i de 1’espace, il existe un unique triplet (x,y,z) de réels tels
que ii = xi+yj]+ zk. (x,y,z) représente les coordonnées de i dans la base (i, , k).
X
On notera indifféremment #(x;y;z) ou @i |

Z

Soiti#| y |et¥]| y | danslabase (7,7,k) et A unréel. Ona :

x+x x—x Ax

O[ﬁ—{—\_;] y—}—y’ ,[ljt’—\_/"] y—y’ et Aii ly

z+7 z—7 Az
L. x X y y x x
e ii et V colinéaires < L= = / =0.
yy Z Z zZ Z
x=x
.I/_i:\_;@ y:yl .
z=7
e Si (7, ],k) est une iV =xx 4y 422 et ||i]| = /X2 +y2 + 22

Ci-contre ABCD est un tétragdre ou I, J, K et L sont les
milieux respectifs de [AB], [HC], [CD], et [AD].
Exprimer les vecteurs E et J_K> en fonction de ]i))
Justifier que les points I, J, K et L sont coplanaires.
Exprimer IT(> en fonction de E et lﬁ A
IK, AC et BD
Que peut-on conclure des vecteurs IK, AC et BD ?

IL— 1A +Al— —BA+ Xﬁ —EB
JK=JC 1 CK = —ﬁ+ CD—EBD

D’apres 1) a), If = fﬁ, ainsi les points I, J, K et L sont coplanaires.
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If:ﬁ, alorsIﬁin%—ﬁ:%lﬁ—f—%ﬁ.

IK — oBD + ﬁﬁ avec o0 = % et = % Donc Iﬁ E et BD sont coplanaires.

D

Ci-contre ABCD est un tétraedre. Les points I et LL
sont les milieux respectifs de [AD] et [CD], les points J et K

3 1
sont tels que ﬁ = Zﬁ et ]i(} = ZB% puis le point F = bar

{(L.1);(J.2)}. On pose AB =7, AC = et AD = £.
1o 1 3 1
Montrerqueﬁz§j+§ketﬁzzi+1j.

Sans utiliser les vecteurs, montrer que I, J et L définissent un plan.
Exprimer I? en fonction de ﬁ et If
En déduire que les points I, J, K et L sont coplanaires.
Exprimer ﬁ en fonction de R et ﬁ .
Exprimer dans cet ordre ﬁ , ﬁ et Iﬁ en fonction des vecteurs ?, ]_"et k.
F est-il un point de [IK]?
Justifier que (, j,k) est une base de vecteurs de I’espace.
Déterminer les coordonnées des vecteurs ﬁ et IT(> dans la base (7’, 7, 75)

Montrer alors a 1’aide de calculs que les points I, F et K sont alignés.

Kf:Kﬁ+ﬁf:KB+%53:XB+553+§3:%+%G%+ﬁ=lfkﬁ.

Rzﬁ—l—]ﬁzﬁ%—%ﬁzﬁ—k%(ﬁ%—ﬁ) :?+%(—?+f) :§f+1f-

Les plans (ABC) et (ADC) sont sécants suivant la droite (AC).
J ¢ (AC) et J € (ABC), alors J ¢ (ADC). Ainsi comme (IL) C (ADC), alors J ¢ (IL).

Les points I, J et L ne sont pas alignés. D’ou ils définissent un plan.

i~ B+ L.~ LAB+ 1p¢ - La¢
IS PR T
IT, — 2JK, alors IL, — 2J1 + 2IK. Ainsi TK — %IYJrﬁ.

1
D’apres ce qui précede, on a IK — ol +ﬁﬁ avec 0 = 5 etf=1.
Donc K appartient au plan (ILJ). D’ou I, J, K et L sont coplanaires.
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F = bar {(L,1);(J,2)}, alors LF + 2JF = 0 et par la suite LA + AF + 2JA + 2AF = 0.

Ainsi ﬁ = %R 4= %ﬁ

AF = —H —ﬁ 11* o +§(%):1?+éf+%

1
2 2 6
- 12 1- 15 15 1-
IF—TA+AF — ——F+~ _ g7t
+ k+2z+6]+6k 2z+6] 3k

— 1- 3. 1—.' 3—’ 1—’ 1_’

%ﬁ:ﬁ%éﬁ:%ﬁ.Onaﬁ:lﬁavecle[0;1] oﬁlzg.DoncFE[IK].

Les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires car ABCD tétraedre.
Ainsi les vecteurs ﬁ E et E ne sont pas coplanaires.

D’ob (7, J,k) est une base de vecteurs de I’espace.

L 2
2 4
Ona:ﬁ% - etlﬁ L
6 4
o 0
3 2
13 13 11
2 4|_1_3 _ 12 & |__1. 3 _4l6 4 |__1L, 1_
11| 8 24 | 1 1| 4712 | 1 1 1212
6 4 32 32

Ainsi, ﬁ et IT(> sont colinéaires, et par la suite I, F et K sont alignés.

(i, j, k) est une base des vecteurs de I’espace, et on considére les vecteurs

—4 2 0
il 6 sVl o |etw] 2
-8 2 4

Calculer les coordonnées des vecteurs i — vV -+ 2w.
Montrer que les vecteurs i, V et w sont coplanaires.

(i, J,k) est une base des vecteurs de I’espace, et on considere les vecteurs
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Montrer que (i, V,w) est une base de vecteurs de I’espace.
b b

Trouver les coordonnées des vecteurs i, j et k dans la base (i, V,w).

SABCD est une pyramide réguliere de sommet S, dont
la base ABCD est un carré de coté a. Les faces SAB et SAD
sont des triangles isoceles rectangles en A.

Calculer en fonction de a : S_Z . lﬁ, S_K . Iﬁ, .

Calculer cos(S—X;S )s SK-SC et AC-SC.
Calculer en fonction de a : Sﬁ . ﬁ), ﬁ . R D

ABCD est un tétraedre régulier de coté a.
Calculer en fonction de a : E . ﬁ, E . ﬁ) et ﬁ . C_]>), .
En déduire que deux arétes opposées quelconques de ABCD sont orthogonales.
ABCDEFGH est un cube de coté 1, on pose i= ﬁ, f:
E et k = ﬁ On désigne par I, J et K les points tels que

1—_» _1—.» _z—*
ﬁzil,ﬁ—gjetA —3k

Justifier que (?, 7, 75) est une base orthonormée de
vecteurs de 1’espace.
Déterminer les coordonnées des vecteurs ﬁ, IT(} et
iﬁ dans la base (7, J, k).
Déterminer un triplet (o, 3,7) de réels tels que
o+ ﬁf'+ }/75 soit un vecteur directeur d’une
droite orthogonale au plan (LJK).

On désigne par (d) la droite passant par A et orthogonale au plan (IJK).
Déterminer les coordonnées des vecteurs (ﬁ et @ dans la base (7, 7, 75)
Montrer que (d) et le plan (ACD) sont sécants en un point qu’on notera M.
Trouver le triplet de réels (a,b,c) tel que m —ai+bj+ck.

Exprimer m comme combinaison linéaire de ﬁ et Iﬁ, puis construire M.

w Maitriser la notion de repere dans I’espace.

w Placer un point M dans un repere de I’espace a 1’aide de ses coordonnées.
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w Déterminer les coordonnées de points ou de vecteurs, des distances.

w Justifier a I’aide des coordonnées I’alignement de points ou la coplanarité.

A, B, C et D sont quatre points de 1’espace, non coplanaires.

F le barycentre des points pondérés (B, 1), (C, 2) et (D, —1).
fer I triplet (A, AT, &

a) Comment peut-on qualifier le triplet (AB,AC,AD)?

b) Exprimer AF comme combinaison linéaire des vecteurs AB, AC et AD.

c) Faire une figure et construire le point F.

(i, J,k) est une base orthonormée des vecteurs de I’espace.

I e = -
Onposeﬁ:i—Qj—l—k,etﬁ:5i—4j+k.CalculerH21?i—|—317|]etﬁ~\7.

1-contre,
C (7, ]_)j) est
une base orthonor-
mée des vecteurs
de I’espace.
OABCDEFH est
un cube. M est un
point variable du
segment [CE]. On
pose Cﬁ = x(ﬁ.
Comment peut-on
faire pour calculer
AM? en fonction

de x?

JYERN
N
=N /N

-/

3

v/

| [ ] ]

/T IN | | ]

1]

[N ]
[ [ [P/

[ ][]

L’ensemble des vecteurs de 1’espace est muni d’une base (?, f, %)

1) Soient O, P et Q des points de I’espace distincts deux a deux, et I est le milieu du

segment [PQ].

a) Justifier I’existence de deux triplets (xp,yp,zp) et (xQ,yqQ,2qQ) tels que
(ﬁ = xP?—i— ypf—|- ZP% et (ﬁ = xQ?—l— ny+ ZQ%.
b) Déterminer les coordonnées des vecteurs O?, (ﬁ , (Ti et Iﬁ

¢) Donner une expression de HI@H lorsque (i, j,k) est une base orthonormée.
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— — =

2) On considere la figure ci-contre ou (i, j,k)
est une base orthonormée des vecteurs de
I’espace. OABCE est pyramide de sommet E,
de base le carré OABC, et M est un point
variable du segment [CE]. On pose CTﬁ = x@. E
a) Comment peut-on qualifier le quadruplet g
(0,7,7,k)?

b) Déterminer les coordonnées de A et M

[ L]

dans le repere (0,17, /, %), et en déduire

AM? en fonction de x.

sur la figure ci-contre.

< Soient O, A, B et C des points de I’espace, et?, fet % des vecteurs de I’espace.
e Le quadruplet (0,7, ,k) est un repere de ’espace lorsque (7, , k) est une base
des vecteurs de I’espace.
Dans ces conditions,
v' Le point O est appelé origine,
v L’axe (O, ;) est I’axe des
v’ L’axe (O, f) est I’axe des
v L’axe (O, %) est I’axe des
e Le quadruplet (O, 1, j, 75) est un repere orthogonal de I’espace lorsque (7, J, 75)
est une base orthogonale des vecteurs de I’espace.
e Le quadruplet (0,7, J,k) est un repere orthonormé de 1’espace lorsque (7, J, k)
est une base orthonormée des vecteurs de I’espace.
e Le quadruplet (O, A, B, C) est un repére de I’espace lorsque les points
O, A, B et C ne sont pas coplanaires.
Dans ces conditions,
v (0,A,B,C) est le repere (O,(T&,O?,(ﬁ).
v' Le point O est appelé origine,
v' La droite (OA) est I’axe des
v La droite (OB) est I’axe des
v La droite (OC) est 1’axe des
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(0,1, j,%) repére de I’espace

o Soit (0,1, f,ic’) un repere
de I’espace. Pour tout point
M de Tl’espace, il existe
un unique triplet (x,y,z) de
réels tels que CW/[ = xi +
yf'+ Zk.

o Le triplet (x,y,z) repré-
sente les coordonnées de M

dans le repere (O, 1, f,%), et

on note
X
M(x,y,z) ouM| y
Z
o x est de M.
oy est de M.

o zestla de M.

© On suppose I’espace muni d’un repere (O,

XA XB

(O, A, B, C) est un repere de I’espace
T3

E

, ],75). On considere les points

Al y, | etB| y, | etondésigne parIle milieu de [AB]. Ona:

ZA ZB
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1

— D)

«AB| oy [l %(yAerB)
g — 2a 1

E(ZA+ZB)

e Lorsque (0,7, J,k) est orthonormé, on a : AB = /(x; — %)%+ (Vs — ya)2 + (2 — 20)2-
o Soit (A,A1), -+, (An, Ay) n points pondérés de I’espace ot A} +---+ A, #Oetn > 2.

¢ Si G =bar{(A,A1), -+, (An,An)}, alors

Axt+ - Ak
M-+ A X;
G| At A avec A; | y; | pouri e {l,--- ,n}.
Mza+ -+ Az, @
Aoty

L’espace est muni d’un repere orthonormé (O, i, j,k), et on considere les points

—1 0 —1 0
Al 2 ;B 2 ;Cl1 1 etD] 0
-3 —1 0 -2
Donner une représentation des points A, B, C et D dans le repere (O, Zf,ﬁ).
Calculer les coordonnées des vecteurs ﬁ A% ]ﬁ et AD dans la base (7 i %)

Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

Montrer que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

Déterminer les coordonnées du point G, centre de gravité de ABC.
Déterminer cos B;‘:C, puis sin BKC, et en déduire I’aire du triangle ABC.
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T3
(X —x, =1 Xy —x, =0
Yo=¥a=0 59 Yo—Da=—1; T
| Zz—2a=2 T =
'xD—xAzl Xg—Xc=—1
Yo—Ya=-2 et yy—y.=—1.
l o~ 2 =1 25— 2o —
1 0
D’oh@ 0 ;A? -1 1;
2 3
1 —1
F) -2 et]ﬁ —1
1 1
1 0
Ona:ﬁ 0 etA% —1
2 3
0 —1I -
5 =2et2#£0.

Donc A, B et C non alignés.

H —
Soient a, 3 et v des réels tels que ocA? +B A% + vAD = 0 et montrons que
quel'ona:a=p=y=0.

o+y = 0 (L)
a@+ﬁﬁ+yﬁ:6, alorsona: ¢ —f—2y = 0 (Ly) -

200+38+y = O (Ls)
2(L1)+ (L) — (L) :2a— B =0et2(L;) — (L3) — (L) : —a—3B =0

Ainsi B =20 et —7a=0.Doua = =y=0.

G =bar {(A;1),(B;1),(C;1)}. Ainsi,on a :

((Ixx+Ixx+1Ixxe 2 2
1+1+1 -3 3

{ DXyt lxys+ixye 5 poyg| 3
1+1+1 3 3

I Xz +1xzs+1xz2e 4 _4_1

L 1+1+1 3 3

E-RZI><O+O><(—1)+2><3:6;AB:\/11+02+22:\/§et
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H ~
AB = /0! +(—1)2+32 =+/10. Comme AB .AC = AB x ACx cos BAC,
6  3V2

alors cos BKC = —

V50 5

Une mesure en radian de 1’angle BAC est dans I’intervalle 10; z[. D’ou sin BAC > 0.

Comme sin2 BAC + cos? BAC = 1, alors sin BAC =

Soit &7 cette aire.

AB x AC A__%%Xv7_¢ﬁ
2 S 2 75 2

Ona: o = BAC
na in 5 >

Ci-contre, on dispose de deux cubes ABC-
DEFGH et DCIJHGKL d’aréte 3, et M est le

milieu de [FG]. On munit I’espace du
- = = — 1 - 1
repere (A, i, j, k) ou i = gﬁ, = §ﬁ et

z%m

Justifier que (A, ?, f, ié) est orthonormal.

Déterminer les coordonnées des points
A, K, M, Het C dans (A, , J, k).
Prouver que les points M, H et C

définissent un plan.

Prouver que la droite (AK)

est orthogonale au plan (MHC).
Lespace est rapporté a un repere orthonormal (O, 7', f', 7€) On considere les A(3;2;2),B(6;1;5),

C(6;2;1) et D(0;4;1).

Montrer que ABC est un triangle rectangle et que A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

Prouver que (AD) L (ABC), et calculer le volume V du tétracdre ABCD.

Prouver que I’angle BDC a pour mesure g radian, et calculer I’aire du triangle BDC.

Déterminer les coordonnées du point F tel que B soit le barycentre des points

pondérés (F; 4), (B; 2) et (C; —1).
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D(2;6;1) et E(—3;0;3).
Déterminer les coordonnées des points C, F, G et H.
Prouver que la droite (AG) est sécante au plan (ABG).
Soit I le point d’intersection de (AG) avec (BDE).
Justifier ’existence de réels «, f tels
que Bl = «BE + ﬁ]ﬁ
Exprimer les coordonnées de I en fonction de « et f3.
En utilisant le fait que Ki et E sont colinéaires,

trouver alors les coordonnées exactes de 1.

Vérifier que I est le centre de gravité de BDE.

w Déterminer une représentation paramétrique d’une droite.

w Déterminer un systeme d’équations cartésiennes d’une droite.

w Déterminer une représentation paramétrique d’un plan.

w Déterminer une équation cartésienne d’un plan.

w Utiliser les équations ou représentations paramétriques pour étudier les positions relatives

des plans et droites.

- = =

(0,1, j, k) est un repere de 1’espace. On considere les points A(2;1;3), B(0;0;3) et C(—2;1;0).
On admet que A, B et C ne sont pas alignés et on donne un point M.

Cite un couple de vecteurs directeurs du plan (ABC).

Complete les pointillés par ce qui convient a I’aide d’une égalité vectorielle.

M appartient au plan (ABC) si et seulement Si .............ooeiiiieeeennnnnnnninnnnn.

Complete les pointillés par ce qui convient a I’aide d’une égalité vectorielle.

M appartient a la droite (BC) si et seulement si
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i-contre ABCDEF est un prisme droit a

base triangulaire avec ABC triangle
rectangle en A, et représente un batiment
d’un supermarché entierement vitré
raccordé au repere orthonormé de 1’espace
(A1, ]_),%) ot I'unité est le métre et i = ﬁﬁ,
2 1

- . 1 H . .
= ACIQ’ k = EAD. En journée, comme
dans la nuit, deux points lumineux P et Q
décrivent respectivement le segment [DC] et la

surface du triangle DEI avec I milieu de [CB].

12 m

Un appareil électronique muni d’un écran

donne en permanence la cote de P, I’abscisse et

I’ordonnée de Q.

Comment peut-on faire pour trouver 1’abscisse

et I’ordonnée de P lorsque sa cote vaut 6 ?
Comment peut-on faire pour trouver la cote de
Q lorsque son abscisse et son ordonnée valent

respectivement 2 et 3 ?

- = =

On munit I’espace d’un repére orthonormé (O, i, j, k).
Activité 1

Ci-contre OBCDEEF est un prisme droit tel que

OBC triangle rectangle en O, FD = 13,5,

BC = 22,5 et BE = 12. On désigne par M un

point de coordonnées (x,y,z).

1) Donner les coordonnées de B, C, D, E et 1.

2) On suppose que M € (CD).
. , - , . oy 4 %
a) Justifier I’existence d’un réel ¢ tel que CM = tCD.
b) Déterminer x, y et z en fonction de ¢.
¢) Trouver un systéme de deux équations dont (x,y,z) est solution.
d) En déduire de deux facons I’abscisse et I’ordonnée de M lorsque sa cote vaut 6.
3) On suppose que M est un point du plan (DEI).
fer Pexistence & : 5% — b + Bt
a) Justifier I’existence d’un couple réels (a, ) tel que DM = aDE + BDI.
b) Déterminer x, y et z en fonction de « et 3.
¢) Trouver une équation dont (x,y,z) est solution.

d) En déduire la valeur de z lorsque x =2 et y = 3.
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Activité 2
Soit a, b, ¢ et d des nombres réels tels que a # 0.

(P) est I’ensemble des points M(x,y,z) de I’espace tels que ax+ by + cz+d = 0.

d b 4
- —= - a
. a — a — a —
On donne le point A 0 , et les vecteurs u 1 , V 0 etetnn | b
0 0 1 c

1) a) Vérifier que A est un point de (P), et que i et V ne sont pas colinéaires.
b) Montrer que si M(x,y,z) € (P), alors AM = yid+ zV.

2) a) Soit M(x,y,z) tel que AM = aii+ Bv avec (a; ) € R2.
a) Montrer que M € (P).
b) En déduire la nature de (P).

3)a) Montrerque i | rietV L 7.

b) Que peut-on conclure du vecteur 7 par rapport a (P)?

On suppose I’espace muni d’un repere orthonormé (O, iJ k).

XA X0
Soit (D) une droite de repere (A, i) avec A| y, | eti| y

Za 20

e Le systeme , est une représentation paramétrique de (D),

et ¢ est le parametre.
e [l existe deux quadruplets de réels (a,b,c,d) et (d',b',c’,d") avec (a,b,c) # (0,0,0) et (', b, ') #
ax+by+cz+d=0

0,0,0) tels que (D) soit I’ensemble des points M(x, y,z) vérifiant .
( ) tels que (D) p (%,3,2) et by et d =0

Le systeme est un systéme d’équations cartésiennes de (D).

Pour déterminer un systeme d’équations cartésiennes de (D), on peut procéder comme suit :
On détermine une représentation paramétrique de (D).
On élimine le parametre afin d’obtenir = équations linéaires en x, y et z.
Le systeme formé des deux équations linéaires en x, y et z est alors un systeéme d’équations

cartésiennes de (D).
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Xa X0 X1
On considere un point A y, |, etdeux vecteurs# | yy | etV | y; | deux vecteurs non

Za 20 21
colinéaires de I’espace.

Soit (P) le plan passant par A et donc un couple de vecteurs directeurs est (i, V).
X = oxo+ Bx; + x4
e y=oayo+Byi+y. ;(a,B) € R?, est une représentation paramétrique de (P).
z2=0z0+ Bz1 +2a
o et B sont les parametres.
e Une équation de (P) est de la forme ax + by +cz+d = 0 avec (a,b,c,d) € R*
et (a,b,c) # (0,0,0)
Les réels a, b, c et d sont déterminés par élimination des paramétres o et 3

de la représentation paramétrique de (P).

Pour écrire une équation cartésienne ou donner ue représentation paramétrique d’un plan,

on doit connaitre un point par lequel passe le plan, et un couple de vecteurs directeurs de ce plan.

e (I') est un plan.

b ¢
. a a a
eSia#0,alors Al e@et |d| T est un couple de
0 0 1
vecteurs directeurs de ( F)
1 0
a c
e Sib #£0, alors B U ~3 ,V 3 est un couple de
0 1
vecteurs directeurs de F)
1 0
e Sic+#0,alors C 7] 0 vV 1 est un couple de
a b
c
vecteurs directeurs de ( F)

e Si (0,7, ],k) est orthonormé, alors 7 | b | est un vecteur normal au plan ().

e (D) est I'intersection des plans (P) : ax+by+cz+d =0et (P'):d'x+b'y+cz+d =0
e (D) est ’ensemble vide si (P) // (P).
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e (D) est une droite si (P) et (P') ne sont pas paralleles.

- 22

L’espace est muni d’un repere orthonormé (O, i, j, k).

On donne les points A(1;6;4), B(2;5;3), C(3;1;1) et D(8;1;7).
Montrer que les points A, B et C définissent un plan qu’on notera (ABC).
Donner une représentation paramétrique de (ABC).
Donner une équation cartésienne de (ABC), puis un vecteur normal a (ABC).

(A) est la droite passant par D et dirigée par i#(2;—1;3).
Donner une représentation paramétrique et un systeéme d’équations cartésiennes de (A).
Montrer que (A) est orthogonale a (ABC).
Déterminer les coordonnées de K point d’intersection de (A) et (ABC).
Que représente K pour D ?

Soient les plans (P) :x+y+z—6=0et (Q) :x+4y—7=0.
Donner une représentation paramétrique de chacun des plans (P) et (Q).
Donner un couple de vecteurs directeurs de chacun des plans (P) et (Q).
Montrer que les plans (P) et (Q) sont sécants suivant une droite qu’on notera (d).
Donner une représentation paramétrique de (d).

(d) et (ABC) sont-ils sécants ou paralleles ?

L espace est muni d’un repere (O, 7, J, 75)

On considére un plan (P) et une droite de représentations paramétriques respectives :

x=20+38—1 Xx=—t+3
y=4a—B+1 ;(o,B)eR?et{ y=r+7 tER.
z=-20+p—4 z=2t+4

Prouver que (P) et (d) sont sécants.

Ecrire une équation cartésienne de (P).

Déterminer alors les coordonnées de K, point d’intersection de (P) et (d).
Donner un systéme d’équations paramétriques du plan (Q) parallele a (P) et passant
par le point de (d) dordonnée 5.

On suppose que (O,?, ],%) est un repere orthonormé.
Ecrire une équation cartésienne du plan (R) orthogonal a (), et passant par le point

de (P) d’abscisse et de cote nulles.

L’espace est muni d’un repere orthonormé (O, i, j, k).

On désigne respectivement par (P), (Q) et (R) les plans de reperes (O, J,k), (O,1,k) et (0,7, 7); ()

—2 —1
est I’ensemble des points M(x, y, z) tels que x — 3 = yT = ZT

Prouver que (I") est une droite dont on précisera un vecteur directeur.

Ecrire les équations de la droite (D) passant par A(3,5,2) et paralléle a (T').
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Déterminer une équation cartésienne de chacun des plans (P), (Q) et (R).

Déterminer les intersections de (D) avec les plans (P), (Q) et (R).

Ecrire une équation du plan (ABC) s’il existe dans chacun des cas suivants :
A(1;1;1), B(1;2;—1) et C(0; 15 1). A(5;—4;1),B(6;3;9) et C(—8;1;7).
A(3;4;5), B(4;—-2;7) et C(5;—8;9). A(—1;7;4), B(—2;10;5) et C(3;6;—1).

Ecrire une équation du plan médiateur de [AB] dans chacun des cas suivants
A(1;1;1) et B(1;2;—1); A(5;—4;1) et B(6;3;9).

Dire dans chacun des cas suivants si les plans (P) et (Q) sont sécants ou non. On justifiera la réponse
de deux facons. Dans le cas ou les plans sont sécants, vérifier s’ils sont perpendiculaire, et donner une
représentation paramétrique de leur intersection.

(P):x+y+2z—3=0et(Q): —x+4y—5z+6=0.
(P):x—2z—1=0et(Q):y—2z+4=0.
(P):x—y—2z—1=0¢et(Q): —2x+2y+4z+4=0.
(P):3x+9y—6z—3=0et(Q):x+3y—2z—1=0.

On considere les points A(0;1;1) et B(2;2;1) et la droite (d) de représentation paramétrique
x=—2+4t¢
y=1+¢t ,t € R. M estun point appartenant a (d), de coordonnées (—2 +u;1 4+ u;—1—u), ol
z=—1—t
u est un réel. (P) est le plan d’équation x+y —z — 3u = 0.
Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).
Démontrer que les droites (AB) et (d) ne sont pas coplanaires.
Vérifier (P) est orthogonal a la droite (d) et M € (P).
Montrer que le plan (P) et la droite (AB) sont sécants.
Déterminer en fonction de u, les coordonnées de N point commun a (P) et (d).
) Montrer que la droite (MN) est perpendiculaire & la droite (d).
Existe-t-il une valeur du réel u pour laquelle la (MN) est perpendiculaire a (AB) ?
) Exprimer MN? en fonction de u.

En déduire la valeur de u pour laquelle MN est minimale et donner cette valeur minimale.

m Calculer la distance d’un point a une droite.

m Calculer la distance d’un point a un plan.

A quoi correspond la distance d’un point M a une droite (d) ?

A quoi correspond le projeté orthogonal d’un point N sur un plan (P)?
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Dans I’espace muni d’un repere orthonormé, on considere A(2,0,1) et
le plan (P) : x+2y =2.

Déterminer les coordonnées de A’, projeté orthogonal de A sur (P).

a figure ci-contre donne une représenta-
L tion d’un batiment abritant les services
d’une petite radio communautaire. ABCDEF
est un prisme droit tel que , ABC est un tri-
angle rectangle en A, AB = 7m, AC = 5m et
AD = 4m. DEFG est une pyramide telle que
FG =2m. Le segment [DH] représente une an-
tenne, et N est le point de [DH] tel que DN
= 2m. Le point R appartient a la face DEG
et vérifie GR = %(G@ + G—l>)) On souhaiterait

placer deux barres droites lumineuses L et L,

toutes de longueurs minimales. L; reliant le
point N a la face DEG et L, reliant le point R

avec un point de [DH]. Quelles devraient étre

les longueurs respectives des barres L; et L.

Activité 1

Soient (d) une droite, (P) un plan et M un point de I’espace n’appartenant ni a (d), ni a (P). on note par
K et H les projetés orthogonaux respectifs de M sur (d) et (P). Justifier que MK est le plus petit élément
de {MT/T € (d)} et que MH est le plus petit élément de {MT/T € (P)}.

Activité 2

Ci-contre, dans un repere orthonormé (A,?, fjé) on dispose d’un
prisme droit ABCDEF ou ABC est un triangle rectangle en A, AB
=7, AC =5 et AD = 4. DEFG est une pyramide telle que FG = 2.
et N est le point de la demi-droite [AD) tel que AN = 6. Le point R
vérifie I’égalité vectorielle GR = %(G% I @)

1) Déterminer les coordonnées des points D, E, G, R et N.

2) Ecrire une équation du plan (DEG), et donner une
représentation paramétrique de la droite (AD).

3) On nomme par K le projeté orthogonal de N sur (DEG).
a) Déterminer les coordonnées de K, et calculer NK.

b) Que représente la distance NK ?

4) On nomme par H le projeté orthogonal de R sur (AD).

a) Déterminer les coordonnées de H, et calculer RH.

b) Que représente la distance RH ?
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Activité 3
L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O,?, 7, 75), (P) A est un point et 7i est un vecteur non nul de
I’espace. On désigne par (P) le plan passant par A et de vecteur normal 7. Soit M un point de I’espace
n’appartenant pas a (P), et K le projeté orthogonal de M sur (P).
1) a) Montrer que ]A—1\>/[Fz'] = MK x ||7]|.

b) En déduire une expression de MK en fonction de |/W[ 1| et ||7]|.

2) On suppose que (P) a pour équation ax+ by +cz+d = 0, A(xa,ya,24) €t que M(x0,y0,20)-
|axo + byo + czo +d|

var+br+c?

Montrer que MK =

Activité 4
(P) et (P') sont deux plans perpendiculaires suivant une droite (D). A est un point de 1’espace qui n’ap-
partient a aucun des plans (P) et (P'). H et H' sont les projetés orthogonaux de A respectivement sur (P)
et (P'). Soit B le projeté orthogonal de A sur (D) et i un vecteur directeur de (D).
1) Justifier que A est distinct de chacun des points B, H, et H'.
2) On veut montrer que B # H par I’absurde. Pour cela, on suppose H = B.
a) Justifier que (AB) L (AH’) et que H' # B.
b) Justifier que (AH) L (BH’), et en déduire que A, B et H' alignés.
c¢) Trouver une contradiction et conclure.
3) a) En vous inspirant de la question 2), montrer que B # H'.
b) Montrer que H # H'.
4) a) Prouver que les points B, A et H définissent un plan qu’on notera (Q).
b) Etablir que (Q) est le plan de vecteur de normal i.
c¢) Démontrer que H' appartient au plan (Q).
5) a) Montrer que : (AH) L (AH'), (AH) L (HB) et (AH’) L (BH').
b) Montrer alors que AHBH' est un parallélogramme.
¢) En déduire que AHBH' est un rectangle.
6) Montrer alors que AB= \/ AH? + AH".

On suppose que I’espace est muni d’un repere orthonormé.

Soit (A) une droite de repere (A, i), et M un point de 1’espace, et H le projeté orthogonal de M sur (A).
oHe (A), et MH et i sont orthogonaux.

o La distance de M a la droite (A) est le réel noté d(M, (A)) tel que d(M, (A)) = MH.

Remarques

= Pour déterminer les coordonnées de H connaissant celles de M, on procéde comme suit :

On exprime les coordonnées de H en fonction d’un parametre réel a partir d’une représentation paramé-
trique de (A), et la valeur du parametre réel est déterminée en exploitant I’ égalité I\ﬁ - =0.

= Lorsque M € (A),'ona:d(M,(A)) =0.

= (M, (A)) est la plus petite distance entre M et un point quelconque de (A).
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Soient 7i un vecteur normal a un plan (P) passant par un point A donné de I’espace et M un point de
’espace, K le projeté orthogonal de M sur (P).

oK € (P) et (MK) L (P).

o La distance de M a (P) est le réel noté d(M, (P) tel que d(M, (P)) = MK.

—
AM i

o d(M, (7)) = 55

o Si (P): ax+by+cz+d =0 avec (a;b;c) # (0;0;0) et M(xo;y0320), on a :
|axo + byo + czo + d|

d(M, (P)) =
= e
Remarques

= Pour déterminer les coordonnées de K connaissant celles de M, on procede
comme suit :
e On exprime les coordonnées de H en fonction d’un paramétre réel A
a partir de I’égalité vectorielle MK = A7 ot 7 vecteur normal au plan (P).
e On détermine la valeur du parameétre réel en exploitant I’équation de (P).
= Lorsque M € (P),I’'ona:d(M,(P)) =0.
= (M, (P)) est la plus petite distance entre M et un point quelconque de (P).

Soient (P) et (P') deux plans perpendiculaires suivant une droite (D), et A un point de I’espace n’appar-
tenant a aucun de ces plans. On a :

o d(A,(D)) = V@ +d? oud = d(A,(P)) etd = d(A, (P)).

Soient H et H’ les projetés ortho-
gonaux respectifs de A sur (P) et
(P'), B le projeté orthogonal de A
sur (A). L’ona:

e AHBH’ est un rectangle.

o AH? = AH? + AH".

L espace est muni d’un repere orthonormal (O, 7, /, 75)
On donne les points : A(0;2;0), B(0;0;6), C(4;0;0), D(0;4;0) et E(0;0;4).
On considere le plan (P) le plan d’équation 3y +z = 6.
Démontrer que les points C, D et E déterminent un plan que I’on notera (CDE).
Vérifier que le plan (CDE) a pour équation x +y+z = 4.
Justifier que les plans (P) et (CDE) sont sécants. On note (A) leur intersection.

Déterminer un vecteur directeur de (A).
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Déterminer les coordonnées de B’ projeté orthogonal de B sur (CDE).
Déterminer les coordonnées de C’ projeté orthogonal de C sur (A).
Déterminer alors d(B,(CDE)) et d(C, (A)).

Soient les plans (P) : 4x+2y—3z=6¢et (P') : —3x+3y—2z+8=0.
Montrer que (P) et (P') sont perpendiculaires.
Donner une représentation paramétrique de (A) intersection des plans (P) et (P').

Soit A(1;2;1). Calculer d(A, (P)) et d(A, (P')), puis en déduire d(A, (A)).

On munit I’espace d’un repére orthonormé (O, 7, J, %)
Soit le point A(2;—1,3) et le plan () d’équation 3x+y — 2z = 10.

Calculer la distance de A a (P).
(P) est le plan d’équation x +4y —z—4 = 0, et (‘D) est la droite dont un systeéme d’équations est

y—z=0
On considere les points B(4;0;0), C(0;—3;0) et D(0;0;2).
Etablir que les points O, B, C et D ne sont pas coplanaires.
Calculer I’aire du triangle BDC et la distance du point O au plan (BDC).

—v=0
{ Y . Déterminer un point M de (D) tel que d(M, (D)) = 2.

En déduire le volume du tétraecdre OBDC.
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m Reconnaitre qu’un ensemble des points de 1’espace est une sphere.
me Caractériser 1’intersection d’une sphere et d’une droite.

m Caractériser 1’intersection d’une sphere et d’un plan.

Soient A et B deux points de 1’espace, et r € ]0;+oo|, et (P) un plan passant par A et B.
Quel est I’ensemble des points M de (P) tels que AM = r?
Quel est ’ensemble des points M de I’espace tels que AM = r?
L’ensemble des points M de I’espace tels que Wi . 1\@ = ( est-il un cercle ? Justifier.

S oient un plan (P), A et O des points de I’espace tels que A € (P), O ¢ (P) et (OA) n’est pas orthogonal
a (P). (A) est une droite variable de (P) passant par A. Q est le milieu de [AO], H est le projeté
orthogonal de O sur (A) et L est le projeté orthogonal de Q sur (P). On pose AO = r et d = QL. Quel est

I’ensemble décrit par H lorsque (A) pivote autour de A ?

Activité 1
A est un point de 1’espace, r est un réel strictement positif. (S) est la sphére de centre A, et de rayon r,
(A) est une droite de I’espace, H est le projeté orthogonal de A sur (A).
On pose d = AH.
1) On suppose que d = r. Montrer que (A) et (S) ont en commun le seul point H.
2) On suppose que d > r. Montrer que (A) et (S) n’ont aucun point en commun.
3) On suppose d < r, et on note par K et K’ les points de HK = v/r2 — d? et HK' = v/r2 — d2.

a) Montrer que les points K et K’ appartiennent a (S).

b) Montrer que tout point M de (A) distinct de K et K’ n’appartient pas a (S).

On distinguera les cas ou M € [KK'], et M ¢ [KK'].

c¢) Déterminer le nombre de points communs a (A) et (S).

Activité 2
O est un point de I’espace, (P) un plan et (S) une sphére de centre O et de rayon r. On désigne par H le
projeté orthogonal de O sur (P) et par d la distance de O a (P).
1) Soit M un point de I’espace. Montrer que : M € (S) < HM? = 1> — d°.
(On distinguera deux cas : H= 0 et H £ O.)

2) Déterminer (P) N (S) dans chacun des cas suivants :

©Gabriel Bella AMBASSA »Géométrie dans I'espace » GPM 3¢me Edition @I
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a)r<d b)r=d c)r>d.

Activité 3
Soit ABCD un tétra¢dre. On désigne respectivement par (P;), (P») et (P3) les plans
médiateurs des segments [AB], [AC] et [AD]. O est le centre du cercle circonscrit
au triangle ABC.
1) a) Que représentent respectivement AB et AC pour les plans (P;) et (P).
b) Justifier que les plans (P;) et (P,) sont sécants suivant une droite (A).
c) Justifier que (A) L (AC) et (A) L (AB). En déduire que O € (A) et que (A) L (ABC).
2) On suppose que (A) // (P3). On désigne par i un vecteur directeur de (A).
a) Justifier que (A) L (AD).
b) En déduire que les points A, B, C et D sont coplanaires.
¢) Est-il possible que (A) et (P;) soient paralleles ?
3) En déduire qu’il existe un unique point  de I’espace équidistant de A, B, C et D.

Sid = r, alors AH = r, et ainsi H est un point commun a (A) et (S).
Soit T un point de (A) distinct de H. Le triangle ATH est rectangle en H car (AT) L (A).
Ainsi AT > AH. Comme AH = r, alors AT > r. Donc T ¢ (S).

En conclusion (A) et (S) ont en commun le seul point H.

Soit T un point de (A) distinct de H. On a AT > AH ou encore AT > r. Donc T ¢ (S).
De plus H ¢ (S). Donc (A) et (S) n’ont aucun point en commun.
On suppose d < r. K et K’ sont les points de (A) tels que HK = v/r2 —d? = HK'.

ATK et AEK’ sont des triangles rectangles en K.

Ainsi AK? = HA? + HK? et AK”? = HA? + HK”.

Le fait que AH = d et HK = /> — d2? = HK' prouve AK? = r> = AK".
D’oit AK = r et AK’ = r. Ce qui prouve que K et K’ appartiennent a (S).

e Soit M un point de (A) distinct de H, K et K’ et appartenant a [KK'].
Il existe un réel A dans |0; 1] tel que HM = A HK.
HMA est un triangle rectangle en H, alors AM? = HA? + HM? = d?(1 — A2) + A2r%.
12— AM? = (2 —d?)(1 — A?). Comme 1 — A% > O et 7> —d? > 0, alors > — AM? > 0.
D’out AM < r et par conséquent M ¢ (S).
ellestanoterquesiM=H,M ¢ (S) car AH=d etd <r.
e Soit M un point de (A) n’appartenant pas a [KK'].
Il existe un reél A plus grand que 1 tel que HM = AHK.
HMA est un triangle rectangle en H, alors AM?> = HA’HM? = d?(1 — A%) 4+ A%12.
2 — AM? = (12 —d?)(1 — A?). Comme 1 — A% < 0 et > —d* > 0, alors > — AM? < 0.
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D’ott AM > r et par conséquent M ¢ (S).

De ce qui précede, (A) et (S) ont en commun deux points.

SiH=0,alorsd =0.M € (S) & OM? = > & OM? = 1> —d* card = 0.

Si H # 0, alors (OH) L (HM) car (OH) L (P) et (HM) C (P).

Ainsi OHM est un triangle rectangle en H et HM? = OM?— OH?.

D’ou M € (S) <= HM? = r? —d? car OM = r et OH = d.
Si r < d alors r* —d* < 0. Dans ce cas (P) N (S) = 0.
En effet si (P) N (S) # 0, alors, d’apres ce qui précede, il existe un point M tel
que HM? = r2 — d°. Ce qui est impossible car r> —d? < 0.
Si r =d, et M est un point commun 2 (S) et (P), alors MH = 1> —d?> = 0.
AinsiM =Het (P)N(S) = {H}.
Si 7 > d et M est un point commun 2 (S) et (P), alors MH r> — d>.
Ainsi (P) N (S) est I’'ensemble M des points de (P) tels que HM? = r2 — d>.
Cet ensemble est le cercle de centre H et de rayon v/r2 —d? vu que 2 —d* > 0.

AB est un vecteur normal 2 (Py) car (P;) est le plan médiateur de [AB].

AC est un vecteur normal 2 (Py) car (P,) est le plan médiateur de [AC].

AB est un vecteur normal & (P) et AC est un vecteur normal A (P») alors comme

AB et AC ne sont pas colinéaires, on conclut que les plans (P) et (P,) sont sécants

suivant une droite (A).

(A) C (Pr) et comme (AB)_L (P;) alors (A) L (AB).

(A) C (P,) et comme (AC).L (P,) alors (A) L (AC).

(A) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (ABC). Donc (A) L (ABC).

OA = OB = OC car O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Donc O € (P)N(P,) = (A). Ainsi O € (A).

(A) 7/ (P3) < [(A) C (P3)] ou [J une droite (d) telle que (d) C (P3) et (A) / (d)].

e Si (A) C (P3), alors comme (AD) L (P;), on en déduit que (A) L (AD).

e S’il existe une droite (d) contenue dans (P3) telle que (A) soit parallele a (d).
(d) C (P3), alors comme (AD) est orthogonale au plan (Ps),ona: (d) L (AD).
Comme (d) L (AD) et (d) // (A), alors (A) L (AD).

Le plan (ABC) est le plan passant par A et ayant pour vecteur normal .
Comme ii- AD = 0, alors D € (ABC).

Ainsi les points A, B, C et D sont coplanaires.

Si (A) et (P3) sont paralleles, alors A, B, C et D sont coplanaires. Impossible
car ABCD est un tétra¢dre. Donc (A) et (P3) ne sont pas paralleles.
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D’apres ce qui précede, (A) et (Ps) sont sécants. Donc il existe un unique point X
tel que X € (A) N (P3). Par la suite, 'on a : AX = BX = CX et AX = DX. Prendre X = Q.

Le point Q est le centre de la sphére circonscrite au tétraedre ABCD.

Soit A un point de I’espace, et r un réel strictement positif.

e [ ’ensemble des points M de I’espace vérifiant AM = r est la de centre A et de rayon r.

e Une corde d’une sphére (S) est un segment formé par deux points de ().

e Un diametre d’une sphere (S) est un segment formé par deux points de (S) symétriques par rapport au

centre de ().

La figure ci-contre illustre une sphere (S) de centre A.
[BC] est un diametre diametre de (S).
[CD] est une corde de (S).

Soient A et B deux points de 1’espace.
— =
L’ensemble des points M de 1’espace vérifiant MA - MA = 0 est la sphere de diametre [AB].

Soit (A) une droite, (S) une sphere de centre A et de rayon r, H le projeté orthogonal de A sur (A), et d
la distance de A a la droite (A).

ed=r< (A)N(S)={H}

ed<r< (A)N(S) = {IJ} avec I etJ les points de (A) tels que HI = HJ = /72 —d2.

ed>r< (A)N(S)=0.

e

--------
------
d_ -

>0

(P) et (S) tangents en H. (P) et (S) disjoints. (P) et (S) sécantsen I et J.
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Soit (P) un plan, O un point de ’espace dont le projeté orthogonal sur (P) est H et (S) la spheére de centre
O et de rayon r. On note par d la distance de O au plan (P).
er<d< (P)N(S) =0.
or=d < (P)N(S) = {H} est un singleton.
e Dans ce cas on dit que (P) et (S) sont tangents en H.
o7 >d < (P)N(S) est le cercle de centre H et de rayon v/72 — d2.
Dans ce cas, on dit que (P) et (S) sont sécants.

- ow o
- -
- -

(P) et (S) sont tangents en H. (P) et (S) sont disjoints.

(P) et (S) sont sécants suivant un cercle.

e Tout tétraedre est inscriptible dans une sphere.

e Soit ABCD un tétragdre. Il existe un unique point
Q de I’espace équidistant de A, B, C et D.

e Q est le centre de la sphere circonscrite au tétra-
edre ABCD.

e Q appartient aux plans médiateurs des arétes de
ABCD.
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Soient un plan (P), A et O des points de I’espace tels que A € (P) et O ¢ (P), et (OA) n’est pas ortho-
gonale a (P). (A) est une droite variable de (P) passant par A. Q est le milieu de [AO], H est le projeté
orthogonal de O sur (A) et L est le projeté orthogonal de Q sur (P).
On pose AO =retd = QL.
1) Montrer que lorsque (A) pivote autour de A, H décrit une sphere (S) dont on déterminera

le centre et le rayon.

2) En déduire I’ensemble décrit par H lorsque (A) pivote autour de A.

H est le projeté orthogonal de O sur (A), alors (OH) L (A) ou H = A.

e Si H # A, alors (OH) L (AH) car (AH) = (A). Ainsi Iﬁ . Iﬁ = 0. Ce qui prouve que H
appartient a la sphere de diametre [AO].

e Si H = A, H appartient a la sphere de diametre [AO].

En conclusion lorsque (A) pivote autour de A, H décrit la sphere (S) de centre Q et

’
d =.
e rayon

Lorsque (A) pivote autour de A, H appartient a (P) et a (S).

Le centre de (S) est Q, etd =d(Q,(P)) = QL.

L # A car, si L = A, on aurait (OA) orthogonal a (P). Ce qui n’est pas le cas.
QAL est un triangle rectangle en L. Donc QL < QA. C’est a dire d < %

En conclusion lorsque (A) pivote autour de A, H décrit le cercle de centre L,

1
et de rayon 4/ Zrz —d2.

ABCD est un tétraedre régulier d’aréte 1, et I' est ’ensemble des points M de ’espace tels que 3MA? +
MB? -+ MC? + 3MD? = 3. On note par H le centre de gravité de BCD, et par G la barycentre des points
pondérés (A;3), (B,1); (C,1) et (D,1).

Ecrire G comme barycentre des points A et H.

V3

Montrer que HB = HC = HD = 3
Montrer que (AH) est orthogonale au plan (BCD).
En déduire le projeté orthogonal de G sur (BCD).
Montrer que pour tout point M de I’espace, ’on a :
3MA? +MB? + MC? 4 3MD? = 3GA” 4+ 3GH? + HB? + HC® + HD?.
En déduire la nature et les éléments caractéristiques de (I").

Etudier I’intersection de (I') avec le plan (BCD).
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w Ecrire une équation d’une sphére.
w Déterminer ’ensemble des points M(x,y,z) de I’espace muni d’un repére orthonormé
vérifiant x> +y? + 72 +ax+ by +cz+d = 0.

w Utiliser les équations pour déterminer 1’intersection d’une sphere avec une droite ou un plan.

L’espace est muni d’un repére orthonormé. On donne les points A(2;1;4) et B(—1;2;3).
Ecrire sous la forme (x — a)? + (y — b)? + (z — ¢)? +d le produit scalaire MA - MB
ot M(x,y,z).

Exprimer MA? en fonction de x, y et z, oit M(x, y,z).
Traduire a 1’aide d’une égalité le fait que M appartient a la sphere de centre A et

de rayon 1.

ans 1’espace muni d’un repere orthonormé d’unité le metre, un oiseau repérable par un point M
mobile, se déplace en gardant une distance constante de 2 m d’un point A(1;2;3) de I’espace.
Quelle est la trajectoire décrite par I’oiseau ? Quelle est la distance qui sépare I’oiseau du point B(7,1,1)

lorsque M a une cote positive, a pour abscisse 1 et ordonnée /2 ?

L espace est muni d’un repere orthonormé (O, 7, j, k), on donne les points A(1;2;3) et B(7;1;1). On note
(S) 1a sphere de centre A et de rayon 2.
1) Soit M(x,y,z) € (S).
a) Quelle relation vérifient x, y et z?
b) Déterminer z lorsque x = 1 et y = /2.
2) Donner la nature et les éléments caractéristiques de (I') 1’ensemble des points M(x, y, z)
de I’espace tels que x* +y* +z2 — 14x —2y —2z+42 =0
3) Soit (Q) le plan d’équation x — 2y +2z = 0.
a) Déterminer les coordonnées de C, projeté orthogonal de B sur (Q).
b) Etudier I’intersection de (S) et (Q).

Soit M(x,y,z) € (S).
Me(S)&MA=2cMA?=4& (x—T7)*+(y—1)>+(z—1)*=4.
Une relation vérifiée par x, yet zest: (x —1)? 4+ (y—2)2 4+ (z—3)> = 4.

(x—1)2+ (y—2)% + (z— 3)? = 4 est une équation de (S).

(x— 124+ -2+ (z-3)2=4= (vV2-22+(z-3)?=4= (z—3)2 = -2 +4/2.
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On trouve z = / —244vV2+30uz=—\-2+4V2+3.
Nature et éléments caractéristiques de (I') I’ensemble des points M(x,y,z) de 1’espace
tels que x*> +y? + 72 — 14x — 2y — 2z +42 = 0.
Soit M(x,,z) € ([). On a x> +y* + 7% — 14x — 2y — 27+ 42 = 0. Par la suite,
x—724+@—-124+(z—-12-7>-12-12+42=0. Ainsi
x=7)*+(-1)*+(z—1)2=9etBM=3.
D’otl (S) est a la sphere de centre B et de rayon 3.
Soit (Q) le plan d’équation x — 2y +2z = 0.

Soit (x,y,z) le triplet de cordonnées de C. On a : x — 2y +2z = 0, et il existe
—

un réel A tel que BM = A7 ot 7i est un vecteur normal de (Q).

Ainsix=A+7,y=-21+1,z=24+1etx—2y+27=0.

On obtient 94 = —7. D’ou C(3¢; %;—3).

V=242 7
La distance de B a (Q) estd = | +2] -
124 (22422 3
Le rayon de (S) est 3 et < 3. D’ou Iintersection de (S) avec (Q) est
7 2 vﬁ’
3

le cercle de centre C, et de rayon

L’espace est muni d’un repere orthonormé.

Soient un point A(x,,ya,za), et (S) la spheére de centre A et de rayon r.

o (S5) est I’ensemble des points M(x,y,z) tels que

e La relation est I’équation réduite de (S).
e Si (I) est une sphere, il existe des réels a, b, ¢ et d tels que

la relation x? + y? 4 z> 4 ax + by + cz +d = 0 soit une équation de (I).

2 B 2
Enposant?t—z+4+z d,ona:

s 2. 2 a\? b\* c\?2
ox +y +z +ax+by+cz+d:(x—§) + y=5 —|—<z—§> —A.

abc

SiA=0,al T Q Q ;
e Si ,alors (T) = {Q} ou (2,2 2)
e SiA <0, alors (T) =0.

b

e Si A >0, alors (T') est la sphere de centreQ(? 53 ;) et de rayon v/A.

lad' +bb' +cc’ +d|

: / / / ! 4 / ! _
Soienta, b, c,d’,b’,c’,d", A etrdesréelstels que r >0, (a’',b',c) # (0,0,0) et A = N
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Pour A <r,ona:
.{ (x—a)?+(y—b)+(z—c)* =1
dx+by+dz+d=0
de I’espace.
e Le centre de (C) est le projeté orthogonal de Q(a, b, c) sur le plan d’équation
dx+by+dz+d=0.
e Le rayon de (C) est égal 2 /72 — A2.

est le systeme d’équations d’un cercle (C)

Dans I’espace, on ne parle pas d’équation de cercle, mais d’un systeme d’équations de cercle.

L’espace est muni d’un repere orthonormé.
On désigne par (S) une sphere.
Ecrire une équation de (S) dans chacun des cas suivants :
(S) a pour diametre [AB] ot A(1;3;—4) et B(5;3;1).

(S) Ea pour centre Q(0;2; 1), et est tangent a la droite (A) de représentation paramétrique :

x =23t
y=t+1 ;teR
z=">5t

(S) a pour centre D(2;—2;5) et tangent au plan d’équation x — 2y + 3z = 4.
(I") est ’ensemble des points M(x, y, z) vérifiant le systeme ci-dessous :
P +y?+72—4x+2y+6z+31=0
{ x+y—3z=0
Montrer que (I") est un cercle.

Déterminer les coordonnées du centre de (I"), ainsi que le rayon de (I").

On désigne par (A) la droite de vecteur directeur i#(—2;—1;2) et passant par le point A(3;—3;1).
(S) est ’ensemble des points M(x, y,z) tels que x*> +y? + 7> —x+2y —4z+3 =0.
Donner la nature et les éléments caractéristiques de ().
Donner une représentation paramétrique de (A).
Prouver que (S) et (A) sont tangents.

Déterminer les coordonnées du point d’intersection de (S) et (A).

(S) est une sphere de rayon 1, passant par le point A(1;2;2), et tangente
a chacun des plans d’équations x = 0 et 3x — 4y = 0.

Déterminer les coordonnées du point I, centre de (S).
On donne les points O(0;0;0), A(3;2;6), B(1;2;4) et C(4;—2;5).

Justifier que les points A, B et C définissent un plan.

Ecrire une équation du plan (ABC).
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G est le barycentre des points pondérés (O, 3); (A, 1); (B, 1) et (C, 1).

Déterminer les coordonnées de O.

(T') est I’ensemble des points M de I’espace tels que H31\B +MA +MB + l\ﬁH — 5
Donner la nature et les éléments caractéristiques de (I').
Donner la nature et les éléments caractéristiques de (I') N (ABC).

Etudier la position relative de () et la droite (AB).
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Cours de mathématiques premiére C

MODULE 22: ORGANISATION ET GESTION DES DONNEES

CHAPITRE : DENOMBREMENT]

Dans la vie courante, on est souvent appelé a travailler sur des groupes de personnes,
d’animaux ou d’objets, voir s’ils appartiennent au méme ensemble ou méme encore voir s’ils
sont compatibles...cette lecon aide donc les apprenants a résoudre ces problémes ou
exercices avec une certaine aisance.

Soit la représentation sagittale des ensembles E, A et B suivante.

1. Ecrire en extension les ensembles E, A et B puis préciser le cardinal de chacun d’eux.

2. Existe-t-il des éléments de A qui ne sont pas dans E ? que dit-on des ensembles A et E ?

3. Ecrire ’extension des €léments de E qui ne sont pas dans A. comment nomme-t-on cet
ensemble ? quel est le nombre de ces éléments ?

LECON 1: LES ENSEMBLES

COMPETENCES A ACQUERIRPAR LES ELEVES:
A la fin de cette lecon, 1’¢éléve devra :

+ Déterminer le cardinal d’un ensemble.
« Déterminer les éléments de la réunion, de ’intersection ou encore du complémentaire
d’un ensemble.

Sharon s’amuse a énumérer tous les multiples de 2 compris entre 30 et 50 dans un
ensemble appelé A ; tous les multiples de 5 compris entre 30 et 50 dans un ensemble appelé

Premiére C (GPM3)
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Cours de mathématiques premiére C

B. elle voudrait savoir si ces ensembles sont finis. De plus, son petit frere, Benjamin, qui fait
la classe de PD, lui dit que 31 n’est pas dans I’intersection des deux ensembles. Le petit frére
a-t-il raison ?

Soit E I’ensemble des nombres entiers naturels compris entre 30 et 50 ; D I’ensemble des
entiers naturels multiples de 2 compris entre 30 et 50 et F ; ’ensemble des entiers naturels
multiples de 5 compris entre 30 et 50.

1. Enumérer tous les éléments de D, E et F.

Les élémentsde D sont:30:32:34:36:;38:40:;42:44:46:;48:50:;52:54:56:58:
60.

Les élémentsde Esont:30;31:32:33:34:35...:47:48:49:50

Les éléments de Fsont: 30 ; 35; 40 ; 45 et 50.

2. Déterminer le nombre d’éléments de ces ensembles.
Card E=21 ; Card D=16 et Card F=5

3. Enumérer tous les éléments de E qui sont & la fois dans D et dans F.
Ces éléments sont : 30 ; 40 et 50

Soit n un entier naturel et A un ensemble.

#+ A est un ensemble fini si on peut compter tous ses éléments.

+ A est un ensemble fini si on peut établir une bijection de {1, 2,3 ...n} vers A.

+ Le cardinal d’un ensemble fini A est le nombre d’éléments de I’ensemble A. on le
note Card A.

PROPRIETES :
Soient A, B et E trois ensembles finis.

#+ A est inclu dans B si tout élément de A est élément de B. on note etona:
AcBo VxeA;x €B.

+ Le complémentaire de A dans E noté C# ou encore A I’ensemble des éléments de E
qui ne sont pas dans A.

Exemple : E = {0;1;2;...;9} et A = {0, 2; 4; 6; 8}. Alors Ca= {1, 3;5;7;9}
+ Laréunion de A et B et notée A U B est I’ensemble des éléments de E qui sont dans A
ou dans B.
+ L’intersection de A et B et notée A N B est I’ensemble des éléments de E qui sont a la
fois dans A et dans B.
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Exemple :
Remargue : Deux ensembles A et B sont disjoints
AUTRES PROPRIETES :

+ Si alors,

+ Si Card E=n et Card A=p ; alors

-

-

Exemple :
Dans une classe de PD de 100 éleves, 50 jouent au foot, 60 au hand et 80 pratiquent au
moins 1’un des deux sports. Déterminer le nombre d’¢leves qui :

1. Pratique a la fois les deux sports.

2. Pratique seulement le football.

3. Pratique seulement le handball.

4. Ne pratique aucun des deux sports.

S10] 181 410] o

AUTRES DEFINITIONS :
+ Soit E un ensemble non vide. Un ensemble de parties de E forme de E
Si :
v' Elles sont non vides.
v" Elles sont deux a deux disjointes.
v" Leur réunion est égale a E.

Exemple : soit I’ensemble E = {0,1,2,3,4,5,6}.
Alors les ensembles A = {0,2,4,6} et B = {1,3,5} forment une partition de E.
Il en est de méme pour les ensembles R = {0,1,2} ; S = {3,6} et T = {4,5}.
+ Soient A et B deux ensembles non vides. On appelle

I’ensemble note et defini par :

Exemple : = {0,1,2} et B = {1,3}

Remarqgue :
Définition:

Soient A;; A,;...; A, des ensembles non vides. On appelle Produit Cartésien de
A Ay ..y A, Densemble noté A; XA, X ..xA, tels que A; XA, X..XA, =
{(as; az; ... ay); a; € Aq; a; € Ay;.oay € Ay}

PROPRIETES :

Premiére C (GPM3)
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+ Card (A; X A, X ..X A,) = Card (A,) X Card (4,) X ...x Card(4,).
* AXA=A%etAXAXA=A3

+ SiA+ BalorsA X B # B X A.

+ SiA=0ouB=0:alorsAXB =0.

1. On jette deux fois de suite un dé cubique equilibré dont les faces sont numérotées de 1 a

6. Déterminer :
a) Le nombre de résultats possibles.
b) Le nombre de résultats dont la somme est égale a 5.

2. Le menu d’un restaurant est constitu¢ d’une entrée, d’un plat de résistance, d’un dessert et
d’une boisson. Ce restaurant dispose de 5 types d’entrées, 7 plats de résistance, 4 desserts
et 5 boissons.

a) Combien y a-t-il de menus possibles ?
b) Combien de menus comportent le menu numéro 2 ?

c)

LECON 2: P-UPLETS, ARRANGEMENTS ET PERMUTATIONS

A la fin de cette lecon, 1’¢léve devra :
4+ Utiliser un tableau a double entrée ou un arbre de choix pour compter
4+ Dénombrer les p-listes, les arrangements de p éléments ou encore les combinaisons de
p €léments d’un ensemble fini.

Un jeu consiste a tirer 3 billes parmi 6. Boris fait un tirage successif en remettant a chaque
fois la boule tirée ; Christian fait aussi un tirage successif sans toutefois remettre la boule
tirée et Samuel tire simultanément ses trois boules. Parmi ces trois joueurs, lequel effectue le
plus grand nombre de tirages ?

Un sac contient 6 jetons indiscernables au toucher et numérotées de 1 a 6. On tire
successivement 4 fois de suite 1 jeton du sac en remettant a chaque fois le jeton tiré avant
d’effectuer le tirage qui suit. Déterminer le nombre de résultats de 4 jetons dans 1’ordre des
tirages.

Le nombre de résultats dans ’ordre des tirages est : 6 X 6 X 6 X 6 = 1296
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DEFINITION :
Soit E un ensemble fini a n éléments. On appelle de E tout élément de EP. On

a.EP =FEXEX..XE.
Propriété :
Le nombre de p-uplet de E est
Exemple : soit E = {0,4,a, b}. Alors le nombre de 4-uplet de E est 4*. Le nombre de 7-
uplet de E est 47
Définition :

Soient A et B deux ensembles non vides. Une est toute
correspondance qui a chaque élément de A associe un et un seul élément de B.
Exemple : De combien de fagons peut-on ranger 10 livres dans une armoire a 4
compartiments ? Chaque compartiment pouvant contenir les 10 livres ?
R : il s’agit ici de trouver le nombre d’applications d’un ensemble de 10 ¢léments vers un
ensemble a 4 eléments.

Remarque :
+ Un p-uplet est une disposition ordonnée dans laquelle un méme élément peut-étre
repété jusqu’a p fois.
+ On utilise les p-uplets dans une épreuve a tirages successifs avec remise.
+ Soit E et F deux ensembles de cardinaux respectifs n et p. Alors le nombre
d’applications de E vers F est nP.

Exemple : Un sac contient deux boules blanches, 4 rouges et 5 noires toutes indiscernables
au toucher. On tire successivement et avec remise 3 boules du sac. Déterminer le nombre de
tirages :

a) Possibles.

b) Contenant 3 boules noires.

c) Contenant 3 boules rouges.

d) Contenant 3 boules unicolores.

e) Contenant une seule boule noire.

Remargue :
Pour compter, on peut aussi faire appel a un arbre de choix ou alors a un tableau a double
entrée.

Premiére C (GPM3)

page252/ 263



Cours de mathématiques premiére C

Exemple :
4+ Former des mots de 3 lettres 2 a 2 distincts a 1’aide des éléments de 1’ensemble
E ={a; b;c;d}.

c;d;b)

bld:a:b)
e

a(dib:a)

d b<5(d;b;c)
a(dic:a)

© =} (dicin)

+ On lance deux dés cubiques parfaits. Quel est le nombre de lectures de numéros sur la
face supérieure ? Pour ce faire, nous utiliserons un tableau a double entrée.

Au total, nous avons....
DEFINITION :

Soit E un ensemble & n éléments, p un entier naturel non nul plus petit que n. On appelle
arrangement de p élément de E, tout p-uplet formés d’éléments 2 a 2 distincts.
PROPRIETE :

Soit E un ensemble a n éléments, p un entier naturel non nul plus petit que n. le nombre
d’arrangements de p élémentsde Eest AL =n(n—1)(n—2)...(n—p + 1).

Remarqgue :
+ Un arrangement est une disposition ordonnée sans répétition.
+ On utilise les arrangements dans une épreuve a tirage successifs sans remise.

Exemple : soit E = {a,b,c,d,e, f,g,h,u,y}
1. Le nombre d’arrangements de 3 ¢léments de E est...
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Le nombre d’arrangements de 6 ¢léments de E est...
2. Dans une course a 08 coureurs, on donne un prix aux trois premiers. Déterminer le
nombre de podiums possibles sachant qu’il n’y a pas d’ex aequo.

PROPRIETE :

Soitn € IN*.Onposen! =n(n—1)(n—2)..x3x2x1."n!"selit
Par convention, 0! = 1

Exemple : 4 !=....... 6=,
DEFINITION :

Soitn € IN* et p < n. Alors
Ona:

DEFINITION :

Soit f: A — B une application. f est injective si deux éléments distincts de A ont deux images
distinctesparf.ieVx,y € A;x =y & f(x) # f(y).

Remargue : si A et B sont deux ensembles finis non vides et : A — B une application
injective, alors CardA < CardB.

PROPRIETE :

Soit n € IN* et p <n. Alors le nombre d’applications injectives d’un ensemble a p

éléments vers un ensemble a n éléments est

PROPRIETE :
Soit E un ensemble fini non vide a n éléments. On appelle tout
arrangement des n éléments de E.

Remargue : une permutation de E est une application bijective de E vers E.

Le nombre de permutations d’un ensemble fini E a n ¢lément est

Remarqgue : soit le mot AFRIQUE. Le nombre d’anagrammes d’ AFRIQUE est 7 !
DEFINITION :

Soit n € IN* et p <n. On appelle de p éléments de E toute partie (sous
ensemble ) de E ayant p élément.

PROPRIETE :

Soit n € IN* et p <n. Le nombre de combinaison de p éléments d’un ensemble a n

éléments est
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n(n-1)
—
+ Une combinaison est une disposition non ordonnée et sans répétition.

4+ On utilise les combinaisons dans une épreuve a tirages simultanés.

Remargue : Soitn € IN*.Ona:C%=1; Ci=n; C*=1 et C% =

Exemple : 15 projecteurs sont disponibles pour éclairer un laboratoire scientifique. De
combien de fagons peut on I’eclairer avec exactement 08 projecteurs ?

Exemple 2 : on veut constituer un comité de 05 membres dans une classe de 50 éleves
contenant 20 garcgons.

a) Quel est le nombre de résultats possibles ?
b) Quel est le nombre de comités contenant exactement 3 gargons ?
c) Quel est le nombre de comités contenant au moins deux filles ?

PROPRIETES :
Soitn € IN* et p < n. Alors

£ 0 =P et €771+ €7, = (" (Cette égalité est appelée triangle de Pascal). Cest
une présentation des coefficients binomiaux dans un triangle.

Ce tableau et appelé le
1 1 1 Triangle de Paseal.

21| 2|17

3 1 3 3 1

41| 4|8 |41

5 |1 5 |10 |10 | 5 | 1

+ Soient a et b deux nombres réels : n un entier naturel non nul. Alors

(a+ b)" =Y} _,Cka™*p* = a™ + Cla™ b + C2a™2b% + --- + C* 1alb™ ! + b™
Cette égalite est appeléee Binome de Newton

Exemple : Développer de maniére performante (x + 1)°....
(L’enseignant développe en explicitant ligne aprés ligne aux éléves ...)

EXERCICES D’APPLICATIONS :

Lors du congreés d’une association ayant 20 membres, on veut designer un bureau constitué
d’un président, un secrétaire, un trésorier et un censeur. Cette association compte 08
femmes.
I.  Dans le cas ou il y’a cumul de poste,
1. Combien de bureaux différents peut-on former ?
2. Combien de bureaux sont constitués de femmes ?
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I1 n’ya pas de cumul de poste
. Combien de bureaux peut-on former ?
. Combien de bureaux contiennent deux hommes ?
3. Combien de bureaux contiennent au plus deux hommes ?

Une urne contient 5 boules blanches, 4 rouges et 3 bleues. On tire simultanément 3
boules de 1’'urne. Combien y a-t-il de maniéres de tirer :
Aucune boule rouge ?
Exactement une boule rouge ?
Exactement deux boules rouges ?
Trois boules rouges ?
Trois boules quelconques ? que remarque-t-on ?
Trois boules de couleurs differentes deux a deux ?
Au moins une boule rouge ?
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Motivation :

Pré requis :
e (alcul de la distance entre deux points

e Trigonométrie
Objectifs : L’apprenant doit étre capable de
e Déterminer la distance d’un point a une droite
e Déterminer I’équation normale d’une droite
e Déterminer I’équation paramétrique d’un cercle
e Equation des tangentes a un cercle passant par un point

Situation probléme :

Le terrain de M Olka a la forme du triangle ci-contre. Le
plan étant muni d’un repére orthonormé (0, 7,7) d’unité

. \ . 5 1
graphique le métre, on repere les sommets A ( 1 1), B ( 1)

M Olka désire placer un puits d’ouverture circulaire de
1m de diamétre pres du sommet A de telle sorte que les
bords du puits soient tangents aux droites (AB) et (AC).
Aider M Olka a déterminer les coordonnées du centre du
puits

e Représentation d’une droite et d’un cercle dans un repére orthonormé

etC(?). é

On sait calculer la distance entre deux points ; qu’en est il de la distance d’un point a une droite ?

Objectifs : L’apprenant doit étre capable de
e Déterminer la distance d’un point a une droite
e Déterminer I’équation normale d’une droite

1. Distance d’un point a une droite
Activité
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1,7).

pour la droite (D) ?

la distance AH.
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1) Représenter la droite (D) d’équation x + y — 3 = 0 et le vecteur U (i) Que représente le vecteur U

2) Déterminer I’équation de la droite (L) passant par le point A (g) et dirigée par le vecteur U (D

3) Comment sont les droites (D) et (L) ? Déterminer le point de contact H entre ces droites et calculer




. . |xa+ya-3| |xa+y4—3]| .
4) Comparer la distance AH a ~A=2A"2 = ZAZYA_ = s conclure.
]| V12412

X
5) Reprendre ’exercice avec la droite (D) d’équation ax + by + ¢ = 0 et le point A (yz).

6) Déterminer alors les cordonnées du point I situé a demi métre de chacune des droites (AB) et (AC)
de la situation probléme.
Solution

1) Représenter la droite (D) d’équation x + y — 3 = 0 et le vecteur U (D Que représente le vecteur U

pour la droite (D) ?
Le vecteur U représente le vecteur normal de la droite (D).

\ 2) Déterminer I’équation de la droite (L) passant par le point
2 ., /1
oh N A (3) et dirigée par le vecteur u ( 1).
: X —— x—2 1|
%uMQ)eaJdaMMﬂ)_o=ﬁy_3 =0
8 = x —y + 1 = 0 c’est I’équation de la droite (L)

3) les droites (D) et (L) sont perpendiculaires. Le point de
contact H se détermine en résolvant le systéme :

x+y—-3 = 0 . 1\ 73 (—1 . _ > 7 _
{x Y41 = 0 et on obtient H (2) AH (_1) et la distance AH = \/(—1) +(-1)2=+2
. xatya-3l _ |xatya-3l .
4) Comparer la distance AH a S = voag buis conclure.
[xa+ya—=3| _ |xa+ya-3| _ [2+3-3] _ _ _ lxatya-3l _ 5.
TR ey —VE—M£mm%H——ﬁﬂ——mHHMA)
X
5) Reprendre ’exercice avec la droite (D) d’équation ax + by + ¢ = 0 et le point A (yz).
. . ] laxa+bya+c|
Tout calcul fait, on obtient dist((D),A) = ﬁ
6) Exercice !
Définitions
DI1. L’équation ax + by + ¢ = 0 avec a, b des réels tous non nul et ¢ un réel, est appelée équation
cartésienne d’une droite (D).
e On appelle vecteur normal a (D) le vecteur 7 (Z) dont la direction est perpendiculaire a celle
de (D).
e On appelle vecteur directeur de (D) le vecteur U (_ab) dont la direction est parall¢le a celle
de (D).
D2. L’équation y = mx + d avec m et d des réels, est appelée équation réduite d’une droite (D)

e Le réel m est le coefficient directeur ou la pente de la droite. Dans 1’activité précédente,

m =%= tan((?)—)Ti’) =-1

e Leréel d est ’ordonnée a I’origine. Pour I’activité, d = 3
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D3. On appelle équation paramétrique de la droite (D) de vecteur directeur v (Z) et passant par le
x = at+xy

XA
Ya

point A ( ), le systeme d’équations : { avec t un réel non nul.

Propriété
XA

}’A)' La distance du point A a la droite (D)

Soient la droite (D) d’équation ax + by + ¢ = 0 et le point A (

lax4+bya+c|

est donnée par : dist((D),A) = VaZinZ

Exercice d’application.

On consideére la droite (D) d’équation : 3x + 4y — 2 = 0 et les points A (1) et B (;)

1) Déterminer un vecteur normal 7 et un vecteur directeur ¥ de (D) et déduire son équation
paramétrique.
2) Calculer la distance de chacun des points A et B a la droite (D).
3) Déterminer I’équation de chacune des droites passant par A, 1’une perpendiculaire a (D) et ’autre
parall¢le a (D).
4) Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de A sur la droite (D).
Solution

2. Positions relatives des droites
Propriétés

. . . (A —(a’\ o
P1. Soient (D) et (D") deux droites de vecteurs normaux et directeurs respectifs 7 ( b)’ n' (Z,), v

e (D) et (D") sont perpendiculaires si 7 - ' = 0 ou biensi ¥ - v’ = 0.
o (D) et (D") sont paralléles si le déterminant det (7, 717) = 0 ou bien si det (7, 7) =0ou

.a b
encore si — = —.
a b
P2. Soient (D) et (D") deux droites d’équations réduites respectivesy = mx +d ety = m'x +
dl
e (D) et (D") sont perpendiculaires sim X m' = —1
e (D) et (D") sont paralléles sim = m'.
Exercice d’application

3. Equation normale
Activité
Considérons la droite (D) d’équation ax + by +¢c =0

2 2
1) Calculer ( \/aza+b2) + ( \/a2b+b2) puis montrer I’existence d’un réel 6 tel que 1’équation de (D) puisse
se mettre sous la forme x cos 8 + ysin8 + k = 0 avec k a préciser.
X
2) Montrer que la distance d’un point A (y':) a la droite (D) est donnée par : dist((D), A) =

|x4 cos 8 + y,sinf + k|
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Solution

2 2 2432
1) (v - ) +(\/ 2 ) = 2b =10r\7’ocE]R,cosza+sin2a=1donc£|9€]R§telqueL—

a?+b? a?+b? a?+b? Vaz+pz
b . .. 5 . 7 7 . . a
cos O et Tz = sin 6. En divisant I’équation de (D) par Va? + b? on obtient : T X +
b c . c
T +\/a2+b2 =0 = xcosf +ysinf +k =0.Aveck = N
. R . Xa\ . . , g _ laxa+bystcl
2) La distance d’un point A (}’A) a la droite (D) est donnée par : dlst((D), A) =y =
a b c .
XAt s Va t | = |Xacos O + y,sin6 + k|
Définition
. . 5y . , . _ 5, . a b c _
Soit (D) une droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0. L’équation =it =Yt =0
est appelée équation normale de la droite (D).
Propriété
Soit (D) une droite d’équation cartésienne ax + by +c =0
P1. Il existe un réel 8 € |—m; m] tel que 1’équation normale de (D) s’écrive x cos 6 + y sin 6 +
C
k=0aveck = NET
. . XA\ . . . .
P2. La distance d’un point A (}’A) a la droite (D) est donnée par : dlst((D), A) = |x4 cos 6 +
Yasinf + k|.

Exercice d’application
Déterminer 1’équation normale de la droite (D) d’équation x + y + v/2 = 0 puis déduire la distance du point

A (\%) a la droite (D)

Solution

Objectifs : L’apprenant doit étre capable de
e Déterminer 1’équation paramétrique d’un cercle
e Equation des tangentes a un cercle passant par un point

1. Equation paramétrique d’un cercle
Activité

Soit (I') I’ensemble des points situés a R centimétre du point (Z) R, a, et b sont des réels.

1) Quelle est la nature de (T') ?

N2 N2
2) Montrer que 1’équation de (I') peut se mettre sous la forme (%) + (M) =1.

R
3) Déduire I’existence d’un réel 6 tel que 1’équation de (T') puisse se mettre sous la forme :
x = RcosO+a
{y = Rsin6+b
Solution

1) (I) estle cercle de centre (Z) et de rayon R

2)mHMGDEU)OnmﬂMzR::@—aY+(y—m2=ha(%%?+@;f=1(ﬂ
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xX—a

— = cos#@
3) Onsait que Va € R, cos?a + sin®a = 1 donc d’aprés (1), 36 € R tel que yljb - c'est-a-
— = sin
R
g {x = RcosfO+a
re y = Rsinf+b’
Définition
La représentation paramétrique du cercle (C) de centre Q (Z) et de rayon R est donnée par :
x = RcosO+a
{y = Rsinf+b avec 6 € R
Exercice

Déterminer 1’équation paramétrique du cercle d’équation cartésienne x* + y2 —2x —4y + 1 =0
Solution

2. Positions relatives des cercles et des droites
Activité
Soient (C,), (C,) et (C3) les cercles d’équations respectives x% + y? —2x —4y +1 =10, (x — 1)? +
(y—1)?%=1,(x—3)?+ (y —4)? = 4. Désignons par A, F et G les centres respectifs des cercles (C;),
(C,) et (C3). Soient les droites (D;), (D,) et (D3) d’équations respectivesy —4 =0, x —y+5=0et
x+y—5=0.

1) Tracer dans un repére orthonormé (0,7, ) les cercles (C;), (C,) et (C3) et les droites (D,), (D,) et
(Ds).

2) Calculer les distances du centre A du cercle (C;) respectivement aux droites (D;), (D,) et (D3) puis
déduire les régles des positions d’une droite par rapport a un cercle. Déterminer si possible les
coordonnées des points de contact

3) Calculer la distance AG comparer a Ry + R3 et a |[R; — R3|. A partir de cette comparaison, donner
une regle par rapport a la position de deux cercles. Faire de méme pour les distances AF et FG

Solution
1) Figure ci-contre. Y e
2) dist(4,(Dy)) = J/% = 2 = R, Et on remarque /

que la droite (D;) et le cercle (C;) sont tangents.

dist(A, (D)) =428 = 2 = 22> 2 =R,.

On remarque que la droite (D,) et le cercle (C;)
sont disjoints.

. -5 2
dist(4,(D;)) = 2AZ = 2 = V2 <2 =R,.

On remarque que la droite (D) et le cercle (C;)
sont sécants en deux points.

Les coordonnées des points de contact pour le premier et le dernier cas sont données par la résolution des
x24+y?—2x—4y+1 = 0 s {x2+y2—2x—4y+1 = 0
y = 4 3 x+y-—>5 = 0
des ensembles (C;) et (D;) d’une part et (C;) et (D3) d’autre part.
3) AG=,(B—-1)2+(4—-2)2=2V20na|R; — R3] =0 < AG < 4 = R, + R5 c'est-a-dire |R; —
R;| < AG < R; + R5. On remarque aussi que les cercles (C;) et (C3) sont sécants. Les coordonnées

systemes Sy { formés des équations
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des points de contact se déterminent par la résolution du systéme formé par les équations de (C;) et
(C3)
Propriétés
PI. Soient (D) une droite, (C) un cercle de centre Q) et de rayon R.
o dist(Q, (D)) > R si et seulement si (D) et (C) sont disjoints
) dist(Q, (D)) = R si et seulement si (D) et (C) sont tangents
o dist(Q, (D)) < R si et seulement si (D) et (C) sont sécants en deux points disjoints
P2. Soient (C,) et (C,) deux cercles de centres respectifs ,, Q, et de rayons respectifs R; et R,
e (Cy) et (C,) n’ont aucun point commun si et seulement si Q;Q, < |R; — R,| ou Q;Q, >
R{ + R,. (Cy) et (C,) sont dits disjoints.
e (Cy) et (C,) ont un point commun si et seulement si Q;Q, = R; — R, ou Q;Q, = R; + R,.
(Cy) et (C,) sont dits tangents
e (C;) et (C,) ont exactement deux points commun si et seulement si R; — R, < 2,Q, < R; +
R,. (Cy) et (C,) sont dits sécants

Exercice d’application
Soient (C,) le cercle de centre A (;) de rayon R; = 2 et (C,) le cercle de centre B (?)) et de rayon R, = 1.

Etudier la position des cercles (C;) et (C,) et déterminer si possible les coordonnées des points de contact.
Solution

3. Tangente en un point du cercle
Activité
X0
Yo
(C) en A. Désignons par () le centre de (C). Sachant que (QA) est perpendiculaire a (T), déterminer
I’équation cartésienne de (T) et ,ontrer qu’elle peut se mettre sous la forme xx, + yy, — a(x + x) —
b(y+y,)+c=0
Solution

Soient (C) le cercle d’équation x2 + y? — 2ax —2by +c =0, A ( ) un point de (C) et (T) la tangente a

Propriété

Xo
Yo
(C) en A. Désignons par ( le centre de (C). L’équation de (T) est donnée par xxy + yy, — a(x + x) —

b(y+y,)+c=0

Soient (C) le cercle d’équation x2 + y? — 2ax — 2by + ¢ =0, A ( ) un point de (C) et (T) la tangente a

Exercice d’application
Déterminer I’équation de la tangente au cercle de centre I’origine O et de rayon R = +/2 passant par le point

A(D.

4. Tangente en un point extérieur au cercle
Activité
Soient (C) le cercle d’équation x? + y2 — 2y —1 =0, E (g) On veut déterminer les tangentes a (C)
X

passant par E. Soit M, (y

0 .
O) un point de (C)
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1) Ecrire une équation de la tangente (T) a (C) en M,.
2) Déterminer les coordonnées du points M, pour que cette tangente passe par E
3) Déduire alors I’équation des tangentes a (C) passant par E.

Solution

1) Equation de la tangente (T) a (C) en My : xxo + vy, — (y +y,) —1 = 0.

O)E(T)=3y0—y0—3—1=0donc

2) Coordonnées du points M, pour que (T) passe par E. E (3

x
¥o = 2 (1) en plus M, (yg) € (C) = x§ +y& — 2y, — 1 =0.D’ou le systéme
Yo = 2 \ 2 _ _ _ / .
{xé Y2 —2y,—1 = O Onadonc xj = 1= xy = 1 ouxy = —1. Les coordonnées des points
1 -1
M sont donc M, (2) et M, ( ) )

3) Les équations des tangentes a (C) passant par E sont les équations des droites (EM;) : x +y — 3 =
Oet(EM,):x—y+3=0.

Propriété

Soient (C) un cercle et P un point.
e P estal’extérieur du cercle si et seulement s’ils existent deux tangentes a (C) passant par P.
e P estsur le cercle si et seulement s’il existe une unique tangente a (C) passant par P.
e P estal’intérieur du cercle si et seulement s’il n’existe pas de tangente a (C) passant par P.

Exercice d’application

Soient (C) le cercle d’équation x? + y? — 2y — 1 = 0 et les points P (g), Q ((1)) etR (i)

1) Montrer qu’il n’existe pas de tangente a (C) passant par R.
2) Montrer qu’ils existent deux tangentes a (C) passant par P.
3) Déterminer les équations des tangentes a (C) passant respectivement par les points Q et P.
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