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Objectifs pédagogiques :

A la fin de cette lecon, 1’éleve doit etre capable de :

-Déterminer I’ensemble des diviseurs et des mulitiples d’un entier relatif.

-Utiliser les regles de calculs sur les congruences pour déterminer le reste de la division euclidienne.

- Utiliser les regles de calcul sur les congruences pour déterminer les criteres de divisibilité en base 10.
1) Relation de divisibilité :

a/ Définition :

Soient a€ Z, b € Z", on dit que a est divisible par b ou que b est un diviseur de a, ou que a est un multiple
de b s’il existe k € Z tel que a= bk. Cette relation entre a et b se note a|b .

Exemple: 3|21car21=7x3 , 55car5=5x1

Remarqgue : L’ensemble des diviseurs d’un entier b est noté¢ (b)) et ’ensemble des multiples d’un entier relatif
aestnoté az .

Exemples: 2Z={....... -6,-4,-2;0;2;4;6;........ tet®D(6)={6;-3;-2;-1;1;2;3;6}
Resoulvons dans Z? I’équation (x-1)(y+3) =21

Comme x-1 et y+ 3 sont des entiers relatifs, il s’en suit que (x-1)| 21 et (y+3)| 21
Or®(21)=4{-21;-7;-3;-1;1;3;7;21}

D’oul tmessuivantS'{x_l:21'{x_1:1'
ou Ies syste y+3=1’y+3=21'

{x—1=—21 _{x—1=—1 _{x—1=3_{x—1=7_{x—1=—3_{x—1=—7
y+3=-1 ’"ly+3=-21"y+3=7"’ y+3=-3

y+3=3'ly+3=-7"
Donc S={(22;-2) ; (2;19) ; (-20 ;-4) ; (0;-24) ; (4;4) ; (8,;0) ; (22;-2) ; (-2 ;-10) ; (-6 ;--6)
Activité d’apprentissage
Enoncé :
Soient X , y, z et t des entiers relatifs non nuls .Répondre aux questions ci-dessous en se servant de la
définition de la divisibilite.
(1))On suppose que x|y et y|x. Justifier I’existence de deux entiers relatifs ki et ko tels que x=y ki1, y = x kz et k1 ko
= 1. Puis conclure .
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(i1) On suppose que t[x et t|y , Justifier I’existence d’un entier relatif k tel que mx+ny=tk quels que soient m
et n entiers relatifs. Puis conclure .

(ii1) On suppose que x|y et z|t, Justifier ’existence d’un entier relatif k tel que yt=xzk. Conclure et en
déduire que x™|y™, m étant un entier naturel.

(iv) On suppose que x|y et d un entier non nul , Justifier I’existence d’un entier relatif k tel que yd=xdk.
Conclure .

(v) On suppose que x|y, montrer que tout multiple de y est multiple de x.

(vi) On suppose que x|y, montrer que |x| < [y] .

(i) On sait par hypothese que: (Xlye= ki€ Z /y=kix) et (yxe= ke Z Ix=kyy ),

d’ou y= kix=Kki kay ; par conséquent ki ko =1 cary est non nul.

Or((kik2=1 et ki,ke€Z ) & (ki=ke=1ouki=k:=-1)), doncx=youx=-y.

(ii) On sait par hypothese que (tx < Ik’ €Z/x=k’t ) et(tly = Ik’ €Z/y=k’t ),

d’out mx + ny =mk”’t + nk’t = (mk’’+nk’) t. Il suffit de poser k = mk’’+nk’, Il s’en suit que tjmx+ny .
(iii) On sait par hypothese que (Xlye IKi€EZ /y=kix ) et(zjte ke Z /t=koz),

d’ou yt = kix koz = ki kozx. Il suffit de prendre k= ki ko, il s’en suit que xz|yt . (1)

En particulier, Supposons x|y et montrons que x™|y™ . Proceédons par recurrence ;

Soit P(m) la proposition :*> x™|y™ pour tout entier naturel m’’.

Si m=1, on a x|y qui est vraie par hypothese . Soit m un entier naturel stictement supérieur a 1, supposons que
P(m) est vraie et montrons que P(m+1) est aussi vraie . C’est-a-dire que x™*1ym*,

On sait que P(m) vraie signifie x™|y™ (2) . De plus par hypothese, x|y (3). En appliquant la proprieté montrée
precedemment (1) aux relations (2) et (3) on obtient XMxx|y"xy , ¢’est-a-dire x™*|y™*1,

d’ou P(m+1) est vraie. Donc p(m) est vraie pour tout entier naturel m.
(iv) évident

(v)Supposons x|y et montrons que x divise tout multiple de y. Soit t un multiple de y, alors il existe k élement de
Z tel que t =ky .Puisque x|y, alors il existe k’ élément de Z tel que y=k’x .Ainsi, t peut s’écrire t=k k’x avec
kk’> element de Z ; donc x|t.

(vi) Par hypothese , (Xlye 3ke Z" /y=kx) ,d’ou |y|=|K|.|x| .Or|k|>1

Il s’ensuit que |y | = [X] .



Si d est un entier relatif non nul , alors alb < ad| bd ;
Si bla ,alorsaZ c b Z.

Si bja alors |b| < |q|

Exercice 1 :

1) 2" divise- t-il 4" pour tout entier n ?

2) Montrer que |n2 -1| < |n* -1| pour tout entier relatif n.

3) Montrer que si n est impair, alors n(n2+3) est pair.

4) a. Trouver les entiers naturels strictement supérieurs a 1 dont les cubes divisent 18360.
b. En déduire dans N, la résolution de I’équation b*( 2b? +2b +1 )= 18360.

Exercice 2 :
Soit n un entier naturel non nul et différent de 1. On pose A=n2 -2n+2 , B= n2+2n+2

a) Factoriser n*+4

b) Montrer que A|n*+4 et B| n*+4

c) Montrer que tout diviseur de A qui divise n divise 2.

d) Montrer que tout diviseur commun de A et B divisent 4n

Nous admettons les axiomes suivants sur la structure de I’ensemble des entiers naturels

Principe du bon ordre

-Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

-Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élement.

Principe de descente infinie :

-Toute suite d’entiers naturels strictement décroissante est stationnaire a partir d’un certain rang.

Soita e Zeth € N*. On pose Q = { k € N/ a— bk=> 0 }. On suppose dans un premier temps que a= 0
(i) Justifier que Q est non vide.

(i) Justifier que Q est majoré par a et qu’il admet un plus grand élément q.

(iii) On pose r = a-bq , Justifierquer>0etquer <b.

On suppose dans un second temps que a <0, onpose Q' ={k € N/-a>bk }.D’aprés ce qui précede on sait
qu’il existe un couple (q,r) € (Z x N ) tel que —-a=bqg +ret 0< r < b.

(iv)Si r= 0,déterminer q’ et r’ tel que a= bg’ + r’avec 0< r' < b.
(v)Si r= 1, montrer que en posant ¢ '= - -1 et r’=b-r ,on peut écrire que a=bqg’ +r’avec0<r’' < b

Soient (¢,7), (q’,r’) € (Z X N)telsque a=bg+r =bqg'+r’,0<r<bet 0<r'<b etq+#gq’
(vi)Justifier que b<|r-r’|< b, puis en déduire une absurdité.
(Vii)En déduire que r=r'et ¢ =q".

Soienta € Z etb € Z". 1l existe un unique couple (q,r) € Z x Ntel que a=bq+ret 0< r < |b|. Dans
cette expression a est appele le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste.
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Exemple : La division Euclidienne de 12839 par 2567 s’écrit par 12839 = 5x2567 + 4
La division Euclidienne de - 26 par 5 s’écrit par -26 = 5% (-6) + 4
Exercice d’application : Déterminer tous les chiffres dont le reste de la division euclidienne par 2 est 4
3) Systéme de numération
a/Définition :
Soita€ N,a> 1etxe N". L’expression X =x,a" + x,_;a" 1 + -+ x, a* + x;a + xo avec x,, # 0

, 0 < xi <apour tout i =0,...,n ; est I’écriture de x dans le systeme de numération de base a. On note x =
XpXp—q v oo X1 X0

Exemple 1 18=100102 =0x2°+1x 21+ 0x22+0x 23+ 1x2* | 35=10223

Remarques :

R1: 1écriture X, Xp_1 e X1 X OU Xy Xp_q ... ... X1 X €St dans la base 10 ou décimale

R2: Enbase 16 ou hexadécimale, on represente les nombres 10, 11, 12, 13,14, 15 respectivement par A,
B,C,DE;F.

R3: La base 2 est appelée base binaire, elle n’utilise que des chiffres 0 et 1.

Exercice d’application :
I)Ecrire en base 6 le nombre 453
ii). Un nombre s’écrit 36723 dans le systéme décimal et 442003? en base b. Déterminer b

4) Relation de congruence :
a/Définition (congruence modulo un entier)
Soient n€ N" et a, b € Z . On dit que a est congru a b modulo n si n|(b-a), c¢’est-a-dire s’il existe k€ Z tel
que a-b = kn. On note a= b mod[n] ou a= b[n] ; selit *>a congru a b modulo n’’
Exemple: 6=1mod[5] car6-1=5=5x1;25=4mod[7] car25-4=21=7 % 3; 6=-1mod[7]

Activité d’apprentissage :
Soit a et b deux entiers relatifs, n un entier naturel tels que a = b mod[n] . On désigne parr,r’,getq’
respectivement les restes et quotients de a et b dans la division euclidienne par n .
(i) Montrer que a-b =n(qg-¢’) + (r-r’)
(ii) Endéduirequer =r’
Solution : (i) On sait par hypothese quea=nq+r et b=nq’+r’,
par conséquent a-b = (nqg+r)—(nq’+r)=nq+r—nq-r'=n(q-q’) + (r-r’).
(ii)On sait par hypothése que a = b mod[n] , ce qui veut dire que a-b est multiple de n. Entre
autres a-b =n(g-q’) + (r-r’) traduit I’écriture de la division euclidienne de a-b par n a condition que r> r'car
r-r’< |b|. Sinon, considérer b-a=n(q’-q) + (r -r). Comme a-b est multiplede n, r-»’=0.D’our =r".

Propriété : Sia = b mod[n] , alors a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

Exemple : Onsaitque 11 = 6 mod[5] , or le reste de la division euclidienne de 6 par 5 est 1. D’ ou 1 est
aussi le reste de la division euclidienne de 11 par 5.

Conséquence : Sia = bmod[n] et que 0< b < n alors b est le reste de la division euclidienne de a par n.
Ainsi les restes possibles de la division euclidienne d’un entier relatif a par un entier naturel n sont 0 ; 1 ;
2:;3....;n-1

b/ Propriétes :

Pi: a=amod[n]

P>: Sia=bmod[n] etb=cmod[n] ,alors a=cmod[n]
Ps:Sia=a’mod[n], b=b"mod/n] alors:a+b =a’+b’ mod[n]
Ps:Sia=a mod[n], b=b"mod/n] alors: ab=a’b’modn]
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Sia=a’mod[n], KEZ alors: ka=ka mod[n]
Sia=a’ mod[n], K€ Z alors: a =a™*mod[n]
a=0mod[n] < aest multiple de n
pgcd(k ,n)=1, alors (ka = ka’ mod[n]aveck € Z" ) = (a = a’ mod[n] )

P1: a-a=0quiestun multiple de n. D’ou le résultat

P>: Supposons que a = b mod[n] et b = c¢ mod[n]
Il s’ensuit qu’ils existent deux entiers k et k’ tels que a-b=kn et b-c=k’n
D’ou a-c = (a-b ) +(b-¢) =kn +k’n =(k+k’) n, donc a-c est multiple de n et a = ¢ mod[n]

P3: Supposons que a = a’ mod[n] etb = 5" mod[n]

11 s’ensuit qu’ils existent deux entiers k et k’ tels que a-a’=kn et b-b’=k’n

D’ou a+b =a’+kn +b’+k’'n =(a’+b’) +(n+n’)k, ce qui implique (a+b) —(a'+5°) est multiple de n
Donc a+b = a’+b’ mod[n]

P4 : Supposons que a = a’ mod[n] etb = b’ mod[n]

Il s’ensuit qu’ils existent deux entiers k et k’ tels que a=a’+kn et b=b’+k’n
D’ouab = (a’+kn)(b’+k’'n)=a’b’+a’k’n+knb’+kk’n’*=a’b’+ n(a’k’+kb’+kk’n)
Donc ab = a’b’ mod/[n]

Ps : Supposons que a = a’ mod[n] , soitk € Z"
Il s’en suit qu’il existe un entier &’ tels que a-a’=k’n , en multipliant cette égalité par k on obtient
k(a-a’)=kk’n , Ce qui signifie (ka-ka’)=kk’n, donc ka = ka’ mod/[n]

Pe : Supposons que a = a’ mod[n] , soit kK € Z" et p(k) la proposition a“ = a * mod[n]

Pour k=1, 0naa = a’ mod/[n] .Ce qui est vraie par hypothése. Donc p(1) est vraie

Soit k> 1. supposons que p(k) est vraie et montrons que p(k+1) est aussi vraie , c’est-a-dire que
a*l = ¢ ** mod[n]. D apreés la propriété 4, a = a* mod[n] eta = a’ mod/n] impliquent que
a‘x a = a*x a’ mod[n]. D ou le résultat.

P7: Soit a tel que a = 0 mod[n]. Ce qui signifie qu’ il existe un entier k tel que a-0= kn . Donc a=kn est
un multiple de n

(i) Trouver le reste de la division euclidienne de 17° par 5

(if)Déterminer le reste de la division euclidienne par 3 de 2™, pour n entier naturel

(iii) En déduire les solutions x dans N de 2™ = x-4[3] en fonction de tout entier naturel n.

(iv) Résoudre dans Z , n® + 2n +1 = 1 mod[4]

(v) Soit A =5x23°% , montrer que A=x-4[7].En déduire la valeur de x pour laquelle A est divisible
par 7.

© SOIt X = X X1 - - X1 X" tel que a| x
D Justifier I’existence d’un entier q tel que x,= (@-x,a" ' —x,_,a" > — - —x,) a
) En déduire que x,=0
) Réciproguement, si on suppose que x,= 0, montrer que a| X
iv) En déduire la regle de divisibilité en base 10



I Dans cette partie X = X%, ... ... X1 X 0
i) Montrer que Xx=(x, 10" + x,,_; 10"72 + --- + x;) 10 + x,
ii) En déduire que X= x, mod[2] et X = x, mod[5]
iii) Si x= 0 mod[2] (respectivement x= 0 mod[5] ), déterminer x,

- Dans cette partie X = X,,%,,_7 ... ... X1 X 0
i) Montrer que Xx=(x,10""2 + x,,_; 10"73 + --- + x,) 10 + x, 10 + x,
ii) En déduire que x = x7x, mod[4] et X = Xx;x, mod[25]
iii) Si x= 0 mod[4] (respectivement x= 0 mod[25] ), déterminer x;x,

IV. Dans cette partie X = X,,X,,—1 .. .. XX
i) Montrer que pour tout entier naturel i on a 10' = 1 mod [3] et 10' = 1 mod [9]
ii) En déduire que X= x,, + x,_1 + -+ + x,+x; + xo mod [3] (respectivement mod[9])
iii) Si x= 0 mod[3] (respectivement x= 0 mod[9] ), déterminer x,, + x,,_; + == + x,+x; + X,

V. Dans cette partie X = X,,X,,_1 ... ... X1 X
i) Montrer que pour tout entier naturel p, 10° = (—1)? mod [11]
ii) En déduire que x = (—1)™x, + (D) 1x_; + -+ (1D 2x+ (=D x; + (—1)%x mod [11]
iii) En déduire que X= (xo + x5 + x4+....) - (%1 + x3 + x5+....) mod[11]

SOit X = XpXp_1 o X1 Xg 0
: X est divisible par 2 (respectivement par 5) si et seulement si x, = 0 mod[2] (respectivement x, =0
mod[5] )

. X est divisible par 4 (respectivement par 25) si et seulement si x;x, = 0 mod[4] (respectivement
x1xo =0 mod[25] )
Un entier est divisible par 3 (respectivement par 9) si et seulement si la somme de ses chiffres est
divisible par 3 (respectivement par 9)
: Un entier est divisible par 11 si et seulement si la somme des chiffres de rang paire diminué de la somme
des chiffres de rang impair est multiple de 11

1/ Déterminer le reste de la division de 478987 par 4 et par 25
2/Montrer que 5296 est divisible par 4

3/Vérifier que 12475 est divisible par 25

4/ Déterminer le reste de la division de 478987 par 3.

5/ 165789 est ‘il multiple de 11 ?

1) Pour tout entier naturel n, on pose A = 2" + 22" +23",

a/ Montrer que An+3 = An [7].

b/ Déterminer I’ensemble S des entiers naturels n tels que An = 0 [7]

¢/ Les nombres x= 11102 ,y = 10101002 , z= 10010010007 sont’ils divisibles par 7 ?
2) a/ Déterminer n € N tels que 52" +5" soit divisible par 13.

b/ Déterminer suivant les valeurs de n € Z , le reste de la division euclidienne par 3 de B=2n* —n? + 2.
3) Un nombre entier N =abcca® = bbab®

a/Montrer que 309a+15¢=226b.

b/Montrer que 2b= 0[3] ; en déduire b.

c/Montrer que 3a=1[5] ; en déduire aetc

d/ Ecrire N dans la base 10.
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NOMBRES COMPLEXES TERMINALE C

INTRODUCTION

Activité :

Soient les équations suivantes :
(E):x>—1=0
(E))x?2+1=0

(E3)2x>+8=0
1) Résoudre dans IR si possible ces équations
2) Dans le cas ou I'’équation n’admet pas de solution dans IR ; supposer
qu’il existe un nombre i tel que i? = —1 et continuer la résolution.

Résumé :

Il existe un ensemble noté C appelé ensemble des nombres complexes qui
possédent les propriétés suivantes :
P1) C contient I'’ensemble des nombres réels IR
P2) I'addition et la multiplication des nombres réels se prolongent dans
I'ensemble C et les regles de calcul sont les mémes.
P3) Il existe dans I'ensemble C un nombre imaginaire noté i vérifiant i = —1
P4) Tout nombre complexe z s’écrit de fagon unique z = a + ib aveca et b
des nombres réels. Cette écriture est appelée forme algébrique du complexe z.
Exemple:z = 4 + 2i;z =5+ 1i; z = 6;z = 5i sont des nombres complexes.

I- ETUDE ALGEBRIQUE
1- Forme algébrique d'un nombre complexe

Définition 1: 1 écriture z = a + ib avec a; bIR est appelée forme

algébrique de z.

a est appelé partie réelle de z et noté Re(z)

b est appelé partie imaginaire de z et noté Im(z).

1) Sib=0;z=aestditréel;

2) Sia=0z=ib est dit imaginaire pur.
L’ensemble des imaginaires purs est noté iR et ’ensemble des
imaginaires purs non nul iR*. Tous sont des sous-ensembles de C.

Exemple:z, = 2 + 3i; z, = 2i; z3 = 4
Re(z1)=2 Im(z1)=3 Re(z2)=0 etc....
- Deux nombres complexes z = a + ib et 2’ = a’ + ib'sont égaux ssi
a=a’ etb=b".
- Unnombre complexe z = a + ibestnulssia =0et b = 0.

2- Nombre complexe conjugué
Définition 2 : soit z = a + ib On appelle conjugué de z le nombre complexe

Z=a-ib
Exemple:7z, =2+ 3i; z, =4; z3 =7i
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Propriétés :
Pl) z+7z2=2+7

P2) zxz' =zx7

P3) Re(Z)=Re(z)

P4)Im(Z) = —Im(2)

P5)zZ=z

P6)z + z=2Re(2)

P7)z — z = 2ilm(z)

P8)z €IR ©z=Z
P9)zeilRez=~-7

P10)siz+0 et n€IN alors z" = (2)"

z

P11)si7z#0 alors @ =

~

zZ

Démonstration : TAF
Exemple : Déterminer la forme conjuguée des nombres complexes
suivants :

71 = (3+20)° 7, =5 .

3—4i
3- Opérations dans C
Propriétés: soientz = a + ib etz' = a’ + ib’ deux nombres complexes.

z+z ==a+ib+a' +ib'=a+a +i(b+b')=A+IBEC
avec A=a+a" ' €RetB=b+ b’ €R.

zXz' =(a+ib)(a +ib") = (aa’—bb")+i(ba’" +ab’) =A+iBEeC
avecA=aa’' —bb' ERet B =ab’ + ba' €R.

atib _ (a'+ib")(a—ib) _ a’a+b’b l.ab’—a'b
a'+ib’ ~ (a+ib)(a—ib)  a2?+b2 a?+b2

1A
.Si Z# OZ;= e C.

4- Formule de bindme de newton
Propriétés
Soientz,z’€ C,n € C,

_ 2.2 _ -2 _
(z+2)" = Cz™ + Crz" 1z + C2z" 22" 4+ +CR 2222 + (1Y

m-1 n__yn k n-k,rk
zz + Coon = k=0 Ch 2" "z
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Rappel : triangle de pascal
1

[E

1
2 1
3 31

[EEN

1 4 6 41
1 5 10 10 5 1

Exemple: (z+z)° =1siz+2z #0; (z+z)=z+2z'; (z+2)%=12%+2zz' +
12'%;  (z+2)3 = 123 + 3227 + 3z2'° + 12"°.

Exercice :
Calculer (3—2i)*.

5-Module d’'un nombre complexe

Définition 3 :

soit z= a + ib un nombre complexe. On appelle module de z,le nombre reél

|z| = Va? + b2,
Exemple : Déterminer les modules des nombres complexes suivants : z= 2 + 5i;
z=4-3i;z=—-1;z=-5
Propriétés : soient (z,z")€ C2,n € C.
Py) |zxz'| = |z| x|Z'|
1

z!
z

zZI

1

Tz
|z]

||

P,) sideplusz’ # 0,ona

P3) vneC*|z" = |z|"

Py |z|=02z=0

Ps3) |z+7'| <|z| + |z'| (Inégalité triangulaire)
Pg) Iz| = |-z| = |Z|

P;) |zXz| =a?+b?=|z|>?avecz=a+ib
Pg) |Re(z)| < |z],Im(z) < [z|.
6-Représentation graphique

Soit (0,4, V) un repeére du plan complexe et z = a + ib
un nombre compléxe, le point M(a, b)dans le repére (0,1, V) est appelé point image
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Du complexe z et z est appelé affixe du point M.
Le vecteur V(a, b)est le vécteur image de z et z est appelé af fixe du vécteur U
Dans ce repeére, I'axe des abscisses devient I'axe des réels, I'axe des ordonnées devient

L’axe des imaginaires purs.

h .
Mia:h,
. Fiz)
1
v
o u 1 2 3 1 x
a
Remarque :
si A(zy) et B(zg) alors :
E(ZB — 24) ”E” = \/(xB —x4)>+ (g —ya)* = AB

|zz5| = (x5 — x4)2 + (5 — ya)? = AB.
II- ETUDE TRIGONOMETRIQUE
On prendra (0, U, V) repére orthonormé direct du plan
1- forme trigonométrique d'un nombre complexe
Activité :
En notant M(z) I'affixe de z donner une mesure de chacun des angles orientés
w O—M) dans les cas suivants. On les notera respectivement 6, et 6.

lercas z; =3 — . 2¢ cas z, =1+1i.
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uv ) det(u, V)
——— et sin@ = —————=,
B[ Il |17l

8=mes(U, V) cosl =

0, est appelé argument de z;. onnote 68, = argz;
0, est appelé argument de z,. onnote 0, = argz,.
Définition 4:

z est nombre non nul, M le point image de z dans le plan complexe. On appelle argument

de z Toute mesure notée argz de 'angle orienté (i, OM).L’argument de z est encore
appelé argument principal de z.

Exemple : on a le tableau

Z 1 | -1 -i 1+i -1+i 1-i -1-i
arg(z) 0 T ™ _r r 3m _r | _3r
2 2 4 4 4 4

Remarque: on n’attribue pas d’argument au nombre complexe 0.

2- Détérmination pratique

Siz=a+ibeCetl =argzalorsona:

Cosf = —— =2 et sinf = b__2°
VaZ+b? |z Vaz+p? |z

Exemple : z=1+iv3
v' Propriétés: soitze C*; z' € C'etn € N*
arg(z) = —arg(z) [2n] = —arg(z) + 2Kn k € Z.
arge) = —arg(z) + 2knr ke Z.
arg(zx z') = arg(z) + arg(z’) + 2kn k € Z.
arg(i) = arg(z) —arg(z') + 2kmr avec k € Z et z' + 0.

arg (z") =narg(z) +2kn k € Z.

arg (—z) = arg(z) + m+ 2kn k€ Z.
Size R*,argz = kn (k € Z)

Siz€ iR*,argz = Z+kn (k € Z)

AN N N NN

Définition 5: si z = a + ib est un nombre complexe de module |z|=r et d’argument 6;
alors I'écriture z=r(cos@ + isinf) est appelée forme trigonométrique de z. z = [r ; H]est
appelée forme polaire de z.

Remarque:

Pour déterminer la forme trigonométrique d'un nombre complexe, on procede comme
suit :

Siz=a+ib
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- oncalcule |z| = 7.

cosO =

- ondétermine 6 a partirde{
sinf =

RlT x|

Exemple :
Donner la forme trigonométrique des nombres complexes :

Z1=§+i?; z, =1+ Z3=‘/€_i\/§'

3- Egalité de deux nombres complexes

Soient z et zZ’ deux nombres complexes non nuls

z=7' & |z| = |Z'| etarg(z) = arg(z') + k2r [k € Z].
4- Argument d’'un produit et d’'un quotient
Propriétés: soient z, = [ry;01];2, = [12;6,].ona:
1. 7z =[r,—04]

rn=r
2. zy=z,[n, 6] = 92]‘:’{91 = 92-1|-2k7i, kez

Théoréme : (formule de Moivre)
Pour tout nombre réels 6, pour tout entier relatif n,
z" = (cosO + sinB)™ = cosnb + isinné.

Exemple: écrire 1+i sous la forme trigonométrique puis déduire (1 +
i)1° en utilisant la formule de moivre.

\/5)2009

Calculer G + i;

5- forme exponentielle d'un nombre complexe

Dans la formule de Moivre, on remarque que I'argument se comporte comme I'éxposant.
On convient a noter : cos@ + isinf = e'®

a- définition et propriétés

Définition 6: si z = a + ib est un complexe de module r et d’argument 6 alors
I'écriture z=re'® est appelée forme exponentielle de z.

Exemple : z1=-1-i z2=1+i/3
Remarque : (conséquences)

e Quels que soitlesréels aetb ona:
eia % eib — ei(a+b)
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Et pour toutri> 0 etr2> 0,

Tlela % rze‘b — T'lT'zel(a+b)

e Quels que soientlesréelsa;brietrzavecri>0Oetr2>0ona:

ia
e _1N @b

el
b- Formule d’Euler

. A B
{COS@ +isinf =e ce qui conduit a :

cosf —isin =e~ i
ei9+e—i6 . eiG_e—ie
cos =——— sinf = -
2 21
De méme,

. . _ ,in@
{ cosnf +isinnf =e ce qui conduit a:

cosnf — i sinnf =e "0

einb 4 ,—inb . einb_—ind ,
cosnf = —,—— sin nf = — (Formules d’Euler)

6- Nombres complexes et trigonométrie

a) Polynéme trigonométrique
On appelle polynéme trigonométrique une somme de termes du type

cosPxsindx ou p€IN g€IN

Exemple : p(x) = %cosxsin3x + 4cos*x + sinx

b) Linéarisation d'un polynéme trigonométrique
Linéariser un polyndme trigonométrique revient a I'écrire sous forme

d’'une somme de termes du type cos mx ou sinnx m, n €IN
Pour cela on peut procéder de la maniere suivante :
- Onpose
eix+e—ix . eix_e—ix
cosx =——— sinx = :
2 21
- Ondéveloppe (e™* + e ™) ou (e™* — e )"
- On applique les propriétés suivantes :
etk* 4 e=kX = 2 cos kx
ekx — o=kX = Disin kx
elkx X e—ka =1
Applications :
Linéariser sin®x et cos*x

sin®x = e (sinx — 5sin3x + 10sin6x

cos*x = %(cos4x + 4 cos 2x + 3)
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I11- Equations dans C

1- Racine carrée d’'un nombre complexe
Définition 7 : soit Z = a + ib avec a€IR et bEIR. On appelle racine carrée de Z

tout nombre complexe z tel que z2=Z

Exemple: 1 a pour racines carrées 1 et -1

-4 a pour racines 2i et -2i

détermination pratique des racines carrées d'un nombre complexe
posons z=x+iyetZ = a + ib

on a z2=Z équivaut a (x+iy)2= a+ib

x2—y?=a
donc a z2=Z équivauty 2xy =b C'est-a-dire
1z%] = |Z|
x2—y?=a (1)
2xy =b (2)
x? +y* =+aZ +b? 3)

Remarqgue: (1) et (3) permettent de déterminer x ety. (2) permet de
déterminer les signes de x et y.
2- racine ni®me d’un nombre complexe
Définition 8: soit n un entier naturel tel que n>2 et u un nombre complexe
non nul. On appelle racine ni¢me de u tout nombre complexe z tel que z"=u.
Détermination des racines niéme de u
On sait les faire pour n<2 par la méthode algébrique. Pour n>2 on utilise
beaucoup plus la méthode trigonométrique.
Méthode
On pose Z = [r, 0].
Déterminions z = [p, a] tel que z" = Z.Ona z" = [p", na]. Ainsi z" = Z
r=p" p="r

d’ou 0 or aveck € {0,1,...,n—1}

ol
1mp1que{na:9+2kn a=;+k

n
Propriétés : Soit re'* un nombre complexe non nul et n un entier naturel

(n=2).
.0 2km
re'® admet n racines n-iéme telles que z, = Yre'@ =’ (ke{0,
1,..,n-1})
- Les images de ces racines sont les sommets d'un polygone régulier
an cotés inscrit dans un cercle de centre O et de rayon V/r
Application :
Résoudre dans C I'équation Z3 = 1
Exercice : déterminer les racines 4ieme de z1=1 et celles de z2= 4 + 4i+/3
3- Résolution d’équation dans C

a- Equation du premier degré
On appelle équation du premier degré dans C toute équation de la

forme (E):az + b = 0 aveca, b€ C aveca # 0
La solution de (E) est %b

Exemple : résoudre dans C
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(E):(1—-i)z+3=—2z+i

—7-51

=2

b- Equation du second degré
On appelle équation du second degré dans C toute équation de la forme
(E):az> +bz+c=0o0ua€C* bceC
Pour résoudre (E), on calcule le discriminant A= b? — 4ac
On distingue deux cas:

lercas: A= 0

(E) admet une solution double z = ;—2 ets = {_—b}

28mecgs i A+ 0

2a

posons §; et §, les racines carrées de : A. On a alors z; =

-b- 6,
2a

et z,

~b+ 8,
2a

NB :on peut utiliser §, au lieu de §; et avoir le méme résultat.

Exemple :

Résoudre dans C les équations suivantes :
(1):z2-2iz—-2=0

(2):22243z42=0
3):R2+Dz>?—(9+20)z+5B-i)=0

S={1+1i —1+1i}
_ (—3=iV7 | =3+iV7
S_{ 4 4 }

S={3+i1-2i}

c- Equation dont la résolution se rameéne a celle d'une équation du second

degré

Exercice 38, 39, 43 page 227 CIAM Tle SM

IV-  Géométrie et nombres complexes
Soit (0, U, ¥) un repére orthonormé direct du plan
1- Angles orientés et nombres complexes
Définition 9: soit A, B, C et D quatre points du plan d’affixes respectives
Za; Zg; Zc; Zp alors :
— Zp — Z¢
mes (AB, CD) = arg( ) +2km keZ
Zp — Zy
Application: On donne A, B, C et D quatre points du plan d’affixes
respectives z, = V3 +2i,; zg =V3 +izc=—2i;zp=1—1i
Déterminer mes (E, CTﬂ
2- Configuration du plan et nombres complexes
Configuration caractérisation Caractérisation complexes

(AB) perpendiculaire a (CD) | ¢ (E, C—D>) _r + ki Zp — Z¢ € iR
2 Zp — Zy
(AB)//(CD) mes (ﬁ,ﬁ) = kn Zp " %c  pe
Zp T Zy
A, B, et C alignés mes (E, C_D’) =0+ kr Zp ~Zc _ p
Zp T Zy
ABC isocéle en A AB=ACetmes A =« Ze 2 _ gia gy PC T PA _ -ia
0<a<rm Zp — Zy Zp — Zy
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ABC équilatéral

T

AB=AC=BC et mes A = 3

ABCrectangle en A

., T
mes (AB,AC) = 5 + km

A, B, C et D cocycliques

mes (C4,CB)
= mes (ﬁ, I)_E) []
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CHAPITRE 3 : CALCUL VECTORIEL

Lecon 1 : Généralisation des résultats Barycentriques
1.1 Définitions et barycentres

Définition 1 Soit E un espace vectoriel. Un espace affine est un ensemble non
vide E muni d'une action du groupe additif de E transitive.

Exemple : Une droite affine est un espace affine de dimension 1.

Un plan affine est un espace affine de dimension 2.

Définition 2 : On appelle point pondéré d’un espace affine € tout couple ( A, a) avec
AecetacelR

Exemple 1: On montre que I'ensemble des barycentres de deux points A et B est Ia
droite (AB).

Exemple 2: On montre que I'ensemble des barycentres de trois points A, B et C est
le plan (ABC).

Définition 3 : Soitn e N, Ay, A,,....,An n points € a;, ay,...., a, € R. Le systeme
{(A1, a1); (A5, a3); ...; (A, a,)} est appelé systéme des points pondérés de €. On
note (A;; a;)1<i<n-

On désigne par m=)"; a; la masse systéme.
Théoréme

H n
*Si m=0 alors le vecteur };i_; a;MA, est constant

*Si m=#0 alors il existe un point G et un seul tel que

a,GA; + a,GAy +...+ a,,GA, = 0.Le point G est alors appelé le barycentre des
points pondérés (A, a,); (A, ay); ...; (A, ay).

En particulier si a;=a,=...=a,, alors G est appelé I'isobarycentre des points
A1 Ay, Ay,



Preuve du Théoréme

*Si m=0,

Soit O un point fixe

=3, aqMA, =3, a;(MO + 04) = £, ;MO + XL, 0,04,

= (X, a)MO + ¥, 2,04, =0+ Y%, a;04, =Y, a;04, quiest un vecteur
indépendant de M .

*Si m=+0,

Soit G un point fixe

=3, a;MA =YL, a;(MG + GA) = XI-y a;MG + L, a,GA,
=(>Xr, a,)MG + Yy a;GA, . On définit ainsi un point G tel que
a,GA; + @, GA, +...+ a,GA, =0

1.2 Fonction vectorielle de LEIBNIZ

Définition : On appelle fonction Vectorielle de Leibniz associé au systeme des points
(A;; a;)1<i<n I'application qui a tout point M de € associe le vecteur V(M) tel que
V(M) =X, a;MA,.

Exemple : Soit (A,1), (B,-1) et (C,-1) un systéme de points pondérés du plan.

La fonction vectorielle de Leibniz associée a ce systeme est :

—V(M)= MA—-MB - MC

Remarque : Dans le casoum=0,V M, M € &, W = m

La fonction vectorielle de Leibniz a les propriétés suivantes :

Théoreme

Soit (A;; @;)1<i<n Un systéme de points pondérés de I'espace de masse m=),\-; «;.

> Sim =0 alors le vecteur V(M) =Y., a;MA, est constant

» Sim # 0, alors il existe un unique point G de I'espace vérifiant

V()= 0. De plus, pour tout point O de I'espace, on a:



0G = % * 1 a;0A4, . Cet unique point est appelé barycentre du systéeme

(Aj; ) 1<isn -

Proposition :

Lespace étant muni d’un repere (O, 7, 7, k). Soit (4;; @;)1<j<n. ON suppose
Ailx;, i, 2;) €t G(xg, Yg, zZg) on a::

n n n
X _ i=1 alxl . Y _ Zi:]_ alyl t Z _ Zi:]_ alzl
G- ~wn . V6= —on . el e~
=1 al =1 al =1 al
Remarque :

R1-On ne modifie pas le barycentre d’un systeme en multipliant la masse de chaque
point par un méme nombre non nul. De fagon précise ,les systemes (A;; @;)1<j<n €t
(A;; kai)1<i<n (k# 0) ont le méme barycentre.

R2-On ne modifie pas le barycentre d’un systeme de points pondérés en remplagant
plusieurs d’entre eux par leur barycentre

Exemple d’application :

L’espace est muni d’un repére (O, 1, ], E). A(3,-4,2);B(1,5,-2) et C(-4, -1, 2).
1-Calcule les coordonnées du barycentre | de (B,2) ; (C,3)

2-Calcule les coordonnées du barycentre J de (A,5) ; (B,2) et (C,3)

3-Vérifie que | est milieu de [Al]

1.2 Fonction scalaire de LEIBNIZ

Activité
On considere I'application g du plan dans R qui a tout point M associe le réel
g(M) définipar: g(M) = aMA? + BMB? + yMC? aveca +f +y # 0
Soit G le barycentre des points massifs {(4, a); (B,B); (C,vy)}
1) Démontrer que g(M) = (a + B + Y)MG? + aGA? + BGB? + yGC2.
2) Déterminer g(4),g(B),g(C).
3) Montrerque g(A) = (a+ B +Y)GA? + g(G); g(B) = (a+ B +7)GB? + g(G)
et g(C) = (a+B+Y)GC* + g(6)



4) Démontrer que a g(4) + Bg(B) + yg(C) = 2(a + B +7) g(G).

5) Déduire que

yBC? 4+ yaCA? + afAB?
a+B+y

B
g(G) =
Définition : On appelle fonction scalaire de Leibniz associé au systéme des points
pondérés (A;; @;)1<i<n 'application G de € dans R

G:M— Y. a; MA® = a; MA,? + ay MA,? + ..+ a, MA,,?

Proposition : Soit G le barycentre de {(4,a); (B,B); (C,y)}aveca+ B +y # 0
alors: aMA? + BMB? + yMC? = (a + B + yY)MG? + aGA%? + BGB? + yGC?2.
Corollaire : Soit G le barycentre de {(4,a); (B,B); (C,y)}aveca+p+y #0

BC?+yaCA*+ aBAB?
alors : Q(G) = B 14 4
a+pB+y

Théoreme

[ i» Xil)1<i<n U : i Aré =y .
Soit (A;; @;)1<i<n Un systéme de points pondérés de I'espace de masse m=),\*, ;

X/

< Si m=0 alors pour tout réel k , I'ensemble de niveau k de I'application
g(M) = T, a; MA;* est :
a) Dans le plan : soit le vide, soit le singleton{G}, soit un cercle de centre
G
b) Dans l'espace : soit le vide, soit le point G soit la sphére de centre G .

% Sim=0,onposeV = Y a;MA,
a) Si V = 0, 'ensemble de niveau k de g est soit le vide soit €.
b) Si V # 0, ’ensemble de niveau k de g est:
= Dans le plan une droite orthogonale a Vv

= Dans l'espace un plan orthogonala V

Preuve du théoreme

On vérifie que dans le cas m# 0, ona: g(M) = g(G) + (X", a;)MG?. La relation
g(M) = k conduit donc a g(G) + m MG? = k et on déduit que

MG? == (k- g(G)) = 2

m



v" Si A < 0 alors I’ensemble cherché est le vide
v Si A =0alors M = G et 'ensemble cherché est{G}

v’ Si A > 0alors MG = /A I'ensemble cherché est
e Dans le plan, le cercle de centre G et de rayon V2

e Dans 'espace, la sphére de centre G de rayon VA
Application
On donne dans un repéere orthonormé du plan les points A et B définis par

A( 2 ;0) et B(0;1). Soit la fonction M— MA? — MB?. Déterminer et construire
I’ensemble de niveau 3 de cette fonction.

1.3 Ensemble de niveau de la fonction %
: . , s . MA .
Soit A et B deux points de I'espace . On considere la fonction M — B " Soitk€ R

OnposeEkz{MEE/ %zk}

» Si k<0 alorsE, = 0.
> Si k=0 alors E;, = {4}
» Si k =1, alors E estla médiatrice de [AB]
» SikeR,\{0;1},onpose G, = bar {(4,1); (B,k)}etG, =
bar {(A,1); (B,—k)} alors I'ensemble Ej, est :
e Le cercle de diameétre [G,G,] si on est dans le plan
e Lasphére de diametre [G,G,] si on est dans I'espace.

Application

. . , . , MA
Déterminer I'ensemble H des points M de I'espace tels que v 2 avec A(2,0) et

B(0,1) dans le repére (0,1, )



Lecon 2 : ORIENTATION DANS L’ESPACE

2-1 Activité préparatoire

Soit (0,1, J, E) un repére de I'espace et les points | ; J et K tels que

—

0l =7;0] =Jet OK = k.

Pour orienter I'espace, les physiciens imaginent un observateur ayant les pieds en O,
la téte en K et fixant le point I.

Dans chaque cas de figure, précise la position du point J par rapport a I'observateur.

Le principe précédent est connu sous le nom de regle du bonhomme d’ Ampére est
a la base de I'orientation de I'espace.

Orienter I'espace, c’est distinguer ces deux types de repéeres qu’on qualifiera 'un de
repéere direct et I'autre de repére indirect.

2.2 Résumé

Définition Soit U et V deux vecteurs non nuls du plan euclidien orienté. On pose

—_Jetd=—V.0na: (U,V)=(%u,v
17 7 U, V)=(u,v)

[N

U=
On a de méme les propriétés suivantes ;

e Si U et U sont colinéaires de méme sens, alors mes (1,7 ) = 0[27]
e Si U et U sontcolinéaires de sens contraires, alors mes (U, vV ) = n[2m]
e Soit A et B deux points distincts du plan, a un réel de I'intervalle
|-m; 7]
L’ensemble des points M du plan tels que mes (m,m) = a[2m] est :
v" la droite (AB) privée du segment [AB] sia = 0

v’ le segment [AB] privé des points AetBsi a=m



v Un arc de cercle de diameétre [AB] si a = % :

v I'un des arcs de cercle d’extrémités A et B privés de A et B : Cercle
dont le centre est le point O de la médiatrice de [AB] tel que I'on ait

(ﬁ,@ka

Soit R= (0, 7, 7, k) un repére de I'espace.
On dit que R est direct lorsqu’un observateur situé sur la demi-droite [0; E[ les
pieds en O et regardant dans la direction 7 a le vecteur J sur sa gauche.

Remarques:

Ri:Un repere de I'espace est dit indirect s’il n’est pas direct .

-

R2: Une base (1,] ,E) est directe lorsque pour tout point O de |'espace le repere
(0,7,7, k) est direct.
2. 3 Propriétés

P: Permuter deux vecteurs d’une base change son orientation. Ainsi, les bases ( 7,

7,k) et(],7,k) sont de sens contraires.

P> : Permuter de fagon circulaire les trois vecteurs d’une base ne change pas son

orientation. Ainsi, les bases (1, J, E)) (7, k, ) et (l_c), 7,7) sont de méme sens.

Ps: Remplacer un vecteur d’une base par son opposé change son orientation. Ainsi,
-les bases (1, ], I:',)) et(—1,7, E)) sont de sens contraires.

-les bases (7,7, k) et (=1, =], k) sont de méme sens.

Remarque

L’espace E étant orienté, on peut définir une orientation de tout plan de I'espace E.

Soit (P) un plan de E de repére (7, ) et k un vecteur normal a (P).

On convient que ( 0,1, J) est un repére direct de (P)si (O, 7,7, E) est un repére direct
de E. Un plan est orienté par le choix d’'un de ses vecteurs normaux.

Application

Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1.



Préciser si les repéres et bases suivants sont directs ou indirects

a) (A,AB,AD ,AE) d) (AB,AD ,AE)
b) (DC,DA,DH) <) (F,FE,FB,FG)

Lecon 3 : PRODUIT VECTORIEL
3.1 Définition

Soit U et v deux vecteurs de I'espace orienté. On appelle Produit Vectoriel de U
et U le vecteur noté U A U et définie par :

—

— 0 siu etvsontcolinéaires
UNV =

lu]]. Y]l sin(ﬁ’, ?) .k
ol k est un vecteur normal unitaire au plan définie par U et v

NB:U AV selit < U vectoriel v >

3.2 Conséquences de la définition

C1. Pour tout vecteur i de I'espace, TA0= OAD =0

C2.Si||u]|=1=||?|| etu.v = 0 alors (U, ¥, U A ¥)) est une base orthonormée
directe de I'espace.

3. 3 Propriétés

P: Soient U et ¥ deux vecteurs de I'espace orienté.

Le vecteur i A U est orthogonal a chacun des vecteurs U et v.
De facon précise,ona: (UAV) LU et (UAD) L V.

P, Si (U, V) est une base orthonormée directe du plan alors (1, ¥, A V) ) est une
base orthonormée directe de I'espace.

-

Ps Soient U, U et W trois vecteurs de 'espace orienté et k € R.

CUANV=-(VUAU)

e (kU)AV=k(UAD)=UA (kV)
e (U+DV)AW=UAW+ DAW.

e UNVHW)=UAV+ UAW



Pa (7,7, E) est une base orthonormée directe de I'espace.

—

eIAJ=k ekAJ=—T eIAk=—] e jAl=—k .

ol
>
~
I
~

3.4 Remarques

R; Des points A, B et C de I'espace tels que ABANAC#0 , sont non alignés et

définissent un plan dont un vecteur normal est 7 = AB A AC.

R2 Pour étudier la position relative de deux plans ( P) et (P’), on peut déterminer
deux vecteurs 71 et 1’ respectivement normaux a ( P) et (P").

eSiAAR =0 alors (P) Il (P).

e SiAAR' #0 alors ( P) et (P’) sont sécants suivant une droite dont un vecteur
directeur est T A 7.

eSi iAT'#0 et Si#.A' =0alors (P) L (P).
Application
Soit(P):3x—y+z—3=0et(Q):2x+3y—3z+2=0

Démontrez que (P) et (Q) sont perpendiculaires et donner une représentation
paramétrique de leur droite d’intersection.

3.5 Expression analytique du produit vectoriel

3.5.1 Activité

Soitu (x,y,z) et ¥ (x',y’,z") dans une base orthonormée directe (1, ], E) tel que
U=xl+y] +zk et B=xT+y7] +2'k

Déterminez les valeurs de a, B et y tels que LA % = ai + B] + yk.

3.5.2 Résumé

Soit (x,v,2) et B (x',y',2") dans une base orthonormée directe (7, ], k) tel que
U=xi+y] +zk et 3=xT+y] + 2k
UAND=(yz' —y'2)l+ (x'z—x2)] + (y'x — yx')k.

Pratiquement et pour moins d’efforts de mémoire, on dispose les coordonnées de
U et ¥ de la facon suivante



U

<< x|
x

y y’.|z z'
z Z'|'1Ix X'

1 )
“ly Yy

De sorte queﬁ’/\ﬁ’=(

3.5.3 Application

1) Ondonne u (1,1,2) et ¥ (1,1, —2) dans une base orthonormée. Calculez
UAD

2) Déterminer une équation du plan (P) défini par les vecteurs
AB (3,0,—4) et AC (2,—1,1)

Lecon 4 : Applications du produit vectoriel

4.1 Calculs des distances
4.1.1 Distance d’un point a une droite
Soit (D) une droite de repére (A, U ) et M un point de 'espace. On a :

|MAA|

Il

d(M, (D))=

Preuve :

Soit H le projeté orthogonal de M sur (D)
Ona:MAATU=(MH+HAANUG=MHATU+HAANTG=MHA

car HA AU =0 vu que ces deux vecteurs sont colinéaires.

Ainsi, MA A= HA AT =MHx || ||x sin sin (W,ﬁ)

= ||MA A7 = MHx [[E | = d (M, (D) )= MH = 122

4.1.2 Distance d’un point a un plan



Soit ( P)le plan de repére (A, U, ¥ ) et M un point de 'espace. On a :

[FTncins)|

d (M, (P)="5g)

Preuve :

Soit K le projeté orthogonal de M sur le plan ( P)

Ona: MK estcolinéaire & U AV (vecteurs normauxa ( P) ).

|MA. (i nD)|=|(MK + KA).(dAD)|= |MK.(dAD) + KA. (W AD)|
= |MK. (@ AD)| = MKx |[d A T|

[FTnCins)|
[y ||

Ainsi, d (M, ( P))= MK =

4.2 Calcul d’aires et de volumes

Aire d’un triangle ou de parallélogramme
L’aire d’un triangle ABC est A = % x ||AB|| x ||AC]| x sin BAC
Or ||4B|| x |[4C]|| x sin BAC = ||4B A4C|| donc A=1 4B A AC]|.

De ce qui précede, e|’aire du parallélogramme ABCD est : ||ﬁ A TC“

e Le volume d’un tétraedre ABCD est : % ||AD. (AB A AC)||.

Preuve :

ABCD est un tétraedre si et seulement si les points A, B, C et D sont non coplanaires
c’est-a-dire AD. (E A A_C)) #0

Le volume de ABCD est gx Bxh orB=airede ABC

ADA(ABAAC
et h= d( D, (ABC))= JARAUABMO)|
|ABAAC ||
Ainsi, Le volume de ABCD est 1 xBXxh= 1 X 1 ||E A R”x ”AD/X,AB_A)AC)”
3 372 |[ABAAC ||

= = ||AD. (4B A 40)||.



e Le volume d’un pavé ( parallépipéde ) ABCDFGHI est : |AF.(AB A AC)|

Application

1. SoitA (0,3,—1),B(1,4,0)etM(1,-1,1)

Détermine la distance du point M a la droite (AB).

2. SoitA(0,3,—1),B(1,4,0),C(-2,2,0) etM(1,-1,1)
Détermine la distance du point M au plan (ABC).

3. ABCDEFGH est un cube de coté 1. L’espace est muni d’'un repere orthonormé
direct (A, ﬁ, AD ,E). On désigne par | le milieu du segment [EF] et par K
le centre du carré ADHE
a) Vérifie que BK=IGAIA
b) En déduire 'aire du triangle IGA
c) Calculer le volume du tétraedre ABIG et en déduire la distance du point B

au plan (AIG)
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CHAPITRE UN

LIMITES ET CONTINUITES

A la fin de ce chapitre, I’éléve devra étre capable de :

IS" Savoir calculer la limite d’une fonction en levant 1'indétermination.

IE” Savoir étudier graphiquement la continuité d’une fonction.

IE” Savoir et connaitre appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.

1" Déterminer I'image d’un intervalle en utilisant la monotonie ou le tableau de variation d’une

fonction.

1.1 Limites

1.1.1 Rappel sur les limites

" On appelle fonction numérique d’une variable réelle toute fonction dont I’ensemble de départ
et I’ensemble d’arriver sont des parties de R.

I¥" Le domaine de définition d’une fonction f est I’ensemble constitué des éléments qui ont une
image par f.

2" Le domaine de définition d’une fonction polyndme est R

¥ Le domaine de définition d’une fonction rationnelle 7 = £ est I'ensemble des nombres réels qui
n’annulent pas q. !

’¥" Le domaine de définition d'une fonction irrationnelle i = \ /g est I’ensemble des nombres réels =
tels que g(x) > 0.

’" Si f et g sont des fonctions numériques, alors Dy.g = Dy N Dy et Dyyg =Dy Dy.

Exemple : Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

fx) =

r-4
|| -2

. Y - A _ —5 7T _Vi6-z?
;o g(x)=Vi+x N h(z)=+/|3x-2|-1 et t(x)= "

1.1.2 Opérations sur les limites

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur leur domaine, [ et I’ deux réels non nuls.
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1.1. Limites

xllgclo f(x) 1 1 1 0 | +00 | —00 | =00 | O | o0 | O
lim g(x) I 0 00 I' | 400 | —00 | 400 | 00 | O | 0
xli_glo(f +g)(x) 1+’ 1 00 00 |[+00 | —o0 | F.I | o0 | o0 | 0
gclirilo(f x g)(x) Ix1 0 o0 00 | 400 [ +o0 | —co | FI| FI| 0
Jcll)rgrﬂlo(g)(a:) ll_’ o0 0 o | FI|FI|FI| 0 | o |FI
I @) H 1] | o0 | 400 | +00 [ 400 | 0 | oo | O
Jlim \/f () VIsil>0| Visil>0| Visil>0 +00 0 0

Remarque 1.1.1 :
IS" La limite en l'infini d’une fonction polynome est égale a la limite en 'infini de son mondme de
plus haut degré.
IZ" La limite en I'infini d’une fonction rationnelle est égale a la limite en I'infini du quotient des

mondmes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

i t 1- 1

1 g ) gy ) gy, L0s() L

z—0 €T x—0 x z—0 €T 2

1.1:
Calculer les limites suivantes :

. sin(2z) .. 1-cos(3xz) .. T . . r+1-2
lim , lim , lim (1- , lim (V22 +3z-1-2+2) et lim ————
v=0 tan(2z) " @0 222 A Va2 ¥ 1) . ) et Jing 3-Vz+6

1.1.3 Propriétés de comparaison
Propriété 1.1.1 :
Soit f, g et h trois fonctions numériques d’une variable réelle admettant des limites en xg
" S f <g, alors lim f(x) < lim g(x).
T—>x0 T—>x0
I S f<getsilim f(z)=+o0, alors lim g(x) = +oo.
T—>XT( T—=>X0
" §i f <g et si lim g(x) =—-o00, alors lim f(x)=—-oo.
T—>X0 T—=>xo
" Sig< f<hetsi lim g(x)=lim h(z) =1, alors lim f(z)=1.
=T =T T—=>I0
IE" SVl existe un nombre réelle | et un intervalle [A; +oo[ tels que :

Va e [A; +oof,|f(z) -1 <g(x) et 11131 g(x) =0, alors li1+n flx)=1.

1.2:
Soit (Up,)nen une suite numeérique a termes positives définit par :
Uy =0
Ups1 =/3U, +4 pourtoutneN

1. Montrer par récurrence que pour tout n € N, U, < 4.

2. Montrer par récurrence que la suite (U, )nen est croissante.
3(4-Uy)
4430, +4

3. Vérifier que 4 - Uy =
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1.2. Branches infinies

4. (a) Montrer que : 4 — Uy < %(4 -Uy).
(b) En déduire que : 4 - U, < 4(%)"

5. Calculer la limite de la suite (Uy, )nen-

1.2 Branches infinies

Pour étudier les branches infinies d’une fonction numérique f, on procéde comme suit :
On calcule lim f(x)
T —>00

¥ Si lim f(x) =1 €R, alors la droite d’équation y = [ est asymptote horizontale a la courbe de
Tr—>00
f.

IE” Si lim f(x) = oo, alors on calcule lim

Tr—>00

fa)

(*) Si lim f@) = 00, alors la courbe de f admet une branche parabolique de direction ’axe

xr—>00 €T

des ordonnées.

(%) Si lim @ =0, alors la courbe de f admet une branche parabolique de direction ’axe

r—o00
des abscisses.

(*) Si lim /@) =a € R", alors on calcule lim (f(x) - ax).
T T—00

(**) Si lim (f(x)—ax) =beR, alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la
Tr—>00

courbe de f.

(=) Si lim (f(xz)—ax) = oo, alors la courbe de f admet une branche parabolique de direction

celle de la droite d’équation y = ax.

(*%) Si lim (f(x) - ax) n’existe pas, alors la courbe de f admet une direction asymptotique,
r—>00

celle de la droite d’équation y = az.

x
(*) Si lim 1(z) n’existe pas, alors la courbe de f n’admet ni asymptote, ni branche parabolique,

r—>o00

ni direction asymptotique.

NB : On illustrera avec des figures.
1.3:

Dans chacun des cas suivants, étudier les branches infinies de la courbe représentative C de la fonction
I
a) f(z) =V4x2 - 122+ 10, b) f(z)=-2%+22? -3z, ¢) f(x)=2x-3Vz, d)f(x)=2x+4+cos(x).

1.3 Continuité

1.3.1 Fonctions continue en un point
1.3.1:

Soit f une fonction définie sur son domaine de de définition Dy et xg € R.

On dit que f est continue en xq lorsque xo € Dy et lim f(x) = f(xo).
T
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1.3. Continuité

Propriété 1.3.1 :
Soit f une fonction définie sur son domaine de définition Dy et xg € R.

f est continue en xg si et seulement si f est continue & gauche et a droite de xg.

14 :
22 -2x-1 siz>0
On considére la fonction numérique f définit par : f(z) =4 , 41
stx <0

r-1
Déterminer le domaine de définition de f et étudier la continuité de f en 0.
Remarque 1.3.1 :
Si une fonction f n’est pas définie en xg mais admet une limite finie en z(, alors on peut prolonger

cette fonction par continuité en xg.

9(x)
g(zo) = lim f(x)

-0

f(x) siz+z
Si g est le prolongement par continuité de f en z, alors

1.3.1:

On consideére la fonction f définie par f(z) = f est-elle prolongeable par continuité en 1, en

-1
x2-1
-17 Si oui définir le prolongement par continuité g de f.

1.3.2 Fonction continue sur un intervalle
1.3.2:
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de son domaine de définition.
On dit que f est continue sur I, lorsque f est continue en tout point de I.
Propriété 1.3.2 :
" Toute fonction polynéme est continue sur R
BE" Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle de son domaine de définition.
" Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I de R, k € R.
& Les fonctions f+g, kf, fxg et|f| sont continues sur I.
-+ 8% g ne s’annule pas sur I, alors les fonctions 1 et i sont continues sur I.
o Si f est positive sur I, alors \/f est continue sgfir I.g
" Soit I et J deux intervalles de R.
Soit f une fonction continue sur I, telle que f(I) c J et gune fonction continue sur J.
La fonction gof est continue sur I.
5" Par une fonction continue, l’image d’un intervalle est soit un intervalle, soit un singleton.
" Soit f une fonction numérique admettant une limite a droite de a et a gauche de b. Alors
-+ Si f est continue et strictement croissante sur un intervalle I contenant a et b, alors
f([as o)) = [f(a); f®)], f(Ja; b)) =] lim f(z); f(O)],  f([a;b])=[f(a); lim f(z)[,
F(Jas b0) =] lim £(o); Tim F(@)[ et fR) =] lim_ f(o); Tim f()]
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1.3. Continuité

- Si f est continue et strictement décroissante sur un intervalle I contenant a et b, alors
f(la; 0]) = [f(0); f(a)],  f(Ja; b)) = [f(b); lim f(2)[, f([a;0) =] lim f(x); f(a)],
f(Ja; o) =] lim f(z); lim f(2)[ et f(R) =] lim f(z); lim f(z).
1.5 :
Déterminer f(I) dans chacun des cas suivants :
1 f(z)=a?+2-2 I=[-2;3]
2. fla) =257

T2

3. f(z)=Va2-x+2 I=R

I=]0; +oo[

1.3.3 Calcul approché des zéros d’une fonction

1.3.3.1 Théoréme des valeurs intermédiaires
Théoréme 1.3.1 :

Soit a et b deur nombres réels tels que a < b.

Ti) Si f est une fonction continue sur lintervalle [a; b] et f(a) x f(b) <0 alors il existe au moins
un nombre réel a € [a; b] tel que f(a) =0.
Ty) Si f est une fonction continue et strictement monotone sur l'intervalle [a; b] et
f(a) x f(b) <0, alors il existe un unique nombre réel a € [a; b] tel que f(a) =0.
1.6 :
Dans chacun des cas suivants, démontrer que I’équation (F) admet une unique solution dans l'intervalle

I, puis déterminer par balayage un encadrement & 107! prés de cette solution.
Lat-3z=1 I=]1;2]

2. cos(z) =x I=R

1.3.4 Fonction continue strictement monotone
Rappel :
Soit f: A — B une fonction numérique.
IS" f est dite injective si et seulement si pour tous éléments 1 et 7o de A, on a :
f(xz1) = f(z2) = x1 = 2.
IE” f est dite surjective si et seulement si pour tout élément y de B, il existe au moins un élément
x de A tel que y = f(x).
IE" f est dite bijective si et seulement si pour tout élément y de B, il existe un unique élément x
de A tel que y = f(x).
5" Une fonction est injective lorsque chaque droite horizontale coupe la courbe un ou zéro point.
2" Une fonction est surjective lorsque chaque droite horizontale coupe la courbe en au moins un

point.
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1.3. Continuité

2" Une fonction est bijective lorsque chaque droite horizontale coupe la courbe en un unique point.

Propriété 1.3.3 :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de R.

IE" f réalise une bijection de I vers f(I).

¥ La bijection réciproque, notée f~1, est continue sur Uintervalle f(I).

1T =1 est strictement monotone et a le méme sens de variation que f.

9" Les courbes de f et 1 sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice (droite d’équation

y=z)
1.7 :

Dans chacun des cas suivants, démontrer que la fonction f admet une bijection réciproque f~! et tracer
sur le méme graphique les courbes représentatives de f et f~! :

1. f(z) =23 I=R

2. f(z)=x-sin(x) I=]-3m;3n[
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CHAPITRE UN

NOMBRES PREMIERS, PGCD ET
PPCM DE DEUX ENTIERS
RELATIFS

1.1 NOMBRES PREMIERS

Objectifs

A la fin de cette lecon, ’éléve devra étre capable de :

I Reconnaitre si un nombre est premier.

" Déterminer le nombre de diviseur d’un entier

" Déterminer des entiers connaissant leur PGCD et leur PPCM.

IE” Calculer le PGCD de deux entiers en utilisant 1’algorithme d’Euclide.

IZ" Reconnaitre deux entiers premiers entre eux.

IE” Utiliser 'identité de Bezout pour montrer que deux entiers sont premiers entre eux et déterminer
une solution particuliére de I’équation ax + by = ¢ dans Z2.

1T~ Résoudre dans Z2? un systéme d’équation liant deux entiers z et y avec leur PGCD ou leur
PPCM.

&~ Utiliser le théoréme de Gauss pour :

& résoudre des problémes de divisibilité;

& résoudre dans Z? des équations linéaires ax + by = ¢ dont les coefficients sont des entiers.
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1.2. Nombre premier

1.2 Nombre premier

1.2.1 Deéfinition

On dit qu’un entier naturel p est premier s’il posséde exactement deux diviseurs positifs : 1 et p.
1.2.1:
& 23,5, 7, 11 et 13 sont des nombres premiers.
& 4=2x2 6=2x3 et 8=2x4 ne sont pas des nombres premiers.
Remarque 1.2.1 :
I¥" 1 n’est pas un nombre premier (il n’a qu’un seul diviseur positif)

IE" Un entier naturel non premier est parfois appelé un nombre composé.

1.2.2 Critére d’arrét ou test de primalité

Propriété 1.2.1 :

Tout entier naturel n différent de 0 et de 1 admet au moins un diviseur premier.

Si n n'est pas premier, alors il admet au moins un diviseur premier p tel que 2 <p<\/n
Preuve:

IE" Si n est premier, il admet un diviseur premier : lui-méme.

IF" Si n n’est pas premier, 'ensemble D des diviseurs d de n tels que : 2 < d < n n’est pas vide.
D’aprés le principe du bon ordre, D admet un plus petit élément p.
Si p n’était pas premier, alors il admettrait un diviseur d’ tel que 2 < d’ < p qui diviserait aussi n.

Ceci contredirait la minimalité de p dans D. Donc p est premier.

I¥" On a donc p premier et n = p x g avec p < g (car p est le plus petit diviseur de n).

En multipliant I'inégalité p < g par p, on obtient : p? < pq < p? <n d'ou 2 < p < /n. [

Remarque 1.2.2 :

Le critére d’arrét s’énonce encore comme suit :

"si n n’admet pas de diviseur premier p tel que 2 < p < \/n, alors n est premier.”
1.1:

Montrer que 89 est un nombre premier.

1.2.3 Infinité des nombre premiers
Propriété 1.2.2 :

1l existe une infinité de nombre premier

Preuve:
Procédons par ’absurde

Supposons qu’il existe un nombre fini n de nombres premiers : p1, p2, -, Pi, ***, Pn-
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1.3. PPCM et PGCD de deux entiers relatifs

Soit N un nombre entier non premier, supérieur a 2 : N =py X pg X «=» X Pp_1 X pp, + 1.

D’aprés le critére d’arrét, N admet un diviseur premier. Soit p;, i € {1, 2, .-, n}, ce diviseur premier.
p; divise py x po X - X pp_1 X pp, €t N donc p; divise 1 = N —p1 X pg X -+ X pp_1 X Pp.

Ceci est absurde car p; > 2.

Conclusion : il existe une infinité de nombres premiers. [

1.2.4 Deécomposition, diviseur d’un entier
Propriété 1.2.3 :
& Théoréme fondamental de l’arithmétique :
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Il existe des nombres premiers Py, Pa, -+ Py et des
entiers naturels non nuls oy, oo, oy, tels que : n = P x Py'? x - x P]?’“.
Cette décomposition est unique o l'ordre des facteurs prét.
& Soit x un entier naturel se décomposant en un produit de facteurs premiers de la forme :
x = P x Py?x---x P Alors le nombre de diviseur positif de x est N = (1+a1)(1+ag)x--x(1+oy,)

Preuve : TPE (travail personnel de I’éléve)
1.2 :

1. Décomposer 14616 en produit de facteur premier et préciser le nombre de ces diviseurs positifs.

2. Un entier naturel n a 15 diviseurs. On sait de plus que n est divisible par 6 mais pas par 8.
Déterminer cet entier n.

3. Déterminer le plus petit entier naturel possédant 28 diviseurs.

4. Dresser la liste des nombres premiers inférieur a 100.

1.3 PPCM et PGCD de deux entiers relatifs

1.3.1 PPCM de deux entiers relatifs

1.3.1.1 Définition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
L’ensemble des multiples strictement positif commun & a et b contient ab et est donc non vide : il
admet donc un plus petit élément que 'on appelle le plus petit commun multiple de a et b. On le note

PPCM/ (a;b)
Remarque 1.3.1 :

Il découle de cette définition que pour tout entier relatifs a et b, on a
1. PPCM(a;b)=PPCM(|al; |b]).
2. PPCM(a;b)=PPCM(b; a).
3. Max(a;b) < PPCM(a;b)<ab
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1.4. PGCD de deux entiers relatifs

1.3.1.2 Propriétés
Propriété 1.3.1 :

Py) Soit xety deux entiers naturels tels que : x = P{™ x Py x - x P et y = PiBl X sz X eee X P]f’“.

k
Alors PPCM (a; b) = [ P59
=0
Py) Soit aetb deur entiers naturels non nuls. Alors b|a < PPCM(a;b) = a.
P3) Soit aetb deux entiers naturels non nuls. Alors pour tout entier relatif ¢, on a :

(a|cetb|c) < PPCM(a;b)]|ec.
Py) Soit a, betk trois entiers naturels non nuls. Alors PPCM (ka; kb) = kPPCM (a; b).
Activité :
Soit B une boite en forme de pavé droit de hauteur L, & base carrée de coté [, ou [ et L sont des entiers
naturels non nuls tels que [ < L.

On veut remplir la boite B avec des cubes tous identiques dont I'aréte a est un entier naturel non nul

(les cubes devant remplir complétement la boite B sans laisser d’espace vide).
1. Dans cette question, [ = 882 et L = 945.

(a) Quelle est la plus grande valeur possible pour a?

On appelle d cette valeur. d est appelé le PGCD de a et de b.
(b) Démontrer que tous les diviseurs de d conviennent comme valeur de a.
(c) Existe-t-il d’autres valeurs possibles pour a ?
2. Dans cette question, le volume de la boite B est v = 77760. On sait que, pour remplir la boite B,
la plus grande valeur possible de a est 12.
On pose : l=al’ et L=al’
(a) Que peut-on dire de PGCD(l"; L") si a =127 Pourquoi ?
(b) Vérifier, dans le cas a = 12, que "L’ = 45.

(¢c) Montrer qu’il y a exactement deux boites B possibles dont on donnera les dimensions.

1.4 PGCD de deux entiers relatifs

1.4.1
1.4.1.1 Définition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
L’ensemble des diviseurs strictement positif commun & a et b noté D(a; b) contient 1 et est fini : il
admet donc un plus grand élément que 1'on appelle le plus grand commun diviseur de a et b. On

le note PGC'D(a; b).
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1.4. PGCD de deux entiers relatifs

1.4.1:
PGCD(24;18) =6, PGCD(60; 84) = 12, PGCD(150; 240) = 30

Remarque 1.4.1 :

Il découle de cette définition qu’on a :
1. pour tous a,b e Z*, PGCD(a; b) = PGCD(|a|; |b]).
2. pour tous a,beZ*, PGCD(a; b) = PGCD(b; a).

3. pour tous a,be N* 1< PGCD(a;b) < Min(a;b).

1.4.1.2

Propriété 1.4.1 :

Py) Soit xety deux entiers naturels tels que : x = P x Py x .- x P* et y = Pfl X sz X e

Alors PGCD(a; b) = f[amm(ai?ﬁi)
Py) Soit aetb deux entier;:Zaturels non nuls. Alors b|a < PGCD(a; b) =b.
P3) Soit a, betk trois entiers naturels non nuls. Alors PGCD(ka; kb) = kPGCD(a; b).
Py) Soit aetb deux entiers naturels non nuls. Alors pour tout entier relatif ¢, on a :

(claetc|b) < c| PGCD(a;b).

Ps) Soit aetb deux entiers naturels non nuls. Alors PGCD(a; b) x PPCM (a; b) = ab

Preuve : TPE (travail personnel de I'éléve)
Remarque 1.4.2 :

2" De la propriété P3), on a : PGCD(a; 1) =1et PGCD(a;a)=a

1.4.2 :

¥ PGCD(75;0) = 75.

I PGCD(-36; -12) = PGCD(36; 12) = 3.

K" PGCD(72;6) =6 car 6 divise 72.

=" PGOD(720; 60) = L0OPGCD(72; 6) = 60.

I PGCD(15; 1) = 1.

1.3:

1. Résoudre dans N? les systémes suivants () : {
5664

T+y
2. Déterminer les couples (a; b) d’entiers naturels tels que :

2u+ 36 =11 avec u = PPCM (a; b) et § = PGCD(a;b).

% Pﬁk.

POCD(riy) = 334 (F):{PPCM(a:;y)

T XYy
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1.4. PGCD de deux entiers relatifs

1.4.2 Nombres premiers entre eux

1.4.2.1 Définition et propriétés
1.4.1:

Deuz nombres entiers relatifs sont dit premiers entre euzx (ot étrangers) si leur PGCD est égal a 1

1.4.3 :
1) PGCD(9;4) =1, donc 4 et 9 sont premiers entre eux.
2) PGCD(a; 1) =1, donc 1 est premier avec tout entier.

3) Tout nombre premier p est premier avec tout nombre qu’il ne divise pas.

Attention : Il ne faut pas confondre des nombres premiers entre eux et des nombres premiers. 4
et 9 ne sont pas premiers et pourtant ils sont premiers entre eux.
Par contre, deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux.
Propriété 1.4.2 :
Py) Soit a et b deur entiers relatifs premiers entre eux :
— Tout diviseur de a est premier avec b ;
— Pour tous entier naturels n et m, a™ est premier avec b™
Py) Soit a et b deuzx entiers relatifs non nuls et d un diviseur commun & a et b.

Sia=da" et b=dl', alors d est le PGCD de a et b si et seulement si a’ et b’ sont premiers entre euz.

Preuve : TPE (travail personnel de I’éléve)

1.4.3

L’algorithme d’Euclide permet de calculer le PGCD de deux entiers naturels non nuls.
Il repose sur la propriété suivante :
Propriété 1.4.3 :
Soit a et b deur entiers naturels non nuls tels que b ne divise pas a.
La suite des divisions euclidiennes suivantes finit par s’arréter. Le dernier reste non nul est alors le

PGCD de a et deb.

Division de a par b a =bgy + 1o avec b>1rg >0
Division de b par rg a=roq1 +11 avec rg>11 20
Division de rg par rq 70 =T1q2 + T2 avec 1 >19 >0

Division de T,—o par rp—1  Tp_2 =Tn-1Qn +Tn QUEC Typ_1 > 7Ty 20

Division de r—1 par Tn-1 = Tnqn+1 + 0

On a alors PGCD(a; b) =1y,

GRAND PROF DE MATHS ATELIER T, 8 CLASSE DE 7¢.2018



1.5. Théoréme de Bézout et théoréme de Gauss

Preuve:

’¥" Montrons que PGCD(a; b) = PGCD(b; 1)
Soit D = PGCD(a; b) et d= PGCD(b; rp).
D divise a et b, donc D divise rg = a — bgg, d’ott D divise b et rg ie D divise d. Ainsi D < d.
d divise b et rg, donc d divise a = bgg +1rg, d’ott d divise a et b ie d divise D. Par conséquent d < D.
On déduit de ces deux inégalités que D = d, d’ot PGC'D(a; b) = PGCD(b; 1¢)

IE" La suite des restes : g, 71,72, -, T, est une suite strictement décroissante dans N car :
TQ>TL> Ty > > Ty
D’aprés le principe de descente infinie, il existe alors n tel que r,.1 =0

2" De proche en proche, on en déduit que :

PGCD(a; b)=PGCD(b;rog)=--=PGCD(rp-2; rn-1) = PGCD(rp_1; ry)
Or r, divise r,-1, donc PGCD(rp-1; 1) =Ty
¥ Conclusion : PGCD(a; b) = ry. Le dernier reste non nul est le PGCD. |
1.4.4:

¢ Calculer PGC'D(4539; 1958) de deux fagons différentes, puis déterminer PPC M (4539 ; 1958)

1.5 Théoréme de Bézout et théoréme de Gauss

1.5.1 Identité de Bézout

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et D = PGCD(a; b).

Il existe deux entiers relatifs u et v tels que : au +bv = D.

Preuve:
Soit G ’ensemble formé par les entiers naturels strictement positifs de la forme ma+nb ot m et n sont
des entiers relatifs.
I¥" @ est une partie non vide de N car |a| € G.
En effet si a >0, alors |a| =a=1a+0be G et si a <0, alors |a| =—a=-1la+0beG.
D’aprés le principe du bon ordre, G admet un plus petit élément d tel que d = au + bv.
" D = PGCD(a;b) divise a et b, donc D divise au+bv =d et donc D < d.
’¥" Montrons que d divise D (il suffira de montrer que d divise a et b).
En divisant a par d, on a a =dg+r avec d > > 0. Ainsi, on a :
r=a-dq=a-auq-bvg=a(l-uq)+b(-vq)
Sir#0alors reG, or r<d et d est le plus petit élément de GG, ce qui est contradictoire.
Donc r =0 et par conséquent d divise a.
En procédant de la méme fagon, on montre que d divise b.
d divise a et b, donc d divise D = PGCD(a; b), d’'ou d < D
" D<detd<D,donc D=d. [ ]
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1.5. Théoréme de Bézout et théoréme de Gauss

1.5.2 Théoréme de Bézout

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que : au+bv = 1.

Preuve : exercice

1.5.1:

Deux entiers naturels consécutifs n et n + 1 sont premiers entre eux car (1)(n+1)+ (-1)(n) = 1.

1.4 :

1. Montrer que a =2n + 1 et b =3n + 2 sont premiers entre eux, n € N

2. Si a et b sont premiers entre eux et a et ¢ sont premiers entre eux alors a et bc sont premiers

entre eux (a, b, c € N.

3. Montrer que 59 et 27 sont premier entre eux, puis déterminer un couple d’entiers relatifs (z; y)

tel que : 59z + 27y =1

1.5.3 Le théoréme de Gauss et son corollaire
1.5.3.1 Théoréme de GAUSS

Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls.

Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

Preuve:

Si a divise le produit bc, alors il existe un entier k tel que be = ka.

Si a et b sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe deux entiers u et v tels que :

au +bv = 1. En multipliant cette derniére égalité par ¢, on a :

acu + bev = ¢, or be = ka, donc acu + kav = ¢, d’on a(cu + kv) = c.

Ainsi, a divise c. [
1.5 :

1. Trouver tous les couples d’entiers relatifs (z; y) tels que : 5(x —1) = Ty.

2. Soit p un entier naturel premier. Montrer que si p divise ab, alors p divise a ou p divise b.

3. Déduire de la question 2) que si pour tout entier naturel n, p divise a”, alors p divise a.

4. Soit n un entier naturel non nul. Si a est premier avec n et si ab = ac[n], alors b = ¢[n] avec ¢ # 0.

5. Si a et b sont premiers entre eux, alors PPCM (a; b) = ab

1.5.3.2 Corolaire du théoréme de Gauss

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

Si b et ¢ divisent a et si b et ¢ sont premiers entre eux, alors be divise a.
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1.6. Le petit théoréme de Fermat et son corolaire

Preuve:

Si b et ¢ divisent a, alors il existe deux entiers relatifs k et k' tels que :

a=kb a=FkKc donc : kb=FKc.

b divise k'c, or PGC'D(b; ¢) =1 donc, d’apres le théoréeme de GAUSS, b divise k', d’ou k' = k"'b et par

conséquent, a = k'c = k”be. Ainsi, be divise a. [
1.6 :
1) Montrer que 6 divise n(n +1)(n +2) 2) Montrer que n(n8 - 1) est divisible par 42.

1.6 Le petit théoréme de Fermat et son corolaire

Propriété 1.6.1 :
IS" Le petit théoréme de Fermat :

Si p est un nombre premier et a un entier naturel premier avec p, alors aP™' -1 est divisible par
p (ie a” = 1(p)).

B Corolaire du petit théoréme de Fermat :
Si p est un nombre premier et a un entier naturel, alors aP —a est divisible par p (ie a¥ = a(p)).

Preuve : Exercice
1.7 :

1) Sans utiliser la calculatrice, montrer que 23 divise (3 —1)(311 +1).
2) Le nombre 2971 — 2 est-il divisible par 971 2 (On vérifiera que 971 est un nombre premier).

3) Montrer que n(n® —1) est divisible par 42.

1.7 Equations diophantiennes

1.7.1 Reésolution des équations du types ax + by =0

L’équation ax + by = 0 a pour solution {(-kb; ka) k € Z} (Preuve : Exercice)

1.7.2 Reésolution des équations du types ax + by = cavec a, b, c € Z*

Méthode : Pour résoudre I’équation ax + by = ¢ dans Z, on procéde comme suit :

& Sile PGCD(a;b) ne divise pas ¢, alors ’équation n’admet pas de solution.

& Sile PGCD(a; b) divise ¢, alors on simplifie cette équation par le PGC'D(a; b), puis on cherche
a l'aide de I'algorithme d’Euclide une solution particuliére (g ; yo) de cette équation et on utilise
la propriété précédente.

On obtient comme solution {(-kb+xq; ka+yo) k € Z}, puis 'on vérifie que les solutions trouvées

vérifient bien 1’équation.

1.7.1 :
Déterminer 1’ensemble des solutions de équations (X) : 4o -32y=2et (E) : 172 -33y =1
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1.7. Equations diophantiennes

Solution:
Comme PGCD(4; 32) =4 et 4 ne divise pas 2, alors I’équation () n’admet pas de solution.
Comme 17 et 33 sont premier entre eux, alors I’équation (E) admet des solutions.
Déterminons une solution particuliére de (F).
17x2-33x1=1, donc le couple (2; 1) est une solution particuliere de (E).
172 -33y =1
17(2) -33(1) =1

Par soustraction membre & membre, on obtient :

17(x-2)-33(y-1) =0« 17(x-2) =33(y - 1) (*)

33 divise 17(x - 2) et PGCD(17; 33) =1, donc d’aprés le théoréme de Gauss, 33 divise z — 2.
On adonc:x-2=33k, keZie x=33k+2

Ainsi, on a :

En remplacant  par sa valeur dans (*) et en réduisant, on obtient y = 17k + 1.

Réciproquement, le couple (33k+2; 17k+1) vérifie 'équation (F), donc _.l

Exercice d’application 1.8 :

Résoudre dans Z? les équations 4x + 6y =4, 152+ 8y =5et 3z + Ty =1
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cHaPITRE6: DERIVATION, PRIMITIVES ET ETUDE DE
FONCTIONS

Objectifs :
Au terme de ce chapitre, 1’¢éléve doit étre capable de :

» Déterminer la fonction dérivée d’une fonction composée ;
> Etudier et construire la courbe d’une fonction ;

» Connaitre une primitive de chacune des fonctions usuelles
» Savoir déterminer une primitive d’une fonction continue

6.1/ : DERIVATION
6.1.1/ Définitions et propriété
a) Définition 1 : fonction dérivable en un point

Soit a un élément de K. soit f une fonction définie sur K.

f est dérivable en a lorsque lim 22 f@  oyiste et est finie . Dans ce cas, lim L2~ f@

X—a X—a X—a xX—a
se note f ‘(a)

f (a+h) - f(a)

NB : f est dérivable en a si et seulement si hlirgl existe et est finie

b) Définition 2 : fonction dérivable sur un intervalle

Etant donné A c 1, On dit que f est dérivable sur A quand elle est dérivable en tout
point de A.
Si f est dérivable sur A, la fonction A - R
X f(X) estnotéef ‘. C’est la fonction derivée de f.

Exemple : la fonction f : x —2x2est dérivable sur R , et pour tout Xe R, f'(x)=4x.

fx)-fa) _ lim 2x? - 2a? 2(x - a)(x+a)

En effet,soit ae R, lim = lim

= lim 2(x+a) =4a
X—a xX—a X—a X—a X—a X—a X—a
Proposition:

Toute fonction dérivable sur un intervalle | est continue sur cet intervalle.
Démonstration ; ......

6.1.2 interprétation graphique du nombre dérive

il représente le coefficient directeur de la tangente a Cyau point de Cy d*abscisse Xo
(dans I'hypothése ou ce coefficient directeur et cette tangente existent !)

f(xo+h)—f(x0)

Le coefficient directeur de la sécante (AB) est : P
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Lorsque h tend vers 0 :

- le point B tend vers le point A

foo+h) -la droite (AB) tend alors vers la tangente &

CrenA
- I'accroissement moyen de f en xo tend vers
f'(xo)-

. o A la limite, le point B est en A, la droite
/ (AB) est alors tangente a C; en A et son
coefficient directeur est f'(x,).

f(xo)

6.1.3 Approximation affine
Proposition :

Soit f une fonction définie sur I et dérivable en a el.
1. Il existe une fonction ¢ telle que pour tout réelhaveca+h el :
f(a+h)=f(a) + hf’ (@) + ~’(h) et }Lmé p(h) =0

2. Lafonction h— f(a) + hf’ (a) est une approximation affine de f pour h proche de 0.
Preuve :

farm=f@ ¢

Pour h= 0, on pose ¢ (h) = p

f est dérivable en a donc lorsque h tend vers 0, ¢ ’(h) tend vers f’ (a) — f’ (a) = 0.
De plus, h ¢ (h) =f(a + h) - f(a) + hf’ (a) soit f(a + h) =f(a) + hf’ (a) + h ¢ (h)

6.1.3 Dérivée a gauche et a droite
Définition :

Soit f une fonction définie en x,,.
1. On dit que f est dérivable a gauche en x, si f est définie sur un intervalle de la forme
Fx)—f (xoy
X

X—Xo

]a; xo] et a une limite finie a gauche en x,.

Cette limite est appelée nombre dérivé de f & gauche en x, et est noté f’g(x0).

2. On dit que f est dérivable a droite en x, si f est définie sur un intervalle de la forme [x,; a[

f)—f (xo)
X—Xg

Cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite en x, et est noté f"d(x,).

et a une limite finie a droite en x,.

Remarque : Soit f une fonction et (Cf) sa courbe représentative.
1. Si f est dérivable a gauche (respectivement a droite) en x,, alors (Cf) admet une demi-
tangente & gauche (respectivement a droite) au point d’abscisse x,, dont le coefficient
directeur est le nombre deérivé de f & gauche ( respectivement a droite) en x,.
5 s FO)=f (xo)

X—Xg

représentative de f admet une demi-tangente paralléle a d’axe des ordonnées au point
d’abscisse x:

admet une limite infinie & gauche ou a droite en x,, alors la courbe
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3. Dans le cas ou la courbe (Cf) admet au point d’abscisse x, une demi-tangente a gauche et
unedemi-tangente a droite de supports distincts, on dit que ce point est un point anguleux.

Proposition :

Une fonction f est dérivable en x, si et seulement si elle est derivable a gauche et a droite
en x, et les nombres dérivés a gauche et a droites sont égaux.

Exemple 1 : soit f la fonction définie par f(x) = V4 — x2 .

Montrer que (Cf) admet une demi-tangente verticale en A, son point d’abscisse 2

Solution :
Df=[-2;2].
Pour répondre, il suffit de montrer que lim [OT@ st infinie.

x-2< x=(2)
. f)-f@2) _ . Va-x? _ . V2—-x N24x _ . V2—-x N24x _ . V24x
lim ——== lim —— = lim ——————= lim ——————= lim_ -— -
x-2< x=(2) x—2< X2 x-2<  X=2 x-2<  —(2-x) x— 2< 2-x

(lim —vV2+x=-2 etlim v2—x =0%)
x—2< x-2<
d’ou (Cf) admet une demi-tangente verticale en A(?)

Exemple 2 :

{ estla fonction définie par (0= 1 2 S>>
est la fonction définie par f(x)= —71 siz< —1

1) Etudier la dérivabilité de fen a= -1

Solution :
-1
—f(— = —1— _

1) lim 27D - gy T o iy 22X = im 2 =1

x— —1< x+1 x—- —1< X+1 x— —1< x(x+1) x— —1< X

_f(— 2_
limM:limx e lim x—1 = -2
X—- -1 x+1 Xx— -1 x+1 X—- -1
comme lim fe-1(-1) # lim fe0-1(-1) , lim f0-71) n’existe pas.
x— —1< x+1 X - -1 x+1 X— -1 x+1

f n’est donc pas dérivable en a=-1

existe et est finie. On dit alors que f est dérivable a

gauche en a=-1; le nombre dérivé de f par -1 est donc f', (-1)= liml<% =1
X— —

Cependant, lim f(x)_—fl(_l)

X— -1

De méme, f est dérivable en -1 a droite et f',; (-1)=-2

Le point A(f("_ll)) est un point anguleux a (Cf) car (Cf) admet en A deux demi-tangentes

distinctes

6.1.5 Calcul des)) dérivées
Proposition : Dérivées des fonctions élémentaires
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f fe Ensemble de dérivabilité
X~ C (constante) x— 0 R
X X X~ 1 R
X l X _—1 R*
X x2
X x™ (neZ%) Xnx1 {]R six>0
R*si x <0
X \/} X L 10; +oo[
2vx
COSX -sinx R
sinx COSX R
1 — N\ T .
tanx X —— (= 1+tan®x) R\ {; +km; kez
In(x) 1 10 +oof
X
e* e* R

Propriété : Dérivees et opérations sur les fonctions

* Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I, f + g est dérivable sur l et (f +g)'=f'+g'.
« Si f est dérivable sur I et si A est un réel, A f est dérivable sur I et (\Mf)’ = A f".
* Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I, f x g est dérivable sur I et

(fxg)'=f'g+fg.

* Si f et g sont deux fonctionsdérivables sur I et si g ne s’annule pas sur I, 5 est dérivable sur |

fr _ f'9-fg'
et &y =122
Ly =L

« Si f est dérivables sur |, g dérivable sur J et si pour tout x de I, f(x)€ J, gof est dérivable sur I

et (gof)’=f"x g'of.

Cette derniére formule fournit en particulier le tableau suivant :

Fonction Dérivée Domaine de dérivabilité
f™ n€Nx nf'fn-1 en tout réel ou f est
dérivable
1 f' en tout réel ou f est
f T f2 dérivable et non nulle
L neNx nf’ en tout réel ou f est
e T dérivable et non nulle
Jf il en tout réel ou f est
2 \/7 déri_v_able et strictement
positive
e/ f'ef en tout réel oUl f est

dérivable
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In(f) f' en tout réel ou f est
f dérivable et strictement
positive
sin(f) f ‘cos(f) en tout réel ou f est
dérivable
cos(f) - f'sin(f) en tout réel ou f est
dérivable

Exemple : soit f la fonction définie par f(x) = cos (-2x? + 4x — 9)
Montrer que f est dérivable sur R et calculer f*(x)

Solution :
P cos
Ona:f:x—(-2x2+4x —9) — cos (-2x% + 4x — 9). P(x) =(-2x2 + 4x — 9)

Vx € R, f(x) = cos(p(x)) = cos 0 p(x). Ainsi f est derivable sur R comme composée de
deux fonctions dérivables sur R et a pour dérivée :

f'(x) = p'(x) x cos'(p(x)) = (-dx+4)(-sin(-2x2 + 4x — 9))
f'(x) = (4x-4)(sin(-2x* + 4x — 9))

Propriété :  (dérivée de la bijection réciproque)

Soit une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I on suppose que f est strictement
monotone et que f’ ne s’ annule pas sur I alors f est bijective, f-1 est une bijection de f(I) sur I,

dérivable et (f 1)’ = ;T;-l et D -1y, = D1\ {f(x) tel que f *(x)=0, x€ Dy,

N.B Pour déterminer facilement (f 1)’ (x), il suffit d’exprimer f’ (x) en fonction de f(x).

Exemple :
Soitf:]-1;+0o[—] —oo; 1]

1) démontrer que f est une bijection
2) justifier que £~ est dérivable en 0 et calculer alors la valeur de (f~1)(0)
3) déterminer 1
4) verifier 2) en utilisant 3)
solution : ....

6.1.6 Dériveée successive
Propriété :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, sa dérivée f’ est appelée dérivée premiere
et est notée f 1.Sif’ est dérivable sur I, alors sa dérivée notée f ’(ou encore f2) est appelée

dérivée seconde de f. Ainsi de suite jusqu’au rang n (n € N), f ™ sera appelée dérivée nieme
de f.
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2x+1

Exemple : Soit f la fonction numérique a variable réelle définie par f(x) = —

Pour x# - 1 calculer f, f2; f3etf* . Peut-on conjecturer f(n) ¥n e N+ ? si oui démontre

6.1.7 Point d’inflexion
Définition :
soit f une fonction numérique. On appelle point d’inflexion le point ou la courbe de f
change de concavité.
Propriété :
Soit f une fonction numérique a variable réelle et deux fois dérivable sur un intervalle | :
1. Si pour tout xe I, f’(x) < 0 alors la courbe de f est en dessous de la tangente en tout
point de I. Dans ce cas, f est dite concave.
2. Sipour tout xe I, f’(x) > 0 alors la courbe de f est au dessus de la tangente en tout point
de I. Dans ce cas, f est dite convexe.

3. Si pour tout x el, ’(x) =0 et f*’ change de signe en x, alors le point d’abscisse x, est
un point d’inflexion a la courbe de f.

Exemple 1: démontrer que la courbe représentative de la fonction f définie par f(x)= x3 —
3x2+ 3x-5 admet un point d’inflexion que [’on précisera

Exemple 2 :
( Cf) est la courbe de la fonction définie sur R par f(x)= (1 — x)*

1) étudier la concavité de ( Cf)
2) a) écrire [’équation cartésienne de (A) , la tangente a ( Cflen A d’abscisse 0
c) en déduire que pour tout xeR, 1 — 4x < (1 — x)*

6.1.8 Accoisement finis
Définition 1 : Extremum

On dit que M € R est un maximum de f si et seulement si :

{ElaeDf tel que f(a) =M
VxeDy f(x) < f(a)

(On dit aussi que f présente en a un maximum)
On définit de méme un minimum et on parlera d’extremum lorsqu’on aura un maximum ou un
minimum.
Définition 2 : Extremum local

On dit que M = f(a) est un extremum local (ou extremum relatif) ssi 3r > 0 tel que la
restriction de fa [a-r; a+ r] n Df présente en a un extremum.
Theoreme :

Soit f une fonction admettant un extremum relatif en x0 et dérivable en x,, alors
f?(x0)=0
Démonstration.....

Théoreme : Caractérisation des extrema locaux
Soient f une fonction dérivable sur un intervalle] a; b [ et x, € ]a; bl[.
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Si f’ s annule et change de signe en x, alors f admet un extremum relatif en x,.

Preuve...

Propriété : Inégalité des accroissements finis

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle [a; b].S i/ existe deux réels m et M tels

que pour tout x € [a; b], m <f’(X) <M ,alorsm (b - a) <f(b) - f(a) <M (b - a).

Corollaire : Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | et vérifiant :
AM eR, VXel; |[f'(x)| <M

Alors :
va,bel;;|f(b) — f(a) |[<M|b—al

Preuve :...

Exemple : f est définie sur I’intervalle]-1 ;+oo[ par f(x) = V1 + x

1) donner un encadrement de f’(t) (te[O0; %] )
2) en déduire que :

a—)1+ﬁgsf(%)s1+%

b-) vxe[0;2];1 + XS f(x) S1+5x
Solution :...

6.1.9 Applications de la dérivation
Dérivée et variations

Proposition :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
1. f est croissante sur I si et seulement si pour tout x de I, f’(x) > 0.
2. f est constante sur | si et seulement si pour tout x de I, f’(x) = 0.
3. f est décroissante sur | si et seulement si pour tout x de I, f’(x) <0

Preuve :...

Exemple :

x%-2
x+1

Etudier les variations de g(x)=

Solution : ...

6.2/ PRATIQUE D’ETUDE D’UNE FONCTION
6.2.1/ Eléments de symétrie d’une courbe
Propriété : ( centre de symétrie)

Les assertions suivantes sont équivalente :
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)] Q est le centre de symétrie de (Cf) ;
i) vV x € Df ;(2a—x) € Df et f(2a-x) = 2b- f(x)
iii)  vheR/(ath) € Df; (a-h) x € Df et f(at+h) + f(a-h) = 2b

iv) Dans le repére (;1;]), la courbe réprésentative de f est celle d’une fonction

impaire.
_ — — x=X+a
NB : si M(x ;y) dans (O;t; 7) et M(X ;Y) dans (Q;t; ) alors : {y =Y +b
Exemple : h est la fonction définie par h(x) :2;:

Démontrer que Q(—4; 2) est centre de symétrie de la courbe de h.

Solution :

1l suffit de montrer que la courbe de h dans le repere ( Q;Tj’) est celle d’unr fonction
impaire

Soit M(x ;y) dans (O;Tf) et le couple de coordonnées (X ;Y) dans ( Q;ﬁ’) .0n
_V=X—4
y=Y+2

- Ecrivons Y en fonction de X.

Y= h(X) PN Y42= 2(X-4)-3 — 2X-11
X—4+4 X

= Y=—
X

-2

. -11 . .
Pour terminer, montrons que g : X = —= est impaire

- Soit X dans Dg. X+ 0 ; - X # 0 c-a-d -X€ Dg
-11 11
- 9(X) =—=-(+%)=-9X)
d’ou g est impaire
Propriété: (axe de symétrie)
Les assertions ci-apres sont équivalentes :
i) la droite x = a est axe de symétrie de (Cf)
i) VxeDf; (2a — x)e Df et f(2a — x) = f(x)
iii)  VheR/(ath) e Df;(a —h) eDf et f(a-h) = f(a+h)
iv)  Avec A(§) , la courbe réprésentative de f dans le repére (A ;T3 J) est celle d’une
fonction paire

x%-2x
x2—-2x+5

Exemple : f: x—
Démontrer que (A) : x=1 est axe de symétrie a (Cf).
Solution :

e Recherche du Df :
Tcf: Df =R
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Soit h dans R/ (1+h) eDf, comme Df = R, (1+h) eDf

_ (1+h)%2-2(1+h) _ h2%-1
f(1+h) = (1+h)2—-2(1+h)+5  h2+4
_m2_2(1— 2_

f(1-h) = (1-h)2-2(1-h) _ h2?-1

(1-h)2-2(1-h)+5  h2+4
Ainsi, V2R (1 + h)eDf; (1 — R)eDf et f(1+h) = f(1-h)

Donc (A) : x=1 est axe de symétrie a (Cf).

6.2.2/ Etude des branches infinies d’une fonction
Définition 1 ( branches infinies)
On dit que (Cf) présente une branche infinie dans 1’un ou I’autre des cas suivants :

)} En -co , f admet une limite finie ou infinie
i) En a eR, f admet une limite infinie

Définition 2 : (asymptote paralléle aux axes)
)} La droite d’équation x=a est asymptote verticale a (Cf) lorsque lim f(x) = o
x—a
i) La droite d’équation y=b est asymptote horizontale a (Cf) lorsque lim f(x) = b
X—>00
Définition 3 : (asymptote oblique)

La droite (A) d'équation y = ax + b est asymptote oblique au voisinage de -oo ( resp +)

lorsque Tim [£(x) — (ax +b)] =0 (resp lim [f(x) — (ax +b)]=0)

Définition 4:

(C) et (Cg) sont asymptotes en —oo (resp en +<=) lorsque lim [ £(x) — g(x)] =0 (resp
lim [£(x) — ()] =0),

Exemple 1

Soitf: x— —x+|x—1|—ﬁ

1) Calculer xl_i)?oo fx) ; xlil}1< fx) ; xllrln> f(x) et xl_i)l_noo[f(x) —(—2x+1)]
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2) Donner une interprétation géométrique de chacun des résultats.

Exemple 2 :

Soint f et g les fonctions définies par f (x) = x2 et g(x) =

Montrer que (Cf) et (Cg) sont asymptotes en —co et en 400

Solution 1 :

1) Levée des barres de valeur absolue

x3—

5

|x — 1] -(x-1)

. .

—2x+1—ﬁ si x<1

f(x) = 1,

—1—— 5six>1
x—1

. -1
= lim —=0
x—>—oco0Xx—1

o lim [£(0) - (-2x+1)]

e limf(x)= xlir{l<(—2x +1- ﬁ =+oo (car limx —1 = 0)

x-1< x-1<

e limf(x)=—o
x->1>

e lim f(x)= lim (-1-)=-1 (car lim —=0)

X—+00 —>—00 X—

2) Interprétation

Résultats

interprétations
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Jim [f) = (—2x + D =0

(A;) : y=-2x+1 est asymptote oblique a (Cf)

en —oo

IEVORES

(A,) : x=1 est asymptote verticale a (Cf)

RS0 = e
xl—i>r-Poo fx)= -1 (A3) : y= -1 est asymptote horizontale en

400

Solution 2 : il suffit de montrer que lirp [f(x) —g(x)]=0
X—+oo

x3-5

<=

Jim [£(0) - g()] = lim [x? -

lim [
x—+oo X

x3—-x345

]=

(On peut illustrer qu’elles sont asymptotes a 1’aide d’un schéma)

6.2.3 Recherche des branches infinies :

Nous nous limiterons au cas lim f(x) = oo.
X—00

Les situations sont résumées par le tableau ci-dessous

instructions situations

onclusion

Calculer lim r&) 1
x—oo X
X—00 x

)
im—— = o

(Cf) présente a
I’infinie une branche
parabolique de

direction verticale

lim L& = 0

x—oo X

(Cf) présente en
I’infinie une branche
parabolique de

direction horizontale
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lim 29 — g(aeR"), | S im[f() —ax] | (CT) admet (3) : y=

x—-o0o X

_ ax+b comme
alors calculer =b

lim [£(x) — ax] asymptote oblique a
X—00

I’infinie

Si lim [f (x) — (Cf) présente une
X—>00
ax]=co branche parabolique

de direction y= ax

Remargue : soit Q(a; b)est centre de symétrie de (Cf) si et seulement si la fonction g

définie par g(x)= f(x+a) —b est impaire
(4) : x=a est axe de symétrie de (Cf) si et seulement si g définie par g(x)=f(x+a) est paire
Exemple : on considére la fonction f(x)= x+vx

Etudier les branches infinies de (Cf)

Solution :
Df =[0 ;+ oo
lim f(x):+00' lim fe) _ lim M: lim AL lim 1+i:1
x—+00 " x5t X xX—>+o00 X x>+ X X X—+0co Vx
lim [ f(x)-X] = lim Vx =+
X—+o0 xX—+o0

Conclusion: (Cf) présente en + oo une branche parabolique de direction y=x

Ilustration : (schéma)...

Plan d’étude d’une fonction :

1) Déterminer I’ensemble de définition de f s’il n’est pas explicitement donné
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2) Etudier la parité et la périodicité de f ( facultatif). Cette étude permet de réduire
I’ensemble d’étude de f.précisément :

)} Si f est paire ou impaire , on peut restreindre I’étude de fa Df N [0 ; + oo
i) Sifest périodique , de période T, on peut restreindre I’étude de fa [- ;7] n
Df
3) Dérivabilité de f, calcul de la dérivée , sens de variation de f .
4) Limites aux bornes de ’ensemble de définition de f ou de son ensemble d’étude
5) Tableau de variation de f.
6) Construction de la courbe :
)] Etudier les branches infinies puis construire les asymptotes éventuelles
i) (facultatif) déterminer les points de rencontre de (Cf) avec les axes des
coordonnées
iii) Placer les points particuliers de (Cf) ( points a tangente horizontale ; points a
tangente verticale ; point d’inflexion...)

iv) Construire un tableau de valeurs et enfin construire soigneusement (Cf).

Application : soit f la fonction définie par f(x) = >

x—1

Etudier et construire soigneusement (Cf)
6.3/ PRIMITIVES D’UNE FONCTION

Activité préparatoire :

On consideére les fonctions F;; F, et f définies par F;(x) = 2x3 —4x + 5 et
Fy(x) = 2x3 — 4x-8 et f(X) = 6x2-4

1) Calculer F';et F',

2) Que constates- tu ?

Solution :
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1) F';(X)=6x%-4 et F',(X) = 6x2-4

2) onconstateque F;, # F, maisF';=F', = f
6.3.1/ Définitions et propriétés :
Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle K ; soit F une fonction dérivable sur K.
F est une primitive de f sur K lorsque F’= f
Propriété :
Si f admet F pour primitive sur I’intervalle K, alors les primitives de f sur K sont les
fonctions F,(x eR) définies par : Fy(x)= F(X)+ «
Exemple : Fet f sont les fonctions définies sur I’intervalle ]0 ;4oo[ par F(X)= - xz—z + % et
F(x) = -x- xiz

1) Montrer que F est une primitive de f sur ]O ;+oo[

2) Déterminer toutes les primitives de f sur ]JO ;+oo[

3) Déterminer la primitive de f sur ]0 ;4+oo[ qui prend la valeur y,= Z en x,=2

Solution :

1) 11 suffit de montrer que F’=f
Vx €]0; +oo[ ,F'(x) = —% X 2x — xiz .d’ou F’(x) =1 (x)

2) Les primitives de f sur ]0 ;4+oo[ sont les fonctions F, ; (a€R), définies par :
.. X2 1
F,(X) = F(X) + a. ainsi F4(x)=- S tota

2
3) Soit G la fonction cherchée .3c € R /Vx €]0 ;+oo[, G(X) = - % + i + a (car G est une

primitive de f sur ]JO ;4oo[ ).

3 s 22 1 3 .. 3,3_9
OrG(2)==.cad -=+=-+a == ainsi c=>+= ==
4 2 2 4 4 2 4
Conclusion : G est la fonction de ]0 ;+o[ — R
2
x4y
2 x 4
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Propriété :

si la fonction f est continue sur I’intervalle K, alors f admet au moins une primitive sur K.

6.3.2/

Recherche des primitives d’une fonction

a) primitives des fonctions élémentaires

Intervalle K Fonction f définie par : Une primitive de f sur K est
F définie par :
KCR f(x) =0 F(x) =c (c=cste)
KCR f(x) = a (a=cste) F(x) = ax
KCR f(x) = x FX) = x2
2
KCR f(X) =x" (ne N) F(X) - x™t
n+1
KCR* f(x) = xiz F(X) = - %

* 1 _ -1
KCR f(X) = (nZ 2) F(X) = m
U’ -1 =

f(x) = = F(x) = 2vx
KCR f(x) = cosx F(x) = sinx
KCR f(x) = sinx F(x) = - cosx
KCR\ { g +kr (keZ) f(x) = Co;x (= 1+tan’x) F(x) = tanx

b) primitives et opérations sur les fonctions

Propriété :

soient u et v deux fonctions de primitives respectives U et V sur I’intervalle K.

soeient a et B deux constantes réelles ; on a le tableau ci-apres :

fonctions Primitives sur K
u+v u+v
au al
au + pv alU + BV

Exemple : déterminer toutes les primitives sur ]0 ;+oo[ de la fonction f définie par :

24

1
f(X):E—x3+m

Solution :

Les primitives de f sur ]O ;+oo[ sont les fonctions F, , (aeR), définies par :

4
Fa(x)=§x—%+g\/§+a

Propriété :

Soient u une fonction dérivable sur un intervalle K et v la fonction dérivable sur
I’intervalle u(K). (vou) est la primitive sur K de la fonction u’x v'ou.
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Propriété

Cette propriété est définie par le tableau ci-dessous :

Fonction f Une primitive de f est : commentaires

vu™ (neN) untl Sur tout intervalle sur lequel

n+1 u est dérivable
u' 1 Sur tout intervalle sur lequel

uZ? U u ne s’annule pas
= (h=2) v
(n— 1Du®@-1
u' 2\u Sur tout intervalle sur lequel
ﬁ u est derivable et strictement
positive

xe u(ax + ) avec (8 =| xo 2U(ax + B) ;(avec U | Sur tout intervalle sur lequel

cste) étant une primitive de u) ¢ x> uax +

B) est continue

u’cos(u) sin(u) Sur tout intervalle sur lequel

u est dérivable
u’sin(u) -cos(u) Sur tout intervalle sur lequel

u est dérivable

! . 5 tan(u) Sur tout intervalle K sur

o2y — LW (tan®u)] lequel u est dérivable et telle
que U(K)C R\ {5 + kr; keZ

Exercice d’application :

Pour chacune des fonctions ci-apres, déterminer une primitive sur un intervalle a préciser.

f:x-3x5 — 7x3 + 2012 — xis; g: X cosx.sin3x ; h:x—

i:x> Bx—11)8; j :xv—>cos(3x—§) D loxe

Solution : ......

2x
cos2(x?)

c) Primitives des polyndmes trigonométriques :

Activité 1 :

i) Linéariser f : x— sin?x.cos*x
i) Déterminer alors toutes les primitives de f sur R

Activité 2 :

soit g la fonction définie par g(x) = sin®x. cos3x

i) Démontrer que Vx € R, g(x) = cosx(sin’x — sin*x)
i) En déduire la primitive G de g sur R qui prend la valeur y, = —vV2 enx, = -1
Solution 1 :
. 1 1 1 1
i) Vx € R, f(X) = ——=cos6bx — —cos4x + —cos2x + —
32 16 32 16
i) les primitives de f sur R sont les fonctions F,; (aeR) definies par :
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1.1, 1.1, 1.1 ., 1
F,(x) = = 6sm6x " 4sm4x +55 %5 sin2x + cXxta

Solution 2 :

i) Vx € R,g(X)= cosx (sin®x)(cos?x)
= cosx [(sin®x(1 — sin?x)]
= cosx (sin?x — sin*x)

ii) Vx € R, g(x) = cosxsin?x — sin*cosx.

Une primitive de g sur R est Godéfinie par : Gy(x) = gsin3x — gsinsx
JaeR/ Vx €R,G(x) = Gy(x) +
1

1.3 1 .5
=3 sin’x 55mx+a

OrG(—m) = —V2 & 7 (sin(-m))* - (sin(-m)° + a = —V2
Sa=—2
D’ou G:R - Ra
X %sin3x — %sinsx —/2

Méthode de détermination des primitives des polyndmes trigpnométrigues :
1" cas:

Dans le cas des fonctions f : x— cos™x; g :x— sin™x oum,n € N*\{1) ou de la fonction h :
X~ cos™x.sin™x ou m,n € N*\{1) et sont de méme parité , linéariser et par la suite
déterminer les primitives.

2¢Mecas:

si la fonction h ci-dessous h : x— cos™x. sin™x est telle que m et n ne soient pas de méme
parité alors

i) Utiliser 1’égalité sin’x + cos?x = 1

i) Mettre h(x) sous la forme :

e COSXX P(sinx) si m est impaire

e sinxXx P(cosx) si nestimpaire ou P est un polynéme

Application : trouver I’ensemble des primitives des fonctions ci-dessous

f(x) = sin?x X cos*x ; g(x) = sin3x x cos?x ; h(x) = sin*x X cos3x
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CHAPITRE 7 :

FICHE PEDAGOGIQUE
O.P.G

Bien que I’essentiel des activités mathématiques (tant en analyse qu’en géométrie) que nous
effectuons jusqu’en classe de terminale se pratique dans le plan (dimension 2) ou dans
I’espace (dimension 3), certains problémes (systéme de 4 équations a 4 inconnues par
exemple) font apparaitre la nécessité de travailler dans des espace de dimension supeérieure.
La lecon sur les espaces vectoriels permet de fixer un cadre théorique pour aborder ces
problémes.

Les applications linéaires ainsi que les matrices sont des themes qui vont entre autres nous
permettre de transposer le champ lexical dans lequel est énoncé un probléme pour un autre
dans lequel il se démontrera plus aisément (On parle de transport de structures).

Temps imparti selon la progression : 9h
Nombre de legons : 02
N° et titre éventuel des legons Durée

L1: ESPACES VECTORIELS SUR IR 5h

L2 : APPLICATIONS LINEAIRES ET 4h
MATRICES

Objectifs pédagogiques opérationnels :

OPO1 1.1 Justifier qu’un ensemble donné & une structure d’espace vectoriel sur IR.
(Legon 1) 1.2 Justifier qu’un ensemble donné a une structure de sous espace vectoriel.
1.3 Connaitre ce qu’est :

e une famille génératrice ;

e une famille libre ;

e une combinaison linéaire.
1.4 Justifier qu'une famille de vecteurs est une famille génératrice
(vecteurs linéairement dépendants)
1.5 Justifier qu’une famille de vecteurs est une famille libre
(vecteurs linéairement indépendants).
1.6 Déterminer une base et la dimension d’un IR _ espace vectoriel ou d’un
sous espace vectoriel.
1.7 Ecrire les coordonnées d’un vecteur dans une base donnée.

OPO 2 2.1 Justifier qu'une application donnée est linéaire.
(Legon 2) 2.2 Déterminer la matrice d’une application linéaire.
2.3 Déterminer le noyau d’une application linéaire.
2.4 Déterminer I’image d’une application lin€aire.
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2.5 Justifier qu’une application linéaire est un isomorphisme ou un
automorphisme.

2.6 Multiplier une matrice par un réel et multiplier deux matrices.
2.7 Calculer le déterminant d’une matrice

2.8 Déterminer I’inverse d’une matrice inversible

Pré-requis
1 Il est souhaitable de voir la legon sur les lois de composions et Structures avant
d’aborder ce cours.
Références : Mathématiques Tle C Collection Monge
Mathématiques Tle C collection Excellence
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Leconl:

1. Définition et vocabulaire
Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne notée «&5» et d’une loi de
composition externe a opérateur dans IR notée « « »
@:(EXE) »E
u,v)» ud@ v
et

: IRXE)—-E
A,u) 2 deu

Définition.

(E, B, *) est un espace vectoriel sur IR (‘on dit encore IR-espace vectoriel, en abrégé IR-e-v)
si et seulement si :

1 pour ’opération €& on a

P1) U @ v = v @ u ondit que la loi & est commutatif.

P) (U ®v)Dw=1ud (¥ B w),ondit que la loi €& est associative.

P3)310, € E /4 @ 05 = 1 on dit que la loi & admet un élément neutre 0.

Ps) 3! U EE YATH) w = 0, on dit que W est ’opposé ou le symétrique de .

Remargue : les propriétés P2, Ps et P4 permettent de dire que (E , €5) est un groupe ; les
propriétés P1, P2, P3 et P4 permettent de dire que (E , &) est un groupe commutatif ou abélien.
1 pour ’opératione Vi,V € E;Va,B € IRona:

Ps) 1« 24 = 7u, on dit que 1 est I’élément unitaire.

Pe) (@ + B) e = (a o) D (B ulaloi «estdistributive a droite.

Plae (Bet) = (axf) i

Pgla o (U ®BV) = (a » ) @ (a » v),laloi «estdistributive a gauche.

Attention !

1 Ne pas confondre I’opération « « » a la multiplication usuelle dans IR : af désigne la
multiplication de deux réels et « e % désigne la « multiplication » d’un réel par un élément de
E.

1 Méme si dans les exemples pratiques la loi « « » n’est autre chose que la multiplication
usuelle, et la loi notée «&& » 1’addition usuelle, il ne faut pas perdre de vue que ce ne sont que
des cas particulier dans une théorie générale.

Vocabulaire

1 Les éléments de E sont appelés les vecteurs

1) La loi « €& » de E est communément appelée addition dans E, et pour simplifier les choses,
on la note « + »

[ La loi « * » de E est communément appelée multiplication par un réel et pour simplifier
les choses, A ¢ u est simplement notée Au

1 On appelle vecteur nul de E et on note BE, I’élément neutre de la loi «& »
Exemples

3
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(IR™, +,x) Vn = 1 est un IR-espaces vectoriel.

Pour n= 2 montrons que (IR?, +,x) est un espace vectoriel réel ;

IR? = {(x,y)/x € IRety € IR} ;soient U,V € IR*> / U= (a,b)etv =

(c,d); Va,B € IR

1 pour I’opération + on a

P1) Montronsque U+ v =v + U
u+v=(ab)+(cd)=(a+cb+d)=(c+ad+b)=v+1uU

P2) Montrons que (d+ v) + w = u + (¥ + w), on dit que la loi & est associative.
P3) Montrons que 310, € E tel que i + Oz = O + % le couple (0,0) est I’élément neutre
pour +
P4) Montrons que 3! U € E tel que U P U= 0, soit & = (a, b) le couple v = (-aq, —b) est
I’opposé ou le symétrique de .
) Pour I’opération X ona:
Ps ) Montrons que 1 est I’élément unitaire si u = (a,b) ona 1 XU = 1(a,b) =
(1xa,1xb)=1(ab)=1u,
Ps) Montronsque (a+ B) X U = (a X u) + (B X u)siu = (a,b) alors

(@+ B)x U =(a+ B)ab)=((e+ B)a(a+ B)b)=(aa+ Baab+ pb)

= a(a,b) + B(a,b) = (a XU+ (B X u)

P7) Montronsque a X (8 X %) = (axB) X U
aX (Bxuw)=ax(Bx(@b)=ax(BxapBxb)=(axBXaaxpXb)) =
(axB)x(a,b)=(axpB) XU

Ps) Montronsque a X (i + 7)) = (a X U)+ (a X V)
a(@+v) =a((ab) +(c,d) = ala,b) + alc,d) = ati + av

On utilise le méme cheminement pour montrer que IR" ¥V n > 1 est un IR-espaces vectoriel.
Propriété :

P1) O, est unique.

P2) Soient U,V €EE,3A'WEE /(UDv)=w

Ps3) Soitu € E,3u €E / (ﬁ@?) =0, onnote i = iy

Phaeti=Beti=a=poutll=0g

P)aeti= 0p >a=0oul =0g
Pe) ade (—U) = —au=(—a) U

2- Sous espace vectoriel

2.1- Définition et propriété

Définition

Soit E un espace vectoriel réel et F une partie de E.

F est un sous espace vectoriel de E ssi F est stable pour @ et o c'est-a-dire :
Pi) F # Q.

4



ESPACE VECTORIEL REEL, APPLICATION LINEAIRE ET MATRICE TYC

P) Vu,v €F, U V)€EF
P;))VUuEF,VaEIRaeUuEF
Exemple
Si E=IR®, F={(x,y,z) /x+y-z=0} est un sous espace vectoriel de E.
Preuve
i) F+#@,car(0;0;0)€F, puisque 0+0-0=0
i) Soit Uu(x;y;z)et v(x';y';z") tel que u,v € F, montrons que (U @ v) € F
UDV)(x+x;y+y;z+2")

x+x"+y+y —(z+ z")=x+ty-z+x’+y’-2’=0+0=0
Donc (W v) EF

iii) VuE€EF,VYa€eIRmontronsquea i € F

a o U(ax; ay; az)
ax+ay—az=alx+y—z)=ax0=0

Donc aeu €F

D’aprés 1), ii), iii) F est un sous espace vectoriel de IR®

Propriété Soit E un espace vectoriel réel et F une partie de E.
F est un sous espace vectoriel de Essi F + @ et Va,f € IR,V U,V EF, (AU P BevV)EF
Preuve
= Supposons que F est un sous espace vectoriel de E on a
i) F # @, par définition d’un sous espace vectoriel
i) Soit u,v € F, a,B € IR montrons que (au @ Bv) € F
Par définition d’un sous espace vectoriel ai € F et v € F
(au @ BV) € F par définition d’un sous espace vectoriel.
< Supposons F + @ etVa,B €EIR,VU,V EF, (aeu@PfevV)EF
i) F=+0,
i) poura=p=1ona(u@v) eF
i) poura=aetf=00naaeti+0ev=cqaeUu€F
Donc F est un sous espace vectoriel de E.
Proposition
P1) Tout sous espace vectoriel est un espace vectoriel.
P2) Toutes les propriétés d’un sous espace vectoriel sont les méme que celle d’un espace
vectoriel.
P3) {65} est un sous espace vectoriel de tout espace vectoriel E appelé espace vectoriel nul de
E.
2.2- Intersection d’une famille de sous espaces vectoriels
Propriété : Si (E, € , *) est un espace vectoriel sur IR et si (E; );¢; est une famille de sous
espace vectoriel de E alors N;¢; E; un sous espace vectoriel de E.
Preuve :
i) Vi€l 0y €E;, carE;estsous espace vectoriel de E, d'oll N;c; E; # @,
i) VUE€ENE;,Ya € IRmontrons que a » U € N E;
Si U € N;¢ E; alors i appartient a tous les E;
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Ainsi a « i appartient a tous les E; car les E; sont sous espaces vectoriels.
D’ouae ﬁ € niEI Ei
iii)  Soitu, v € N;e E; montrons que U + ¥ € Nye E;

Si U,V € N E; alors i, ¥ appartient a tous les E;
Ainsiu + v appartient a tous les E; car les E; sont sous espaces vectoriels.
D’outl + ¥ € N E;
D’aprés i), ii), iii) N;e; E; est un sous espace vectoriel de IR®
Remarque : Si A et B sont deux sous espaces vectoriels de E alors A U B n’est pas toujours
un sous espace vectoriel de E.
2.3- Somme de deux sous espace vectoriel
Définition Soit E; et E»> deux sous espaces vectoriels de E. on appelle somme des sous

—

espaces vectoriels E1 et E2 I’ensemble E' = {ui € E tel que 3u, € E;, U, € E, , 1 = U; +
Uy}

Propriété : E’ est un sous espace vectoriel de E noté E; + E,et contenant E; U E,

Preuve : Exercice

2.4-Somme directe

Deéfinition

La somme de deux sous espaces vectoriels de E1 et Ez est direct ssi Vi € E; + E, Ay, €
Eietd! U, € E, tel que U = U, + U,.

Propriété La somme de deux sous espaces vectoriels de E1 et Ez est direct ssi E; N E, =
{6,5} onnote E; @ E,

2.5-Sous espace vectoriels supplémentaires
Soit E un espace vectoriel réel si E; et E> sont deux sous espaces vectoriels de E tel que
E = E, @ E,, ondira que E; et E, sont deux sous espaces supplémentaires de E.

1. Combinaison linéaire

Soient 1, U2, ... Un N vecteurs d’un IR — espace vectoriel E.

On dit qu’un élément % de E est une combinaison linéaire des vecteurs 1, Uz, ... Un s’il
existe des nombres réels a1, a2, ..., an tel que d = @ U1 + a2 Uz + ...+ an Un

Exemple :
Dans le IR-e.v (IR®, +, «), on considére les vecteurs &,=(1;0;0),8,=(0;1:0),é;=(0;
0;1)
Le vecteur u défini par 17(2; 3;%); peut encore s’écrire : U = 2€; — 3¢, + %53 :
Alors 1 est une combinaison linéaires des vecteurs €, , €, et &5 affectés des coefficients
. 1
respectifs 2, -3 et >
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2. Famille génératrice.
Une famille (1, U2, ... Up ) de p vecteurs d’un IR-e-v E est dite génératrice d’un sous
espace vectoriel E’ de E si tout vecteur de E’ est combinaison linéaire des vecteurs de la
famille (U1, Uz, ... Up).
Propriété
Soit Eun IR-e.v et (1, Uz, ... up ) une famille de p vecteurs de E
L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de la famille (1, Uz, ... Up ) €St un sous
espace vectoriel de E.
On I’appelle le sous espace vectoriel engendré par la famille (1, Uz, ... Up ).
3. Famille liée ou linéairement dépendante
Une famille (1, U2, ... Up ) de p vecteurs d’un IR-e-v E est dite liée si :
Jay,0p,...,0p €IR, Xo_; oy Uy = O = (0, ; 0z; ...;05) # (0;0;...;0)
Remarque :
R1) Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
R2) Pour qu’une famille soit lié¢ il faut et il suffit que I’'un des vecteurs sont combinaison
linéaire des autres.
Exemple : B = {(0;0), (1;2),(5;7)} estune famille liée.
4. Famille libre ou linéairement indépendante.
Une famille (%1, U2, ... Up ) de p vecteurs d’un IR-e-v E est dite libre si :
Yoy ,0p,...,0, €IR, Xp_; oy Uy = Op 20, =0y =...,= o, =0
Exemple A = {(2;3),(4;7)} A c IR?
Soita, B € IR a(2;3) + B(4;7) = Oz
20 +4p=0 6a+ 12 =0 .
{3a+7%=0=>{—6a—123=0=>_23=0 ief=0
Ainsia =0
Donc A est une famille libre.
5. Base d’un IR-espace vectoriel
Deéfinition :
Soit E un IR-e.v non réduit au singleton {65 }.
Toute famille (1, U2, ... tn ) libre et génératrice de E est appelé base de E

Exercice d’application:
I- Montrer que F = {(x;y) € IR?>/2x — 3y = 0} est un s.e.v. De IR2
Il- E est un plan vectoriel de base (i;j). Ondonne é; =71—2j, €, =1+
1- Montrer que (&;;€,) estune base de E.
2- Donner les composantes de i = 2é; — 3¢, dans (;)).
3- Donner les composantes de v = 37 — 2j dans (&;; €5)

On considére ir2 muni de sa base canonique (7; J) les vecteurs
U=m?-m)+2mj ; v=m—-1I+(m+1)], melIr
1- Déterminer m pour que le systeme (; ¥) soit : a) lié  b) libre.
2- On prend m=2
I- Veérifier que (u; ¥) forme une base.
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I1- Déterminer les composantes de w = 37 + 47 dans (i; V)

E est un plan vectoriel de base (7; J) et f un endomorphisme de e defini par
FOQ=1—Jet f(D=-20+47; d=xi+yjet u=xT+y] /u =f@)
1- Définir analytiquement f
2- Déterminer le noyau et I’'image de f, tout en donnant une base et la dimension de
chacun de ces sous espaces
3- Ondonnee; =7+] e, =20—7]
I- Montrer que (e7; e;) est une base de E
I1- Déterminer les composantes de f(e;) et f(e,) dans la base (e;; e;)

Remargue
Soit E un IR-e.v non réduit au singleton {Oe } .

Si E possede une base de n vecteurs, alors toute autre base de E posséde n vecteurs. Et
I’entier naturel n est appelé dimension de E, et on dit que E est de dimension fini.
Onnoten=dimE

Par convention, dim{ O } =0

Exemple :

dimIR=1;dimIR?=2;dimIR®=3;dimL(Pn)=n;

Propriété

Soit E un IR-e.v non réduit au singleton { Oe } et de dimension n .

Pour toute base (€, ,€,,...,€, ) de E et tout vecteur v de E, il existe un unique n-uplet de

réels (a1, 02,...,0n)telque v = a,€;, + ayé;, +...+ a,é,
Vocabulaire : lesréels a1, oz, ..., an SONt les coordonnées du vecteur v dans la base
(é1,€5,...,€,)

Exemple Dans IR?, ( é;,é,) est une base de IR? alors si ¥ = 6&, + 88, = ¥(6;8)
7. Sous-espace vectoriel d’un IR-e.v de dimension fini

Soit E un IR-e.v de dimension finie n .

Propriétés

P1) Tout sous espace vectoriel F de E est de dimension finie p et 'onap <n

P> ) Toute famille libre ou génératrice de n vecteurs de E est une base de E

Remarque : (cas particulier de la dimension 2)

Soit E un IR-e.v de dimension finie 2 et (& , €,) une base de E.

Soient 7 et u” deux vecteurs de E de coordonnées respectives z(x, y) et ?(x ")
y’dans la base (&, , é,)
Les énoncés suivants sont équivalents :

» (u;u’)estune famille libre de E ;

» (u;u’)estune famille génératrice de E ;

» (u;u’)estunebasedeE ;

> det(u; u’) = xx

yy| =Xy —xy#0.

Vocabulaire
» Tout IR-e.v ou sous espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle
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» Tout IR-e.v ou sous espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel

0

1-Définition et propriété

Soient E et F deux IR-e.v et f une application de E vers F.

f est une application linéaire si les deux conditions suivantes sont vérifiees :
> VU, EE: fu+7v)=f@)+ f)
> Va € IR,VUW € E: f(au) = af()

Propriété

Soient E et F deux IR-e.v et f une application de E vers F.

-

f est une application linéaire si et seulementsi: Vi,V € E; Va,B: f(au + Bv) =
af@@ + Bf®)

Remarques

Soient E et F deux IR-e.v et f une application linéaire de E vers F.

R1) Toute application linéaire de E vers F est un homomorphisme d’espace vectoriel de E vers
F;

R2) On a: f(Og) = O et f(-u)=-f(u) ;

R3) Si F = IR, f est une forme linéaire sur E :

Rs) Si F=E, f est un endomorphisme de E.

2. Image et Noyau d’une application linéaire
Soit f une application linéaire d’un IR-e.v E vers un IR-e.v F
Définition 1
L’mage de f, notée Imf, est le sous-ensemble de F constitué des images f (i) de tous les
vecteurs 1 de E
Imf = {f@@); i € E}

Définition 2
Le noyau de f, noté Kerf est le sous-ensemble de E defini par :

Kerf = {i € E/f(4) = O}
Propriétés
P1: Kerf est un sous espace vectoriel de E ;
P2 : Imf est un sous espace vectoriel de F ;
P3: f estinjective si et seulement si Ker f = {0z };
P4 : f est surjective si et seulementsi Im f =F;
P5 : Pour toute famille {e;},<;<, génératrice de E, la famille {f (e;)}1<i<n €st une famille
génératrice de F ;
P6 : Pour toute famille {e;},<;<y, libre de E, la famille {f (e;)}1<i<n st une famille libre de F

ssi T est injective.
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Preuve

Propriété

Soit E un IR-e.v de dimension finie n > 1 et £ un endomorphisme de E. Les énoncés suivants
sont équivalents.

(i) f est injective ;

(if) f est surjective ;

(iii) f est bijective.

3- Isomorphisme

Soit f une application linéaire d’un IR-e.v E vers un IR-e.v F. Si f est bijective, on dit que
f est un isomorphisme de E vers F.

Remargues

R1) Un isomorphisme de E vers E est encore appelé automorphisme de E ;

R2) On note L (E , F) I’ensemble des applications lin¢aires de E vers F : (L(E , F) , +, )
est un IR-e.v

Propriété : Soit f est un isomorphisme de E vers F.

P1-L’image d’un sous espace vectoriel de E par f est sous espace vectoriel de F ;

P2- L’image réciproque d’un sous espace vectoriel de F par f est sous espace vectoriel de E ;
Ps-Pour toute famille génératrice {€;} 1<i<n, de E, la famille {f(&;)} 1<i<n €St une

famille génératrice de f(E) de F.

Ps- Pour toute base {€;} 1<i<n de E, la famille {f(€;)} 1<i<n €St une base de f(E) de F.

En générale I’image d’un truc par un isomorphisme d’espace vectoriel est un truc

Dans toute la suite :
e E estun IR-e.v de dimension fini n (n>1). On pose B = (e1 ,e2 ,.++, €y ) Une base de E

e Festun IR-e.v de dimension fini (m>1). On pose B’ = (e 1 ,e 2 5. ,?m) une base de
F

Cas des plans vectoriels (dimE=dimF=2)

B=(&,8 )etB =(&,¢,)

Soit f une application linéaire du IR-e.v E vers le IR-e.v F

1- Définition et Propriété

F est entierement déterminée par ladonnéede f (é,) = aé'; + Bé',etdef(e,)=ye'; +

5e',

a
On appelle matrice de f relativement aux bases B et B’ le tableau carré : [ B g]

Vocabulaire : ce tableau est appelé matrice carrée réelle d’ordre deux (ou matrice réelle 2 x
2)
Propriété : Si un vecteur # de E s’écriti = xé; + yé, dans la base B, alors
fQ@) = f(xé, + yé;) = xf(é) + yf(&)
= x(aé'y + p&;) + y(ye'i1+d€y) =(xa + yy)é'y + (xf +yd)é';

donc (1) = v de coordonnées (xx"%:y%”) dans la base B’.

- 4 i i a
On écrit ce résultat sous forme matricielle : (xxo;i-;ay) = [ﬁ z; (;)

10
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On note M2 I’ensemble des matrices carrées d’ordre deux.
. _[a ¢ . a . . . ..
Soient A = [b d] etB = [b’ d’] des matrices des applications linéaires f et g

respectivement.
2-Déterminant d’une matrice

Soit4A = [Z ccl] une matrice de Mo.

On appelle déterminant de A le réel det A = |Z ccl| = ad — bc

Propriété:

Soient A et B deux matrices de M2, on adet (Ax B ) =det Ax detB

Théoreme

Soient f une application liné¢aire d’un plan vectoriel E vers un plan vectoriel F, et soit M la
matrice de f relativement a des bases B et B’ de E et F respectivement.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) F est bijective (c’est-a-dire f est un isomorphisme de E vers F)

(2)detM £0

Exercice d’application

E est un espace vectoriel de dimension 2 rapporté a la base (i, j) .

Soit f un endomorphisme de E défini par: f(i)=3i+4jet f(j)=2i+2]
1) a) Ecrire la matrice A de f dans labase(i, j).

B) f est-il un automorphisme ?

C) Déterminer le noyau de f, Kerf et 1’image de f, Imf .

2)onpose: U=—i+2j et v=i+].

A) Montrer que (u,v) est une base de E. Déterminer la matrice B de f dans la base (u,V).

3-_ Addition
Par définition, la somme A + B est la matrice de I’application lin¢aire f +g , etona:
[a C]+[a, c,] _ a+a, c+c,
b dl " lp d b+b d+d
4- Multiplication

Par définition, le produit A x B est la matrice de 1’application linéaire fe g, etona:
[Z 6ci] % [a’ C,] _ [aa” + cb', ac" + Cd’,]
b" d ba'+db" bc' +dd
Attention ! En général : AXB#B XA
Remargues
a c aa ac
[=lab ad

On définit la multiplication d’une matrice A parunréelapar: a4 = «a [ b d ab  ad

a A est la matrice de 1’application linéaire o f

Propriété
(M2, +, ) estun IR-e.v de dimension 4, et de base canonique (é; , €, ,é5,€, ) telle que

afp Gianl Yanl dill
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ESPACE VECTORIEL REEL, APPLICATION LINEAIRE ET MATRICE TYC

Remargue :

e L’¢lément neutre pour la loi +, appelé matrice nulle, est la matrice 0, = [g 8

e L’¢lément neutre pour la loi x , appelé matrice unité, est la matrice 1y, = Iy, =
o 1l
0 1

5-Matrice inverse

SidetA = |Z 2| = ad - bc # 0 alors la matrice inverse de A est définir par :

1 _
4™ :detA[—db ac]

s N EE | KA e I R

Fichede TD
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ESPACE VECTORIEL REEL, APPLICATION LINEAIRE ET MATRICE

l. Espace vectoriel
Exercice 1:
I11- Montrer que F = {(x;y) € IR?/2x — 3y =
0} est un s.e.v. de IR?
IV- E est un plan vectoriel de base (7;7). On
donneé; =7—2j, é,=1+7]
4- Montrer que (eq; e,) est une base de E
5- Donner les composantes de U = 2¢é; —
3é, dans (3;)).
6- Donner les composantes de v = 37 — 2j
dans (€;; €,)
On considere IR2 muni de sa base canonique (; J)
les vecteurs
i=m?-—m)+2mj ;
v=m—-1i+(m+1)], meIR
3- Déterminer m pour que le systéme (u; ¥)
soit:a)lie b) libre
4- On prend m=2
I1I-  Vérifier que (i; v) forme une base
V- Déterminer les composantes de
w = 37+ 4j dans (u; V)
E est un plan vectoriel de base (7; ) et f un
endomorphisme de e défini par f(0) =7 —
2] et f()=—20+4]; U=xT+yjet u' =
xT+yJtels que u’ = f (%)
4- Définir analytiquement f
5- Déterminer le noyau et I’image de f, tout
en donnant une base et la dimension de
chacun de ces sous espaces
6- Ondonnee; =1+] e, =21—7]
I1I-  Montrer que (eq; e;) est une base
deE
V- Déterminer les composantes de
f(e1) et f(ez) dans la base (eq; e;)
Exercice 3 :
I- soit I’espace vectoriel réel IR2

muni de la base canonique (ﬁ) soit f
= {(x;y) e IR?/x—y =0}g=
{(x;y) € IR2/2x + y =0}
1) montrer que f est un sous espace vectoriel de
IR2,
2) Déterminer une base ej de f et une base e_; de g.

3) montrer que (Ei ;Q) est libre ; en déduire que (

e, ;e,) estune base de IR2.

13
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4) soit f un endomorphisme de ir2 dont sa
matrice par rapport a (i;j) est

me =t ”
G |2 3

a) déterminer I’expression analytique de f
dans (T;]) .

b) déterminer f(e_; ) et f(e_;) en fonction
de ejet g

¢) quelle est alors la matrice de f dans la
base (e_i ; e? )-

d) calculer det M(:";B ; qu’en déduire ?

e) déterminer I’inverse de M (?-B .
f _

(erie))

5) montrer que dans I’espace vectoriel réel ir® le
systeme (u;v;w) tel que u(L;2;-1) v(0;L;1) et
W(L5:2) est lié.

li-  soit E un plan vectoriel réel, (TB une base
E ; et fa ’application linéaire de E dans E qui au
vecteur u(X,y) associe le vecteur u'(x',y')tel

X'=X
que :
y'=(1-a)x+ay

f) calculer M (:*T) M

ou a est un réel donne.

1) Ecrire la matrice de f. dans la base (TB .

pour quelle valeur de a f, est-elle un
isomorphisme de E sur E ?
2) Déterminer, suivant les valeurs de a,
I’ensemble des vecteurs de E invariants par f..
3)onseplacedanslecasa=0

a. Déterminer le noyau ker fo et I’image
im fo de fo

On rappelle que : Kerf, = @ ekE/ fo(l_j) = O}
imf= i E/VeE, f,(V)=U

b. On pose : T:i+] etjzi.
Montrer que (T,j) est une base de E et écrire la
matrice fo dans cette base.




Chapitre 8 : TRANSFORMATIONS DU PLAN COMPLEXE

1. ECRITURE COMPLEXE DES ISOMETRIES ET DE 'HOMOTHETIE

1.1 Activité

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0, w’, ¥). On considére les points M(z) ,
M'(z"), Q(w) et un vecteur i(a) .

1. On suppose que dans cette question M’ est 'image de M par la translation de vecteur 1. On
rappelle que tz(M) =M' < MM’ = 1, donne une relation entre z,a et z'.

2. On suppose dans cette question que M’ est I'image de M par la rotation 7 de centre Q et
d’angle 6.

!

a) Donne une interprétation géométrique de arg ZZ__Z
b) O I M) = M' = { aM’ = oM donne la val |Z"“’|
) Onrappelle que r = mes(QM, QM’) _ g donne lavaleur | —=|, un
zZ'-w . . z'-w
argument de —— puis la forme exponentielle de ——
Z—W Z—W

c) Déduire une expression entre z,z’, w et 0
3. On suppose dans cette question que M’ est I'image de M par la symétrie de centre ().
On rappelle que So(M) = M' & QM = —QM
Donne une relation entre z, z' et w
4. Onsuppose que M’ est I'image de M par ’homothétie h de centre () et de rapport k non nul
On rappelle que h(k,Q)(M) = M' < QM’ = kQM, donne une relation entre z', z, w et k.

1.2 Résolution

1. Puisque tz(M)=M' & MM' =1u,ona:z' —z=a & z' =z + a(cette
derniere est I'écriture complexe de la translation t)

a) arg% = mes(m, QM’) +2kn  (k €Z)

z'-w z'-w —_— 2 —w .
b) | =1,Arg = mes(QM,QM’) = 0 donc =— = e'¢
Z—W Z—w Z—Ww
Z,—(A) 7 i Y .
c) — = el @ 7' —z=¢(z—w) (Cette derniere est 'expression complexe

de la rotation r)
3. Puisque Sq(M) =M' < OM' = —QM,ona:z' —w = —(z — w) (cette derniére
est I'expression complexe de la symétrie S)
4. Puisque h(k,Q)(M) =M QM’ = kQM alorsona::z' —w = k(z — w) (cette
derniere est I'expression complexe de I’homothétie h)

1.3 Résume

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0, u, V)

1. L'écriture complexe d’une translation de vecteur #i(b) estde laforme:z' =z + b



2. L'écriture complexe d’une rotation de centre Q(w) et d’angle 0 est de la forme z' —
z=e"%(z—w)
3. L'écriture complexe d’une symétrie centrale de centre Q(w) est de la forme
z'—w=—(2z—-w)
4. L'écriture complexe d’une homothétie de centre (w) et de rapport k ( non nul)
peut s’écrire de la forme z’' — w = k(z — w)

Soit les points Q(—2,1), A(1,—1),B(1,1) etleréel 8 = —

Dans chacun des cas :

a) Donner I'écriture complexe de la transformation

b) Donner I'image du point A ainsi que I'image de la droite (AB)
Cas 1 : Symétrie de centre ()

1.4 Exercice d’application
2
3

Cas 2 : Homothétie de centre Q) et de rapport —%

Cas 3 : La rotation de centre Q et d’angle 6
Cas 4 : La symétrie orthogonale d’axe (AB)
Remarque

1. On peut également donner I'écriture complexe d’une symétrie orthogonale en
suivant les étapes suivantes :
On suppose que M’ est 'image de M par la symetrie orthogonale d’axe (D) notée

X 1 (xr
S(D)et on pose M (y), M (y,).
a) Donner I'expression analytique Sp)
b) Enposantz =x +iyetz' =x'+iy’, exprimer z’' en fonction Z

2. Onremarquera que |’écriture complexe d’une symétrie orthogonale est de la forme
z'=az+b avec(a,b) EC* xC
Exemple (Cas particuliers)

Soit M(z), M'(z") et H(h) trois points du plan complexe. On suppose que M’ est I'image de M par
la symetrie orthogonale d’axe (D) notée S(p), H le projeté orthogonal du point M sur la droite (D)

et on pose M (;C/), M’ (;i) etH (2;)

Soy(M)=M'" & HM =-HM

x'—hy=—(x—hy)
= , 1
b hs o ®
1. Si (D) est I'axe de abscisses
x'—x=—-(x—x)

Ona:h; =xeth,=0 donc (1 devient{ ,
' ’ M y' —0=-(-0)

!

Soit{yf ~* pou Z'=x—-iy=2
y ==y

Donc I'écriture complexe de la symétrie orthogonale par rapport a I’axe des abscisse est : z' = Z



2. Si(D) estI'axe des ordonnées

. x'=0=—(x-0)
Ona:h;, =0eth, = donc (1 dewent{ ,
! 2= (1) y-y=-0-

x'=—x . _ _
Soit{y,_y D'oll z' = —x+iy=—-Z donc z' =—Z

2. SIMILITUDE DIRECTE PLANE

2.1 Définition
Une similitude est la composée d’'une isométrie et d’une homothétie.
Remarque
Une similitude est dite directe si I'isométrie est un déplacement et elle est dite

indirecte si I'isométrie est un antidéplacement.
Exemple
a) Une translation et une rotation sont des similitudes directes
b) Une symétrie orthogonale est une similitude indirecte
2.2 Propriété
Toute similitude directe s du plan dans lui-méme a une écriture complexe de la forme
z' =az+baveca € C,beC.

Preuve
Puisque s est une similitude directe du plan, elle est le composé d’un déplacement
(translation ou rotation) et d’'une homothétie.
D’apres le point 1. Du résumé précedent

. L’expression complexe d’un déplacement est de la forme : z' = e'*z + ¢ (sia =
2k on a une translation sinon on a une rotation qu’on peut caractériser) avec ¢ € C et
a€R

. L'expression complexe d’une homothétie h de rapport k est de la forme :
z' =kz+davecd € Cetk € R*\ {1}
Ainsi I’expression complexe de roh = horestdelaforme:z' = e*(kz+d) +c =
ke'®z + de'® + ¢ enposanta = ke'®* eth = de'® 4+ c ona bien a € C*,b € C
Etz' = az + b d’ou le résultat

Remarque
a) Ondira que Q(w) est un point invariant (lorsqu’il existe ) s’il est solution de
I’équation : z = az + b autrement dit lorsque a # 1, on a un unique point invariant
b
0G)
b) Sia = 1, on aune translation de vecteur u(b)
c) Sia=k € R*\ {1}, onaune homothétie de rapport k et de centre I'unique point
invariant Q(w)
d) Sinon on calcule |a|
1. Sila|] =1, on aune rotation de centre I'unique point invariant et d’angle
Arg(a)
2. Sila| # 1, on a une similitude directe plane de centre I'unique point invariant
Q(w), de rapport k = |a| et d’angle 8 = Arg(a).

2.3 Exercice d’application



1. Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature et les éléments caractéristiques de
I’application du plan dans le plan qui a tout point M (z) associe le pont M'(z")

a)z' =1 +1i)z

b)z' =(V3—i)z+1+i(3-1)

c)z' =-2z+i

2. donner I'écriture complexe de la similitude directe plane qui transforme les points A(% +1i)

et B(i) respectivementen C(1) et D(1 + i)

3. Donner I'écriture complexe de la similitude directe de centre Q(1 + i) , d’angle 8 = g etde
rapport k = /2
2.4 Propriétés

Soit s et s’ deux similitudes directes planes d’angles respectifs a et ', de rapport
respectifs k et k'.
a) sos’ estunesimilitude de rapport kk’ et d’angle o + o’

- _ I 1 ,
b) La réciproque s~! de s est une similitude de rapport et d’angle —a

Preuve (indications)
a) Il suffit de considérer les écritures complexes de s et s’ puis chercher
sos'
b) Considérer I'expression complexe de s, exprimer z en fontion de z' puis
conclure

Exercice d’application

Dans chacun des cas suivants, déterminer |'écriture complexe ,puis la
1

nature et les éléments caractéristiques des transformations s; ™~ et
§51°8;
, . . ;1. 1,
a) s;:z' =2iz+1-2i et s,:z =Elz+1—51

b) si:z'=1—-Dz+1+i et s,:2' =-2z2

Remarques et rappels
1. Considérons une similitude s de centre Q, d’angle 6 et de rapport k.
M, N ,M' et N' des points distincts du plan.

a. s(M)=M' (z»{ QAL:ﬂ»M
' Mes(QM,OM) =6
{S(M) =M { M'N’" = kMN
s(N) =N’ Mes(MN,M'N") =6

c. Lasimilitude conserve la configuration gé¢ométrique c’est-a-dire ,
I'image d’une droite est une droite, I'image d’un segment de
longueur [ est un segment de longueur |k|l, 'image d’un
quadrilatere d’aire A est un quadrilatere de meme nature et d’aire



k24, 'image d’un solide de volume V est un solide de méme nature
et de volume |k3|V

2.L’ecriture complexe d’une similitude indirecte plan est de la forme z' = az + b avec (a,b) €
C*xC

3. EXERCICE D’INTEGRATION ET DE DEMONSTRATION

A- ABC estun triangle de sens direct, rectangle et isocéle en 4 ;A’ le symetrique de A par rapport a
C.

1. Déterminer le rapport et I'angle de la similitude directe s telle que s(A") = C ets(C) = B
2. Déterminer I'image par s de la droite (AC)
3. Soit Q le centre de s. Démontrer que QCB est un triangle rectangle et isocéle ; construire Q

B- Soit ABCD un carré de coté 1 et de sens direct, I le milieu de [CD] . Déterminer d’'une méthode
géométrique puis d’'une méthode algébrique la similitude s telle que s(I) = Bets(D) =C

x' =x—yJ3+2V3
y' =xV3+y-+3

C- Soit f I'application du plan dans lui-méme d’expression analytique : {

1. Déterminer I'expression complexe de f

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f

3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de £~ ainsi que son expression
analytique

4. Déterminer I'image du cercle d’équation cartésienne x? + y2 — 2x + 4y + 14 = 0 ainsi que
son aire

Proposé par WAFO W. Calvin



CHAPITRE : LA FONCTION

LOGARITHME NEPERIEN

A lafin de cette legon, I'apprenant doit étre capable de :
» Appliquerles propriétés analytiques et algébriques de lafonction logarithme népérien ;
> Résoudre les équations et inéquations comportantIn ;
» Etudier une fonction In.

Activité : Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = %

Avec nos connaissancesactuelles surle calcul des primitives, trouvez une primitive dela
fonction f sur ]0; +oo]

Solution :

1

m+c(avecc€ R)

f(x) :%2 F(x) =—
= —% + ¢ (impossible)

On ne peut pas trouver une primitive de f sur ]0;+o[ avec nos connaissances
actuelles. La fonction f étant continue sur]0; +oo[, il existe une fonction dont la dérivée est e Cette

fonction est appelée fonction logarithme népérien.

La fonction logarithme népérien, notée In, est I'unique fonction f, définie et dérivable sur

10; +o[et vérifiant f(1) = Oetpourtoutréelx > 0,f'(x) = i In estla primitive de la fonctionx —

1 .
;sur]o, +oo [qui s’annule en 1.

Vx > 0, lnx=f1x%dt

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU



Va > 0etb> 0,In(a X b) = In(a) + In(b).
Va > O,Ini = —In(a).

Va > Oetbh > 0,1n§= In(a) — In(b).

Va > 0et n€Q,In(a™) = nlin(a).

Ya > 0, In(Ya) = ;In(a).

NB: Pourtout réel x,In(e* ) = x.Pourtoutréel x strictement positif, e"* = x

Simplifier les expressions suivantes:A = In(3—+/5) +In(3++/5) ; B = 3In2 + In5 —
2In3; C = Ine? — lng;D = lne3 — 2(31n\/5+lne3/4)

e La fonction logarithme népérien est définieet dérivable sur]0; +co [ et

vx> 0,(nx)’ =1

X

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur ]0; +oo |

e Limitesaux bornesdudomaine:

9lciir(l)ln( X) = —0o ;xETwln(x) =+
x>0

e Théoreme de croissances comparées:

In(x)
m =

X—>+o0 X

0

e Nombre dérivéen1:

In(1+h) —1
h—-0 h -

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU



Vae€ R, I"équationln(x) = a aunesolutionetuneseule.

Va> 0etVb> 0(In(a) = In(b) ©® a = b).Vx> 0etVa€ER In(x) = a & x = e

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur |0, +oo[. Donc

Va> 0etVb> 0,(In(a) < In(b) ©® a < b).Vx>0etVa€ER In(x) <a & x < e

Résoudredans R les équations et inéquations suivantes

a) In(3x + 1) =In(x — 4) d)2(Inx)3 —4Inx? = —4 + (Inx)?
b) In(x?2 —5) =Inx +2In2 e) In(x? —4) >In(4x — 1)
¢) In(x +2)—In5=2In3 —In(x — 2) ) 2(Inx)3—(Inx)? —8Inx+4<0

g) In(2x —1) <In(—x+2)

» Domaine de définition de lafonction logarithme népérien Df=]0;+oo[
» Quelqueslimitesavec« In»

lim In( x) = —oo ; lim(xInx) = 0 lim 20 =
x—0 x-0 x—0 X
x>0 x>0

. . In(x) . Inx

lim In(x) = +oo lim — =20 lim—=1
x—+ x—-+0 X x-1x-1

1
> Lafonctionx — Inx estcontinue etdérivable sur ]0; +oo[.V x > 0, (Inx)' =—
Donc la fonction x — In x est strictement croissante sur |0; +oo]. x

» Tableaude variations

x 0 1 +00

f00 + N

() / oo
/ 0

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU




Conséquence: il existe un nombre et un seul noté e tel queln e = 1. Une valeurapprochée de e est
e~2,71828

» Représentation graphique

Remarque:
Soit(C) la courbe représentative de lafonction Indans unrepére (0,1, J).

La tangente ala courbe au pointd'abscisse x = 1 estladroite d’équationy = x — 1

La tangente ala courbe au pointd'abscisse x = e estladroite d’équationy = f( cette droite passe par
le pointO)

Soit U unefonctiondérivable surunintervalle I. Onsupposeque Ugarde un signe constant sur
letVx €l,U(x) #0

On suppose que U estpositivesur! alors, lafonctionIno U estdérivablesur IetV x € I,

’ _Ur(x)
(InoU)'(x) = T
Si U estnégative sur/ alors - U est positivesurl etV x € I, (Ino(—U))'(x) = l;’((;))

Ainsi| Yx €1, (Ino|U|)' (x) =
Ur(x)

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU



Lo . Ur(x) .
Les primitivesde f:x — msontlesfonctlons F:x->In|U(x)|+k (k €R)

Exercice 1 :

1) Déterminer une primitive de f sur I dans chacun des cas suivants :
2x—1

a) f(&) =5—7 I = ]—o0; oo
b) fx) = E & I =]-0;2[

2) Déterminer la primitive de f surl = ]0; +oo[ qui prend la valeur Oen xy = 2

3 + 2
(x+1?2 x+1

fl) =3

Exercice 2 :
Soit la fonction f (x) = —x + 1 + In(—2x)

1) Déterminer I'ensemble de définition de f

2) Calculer les limites de f aux bornes de son domaine de définition

3) Etudier les variations de f et dresserson tableau de variations

4) Ecrire uneéquation de la tangentea (C) r au pointd’abscisse xy = — %
5) Justifierque (D) : x = 0 est asymptoteverticalea (C)y

6) Tracer (C)f

Exercice 3 :

1+x

On considére la fonction : f (x) = In |§

a) Déterminerle domaine de définition de f et calculer les limites de f aux bornes de son domaine
b) Montrerquel'on peutréduire I'étudede f a[0; +oo[

c) Calculer f'(x) et dresserle tableau de variations

d) construire (C)

La fonction définiesur R} par log,(x) = Inx estappelé logarithme de base a (a € R} —{1})

Ina

La fonction log est strictement décroissante sur ]0; 1[ et strictement croissante sur ] 1; +oo[

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU



Remarque : Dans le domaine scientifique, on utilise lafonction logarithme décimale, notée log1(x) est

définie par:logqo(x) = 11:_:0

% Enchimie: Le pH d’une solutionaqueuseestégal a: pH = — log[H;0*] ou [H;0*]estla
concentrationde lasolutionenions H;0* (en mol.L™1).

Exemple : La concentration enions H30 *d’une solution dontle pHest égal a 7 a pour
logarithme décimal -7 elle vautdonc 10~7.Sile pH augmente de 1, il devient égal 38, le
logarithme de laconcentration diminue de 1, il devient -8, la concentration est égalea 1078.
Ainsi, sile pHaugmente de 1, la concentration estdivisée par10 et, si le pH diminue de 1, |a
concentration est multipliée par 10.

+ Intensité de certains phénomeénes naturels : L'intensité d’'un séisme, laluminosité d’une étoile,
I’intensité d’un son sontdes grandeurs pourlesquelles les unités de mesures utilisentles
logarithmes décimaux. En effet, on aobservé que nos sens percoiventunsignal
proportionnellementaulogarithmede sonintensité. L'exemple le plus quotidien est le décibel
quiserta mesurerl’intensité duson de nos baladeurs...

NB : Les propriétésalgébriques de lafonction logarithme décimale sontanalogues acelles de lafonction
logarithme népérien.

T.A.FA LA MAISON

Activité 1

Partie A : Soit g la fonction définiesur]0; +oo[ parg(x) = 2In(x) — 1 +§

1) Déterminer lim g(x) et limg(x)
xX—+0oo x—0
x>0
2) Calculer g'(x). Dresser, alors, le tableau de variations de g.

3) Montrerquel’équation g(x) = 0 admetdeuxsolutionsaetf. (a < f)
4) Que vautB8 ? Déterminer un encadrement de a d’amplitude 1073,
5) Donnerle signede g(x) en fonction de x.

Partie B : Soit f la fonction définie sur]0 ; +oo[ par: f(x) = x?(In(x) — 1) + x

1) Déterminer lim f(x) etlim f(x)
X—+00 x—>8
x>
2) Montrerque: f(a) = g (1 — a). En déduire une valeur approchéede f (a) @ 10~2preés.

3) Montrerquepourtout xde]0; +oo[: f'(x) = x. g(x)
4) Dresser le tableau de variation de f

Activité 2 :

Soient f la fonction définiesur I = 14; +oo[par: f(x) = —x +3 + % ln(g) et (C) sa courbe
représentative dans un repére orthonormé (0, 1, ]).
Etudier les limites de f aux bornesdel.

x%2—6x+7

Montrerque:: f'(x) = ="
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Dresser le tableau de variation de f.

Soit (D) la droite d’équation y = —x + 3. Etudier les positions relatives de la courbe (C) et de la droite
(D). Représentersurun méme graphiquela courbe (C) et de la droite (D).

Activité 3
Le plan est munid’un repére orthonormé (0,1, ). Pour tout entier natureln non nul, on considére la

fonction f,, définiesur R% par: f,,(x) = x™Inx pourx # 0et f,,(0) = 0 On note(C,,) la courbe
représentative de f, dansun repére orthonormé (0,1,]).

1) Montrerque f,, est continueen 0. Déterminer lir_P fn (%)
X—>+0

2) Dresser le tableau de variation de f,,.

3) Surunmémegraphique, tracer (C;),(C3) et (C3)

4) Démontrer quetoutesles courbes (C,), passentpar2 points fixes O et A.
5) Démontrerquetoutesles courbes admettenten A la méme tangente.

Activité 4

On considére la fonction f définie sur /f —2; 1[ parf(x) = ln(%;)

a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition

b) Etudier la dérivabilité de la fonction f.

c) Déterminer le sens de variation de la fonction f.

d) Tracer sa courbe représentative.

Activité 5

Partie | : On consideére la fonction numérique g définie sur 10; +oo[ par g(x) = x? — 2Inx
1) Etudier le sens de variation de g

2) En déduire le signe de g(x)) sur]0; +oo]

1+chnx. On appelle (C)

la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0, 1,]). (unité graphique :2 cm)

Partie Il : On considére la fonction numérique f définie sur 10; +oo[ par f(x) = ;—C +

1) Déterminer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

2) Déterminer la limite de f en +co . Montrer que la droite (A) d’équationy = gestasymptotec‘v la

courbe (C). Déterminer la position de (C) par rapporta (A) sur |0; +oo[ . Montrer que (A) coupe(C)en un
pointA quel’on précisera

3) Etudier le sens de variation de f . Dresser le tableau de variation de f

4) Montrer qu’il existe un unique point B de la courbe (C) ot la tangente (T) estparalléle a (A). Préciser
les coordonnées du point B

5) Montrerque I'équation f(x) = 0 a uneunique solution a . Exprimer In(« ) en fonction de . Montrer
quele coefficient directeur de la tangente a (C) au point d’abscisse a est supérieura 1. On admettra que
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031< a<0,35

6) Représenter succinctement la courbe (C) et les droites (T) et (A)
Activité 6

Partie | : La fonction f est définie sur]0; +oo[ par f(x) = x— 2 + % Inx

1) Etudier le sens de variations de f. Calculer les limites de f aux bornes de 'ensemble de définition et
dresserle tableau de variations de f.

2) Montrerque I'équation f(x) = 0 admetuneuniquesolution l dans l'intervalle |0; +oco[ . Déterminer
I'entiern telquel € In;n + 1]

3) Déterminer le signe de f (x)

O0six=0

Partie Il : La fonction g est définiesur [0; +o[par: g(x) = {_sz - y2lnxsix>0
8 4

1) Montrer que la fonction g est continue en 0. Déterminer la limite de g en 4o

2) Montrerque pourtoutx > 0, g'(x) = xf(i)

1+41
812

3) Montrerque g(1) = . Dresser le tableau de variationde g.

[ ) \ , . . , . 1
4) Donner les équations des tangentes a la courbe I' représentative de g aux points d’abscisses 1 et "

Calculer lirr(l) g'(x) et interpréter graphiquement cette limite.
X

5) Représenter succinctement I' et ses tangentes dans un repére orthonormé (0, 1,]).
Activité 7
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; +[ par f (x) = x?(Inx — g) six > 0et f(0)=0

f(x)

1) Déterminer la limite de - lorsque x tend vers O. f est-elle dérivable en 0 ?

2) Etudier le sens de variations de f et étudier la limite de f en +co
3) Démontrer I'existence et I'unicité de la solution de I'équation f (x) = 0 dans [e; +oo[

4) Soit T la tangente a la courbe représentative (C) de f au point d’abscisse 1. Déterminer I'équation
deT.

5) Tracer la courbe représentative (C) de f et la droite T dans un repére orthonormal (0,1, J).
6) Soit 1 €]0; €] . On posel(}) = f;f(x)dx

a) Calculer I(1) pour 2 €]0;e]

b) Calculer la limite de 1(1) lorsque A tend vers 0

¢) En déduirel'aire dela partie du plan limité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les droites
d’équationsrespectives(x = 0)et(x =e )
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Activité 8

Soit la fonction f définie par f (x) = x In(|x|)

1) Donnerle domaine de définition D de la fonction f ; déterminer une parité éventuelle; et étudier
leslimites aux bornes du domaine de définition. Calculer pour tout x de D la dérivéede f (sielle existe!)
2) On étudie, pour cette question, le cas x > 0. Montrerqu’il existe un unique A tel quef'(1) = 0;

montrerquel’ona; 0,3 < A < 0,4 (onpourra utiliser le fait que le réel e tel que Ine = 1 vérifie 2,5 <
e<3

3) En déduire le tableau de variations de f (surD)

4) Déterminer une primitive de g définiepar g(x) = In (x) (on précisera le domainesurlequel on
travaille
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ISOMETRIE DU PLAN

APPLICATIONS AFFINES

I- COMPOSITION D’ISOMETRIES

Une isometrie est une application qui conserve les distances, les produits scalaires. Exemple :
Symétrie Orthogonale, Rotation, Translation, Symétrie Centrale.

1-Composition de symétrie et de translation

M1= Sip) (M) et M’= Sy (M1)
M’=Sp) [ Sp)(M)]

= Sp’ 0 Sp (M)
MM'= MM, + M1M'
= 2HM + 2M1H'
= 2(HM1 +M1H')
= 2HH'
=200’
Donc M’= t,00' (M)
D’olt Sp- 0 Sp (M)= t200’
Propriété 1 :

Soient (D) et (D’) deux droites paralleles. O un point de (D) et O’ son projeté orthogonal sur

(D). La composée S(p) o Sy des symétries Sip) o S est la translation de vecteur 200

Sm) o S )= t200’



M1=S() (M) et M’= Sp») (M)

M’= Sy (M1)

=S [Si) m)]
=S 0 S) (M)

OnaOM=OM’

[

(OM, OM’) = (OM, OMy) + (OMT, OM')
= 2(OH, 0My) + 2(0M1. OH')

J——

= 2[(OH, HMy) + (M1H, OH")]

= 2(071,/’5_}1’)
= 2@ )
Dol M'=r (O, 2( o))
Ainsi Spo Sp = 1 (O, 20, 1),
Propriété 2 :

Soit (D) et (D”) deux droites sécantes en un point O de vecteurs directeurs respectifs # et u'. La

composée Sp o Sp’ des symeétries orthogonales Sp et Sp est la rotation de centre O et d’angle
2@ ).

SpoSp: = 1 (0; 2(, u))



Exemple : A

ABC est un triangle équilatéral de centre de gravité O

_—

SaB) 0 Sa'B) = ot = tec’ C’ B’

SiacyoSeac) = t,BK = t

S(ac)0 Seas) = I(A; 2(AB, AC))= r(A; gn) B C
Sae) 0 Sen = 1(C’; 2(C'4, C'B))=1(C; § ) A

S@s) 0 Sac) = 1(B’; 2(B'C, BB)= 1(B": 2x(3))
=1r(B’; ) = Sp’
Sy oSoa) = 1(A’; 2(A'A, A—)'C)): r(A’; 2X(% )
=r(A’; %Tl’)
b) Décomposition de translation en de rotation

Activité

Soient (D) et (D”) deux droites paralléles telles que Sp’ 0 Sp =ty. Soient O € (D) et O’ son projeté
orthogonal sur (D”). On a : Sp’ 0Sp =t200°

D00 200'= 1 = 00'= ga




Ainsi (D’) est I’'image de (D) par la translation de vecteur %ﬂ’ et u est un vecteur normal a (D).
Propriété 1 :

Soit t3; une translation de vecteur 1 non nul. Pour toute droite (D) de vecteur normal 1, il existe

une droite (D’) et une seule telle que Sip) oS = tz. Ona: (D’) = t2u (D) ou D = t—#(D’).

Exemple : ABCD est un carré

A | tiaB) = Sq) 0 S(aD)
= Sc)o Sw)

E F tap) = S(eF) 0 S(aB)
= S(pc) 0SEF)

D J C

Propriété

Soit tj une translation de vecteur u non nul. Pour toute droite (D) et de vecteur directeur u, il

existe une droite (D’) et une seule telle que Sp~ 0 Sp = t;.
Ona: (D) =tst) (D) et (D) = t5 u) (D).
Exercice :

Soit ABC un triangle équilatéral et A’ ; B’ et C’les milieux respectifs de [BC] ; [AC] et [AB].
Déterminer la droite (D) telle que : S(aa’) o So) = tz¢

(D) = t5e0) (AA”)

—¢+.1
= tgepyan)




Soient (D) et (D’) deux droites sécantes en un point O. Ona:

(D)

<l

(D)

SHRS

[
»

Q

SpoSp=r(0;2(% 1)
S oSp=r(0; a). D’ou 2('11?\?) =a+2kn
@) =% +kn
Donc (D’) est I’image de (D) par la rotation de centre O et d’angle %
Propriété

Soit r(O ; a) une rotation de centre O et d’angle a. Pour toute droite (D) passant par O, il existe
une droite (D”) et une seule telle que Sp> 0Sp=1r(0 ; a)

(D')=1(0;3) (D) et (D)=r(O ;- ) (D).

Exemple : Soit ABCD un carré

A D
r(B,g) =S(BD) 0S(BC)
I J = S(aB) 0S(BD).
B C

Exercice



A et B sont deux point distincts.

1- Déterminer et construire la droite (D) tels que r(A, g) = S(p) 0S(aB)
2- Déterminer et construire le point (D) tels que r’(B, g) = SaB) 0 Sp*

(D)=r(A,3) (AB)

(D)=1(B, -7 ) (AB).

c) Composition d’une symétrie orthogonale et d’une translation

M’

//a/' M2 = Sp (M)

Ml =ty (M)

/ U M’= Sp(M1)

(D)

M’= ty (M2) =t [So (M)] =tuo Sp (M)
M’= Sp (M1) = Sp [tu (M)] =Sp o tu (M)
D’outuoSp=Spoly
e Points invariants de Sp oty (1i# 0)
Soit M un point invariant de Spoty. Ona:
Spotu(M) =M < SpoSpoty (M) =Sp (M)
& ty(M) =Sp (M)



On pose M’=t, (M) =Sp(M)ona:
MM'=1 et u est médiatrice a [MM’] & MM'=v et u L MM’
& #Ld  (impossible car @ # 0)
Donc Spoty n’admet pas de point invariant
Définition :

Soit (D) une droite de vecteur directeur 1. On appelle symétrie glissée d’axe (D), la composée de
la symétrie orthogonale d’axe (D) et de la translation de vecteur 1. ON a: tyoSp = Spo'ty

Propriéte :
Une symétrie glissée n’admet pas de point invariant.

e Nature de la composée d’une symétrie glissée et d’une translation

w’est normal a (D) %\‘/l
A
U
A Ml
(D) H’! |
z |
(D) H: 0
‘M

M’=1,0 Sp (M) ; 0A=1 et | est le milieu de [OA]. Ona:
MM'=MM1 + M1M'= 2MH + i

=2MH + 201 =2MH + HH'

= 2(MH+HH')
= 2MH'’

Donc M’= Sp' (M)
Ainsi t, 0 Sp= Sp’



IAGHIVIEEIZE i 1’ cst pas normale a (D)

(D) |

(D)

0 H
Oe (D) ; A€ (P) telsque OA=7.Hestle projeté orthogonal de A sur (D) et | milieu de
[AH]
Sp’ 0 Sp=tz2Hi= tha ; tu 0Sp = ton+HA 0 Sp
=ton0tha 0 Sp

=1ton 0 Sp'0 Sp 0 Sp

=1oH 0 Spr
Donc ty 0 Sp est la symétrie glissée d’axe (D’) et de vecteur OH
Propriété :
Soit (D) une droite et % un vecteur non nul

- Si 4 est normale a (D), alors t, 0 Sp est une symétrie orthogonale,
- Si un’est pas normale a (D), alors ty, 0 Sp est une symétrie glissée.
3- Composition de rotations et de translations

a)Composée de rotations

Propriété :
Soient r et r’ deux rotations d’angles respectifs o et o’.

- Siota’ #0, alors r or’ est une rotation d’angle o+o’
- Siota =0, alors r o r’ est une translation

A

Exemple:




- 1(0, g) o (A, —g) est une translation t. t(A) =r(C, g) (A)=B=>t=tas
- 1(B, gn) or(Cé ) = SA) 0 SBc) 0 S@e) o Scca) = Sa) 0 S(ac)

D’ou r(B,% m)o r(Cé m) est une rotation de centre A et d’angle a =§n

- 1(A, %n) o r(B, g) est une rotation d’ angle m ou une symétrie centrale.

S(ac) 0 S(aB) 0S(aB) 0 SBBY)
Sac) 0S(BB*) €St une rotation de centre B’ et d’angle m ou une symétrie de centre B’.

Remarque :

Pour déterminer la composée de r(B, g B) or(A,a) de deux rotations de centres distincts A et B,
on peut utiliser les droites (D) et (D’) telles que r(B, ) = Sp' 0S(aB) et r(A,a) = S(a) 0Sp’

Onaurar(B,)o r(A, o) = Sp’ 0Sp.
b) Composée d’une rotation et d’une translation
Propriété :

Soit r une rotation d’angle non nul a et t une translation, t or est une rotation d’angle a. rot est
aussi une rotation d’angle a. En générale tor #ro t.

NB : Pour déterminer la composée de tyor (O, o) d’une rotation et d’une translation de vecteur
u non nul, on peut utiliser les droites (D) et (D) telles que :

- (D) est la droite passant par O et de vecteur normal u
- ,tWw=SpoSpetr (0, a)=SpoSp

Ona:tor=SpoSp.
Respectivementr (O, a) oty r=Sp’10Spz et tu= Sp10 Sp1
Exemple :

A (D) D r(A2)o tes estun quart de tour direct

= S(ac) 0 S(aB)oS(aB)0SD
= Sac)oSpor (AC)n (D)= {0}

D’ou r(A, g)ot(cs) = F(O;g)




I1- Classification des isométries du plan
1- Classification a I’aide des points invariants
a) Décomposition d’une isométrie

Théoreme : Soit f une isométrie du plan et A un point. Il existe une unique isométrie g et une
unique translation t telles que g(A) = Aetf=tog.

NB : une isométrie est une transformation du plan qui conserve les distances.
b) Isométrie laissant inyariant trois points non alignés
Propriété ;
Une isométrie du plan qui laisse invariant trois points non alignés est I’application identité.
Preuve :

Soit f une isométrie laissant invariant trois points A, B et C non alignés. Soient M et M’tels que
M’=f(M). On a : MA=M’A, MB =M’B et MC=M’C. A,B et C appartient a la médiatrice [MM’]
= A, B et C sont alignés (impossible). D’ou M=M’ < f(M)= M.

¢) Isométrie laissant invariant deux points distincts
Propriété :

Une isométrie qui laissant invariant deux points A et B distincts et qui n’est pas I’application
identité est la symétrie orthogonale d’axe (AB).

Preuve :

Soit f une isométrie laissant invariant deux points distincts A et B. Soit C et C’ tels que C’= f(C),
C ¢ (AB). Ona: AC=AC’ et BC=BC’ d’ou (AB) est la médiatrice de [CC’]. Considérons
I’isométrie Siag) of : Sap) of (A) =A

Sy of (B)=B ; Sas)of (C)=Sp)of (C')=C

D’ou S(a)o f = IdE & f= S(ap)
d) Isométrie laissant invariant un point du plan

Propriété ;

Une isométrie du plan qui laissant invariant un seul point A du plan est une rotation de centre A.
e) Conséquences

Théoréeme :

Toute isométrie du plan est une translation, une rotation ou symétrie orthogonale, une symetrie
glissée.

2- Déplacement et antidéplacement

a) Définition

- Un déplacement est une isomeétrie qui conserve les angles orientés

- Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé. On
a le tableau suivant :



Isométries Avec points invariants Sans points invariants

Déplacement Rotation Translation

Antidéplacement Symétrie orthogonale Symétrie glissée

Remarque : Toute isométrie est soit un déplacement soit un antidéplacement
b) Composition de déplacement et antidéplacement
La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement.
La composée d’un antidéplacement et d’un déplacement est un antidéplacement.
NB : La composée de deux isométries est une isométrie.
Propriété 2 :
La transformation réciproque d’un déplacement est déplacement.
La transformation réciproque d’un antidéplacement est un antidéplacement.
c) Détermination d’une isométrie
Propriété :

Soient A, B, A’ et B’ quatre points du plan tels que AB# A’B’ et A #B, il existe un déplacement
et un seul transformant A en A’ et B en B’

Remarque :

- SiAB= A'B’ alors f est la translation de vecteurAA’
- SiAB + A'B’ alors f est une rotation d’angle (TB; A'B"
Propriété 2 :

Soient A, B, A’ et B’ quatre points du plan tels que AB=A’B’ et A# B, il existe un
antidéplacement et un seul transformant A en A’ et Ben B’

Exercice : 2a,2b,2c,2d et 2°

I1lI-  Applications affines
1- Définition
a) Définition 1

Une application affine du plan () est une application de () dans () qui conserve le
coefficient de colinéarité c’est-a-dire si A,B,C et D qui ont pour images respectives A’,B’,C’ et
D’ par f:

CD=A4B = f(O)f (D)= Af (A)f (B)
= C'D'=AA'B’
b) Définition 2 ;
Une transformation affine du plan et une application affine bijective du plan.

¢) Définition 3 ;



Soit f une application affine de () et ¢ une application vectorielle de V dans V telle que pour

tous points A et B du plan (P) on a: ¢(AB)= f(A)f (B).¢ est appelé application vectorielle
associée a f.

d) Pronriété :

Pour tout vecteur u et v de V et pour tout aeR. @ (a))= ap(u) et (U + V) = p(U) + (D).
On dit que ¢ est une application linéaire associée a f.

Preuve :
- Soient A,B,C et D quatre points du plan tels que %=AB et #=CD, a € R
¢(ail) = p(aAB) = ¢(CD)=f(O)f (D)
— af (A)f (B) conservation du coefficient de colinéarité
= ag(AB) =oq(ii)

- Posons 7i= AB et %= BC ; f(A)= A’ ; f(B)=B’ et f(C)=C".

A'C'=A'B' + B'C’= f(A)f (B) + f(B)f(C)
= (4B) + ¢(BC)
=o(u) + ¢(V)

A'C'= f(Af (€)= ¢(AC)= 9(AB+BC)

= o(u+v).
Remarque :
¢(0)= 0 car p(A4)= f(A)f(A)=0

(Ui aitli)= X7y ai o(ui)

Al A2 | e, A
G=bar ! ? "

o1 [0 On

o YL, aiGAi= 0 g(XL, aiGAl) = ¢(0)
o Y, aipGAY= 8
o Y, ai f(G)f(AD=0
FAD TFAD | oo f(An)

< f(G)= bar o1 (0 RPN On

Conséquence : Toute application affine conserve le barycentre.



- Exemples de transformations affines :
Les isométries du plan, les homothéties

- Exemples d’applications affines : les projetions.
2- Autres propriétés

P1: Soit f une application du plan, f est une application affine si et seulement si f conserve le
barycentre de deux points.

P, : La composé de deux applications du plan est une application affine du plan.
P3: La réciproque d’une transformation affine est une transformation affine.

P4 une application affine du plan est déterminée par la donnée de trois points non alignés et de
leurs images.

Ps : Si deux applications affines du plan coincident trois non alignés alors elles sont égales.

Pe : Une application affine du plan est bijective si et seulement si I’image d’un repére est un
repere.

P7: Soient f une application affine et (AB) une droite

- Sif(A)={(B) alors ’image de (AB) est {f(A)}
- Sif(A)# {(B) alors I’image de (AB) est la droite (f(A)f(B)) = (A’B’)

Pg: Soit f une application affine du plan (P)

- Si fest bijective alors f(P)= (P)
- Si fn’est pas bijective alors f(P) est un singleton ou une droite

Pg: Soit fune application affine du plan munie d’un repére (O, 1, J). f est une application affine si
et seulement si elle admet une expression analytique de la forme :

x'=ax+by+c
{ y a,b,c,a’,b’, etc’ ER.

y ' =a'x+b'y+c

Preuve : Expression analytique d’une transformation affine

0'=1£(0): 0°(5) 1 0®() s 0((L) : M(¥) : M(%:) tels que M= (M),

Ona:0'M'= f(0)f (M)=9(OM)= o(x T +Y])
= xp(M)+ yo()=x(@ 1 +a’j) +y(b i+b’))
S (X -C)T+(y —c¢)f =ax i+ a’x] +hy T+b’yjf

=(ax+by) T+ (@'x +b’y)f

{x’—c=ax+by {x’:ax+by+c

y'—c' =a'x+b'y y =ax+by+c

Exemple {x’ : ; -I_- i est ’expression analytique d’une translation de vecteur -2 7 + J
x'=-3x+8 , . . , o

Y =3y —4 est I’expression analytique d’une homothétie de rapport k=-3 et de centre



"=2x+3y—-5
{ x xSy est I’expression analytique d’une application affine.

y' =3x-7y+11

P10: L’image par une transformation affine du plan de deux droites strictement parall¢les sont
deux droites strictement paralléles.

P11: Les images par une transformation affine du plan de deux droites secantes sont deux droites
sécantes.

3- Affinité du plan
a) Affinité d’axe (D), de direction 6 et de rapport k

Définition :

Soient (D) une droite et § une direction de droite distincte de celle de la droite (D) et k €R. On
appelle affinité d’axe (D) de direction & et de rapport k I’application f qui : a tout point M du plan

associe le point M’ tels que HM'= KHMou H est le projeté de M sur (D) suivant la direction j.

~l

M’
Lors que la direction de j est orthogonale a (D) f est I’affinité orthogonale d’axe (D) et de rapport
k.
Remarque :

- Sik=0alors f est la projection sur (D) suivant la direction j

- Sik=1 alors fest I’application identité du plan

- Si k=-1 et que la direction de (D) est orthogonale a f alors f est la symétrie orthogonale
d’axe (D).

L’ensemble des points invariant d’une affinité est sur 1’axe.
b) Expression analytique d’une affinité
Propriété :

Le plan est munie d’un repére (O, 1, J), ’expression analytique d’une affinité d’axe (D)
x'=x

d’équation y=Db et de direction celle de j et de rapport k est :{y’ — ky + (1 — k)b



Preuve : Soient M(;) M(;‘,i) et H(Y)

ona: har= kfH = (55) =(73)

@{ x'—x= @{ x'=x
y' y' =ky=1-k)b

Remarque :

- Toute affinité est une application affine

- Soit f une affinité d’axe (D) et de vecteur directeur % de direction celle du vecteur ¥ et de
rapport k. L’application linéaire associée a f est ¢ telle que @(u)=u ; (V)= kv f est
bijective si et seulement si k= 0.

Travail a faire : exercice 3a, 3b, 3c et 3d P98.
Exercice 3a :

Soit ABC un triangle ; A’, B’ et C’ les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB]. F I’application
affine définie par : f(A)= A, f(B)=B’ et f(C)=C’

1- Déterminer les images par f des points A’, B’ et C’
2- Déterminer les images par f des droites (AA’), (BB’) et (CC’)
3- Déterminer les expressions analytiques de f dans le repére (ABC)

1- Images des points A’, B’ et C’

A’ milieu de [BC] donc f(A”) est le milieu de [f(B)f(C)] & f(A’) est le milieu de [B’C’]
B’ milieu de [AC] donc f(B’) est le milieu de [f(A)f(C)] & f(B’) est le milieu de [A’C’]
C’ milieu de [AB] donc f(C’) est le milieu de [f(A)f(B)] & f(C’) est le milieu de [A’B’]



Autres méthodes :

A'B=3CB & f(A)f (B)=31(C)f (B)
& f(A)B'=CB'=1

—_—

AC'= 4B of (A)f(C)=3f(A)f (B)

© Af(C)=5AB'=K

AB'=}AC & F()f (B)=3FAF(C)

© Af(B)=5A'C'=]
2- Images des droites (AA"), (BB’) et (CC")
f(A)= A et f(A)=1 & f([AA]= (A])
f(B)= B’ et f(B")=] < f([BB'])= (BY)
f(C)=C et f(C)=K & f([CC= (CK)
3- Expressions analytiques

Soient M(;) et M(;j) dans le repére (ABC) égale a (4, AB, AC), M’= f(M) et @ I’application
associée a f.

AM'=f(A)f(M)= @(AM)= @(xAB + yAC)
= x@(AB) + yp(AC)
=xf(A)f(B) + yf(ADf(C)

= XAB' + yAC'

=x2AC +y=AB=24B + £ AC
2 2 2 2
x' =
D’ouy |
y =

car AM'=x’AB +y’AC

NRNIR

Exercice 3b : P98

(D) et (A) sont deux droites sécantes en un point O. Soit f 1’application du plan dans lui-méme qui
a tout point M on associe le point M’ tels que :

- si Me (A), alors M'=M
- si M€ (A), alors le milieu [MM’] appartient a (A) et [MM’] // (D)
1-) Construire les images par f de deux points distincts A et B dans les cas suivants :

a) Les droites (AB) et (A) sont paralléles
b) Les droites (AB) et A) sont sécantes



2-) démontrer que f est une application affine du plan

1-a) (AB) // (4)

CN

~
~
~

vy

(4)
(D)

1-b) (AB) et (A) sécantes

]
b

(D)

(8)



Donc f est I’affinité d’axe (A) de direction (D) et de rapport k= -1
Exercice 3c :

Le plan est munie d’un repére (0,1, J) , on considéere f une application affine telle que f(O)=1,
f(D=Jetf(J)=0

1- Démontrer que f est bijective
2- Déterminer I’ensemble des points invariants par f

1- L’image du repére (O,1,]) est (I,f,5) c’est aussi un repere car I, J et O sont non alignés.
F est donc bijective.

2- Soit Me () tels que f(M)=M

M(;C;) 0(9). 1(5). 3(7) dans (O,1,)). ¢ est I'application linéaire associée

M= f(0)f(M)= @(OM)
= @(xOI + y0j)= x(01) + yo(0J)
=xf(O)f(1) + yf(O)f ()

=] +y10 & (37)=x(372) + y($}

:>{x—1=—x—y

y=Xx
{x —1=—-x—x
&
y=x
= 3x=1
1
= X=-
3
1
D'oﬁM(lj?’)
3

1
f admet un unique point invariant M( /3).

1/3



FONCTIONS EXPONENTIELLES FONCTIONS PUISSANCES

1. FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE E

1. Définition et conséquence
a) Définition
On appelle fonction exponentielle de base e et on note exp I'application réciproque de la
exp: IR — IR}
X =y = expx

fonction In.

b) Conséquence
De cette définition, il résulte que :
— VxelR et VyelR},y = expx & x = lny
— VxelR, expxelR} et x = In(expx)
- 1l=Ilneeoexpl=c¢
— 0=Inleexpl=1
— VxelRy,exp(Inx) = x
La fonction exponentielle étant I'application réciproque d’une fonction continue et
strictement croissante sur IR}, est elle-méme continue et strictement croissante sur
IR. 1l en résulte que :V(a,b)elR?,a > b < exph
a>0eexpa >1
a<0e0<expa<l1
expa=expb oa=»>

2. Propriétés
a) Propriétés fondamentales
V(a,b)elR? exp(a + b) = expa X exph (1)
En effet, V(a,b)elR?,a = In(expa) et b = In(exp b) donca + b = In(exp a) + In(exp b)
Soita+ b =In(expa X expb)
D'ou exp(a+ b) =expa Xexpb
En général, V(aq, a,, ...a,)eIR™, exp(Xr=q1 ar) = [I=1 exp ai
La fonction exp est une bijection de IR sur IR} et V(a, b)elR?, exp(a + b) =
expa X exp b donc la fonction exp est un isomorphisme de (IR, +)vers (IR},X)

b) Conséquences

: IR —b) = 2
Ci:VbelR,exp(—b) epr()
En effet, pour b = —a, (1) devientexp0 = expb X exp(—b) d’ou exp(—b) = ex;b
exp a
. IRZ — =
C,:V(a,b)elR*, exp(a — b) oxp b 3)
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c) Autre propriété
V(a,r)elR X Q,exp(ra) = (expa)” (4)
d) Nouvelle notation
Il résulte de (4) etdeexp1l = e que:VreQ,expr = exp(r X 1) = (expl)" =e”
Par convention, V x€lR, exp x = e* . Ainsi,
o V(x,y)EIR X IR,y =e* & x =lIny
e VxelR,e*elR} etx =Ine*
e VxelR:,e™ =x
o %=1 et el=¢
e V(ab)elR? el =g xel et == P ==
. a>bee?>eb
. e*=ePoa=b»b
V(ay,a,, ...a,)€elR™, eLlik=10k = [Th=qe%

Exercicel
1) Résoudre dans IR
a) e*—=74+10e ™ =0
b) eBx — er+1 + er _ ex+1 +2e—eX¥=0
(On vérifiera que e en est une solution)
c) e*—4+3e*>0

2X 52y —
2) Résoudre dans IR? : {e ¢ (on discutera suivant les valeurs du réel a)

xy=1

3. Calcul des dérivées
a. Dérivée de la fonction x — In x est derivable sur IR} sa fonction
réciproque x — e* est donc dérivable sur In(IR}) = IR et sa fonction

1 1
dérivée est e*) = =F=e*
( ) Inr(eX) ix
e

D’oui le théoréme : la fonction x — e*est dérivable sur IR et pout tout x€lR, (e*)' = e*
Conséquence : VxelR, VnelN, (X)) = ex (dérivée d’ordre n)

b. Dérivée d'une fonction composée avec la fonction exponentielle
Théoréme: soit u une fonction dérivable sur un ensemble D, la fonction x — e*® est
dérivable sur D et VxeD, (™)' = u/(x)e*™
En effet, VxeD, e*®™ = explu(x)]
Donc (e”(x))' = (explu(x)])’

= exp'[u(x)]w' (x)

= e®@y/(x)

= u’(x)eu(x)

Exercice Z : Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :
xX—2

a) f(x) =ex?*—2 b) g(x) = e* c) hx)= ex—_: d) I(x) =e*ilnx
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4. Nouvelles primitives
Théoréme
» Les primitives sur IR de la fonction :x — e*sont les fonctions: x - e* + ¢, celR
» uétant une fonction dérivable sur un ensemble D, les primitives sur D de la
fonction : x — u'(x)e*™ sont les fonctions : x — e*® + ¢, celR

Exercice 3
1) Déterminer les primitives de chacune des fonctions ci-apres:
a) x - (x+ 1)eX *2*~5 syr IR
eVx %
b) x — = Sur IR}
c) x — sin2xe sur IR (Intégration par parties)
d x-—e sinx sur IR (Deux 1ntegratlons par parties)

2) SoitA = fe cos’xdx etB = fe sin®x dx

cos’x

Calculer successivement A + B,A — B, A et B.

5. Etude de Ia fonction exp : x — e*

La fonction exp est définie, continue et dérivable sur IR.

Limites : A I'aide du tableau de variation de la fonction In (insérer ledit tableau de
variation) on obtient les limites suivantes: lim e* =0 et lim e* = 4+

X——00 X—+00
v' Dérivée et sens de variation : V xelR, (e*)’ = e* > 0 donc la fonction exp est
strictement croissante sur IR.
Tableau de variation (insérer)
Branches infinies :

— Comme lim e* = 0, la droite d’équation y = 0 est horizontale a la courbe de

X—>—00

la fonction exp au voisinage de —o.

ANIAN

AN

. , . . eX
— Comme lim e* = +oo, étudions lim —
xX—+00 xX—+00 X

X
Au voisinage de +o0,x > 0 et dans ce cas, [n (67) =he*—Inx=x—-Ilnx=x (1 — ZnTx)
X
Ainsi, lim In (e—) = lim x (1 — m—x> = 400
X—+00 X X—+0o0

X
On en déduit que : lim £ = +4o0. Donc la courbe de la fonction exp admet une branche

x—>+o00 X

parabolique de direction 'axe des ordonnées.
v Représentation graphique (insérer la courbe)
RQ : dans un repere orthonormé, les courbes des fonctions In et exp sont symétriques par
rapport a la droite d’équation y = x.
Autres limites dites classiques

» lim xe* = 0 en effet, posons X = —x ainsi, quand x - —00, X — 400
X—>—00
. s . x . X . X . 1
Ceci étant, lim xe* = lim —Xe™ = lim — == lim ——=%=
X——00 X—-+oo X—>+00 € X->+0w  &°
X
. eX
car lim — = 4o
X—>+00 X
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> lim ==

x—>+o00 %
> Si lim u(x) = y,alors lim e*® = ¢¥
X—>Xo X—Xg

u(x) >0
> Si lim Inu(x) =y alors lim u(x) = eY¥

XX X—Xg

Exercice 4
xX+1

1) Soit f(x) = ex+z
Déterminer son ensemble de définition Df et calculer les limites aux bornes de

Dy. ]
X xX= _ X _
2) Calculer les limites suivantes:a) lim f b) lim = ~ : c) lim e -1
x—+00 X“+1 x—0 Sin‘x x—0 In(1+x)
xX+3 1 2X_ X
d) lirr}+(x + 1)ex+1 e) lir(x)1 %ei f) lir}l e *lnx g) lin&%
X—>— x—-0" X—+ 00 X— -
Indication solution
e Inx . . e*
a) NB:VreQj, ln; =x(1- rT) on en deduit que lim — = toet donc,
xX—+00
e* e* 1
lim = lim — X = +00
x—+00 xZ +1 x—+00 xZ 1 +
1+ 2
. eXq . eXiq 1
b) }cl_rf(l) sin®x chl_r)l(i) R sinfx 1
e*-1 e*-1 * 1
C) }cl_r% In(1+x) - }CI_I;%T X InGetd) =1
X
x+3 eig—jj eX
d) lim (x+1ex1 = lim —z X (x +3) =+ car lim ~ =t
x->=1 1x—>—1 ey X—>+o00
e) Pourx <0,In (%ﬁ) = —2Iln|x| +% ceci étant,
1 - [
lim In (lzei) = lim —2In|x| + L= Jim 222D o On en déduit que
x—-07 1x x—-0~ X x—-0~ X
lim %eE = 400
¥o0m X Inx
f) lim e™¥lnx = lim ixx— =0
X—>+00 X—+o0 € X
.e?*—2e%+1 .. (e¥-1)? 1
8) }Cl_r% 1-cosx }Clir(l) x? X 1_;# =2
Il.  FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a, a € IR, — {1}
1. Définition

On appelle fonction exponentielle de base a et on note exp,la fonction réciproque de la
exp, : IR = IR}
fonction logarithme de base a définie par: Pa by x
x - exp,(x) =a
Remarque
1) Vxe€lR,Inga® = x etV x e IRL, a™e® =
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2) V(x,y)eIR X IR}, y = expy(x) & x = Iny(y)

In
o X = sy
Ina
o xlna = lny
oy= exlna

3) VaelR;, a* = e*na

2. Propriétés
Vv (a,b) e IRiZ,V (x,y) e IR?,
o ¥V =ag*xa¥

- 1

° ax:—x
a.x

- a
o a¥ Y =—
ay

. (¢ =a¥
e (ab)* =a* xb*

(a)x _ ax
b) ~ bx

Exercice 5 résoudre dans IR les équations
a) 2**8 — 4% = 1984
b) 3*t2 +9*"1 1458 =0

3. Etude de Ia fonctionexp,: x — e*"* a e IR’ — {1}
v' Domaine de définition D,,,, = IR
v Lafonction exp, est continue et dérivable sur IR car réciproque de la
fonction x — In,(x)
v Limites
lim exp,(x) = xl_i)mooexz”a =0

. X——00
Sta>1, lim exp,(x) = lim e¥"% = +
X—+00 X—+00
lim exp,(x) = lim e*"® = +0
- Sia< 1,77 o
lim exp,(x) = lim e
x—+00 x—+00
v Dérivée et sens de variation
v VxelR, exp',(x) = (e¥"?) = (xlna)' e*"* = (Ina)e*™@
— Sia>1,VxelR,exp’,(x) > 0 etlafonction exp, est strictement croissante
sur IR
- Si0<a<1,VxelR,exp',(x) <0 etlafonction exp, est strictement
décroissante sur IR
Tableau de variation : (insérer tableau en distinguantlescasa > let 0 <a <1
Branches infinies

— Sia>1(resp0<a<1), lima* =0 (resp lirp a* = 0) donc la droite
X——00 X—>+00

xlna — 0

ANIAN

d’équation y = 0 est horizontale a la courbe de la fonction exp, au voisinage
de —oo (resp au voisinage de +).
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— Sia>1(resp0<a<1), lim a* =400 (resp lim a* = 4+). Etudions
X——00

X—>+00

lim —(resp hm —)

X—+00
a* xlna . xlna
lim — = lim = lim X Ilna = 4o
x—+0o0 X x—>+00 X x—+00 xlna
. a* . exlna . exlna
lim — = lim = lim X lna = —oo
x——00 X x——co X x——00 Xlna

Donc la courbe de la fonction exp, admet une branche parabolique de direction I'axe des
ordonnées.
v Représentation graphique (insérer la courbe)

4. Notationu’
Soient u et v deux fonctions de domaines de définition respectifs D,, et D,,.
e SiVxeD,u(x) > 0,on peutdéfinir la fonction u” sur D, 0D,, par:
V x € D,0oD,, u’(x) = u(x)?® = ev?@inu)
e Side plus les fonctions u et v sont dérivables sur D,,0D,,, alors u”l’est aussi et on
a:
VY x € D,oD,, (u”) (x) = (e?®mu®)’
= (v(x)lnu(x)) e?®nu)

v () Inu(x) + v(x) (( )) v () lnu(x)

Exercice 6 étudier et représenter graphiquement la fonction fdéfinie sur IR} par

fx) =x*

Ill.  FONCTION PUISSANCE : CROISSANCE COMPAREE DES FONCTIONS PUISSANCE,
EXPONENTIELLE ET LOGARITHME

1. Fonction puissance
a. Définition
Soit a e/R*. On appelle fonction puissance la fonction f, definie sur IR} par
fa:x - x@ = ealnx

1
Exercice 7: comparer (v2)"3 et (2v2)%

Solution
5
Ona (\/_)‘/_ = VNI _ 5in2 o
(2\/5)\/3 _ eﬁznzv_ _ eg(lnzﬂnﬁ) \/—(ln2+ n2) _ eﬁxglnz _ e‘/z——lnz

Donc (vV2)V3 = (2\/5)%

b. Propriétés
V (a,b) € IR**,Vx,y € IR%

o xAtb — 4@ 5 4D
— 1
[ ] X a - —
xa
FONCTIONS EXPONENTIELLES _ FONCTIONS PUISSANCES par Jiongo Mahazap (lycée de Bandjoun)




a
o x% b — i—b
* (xa)b — xab

o () =x%xy"

i 1+/3

1+v2
Exercice 8: simplifier A = (22—3)

+(5)
3
¢ Etude de Ia fonction f ,: x — x® = e®"*
v' Domaine de définition : Dy = IR} = ]0; +oo[

v’ f, est continue et dérivable sur IR} car la fonction x — alnx I'est.
v Limites

llm fa(x) = 11m ednx =
~ Sia>0, *°
e m f,(x) = hm e = +oo
x—> oo
lim f,(x) = 11m e“l"" =+
- Sia<0,*7""

lim_ fa(x) = hm ednx =
xX—>

v' Dérivée et sens de varlatlon

a
Vx, € IR f (x) — (ealnx)l = —ednx — _ya — gx2-1
X

Il en résulte que Vx, € IR+,f . (%) est du méme signe que a.

v Tableau de variation : (insérer tableau de variation) on distinguera les cas a > 0
puisa <0
v" Branches infinies

a
— Sia>0, lim x% = 400 étudions lim i

xX—+00 xX—>+00 X
a .
lim — = lim x% 1= lim e@ Dinx = { tosia>1
x—>+00 X X—+00 x—+00 Osi0<ax<l1

Donc pour a > 1, la courbe de la fonction f, admet une branche parabolique de direction
I'axe des ordonnées. Et pour 0 < a < 1, la courbe de la fonction f, admet une branche
parabolique de direction I'axe des abscisses.
— a < 0,les droites d’équation x = 0 et y = 0 sont respectivement asymptote
verticale et horizontale a la courbe de la fonction f,.
v Représentation graphique : on distingueralescasa >1,0<a<leta<0

Exercice 9: étudier et représenter graphiquement chacune des fonctions suivantes
3
a) f)=x b gW=@x-D” o hx)=x+D"®

2. Croissance comparée

a. Fonction logarithme et puissance
Inx

Propriété:v a e IR*, lim — =10

x—+00 x4

Conséquence:V a € IR", 11%1+ x%Inx = 0 (preuve: poser X = i)
X
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b. Fonction e)qmnentiel]e et puissance
Propriété: v a € IR*, lim *_0

x—+00 €%

En effet, ln— =alnx —x = x(al—x— 1)
x a
Ceci dit, lim ln— = lim x(aln—x— 1) = —o etdonc lim x—x =0
X—+ 00 X—>+00 X X—+oo €

Conséquence: ¥ a € IR, lim [x|%* =0
X——00

Propriétés:V b > 1, ae IR+, 11m Z—: =0 (ind : utiliser In z—z)

Vb>1, aelRj, 11m (|x]*b*) =0 (ind: utiliser In|x|*b*)
X—>—00

¢. Fonction logarithme et exponentielle
Inx

Propriétés: vV b > 1, lim o = =0

Xx—+00
Inx Inx
En effet, lim — = lim —><——0
x—>+00 b* x—+00 X

Exercice 10: calculer

. In(x3+1 .
a) lim % b) lim —
xX—+co X x—+00 X°+
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Chapitre 12 Suites numériques

Planning :

Objectifs
I.  Etude générale d’une suite numérique.

1. Généralités
a. Formules d’une suite : explicite et récurrente.
b. Suites minorées, suites majorées ; suites bornées
c. Suites monotones.

2. Rappels sur les suites arithmétiques et suites géométriques
a. Suites arithmétiques.
b. Suites géométriques.

II.  Limite et convergence d’une suite

1. Limites des suites du type u,, = f(n)
a. Activités et propriétés
b. Propriétés de comparaison des suites

2. Convergence d’une suite.

3. Limites des suites du type u,+; = f(u,).

4. Quelques suites particuliéres : suites périodiques et suites adjacentes.
a. Suites périodiques.
b. Suites adjacentes.

Objectifs :
» Reconnaitre une suite arithmétique, une suite géométrique
» Savoir étudier les variations d’une suite, calculer les limites et étudier la convergence
» Savoir utiliser les suites pour approcher les solutions de 1’équation f(x) = 0.

I. Etude générale d’une suite numérique.
1. Généralités
a. Définitions d’une suite : forme explicite et forme récurrente
Définitions
Soit I un sous ensemble de N
D 1. On appelle suite numérique, toute fonction de I vers R.
D 2. u(n) ou tout simplement u,, est I’image par u de I’entier naturel n.
D 3. La suite u est notée (U, ) ey OU tout simplement (u,,).
D 4. u, estleterme général ou le terme de rang n.
Définitions (formes d’une suite). Soit [ un sous ensemble de N.

D 5. Une suite (u,) est dite explicite lorsque le terme général u,, est une fonction de n : ie u,, = f(n) ou
2n+3
nz-1’
D 6. Une suite (u,) est dite récurrente si un terme quelconque u,, = a est donné (p € N et a un réel) et

f est une fonction numérique de la variable réelle. Exemple de suite sous forme explicite : u,, =

pourtoutn € N, u,,; = f(u,) ou f est une fonction numérique de la variable réelle.
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Uy = 4
Exemple de suite sous forme récurrente : _ 2upt+3.
Un+1 - u2-1
n

Remarque
Dans certains cas, on peut facilement passer de la formule explicite a celle récurrente et vice versa.
Exercice
1) Calculer les quatre premiers termes des suites suivantes. n étant un entier naturel

a) Formules explicites : u, = 22:1, v, = In(2n — 3), w,, = 3™,
U = 1 v, = 3 w, = 0
b) Formules récurrentes { _ 2uptl, { o , { 0 3w -
n+1 T Vny1 = In(2v, —3) Wnyr = €700
- u 3
2) Donner la formule récurrente de u,, = 4n — 7 et celle explicite de { o .n€eN
Unyr = 4uy

b. Suites minorées, suites majorées ; suites bornées.
Définition. Soit (u,,) une suite numérique définie sur I S N
D 1. (u,) est minorée s’il existe un réel m telque Vn € I, u,, = m. On dit que m est un minorant.
D 2. (u,) est majorée s’il existe un réel M telque Vn € I, u, < M. On dit que M est un majorant.
D 3. (u,) est bornée si elle est a la fois minorée et majorée

c. Suites monotones.
Définition Soit (u,,) une suite numérique définie sur I € N

D 1. (u,,) est croissante si et seulement si Vn € I, u, < Uy,

D 2. (u,,) est décroissante si et seulement si Vn € I, u,, = Uy,

D 3. (u,,) est constante si et seulement si Vn € I, u,, = Uy 41.
Définition

Une suite est monotone lorsqu’elle garde le méme sens de variation ie lorsqu’elle est soit uniquement
croissante, soit uniquement décroissante.
Remarques
R1. Une suite est positive (respectivement négative), lorsque tous ses termes sont positifs
(respectivement négatifs).
R2.  (u,) est strictement croissante si Vn € I, u,; < Uy 4q.
R3.  Une suite (u,) est croissante a partir d’un certains rang s’il existe ny € N tel que Vn >
Mg, Up = Unyq
R4. Une suite est stationnaire si elle est constante a partir d’un certain rang.
Exercice

1) Montrer que les suites u,, = % etv, = In(2n + 1) — In(n + 1) sont bornées

uo == _1
2) On considére la suite (u,,) définie par . Montrer par récurrence que :
Upp1 = 2u, +3
a) (uy,) est croissante
b) (u,) estbornée (—1 < u,, < 3)
. .. . 1 n" e™
3) Etudier les variations des suites : u,, = Z}(l:l; SV =i Wp =

Solution
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2. Rappels sur les suites arithmétiques et suites géométriques
a. Suites arithmétiques.
Définition
Une suite numérique (u,,) est dite arithmétique s’il existe r € R appelé raison tel que u, 41 = u, + 1.
e Sir > 0 alors (u,) est croissante, Si r < 0 alors (u,,) est décroissante, Sir = 0 alors (u,,) est
constante.
e Formule explicite : u, = uy + nr d’une fagon générale, ona u, = u, + (n —p)r.
1érterne+dernierterne) _ (u0+un_1).
2 2
Le nombre de termes N = i ndi ceu derni erterme —indi célu ler terne + 1. D’une fagon
up+un_1).
2
Activité sur la moyenne arithmétique. Indications : u, 4 = u, + 1, u,_1 = U, — r. En sommant membre a

e LasommeS, =uy+uy +--+u,_, =nbrede ternes (

générale, pour tout entier naturel pona: § = u, + Upyq + -+ Uy = (M —p) (

Up—1+Un4q

membre on obtient u,, = >

Théoréme et définition
(u,) est arithmétique si et seulement si Vn € N*,u,, = W On dit alors que le terme u,, est la

moyenne arithmétique de u,,_; et u,41.
Remarque Pour montrer qu’une suite (u,,) est arithmétique, on peut montrer que U, — U, =1 = cSte
Exercice
1) (u,) estune suite arithmétique telle que u3 = 5 et ug + uy + u, = 9. Calculer X 12, uy et Y57 2 ouy.
Méme questions pour v3 =9 et vy + vy +v, =15; w3 =15et wg —w, —w; = 5.
2) (uy) est une suite arithmétique telle que u,44 — U, = 12. Calculer la raison r.
Solution
b. Suites géométriques.
Définition
Une suite numérique (u,,) est dite géométrique s’il existe g € R appelé raison tel que u,41 = qUy.
e Sig > 1alors (u,) est croissante ; si 0 < g < 1 alors (u,,) est décroissante ; si ¢ = 1 alors (u,,) est
constante.
e Formule explicite d’une suite géométrique : u,, = q™uy. D’une fagon générale, pour tout entier
naturel p on a : u, = q" Pu,.

. 1_qnbre de termes 1_qn
e lLasommeS, =uy+u; +--+u, 1 =premertermne X( ) =u0( ) ; d’une
1-q 1-q

4 1- nr
fagon généraleona § = up, + Upyq + -+ Uy g = Uy ( 1q_q )

Activité u, = qu,_; et u,,1 = qu, en exprimant q dans I’une des équations et en remplacant dans 1’autre,

on obtient u,, = \/Up_1Up41-
Théoréme et définition.

Une suite (u,,) est géométrique si et seulement si u2 = u,,_; X U,,;. On dit que u,, est la moyenne
géométrique de u,,_q et Uy yq.

Remarque
Un+1
Un

Pour montrer qu’une suite est géométrique, on montre que =q =cste

Exercice
(v,,) est une suite géométrique telle que v; = 27 et v, - v3 - v, = 27. Déterminer v, et q puis calculer

9
Y=o Vk et Dils Vg
Solution
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II. Limite et convergence d’une suite
1. Limites des suites du type u, = f(n)
a. Activités et propriétés

e els . . . 3\" " .
Activité Calculer les 3 premiers termes des suites suivantes u,, = (Z) etv, = (E) puis conjecturer les

variations et les limites.
Solution
Propriétés
Soit (u,) une suite définie par u,, = f(n) ou f est une fonction numérique. Si f a une limite en +oco
alors (u,,) a une limite et on a : lim,_, ;o U, = lim,,_,, f(n)
Remarque : On peut noter = lim u,
Exemple Calculer lim,,_, , o, In(e™ — 1)
Propriété
Si une suite admet une limite, alors elle est unique.
Propriété et définition.
Soient u,, = f(n) et v, = g(n) les termes généraux de deux suites numériques.
e Lasomme des suites (u,) et (v,) est la suite de terme général u, + v, etlim (u, +v,) =
lim (f(n) + g(n)
e Le produit des suites (u,) et (1,) est la suite de terme général u, X v, etlim (u, X v,) =

lim (f(n) X g(n))

. . ., Up . up\ _ . @
e Le rapport des suites (u,,) et (v,) est la suite de terme général - et lim (Z) = lim (g (n)).

Propriétés

P 1. Suites géométriques ou exponentielles. Soita € Retn € N*
e Sia < —1 alors a™ n’a pas de limite
e Si—1<a<1c’est-a-dire |a| < 1alorslim a™ =0
e Sia=1lalorslim a™=1.
e Sia>1lalorslim a"™ = 4o

P 2. Suites puissances. Soient Soit« € Retn € N*
e Sia<O0alorslim n*=0.
e Sia=0alorslim n%*=1.
e Sia>0alorslim n%* = +4oo.

% Croissance comparée

Propriétés

e Sia > 0alorslim m—;l= 0.
n

a n

e Sia>1leta > 0alorslim Z—n=0;31a> 1eta > 0 alors lim %: +oo
a

e Si—1<a<leta<O0alorslim Z—n=+00.
Exercice

C 1 1 1 1 N d . B . _ Inn . _ 3 3Tl+1 . _ 3n_gn

alculer les limites des suites suivantes : U, = —- ; U, = 1> — tWp = —
Solution
b. Propriétés de comparaison des suites
Propriétés
P 1. S’il existe un entier naturel ny tel que Vn € N,n > ny, = v, <u, etlim v, = +oo alors

lim u, = +oo.
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P2. De méme, si v, > u, etsilim v, = —oo alors lim wu, = —oo.

P 3. Théoréme des gendarmes. Siv, < u, < w, etsilim v, =lim w, = lalors,lim u, =1L
P 4. Si|lu, =l =v,etlim v, =0,alorslim |u, —Il|=0etlim u, =1L
Exemple

, . . n+(—1)"cosn
Déterminer im ——————.

Remarques
R1. Lorsqu’une suite admet deux limites en +oo, on dit qu’elle n’admet pas de limite. Exemple
u, = (D™
R2. Les suites u,, = cosn et v, = sinn n’admettent pas de limites en +oo.
2. Convergence d’une suite.
Définition

Une suite est convergente si elle admet une limite finie ; elle est divergente si elle n’est pas
convergente.
Exemple

. . . . 2n+1
Les suites u, = (—1)", w,, = cosn et v, = sinn, t, = n? divergent. La suite p,, = —— converge.

Propriétés :

P 1. Toute suite croissante et majorée est convergente

P 2. Toute suite décroissante et minorée est convergente.
Propriété

Soient f une fonction, Dy son ensemble de définition et (u,) une suite dans Df. Silim,_, 4o Uy, = a
etlim,_, f(x) = lalors lim,,_,, f(u,) = L.
Exercice cf CIAM Tle C.

Soient n € N*
1

1) Calculer la limite de u,, = ﬁzlm.
2) Etudier la convergence de la suite v, = Y7—; kiz
Indications
1) Utiliser ’encadrement n? + 1 < n? + k < n? + n puis inverser et appliquer la somme.

o . 1 1 11
—< - _ = n
2) Utiliser la comparaison 2 S = o~y pour tout k>1et)i_,

donc v, qui est croissante et majorée donc converge.

prRr 2—%< 2. On aura
3. Limites des suites du type u,,.1 = f(u,). (suites définies par récurrence)
Exercice 26 CIAM
On définit la suite (u,) paruy = —1etVn € N*, u, 1 = \m On pose Uy, = f(uy) avec
f(x) =v2x + 3.
1) Résoudre I’équation f(x) = x (probable licu de convergence ou point fixe).
2) Démontrer par récurrence que :
a) Yvn €N, -1 <u, < 3; c’est-a-dire u,, est bornée.
b) wu, est croissante.
3) Déduire que u,, est convergente et déterminer sa limite.
Solution
Propriété
Soit (u,,) une suite dont le terme général vérifie u,,.; = f(u,) ou f est une fonction. Si u,, converge
vers [ et si f est continue en [ alors f(1) = I.
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4. Quelques suites particuliéres : suites périodiques et suites adjacentes.
a. Suites périodiques.
Définition
Une suite (u,) est dite périodique s’il existe p € N tel que pour tout n € N, on ait u,,,, = u,. Le plus petit
entier naturel p vérifiant cette égalité est appelé période de la suite (u,,).
Exemple
» Lasuite u, = (—1)" est périodique de période 2
» La suite v, = cos 2?71 est périodique de période 5m.
b. Suites adjacentes.
Définition
Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si :
e (u,) est croissante et (v,,) décroissante,
e VneN,u, <vy,et
o lim,_, (v, —u,) =0.
Remarque (autre définition)
Deux suites sont adjacentes si I’une est croissante, 1’autre décroissante et la limite de la différence tend vers
z€ro.

Propriété

Soient (u,) et (v,,) deux suites adjacentes telles que v, < u,
P1. La suite (w,,) définie par w,, = u,, — v, est décroissante.
P2. Les suites (u,) et (v,) convergent et ont la méme limite.

Exemple (Exercice)

.y, ) S . . 1 1 1
Considérons les suites (u,) et (v,) définies pour tout n € N* par : u,, = —+ Z;cl=1; et v, = Yp—1 e

Montrer que (u,) et (v,) sont des suites adjacentes.
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CALCUL D’INTEGRALES Cours

A la fin de cette legon, I'apprenant doit étre capable de :

> Appliquer les techniques du calcul des intégrales et présenter ses applications (calcul d’aire,

encadrement) ;

> Exploiter sur les exemples simples, les propriétés de l'intégrale pour I'étude des fonctions.

a) Activité préparatoire

1) Trouver d’'une part, la primitive G de la_fonction carré f qui prend la valeur 1 pour x = 2 et d’autre

part, la primitive H de la_fonction carré qui prend la valeur O pour x = 5

2) Calculer G(1) — G(2) et H(1) — H(2) puis conclure
Solution
1) Déterminons la primitive G de la fonction carré f telle que G(2) =1

x3-5
3

3
G(x)=x?+korG(2)=1=>k=—§d’ou G(x) =

Déterminons la primitive H de la fonction carré f telle que H(5) =0

3 .
H(x) :x?‘l‘kOI'H(S) =0=>k= _]'z_sd’ol\l H(x):x 3125

2) G(l)—G(2)=_§_1=_§

124 117 7
H(l) —H(Z) = _T+T: —3

On conclut que la différence G(1) — G(2) et H(1) — H(2) est bien la méme quel que soit la primitive choisie
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b) Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soient a et b deux éléments de I. On suppose

que f admet des primitives sur I. Soit F 'une de ces primitives. On appelle « intégrale de (la
fonction) f de @ 3 b » le réel (b) — F(a) . On le note : [+ f(8)dt = [F(t)]2 = F(b) — F(a)

Calculer les intégrales survantes :

_(m/2 5 4
A= [, "cos?xdxetB = | N
Solution

Calculons les intégrales suivantes

T
o A= fon/z cosZxdx or cos?x = —<22% 1o rsf ? cosZxdx = fo /2(%+ §c052x)dx
/2
[ x+ 1sm Zx]
4
(lx +151n2>< ) (lx 0 +lsin2 XO)
2 4 2 4
_T
T4
Donc 4 = -
4 1
° B _fo 2x+1d
4
= [V2x + 1],
B=2
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CALCUL D’INTEGRALES Cours

b) Interprétation géométrique
Dans le cas ou :
* a < b ;Lafonction f prend des valeurs positives sur I'intervalle [a ; b ]. L'intégralede f dea ab
est égale a I'aire, en unité d’aire, du domaine limité par I'axe des abscisses, la courbe représentative
Cr de la fonction f et les droites d'équations x = a et x = b (voir zone grisée sur la figure ci-

dessous).

jf(x)dx

1) On considére la fonction k définie sur R par k(x) = 3 et représenté ci-contre. On cherche a

déterminer l'aire du domaine grisé sur le dessin ci-contre.

A

”E“-p CE L LR LR TR PR PP P - PP PR R F PR PP PR

a. Calculer cette aire en cm? : : P F BB I ¢

R B CE Ll LR R Tl LEE T TR PRS- PP PR
4 = 5 - = H - .
= = . = . * .

b. Trouver une primitive K de la fonction k et calculer K(5) — K (1)

H H H H
cefssssiasssionsansaasmanannans
H H H H H

-

=]

"
E.M--.

. 5

2) Mémes questions pour la fonction g définie par g(x) = x — 1 et représenté ci-contre

JEJ!I - :/:
2] |
IIEIII-IIII:FIII:IIII:II-II:I'!IP:III oo-cooosconooo oo REREE
H : H
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr thessddtriaddiee
H : H
- . L]
1% PR PO P T Eessaiassmdansufarinan
H . H :
CIE P H
H 1 - Ll
0 TR A Y -
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A . . i 1 c £
3) Recommencer les mémes questions pour la fonction h définie par h(x) = Zxt 1 et représenté ci-

contre

4) Que remarque-t-on dans les trois cas ?

c) Propriétés des intégrales

Activité préparatoire

2 2
1) Soient les intégrales suivantes : I = fl —t2dtet] = fl 3dt

a) Calculer I et]
b) Caleuler K = [[(3 — t2)dt

¢) Caleuler I + ] puis comparer le résultat a la valeur de de K

2) On considere les intégrales suivantes

Vs s T
2 2 2

A= chostdt; B = f 2sintdt et C = f(?) costdt+ 2sint)dt
0 0 0

a) Calculer A; B; A+ B; C puis comparer les valeurs A+ B et C
_ 1 -2
8) Soient U = [_,x%dx etV = [} “x?dx
a) Calculer U etV

b) Quelle conjecture faites-vous ¢

Propriétés : Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [ soit a , b et ¢ trois éléments de I. On

suppose que f et g admettent des primitives sur I. Soit k un réel quelconque.
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P, Linéarité

P. Relation de CHASLES

Calculer B = f_11|t(t —1Dl|dt

—c 0 1 +00

t —t t t

t—1 —t+1]| —t+1 t—-1

t—1)| t2—t | —t>2+t |t2—t

1 0 1
Jlt(t— 1)|dt= f(t2 —t)dt + f(—t2 + t)dt
-1 -1 0

0 1
1 1 1 1
=[-t3——t2] +[——t3+—t2]
3 2 -1 3 2 0
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DoncB =1

Ps Positivité

P. Conservation de 'ordre d’'intégration
P; Permutation des bornes

Ps Stabilité des bornes

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
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CALCUL D’INTEGRALES Cours

a)Utilité

C’est une technique trés utilisée dans le calcul des intégrales et qu’on applique lorsqu’on a a intégrer un

produit de deux fonctions de natures différentes.
b) Théoreme

On considére deux fonctions u et v dérivables sur un intervalle I et a et b deux réels de I.

Alors : fab u(x)v' (x)dx = [u(x)v(x)]s — fab u' (x)v(x)dx
ou bien
b b

j u' ()v(x)dx = [u(x)v(x)]2 - j u(x)v'(x)dx

Ces deux derniéres relations sont connues sous le nom de formules d’intégration par parties.

A T'aide d’une intégration par partie calculer I'intégrale suivante : fo xsinx dx

Posons:u=x>=>u'=1
T . T T
Ainsi: [, x sinx dx = [x(—cosx]§ — [, (—cosx)dx
v =sinx=>v =—cosx .
= [x(—cosx]§ + fo cosxdx
= [x(—cosx]§ + [sinx]§

= (ncosn— (OCOSO)) + (sinm — sin0)

=T

A T[ .
D'ol fo xsinxdx=m
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] oo o e |

1« cas : Dans une [.P.P ot la fonction a intégrer est du type polynémeX fonction trigo ou bien polynémex

fonction racine carrée, [N SORCHONPORONE

Calculer les intégrales suivantes :

a)f:(Zx — 1sin(2x)dx ; b) f03 2xVx+1dx;c) f_3 dx

=
8V1—x
2¢ cas : Dans une [.LP.P ou la fonction a intégrer est du type A(x) X fonction logarithme avec A(x) =

fonction polynéme ou fonction rationnelle ou fonction trigo ou fonction racine carrée ou fonction
e ponentielle. i Taudraie toujours dériver Ta forction logaridhine

3¢ cas : Dans une [.LP.P ou la fonction a intégrer est du type B(x) X fonction exponentielle avec B(x) =

fonction polynéme ou fonction rationnelle ou fonction trigo ou fonction racine carrée ou fonction

exponentielle, I ITIGOUOUS T ERATOCHORB()

Activité 1 :

s T
A laide de deux 1.P.P, calculer les intégrales survantes : foz x?sinxdx et foz x?cos xdx

Activité 2 :
b 3
On considére les intégrales survantes : I = f(;‘ sin?xcos*xdx et] = f(;‘ cos?xsin*x dx

1) Calculer I + ] et1—]
2) En déduire les valeurs exactes de I et ]
Activité 3 :
T T
On considére les intégrales survantes : A = fé* (x+ D cos?xdx et B = f(;* (x+ Dsin?x dx
1) Justifier lexistence de A et B
2) Calculer A+B puis A-B

3) Déduire les valeurs de A et B
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Activité 4 :
Soit la suite d’intégrale I, définie par I, = folx"\/ 1-xdxVneN
1) calculer Iy

2) Calculer I a I’aide d’une 1.P.P. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,

Activité 5 :

x2

n+1
dxVneN

Soit la suite d’intégrale I, définie par I, = f Were

1) calculer I

2) En intégrant par parties, établir une relation de récurrence entre Iy etL,_1 Vn > 1

3) En déduire les valeurs exactes de I , I et I3

: . . /2 . . .
4) Soit [, Uintégrale définie par |, = f(;T sinxdx. En intégrant par parties, montrer que :

o= (=)

Soit f une fonction continuesur I. aet f E R/Vt €I, (at + ) € I.Soient aet b € I pour calculer

fff(at + B)dt

. : 1
On peut procéder de la maniére suivante. On poseu = at + f du = adt = dt = - du

ab+[f

f flat+p= [ ~fdu

aa+f

1
Calculer [ = f:e(_EHl)dt

Posons : u = —%t+1 =>du=—§dtdonc dt = —2du
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1 —
f;e(‘i”l) dt= |, ' _2evdu

-1
I= —Zf etdu
0

= —2[e*]5*

I=-2(1-1)

a)Théoréme de la moyenne

Ce théoréme est utile pour établir les inégalités en utilisant les intégrales. C'est la forme intégrale de

I'inégalité des accroissements finis (I.A.F). Il se présente sous deux formes :

Forme 1 : soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] donc intégrable ; m et M deux réels.

Sim < f(x) <M alorsona :m(b —a) < fabf(.X)dXS M(b —a)

ou

b
<; [ rwar<m
m_b—a f(x)dx <
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Forme 2 : soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et M un réel.

b
Silf(x)| <M (avec M > 0) alorsona:fa |f(X)dX| < M|b— a|

b) Notion de la valeur moyenne

Onsuppose a < b .On appelle « valeur moyenne de f sur l'intervalle [a; b] » le réel :

b
W= b—iaff(x)dx

Activité 1 :

1) Calculer la valeur moyenne de la fonction sin x sur [n/3; m]
2) Soit f une fonction définie sur [3; 4] par f (x) = NVx? — 4. Donner un encadrement de f: flo)dx
3) On considére la fonction [ définie sur [O; g] parf(x) = 3x2—-2x+1
) 2
a) Montrer que f est bornée sur [O ; ;]
2
b) En déduire un encadrement de f03 flodx

Activité 2:

cosx
x241°

Soit f une fonction définie sur [0; g] parf (x) = Montrer que c(ons /x)z < f(x) < cosx. En déduire un
2

1+
Vs
encadrement de fo /2 fl)dx
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Activité 3 :
Sans calculer les intégrales, établir les encadrements suivants :

0)1< f01\/1 FxZdx <2
3\/’
b) 0 V2¥x+az Ao dx 5

21 21 1 21
O==>)y T oo X
13 10—-3sinx 7

a) Expression d'une primitive au moyen d’une intégrale

Soit f une continue sur I et A € I. L'unique primitivede f sur [ prenantla valeur 0 en 4 est la primitive F

définie par la relation F(x) = f: f®)dt

b) Interprétation géométrique de I'intervalle
e Si f unefonction continue et positive sur [a; b] alors,Taire du domaine limité par I'axe des

abscisses, la courbe Cy, les droites d’équations x = a et x = b exprimée en unités d’aire
(U.A) est donnée par la relation suivante :

=ff(x)dx (U.4)

lu.a

N3

~ad

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
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e Sif unefonction continue et négative sur [a; b] alors, I'aire du domaine limité par I'axe des
abscisses, la courbe C f> les droites d’équations x = a et x = b exprimée en unités d’aire
(U.A) est donnée par la relation suivante :

b
A= —ff(x)dx (U.4)

~.¢

f lua
a b

e Sif estunefonction continue et ne garde pas un signe constant sur [a; b] alors, 'aire du
domaine mesurée en unités d’aire, est égale a la somme des aires des domaines situés au-
dessus de I'axe des abscisses, diminué de la somme des aires des domaines situés au-dessous
de I'axe des abscisses

y=fix)

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
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A=ff(x)dx— ff(x)dx+fbf(x)dx (U.4)

e Aire comprise entre deux courbes

Soient f et g deux fonctions de courbe Cy et Cy

b
A= [0~ gyaxw.a)

D S ’

c b
A= f (F&x) — g(x))dx + f (g(x) — f(x))(U.A)

e Cas particulier des courbes et asymptotes obliques (ce sont des cas récurrents)

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
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N b
A= f (FGo) — y)dx

b
A= f(y—f(x))dx

A4 ‘/
b
SR A=- f o — f(x)dx

v

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
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Activité 1 :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —x%+ 2x + 3 de courbe représentative Cy d’unité graphique 0,5 cm
1) Représenter Cg

2) Calculer en cm? I'aire du domaine limitée par les droites d’équationx = 1,x = —1, I'axe des abscisses et la
courbe C¢

Activité 2 :
Soit f la fonction définie sur R% par f(x) = 2x + = de courbe représentative Cg d’ unité graphique 2 cm
1) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation

2) Montrer que Cy admet une asymptote oblique dont on déterminera une équation cartésienne en étudiant les branches
infinies en +00

3) Etudier la position relative de la courbe par rapport a son asymptote oblique

4) Représenter Cy et son asymptote oblique

1
-<x<1
5) Hachurer le domaine Dy défini par:{ 2 =%= puis calculer Uaire de Dy en cm?
0<y<fx)

2

6) soit & un nombre réel tel que a > 1. Hachurer le domaine de Dy, limité par les droites d’équationx = a, x =1,
la courbe Cy et I'asymptote oblique.

a) Calculer en cm? l'aire Ay et Dy

b) Que peut-on dire de la limite de A, quand @ — +o0

Figure 1 Figure 2

W

Xo=a Xn-1 Xp=a Xo=a Xn-1 Xp=a

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
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Elle consiste a diviser l'intervalle [a; b] en n intervalles réguliers d’extrémités xy = d.............. , Xn=>~

On assimile alors I'aire A a la somme des aires ou des intégrales définis par les figures A = f ‘f f(x)dx
Figure 1:
b

- b— b—
Su= T flg) + T f G+ f ()

= TR f ()
Figure 2 :
b— b— b—
S'w= T f ) + T f () + T f ()

= b%a k=1 (1)

La précision des calculs est d’autant plus grande que n est élevé.

L'espace est muni d'un repére orthogonal (0, 1, J, E) On appelle unité de volume noté u.v. Le nombre
HTIXT1X k [|. On considére un solide limité par les plans d'équation z = aetz = baveca < b.

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
|



CALCUL D’'INTEGRALES Cours

Pour tout z tel que b, on note Pz le plan perpendiculaire a (0z) et de cote z , S(z) l'aire de la section du
solide par le plan Pz . Si § est une fonction continue sur [a; b], alors le volume du solide est :

b
V = fS(z)dzu.v

a

e Calcul du volume d’une sphere
Compte tenu de la symétrie de la sphére, on calcule le volume
d’une demi-spheére qu’on multipliera ensuite par 2. On découpe
ainsi la demi-sphére avec des plans perpendiculaires a 'axe (0z).

Les surfaces obtenues sont alors des cercles de rayon r(2).

La surface de ces cercles S(z) vaut: S(z) = mr2(z)

[1reste donc a déterminer le rayon r(z) en fonction de z a I'aide du théoréme de Pythagore dans le
triangle OMN rectangleen N(0,0,z) : r2(z) = R? — z?

On obtient alors le demi-volume de la sphére :

1 R R 3R R3
5V = [, S dz = [, n(R? —z%)dz = T[[RZZ—Z?]O = T[(R3 —?) = 2mR3

On en déduit alors le volume de la sphére que tout le monde a appris: V = g 7R3

e Volume d’un cone

On découpe le cone d’axe (0z) avec des plans perpendiculaires

al'axe (0z). Les surfaces obtenues sont alors des cercles de

rayon 7(z). Il reste donc a déterminer le rayon r(z) en fonction

de z a I'aide du théoréme de Thales dans les triangles : OBB” et OAA’,

onaavecA(0,0,2) :

0OA AAr z r(z) Rz
2 _ A G2y =8
OB BB/ h R h

On obtient ainsi le volume du cone :

h h R?z2 R? ch R?[z3 R? (h3 1
V =[ nri(2)dz = |, n——dz = n—], z*dz =n—[—] = n—(—)= -mR%h
fO ( ) 0 h2 h2v0 hzl3lg h2\ 3 3
. . A A 1 2
On retrouve ainsi le volume du cone que tout le monde connait: V = 3 nR*h

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
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e Volume d'un solide engendré par la rotation d'une partie de plan autour d'un axe

L'espace est rapporté a un repére orthogonal (0,1, J, E), on considére la partie du plan (0, 1,]) délimitée par
la courbe d'équation y = f(x) etles droites d'équation x = a,x = b etl'axe (0,7). En tournant autour
del'axe (0, 1), cette partie de plan engendre un solide de résolution limité par les plans paralléles a (O, J, E)

d’abscisse respectives a et b. La section S du solide par le plan parallele a (0,7, E) d'abscisse x est un disque
derayon f(x), doncd'aire Tf2(x) .

b b
Le volume de ce solide est en unité de volume :
Sx)dx=m | f?(x)dx
a a
Courbe Solide de révolution engendré par cette courbe

y =)

—l

Ol

)

On considére le paraboloide construit en faisant tourner la parabole d'équationy = x* sur
l'intervalle [0; 1] autour de I'axe (0y). Le paraboloide est un solide compris entre les plans
d'équationsy = 0ety = 1, et la section du solide par le plan perpendiculaire a (0; J) est un
disque de rayonx, donc d'aire Tx* = Ty.

Alors le volume de ce paraboloide (Vol) = fol nydy = [T[ y?]o = g u.v.

Théoréme :
Soit I un intervallede Reta € I.
Soitg:I - R

x [T fOdt

g est dérivable sur [ eton a: g'(x) = f(x). En fait g étant une primitive de f qui s'annule en a.

Propriétés:
e g(@=0
e g(b)= f:f(t)dt = constante
e Si f est positive (resp. négative) dans un intervalle [p; q] qui contient a,

Six > aalors f et g ont méme signe
Six < aalors f et g ont les signes opposés

e Si f est continue alors g est continue et dérivable ; si f est dérivable alors ’ est continue et
dérivable.

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
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Calculer la dérivée de la fonction g définie de :

f dt
x| ———
J 1+ tan*t

Solution :

It 1 =]

T T
—_— = = : [
,Z[eta 0Oel f:x —m

La fonction f est continue sur I donc la fonction g est dérivable sur ]—g ; g[ etona:

1
1+ tan*x

Activité 1 :

g'(x) =

X

Soit f la fonction définie et dérivable sur [0; oo telle que f (x) = pr— On admet que la fonction f est positive sur

[0; +co[. On note (C) la courbe représentative de sur f dans un repére orthogonal du plan représentée ci-dessous.

. . . . n
Soit la suite sur (Iy,) définie pour tout entier natureln par I, = fo f(x)dx (on ne cherchera pas a calculer la valeur

exacte de I, en_fonction n.

1) Montrer que la suite (I,) est croissante

X
2) On admet que pour tout réel x de I'intervalle [0; +oo[ eX —x > e?

. n
a) Montrer que, pour tout entier naturel I, < fo 2xe *dx

b) Soit H la_fonction définie et dérivable sur [0; +oo| telle que H(x) = (—x — 1)e™* Déterminer la fonction
dérivée H' de la fonction H.

¢) En déduire que, pour tout entier natureln, I, < 2

3) Montrer que la suite (I,) est convergente (on ne demande pas la valeur de sa limite)

Courbe €, représentative de la fonction f sur [0; 6]

s

s B

i N

0,1 \\\
\\
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Activité 2 :

t désigne un réel positif. On suppose qu’a Uinstant t (exprimé en minutes), la température de la boite est donnée par
f(t) (exprimée en degré Celsius) avec :

£(E) = 100 — 75¢ 10"

1a) Etudier le sens de variations de f sur [0; +oo[
b) Justifier quesit = 10 alors f (t) = 85

2) Soit 6 un réel tel que 8 = 10

On note A(0) le domaine délimité par les droites d’équations t = 10,t = 68,y = 85 et la courbe représentative (C )

de f.

On considére que la stérilisation est finie au bout d’un temps 0, si I'aire, exprimée en unité d’aire du domaine A(6)est
supérieure a 80.

a) Justifier a I'aide du graphique donné ci-dessous que A(25) > 80
6 _mns
b) Justifier que pour @ = 10 ona A() = 15(6 —10) — 75 |, e 10 tdt

¢) La stérilisation est-elle finie au bout de 20 minutes ¢

“lmllperalllm {en degré Celsius)

temps (en minutes)

) i : —
T 1 L T L

25 30

=
w4
=]
&
g

—-nx

. . PP . 1le
On considere la suite (Uy,) définie pour tout entier natureln par : Uy, = fo P

1a) Montrer queug+ u; = 1
2 .
¢) Montrer queu; =1 —1In (E) et en déduireu

2a) Montrer que pour tout entier natureln, uy = 0

1-e ™

b) Montrer que pour tout entier natureln non nul, Uy + Upyq = -

_o—n

. . 1
¢) En déduire que pour tout entier natureln, u, <

3) Prouver que (Uy,) converge vers une limite d déterminer

Cours rédigé par BALLA ADALBERT BIENVENU
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CHAPITRE PREMIER

LLES CONIQUES.

Objectifs pédagogiques opérationnels :

A la fin de ce chapitre ’éléve doit étre capable de :

— Reconnaitre une conique;

— Ecrire ’équation d’une parabole;

— Reconnaitre ’équation d’une éllipse;

— Reconnaitre ’équation d’une hyperbole;

— déterminer la nature et les éléments caractéristiques (axe focal, foyer, directrice, sommets et parameétre)
d’une conique;

— Faire la représentation graphique d’une conique.

1.1 Généralité

1.1.1 Etude géométrique d’une conique:

Activité résolue.

Soit (D) une droite, F' un point n’appartenant pas a (D), e un nombre réel strictement posif. Soit M un
point du plan, on désigne par H son projété orthogonal sur (D).
Soit (T) I'ensemble des points M tels que 4E = ¢ K le projété orthogonal de F sur (D) et (A) la

MH
droite (FK).

Nous allons étudier et construire (I';) pour e = 1. (Cas d’une parabole)

(1) Justifions que (A) est un axe de symétrie de (I'y). Soit M’ le symétique de M par rapport a (A) H' son

projété orthogonal sur (D) donc M'F = MF et M'H' = MH d’ou J%E, =ME -1, M e (T).

(2) Démontrons que le milieu S de [F K] appartient & (I'y).
Onag—ﬁzld’ouSeFl
(3) Démontrons que tout point de I'; appartient au démi-plan délimité par la droite (T') passant par S et
paralléle a (D).
Il suffit de justifier que M F < MK
eneffet MF = MH < MK. Cqfd

(4) Justifions qu'un point M appartient & (I'1) si et seulement si M est le point de rencontre de (M H) et
la médiatrice de [HE)

Me(@) & Me(MF)et MF=MH
& Me (MH) et M € médiatrice [HF]
< M est le point de rencontre de (M H) et la médiatrice de [HF] .

(5) Programme de construction de (I'y).
— Choisir un point H de (D) et trace la perpendiculaire (Ag) a (D) passant par H.
— Construire la médiatrice de [HF].
— Repérer le point de rencontre de la droite (Ag) et la médiatrice de [HF]

Dongmo Romuald(+237 697125982) Classes de terminales C & E
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Conclusion

(T'1) est une parabole.

On vérifie également que :

— Si0<e<1alors (I'e) est une élipse;
— Sie>1 alors (I'e) est une hyperbole.

1.1.2 Deéfinition et Propriétés.

Définition 1.1. Soit (D) une droite F' un point n’appartenant pas a (D).

On appelle Conique de foyer F de directrice (D) et d’excentricité e ’ensemble (I') des points M du plan
MF

telque 37 = e ot H est le projété orthoganal de M sur (D).
Propriétés
Soit (T') une conique de foyer F de directrice (D) et d’excentricité e.

(P1) — Sie=1 alors (T') est une parabole ;
- Si0<e<1 alors (T) estune éllipse;
— Sie>1 alors (T') est une hyperbole.

(P2) La droite (A) passant par F et perpendiculaire & (D) est un aze de symétrie de (')

(P3) — Sie=1(T) coupe (A) en un seul point S milieu de [FK].
- Sie#1 alors T coupe (A) en deux points distinct A et A’.
Le point S est appelé sommet de la parabole.

Les points A et A’ sont les sommets de la conique situés sur Uaze (A)

Remarque

Sie#1 alors A =bar{(F;1),(K;e)} et A = bar{(F;1),(K;—e)}

1.1.3 Régionnement du plan par une conique.

Définition 1.2. Soit (I') une conique de foyer F' de directrice (D) et d’excentricité e.
Pour tout point M du plan de projété orthogonal H sur (D), on a :
— M est intérieur o (T') si MF < eMH ;
— M est exterieur o (T') si MF > eMH.

Remarque

Le foyer F' d’une conique est intérieur a cette conique. Tout point de la directrice (D) d’une conique est
extérieur a cetle conique.

Dongmo Romuald(+237 697125982) Classes de terminales C & E
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1.2 Equation réduite d’une conique

1.2.1 Equation réduite d’une Parabole.

Soit (P) une parabole de foyer F' et de directrice (D), K le projété orthogonal de F sur (D) et S milieu
de [FK].

Le plan est muni d’un répere orthonormé (S 7, 7) telque 7 = #S—I)’
JA
K g
] > ®
7 F
(P)
(A)
Posons P = KF et F(£;0) (D) :2=—-%
Soit M(m, y) un point du plan H( — g; y)
Me & MF=MH
& MF?=MH?
& la=L)?+y?=(@+5)
2 2
P p?
= axQ—px+Z+y2:x2+px+z

< (P):y* =2pz

Propriété

Soit (P) la parabole de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e.
Dans le repére (S; i, j) telqgue i = S%,S . (P) est la parabole d’équation y* = 2px, ot p est la distance
de F' a (D) p est appélé parameétre de la parabole.

Remarques

%
(1) Si l’axe focal est 'aze de repere (S; j ) On obtient une équation de la forme x% = 2py.

- — —
Dans le repére S; i, j telqgue j = s%‘g?

Dongmo Romuald(+237 697125982) Classes de terminales C & E
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(D)

En effet posons P = KF et F(O; g) D):y= —g
Soit M(;l:, y) un point du plan H(x; —g).

Me & MF=MH
& MF?=MH0O?
p p
& (y-P+at=(y+3)°
2 2
P P’
o nyperer:vz =y* 4+ py + 1
& (P)ra?=2py
—
(2) Dans le repere orthonormé (Oy i , j) la courbe d’équation y* = 2ax est une parabole de sommet O,

d’aze focal la droite de repére (O; i) de paramétre |a| de foyer F(%;0) et de directrice (D) : v = —%.

Exemple.

_)
La courbe d’équation y*> = 10x est une parole de sommet O d’aze focal la droite de repére (O; i ), de
parametre 5 de foyer F(3;0) et de directrice (D) : x = —3.
Exercice

Déterminer les éléments caractéristiques (sommet ; azxe focal; foyer; paramétre directrice) des paraboles
suivants (P1) 1 y> + 162 =0; (Pe) 1 y* — 4z +2y + 9= 0.

- —
(3) Dans le repere orthonormé (O; i, j) la courbe d’équation x° = 2ay est une parabole de sommet O,

d’aze focal la droite de repére (O; j ) de parameétre |a| de foyer F(0;%) et de directrice (D) 1y = —4%.

Exemple.

%
La courbe d’équation x° + 9y = 0 est une parole de sommet O d’axe focal la droite de repére (O; 7 ), de

parametre % de foyer F(O; —%) et de directrice (D) : x = %

Exercice

Déterminer les éléments caractéristiques (sommet ; aze focal; foyer; paramétre directrice) des paraboles
suivants (P1) : 22 + 8y =0; (Pa) : 22 — 8y + 42 + 6 = 0.
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1.2.2 Equation reduite d’une conique a centre (e # 1).

Soit (T') une conique de foyer F, de directrice (D), d’excentricité e (e # 1) et d’aze (A) est 'aze focal.
A et A’ deux points de (A) apparténant a (T).

- = — —
i, i = A:0A

Le plan est muni d’un repere orthonormé (O; =1

) telqgue O est le milieu de [AA'] et

)

Cas ou 0 < e <1 : Ellipse
(D)

(D)
—[a> @ & —or T
' F
Cas ou e > 1 : Hyperbole
(D) (D)
o \ : *

OnaA= bar{(F, 1)7 (K7 6)} 5 A= baT{(F7 1)7 (Ka _6)} —
En effet si G = bar{(4, a); (B,b)} alors pour tout point M du plan on a la relation aMA—&—bm = (a—!—b)m
c’est-a-dire
ME + eME = (1—&—6)]\72
— —
ME — eME = (1— ¢)MA'
Pour M =0, on a :
OF + cOK = (1 + ¢)OA
—
OF — cOK = (1—e)OA’
on en déduit que : O—I>7' = 60—121 et O—1>4 = eO—I%
Posons a = OA et ¢ = OF on a : OF = eOA et OA = eOK ;on en déduit que : e = 2L = < et

2

OK:O—GA = % Deplus F(c;0) et (D) :x = %

Dongmo Romuald(+237 697125982) Classes de terminales C & E
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Soit M (z;y) un point du plan; H(%, y) est le projété orthogonal de M sur (D) et H(%7 O) :

MF
< MFEF =eMF
& MF? =e?MH?
& (m—c)2+y2=ez(m—a—2)2
c

a22

2 —2cx+ A+ yt = (5)2(33— —)
a c

¥

¥

m2—2cm+cz+y2:(5x—a)2
a
2
& m2—2cm+02+y2:—2m2—20x+a2
a
2
& mz——2x2+y2—a2+0220
a

a? —c?
& ( 5 )x2+y2—a2+0220
a
22
= (a2—c2)?+y2:a2—c2
2 2
e T4+ A

Propriétes

(P1) Soit (I') une conique de foyer F de directrice (D) et d’excentricité e (e # 1). On désigne par A et A’
les sommets de (T') situés sur son aze focal.
D e orthonormé (03757 tel que O est le milieu de [AA] et 1 = ;OA, (T) est |

ansunrepereortzonom;te( yi5.7) tel que O est le milieu de [AA'] et i = 570A, (T) est la

courbe d’équation Lz + —Y— =1 ota = OA et c = OF.

(Py) Soit (T') une conique d’excentricitée (e # 1).
La médiatrice de [AA'] est un-aze de symétrie de (T').
Le milieuw O de [AA'] est centre de symétrie de (T').

Remarques

- -
(1) Un échange des axes de repére (O; i) et (O; j ) conduit o "équation % + g—z =1.

L’aze focal est la droite de repére (O; 7).
— Le foyer est F(0;c).
— La directrice est (D) :y = %.

— Les sommets situés sur laze focal sont les points B(0;b) et B'(0; —b).

(2) F' et (D') image de F' et (D) par la symétrie de centre O sont égaléments un foyer et une directrice de

().

La distance FF' = 2c est appélé distance focal de (T').
(3) — Si0<e<1, alors (') est une éllipse = £ <1=c<a

posons b2 = a? — ¢ I’équation de (T') devient z—; + z—j =1.

- Sie > 1 alors (I') est une hyperbole & > 1 < ¢ > a posons b? = 2 — ¢ léquation (T') devient
ZIJ2 y2
=L
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En Résumé on a le tableau recapitulatif suivant

FEquation Nature c e | Foyer Directrice aze sommets
focal principaus
i—z + z—j =1 Ellipse a2—b | £ | F() D):z=% Droite dg A7)
a>b>0 F(O) | (D):z= 7?2 repere (O; 1) A
%z + Zé =1 Ellipse | Vb? —a? | { F(E) (D) :y= b(—? Droite de_> B(g)
b>a>0 F(°) | (D):y= —2 | repere (O; 7) (%)
2—2 - z—j =1 | Hyperbole | Va®>+b% | £ | F(5) D):z=% Droite de_> A7)
—c 2 5 : ) —a
. F() | (D) :x=—% | repere (O i) A
2 2
—Z 4+ % =1 | Hyperbole | Va2 +b2 | £ | F() | (D):y=1% Droite de B(3)
F(°) | (D):y= —% repere (O; 7)) (%)

NB

_>
Lorsque ’axe focal est la droite de repére (O; i ) alors le milieu O de [AA'] est appelé centre de la conique
Lorsque laze focal est la droite de repere (O; j ) alors le milieu O de [BB'] est appelé centre de la conique.

Exercices d’applications

(E1) Déterminer le foyer et la directrice de la parabole (P) : 2 + 4z + 4y =0
(E2) Donner la nature et les éléments caractéristique des coniques suivantes :
~ (&) a2 +2y?> - 20 —-3=0;
- (H): 222 —y* —4y—12=0.

Reésolution
(E1)
P tdr+dy=0 & (x+2)?—44+4y=0
e (r+2)2%=4(1—-vy)
& (z+2)%=—-4(y-1)
Soit 5(712) ; Soit M(z) dans (O; 7, 7) et soit M( ) dans (S; 7,7)
OM = 0S+35M
r=-24+X
=4
{yzl—i—Y
r+2=X
y—1=Y
M(z,y) € (P) & (¢+2)*=—4(y—1)
& X?=-4y?

(P) est la parabole de sommet S, d’aze focal la droite de repére (S;?), de directrice (D) : y = 1, de

foyer F(_Ol) de paramétre 2.

(E2)
M(z;y) e () & 2242 —20-3=0
& (r+1)2+202-4=0
(z—-1)?2 ¥
RS AT A |
T T T
(z—-1?2 ¢
& + =1
22 (v2)?
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Soit O’(E‘)) et soit M(Y) dans (O'; ?, 7) donec M € (€) & XT + Y—2 =1
(&) est Uéllipse de centre O’(z‘)), d’excentricité e = L d’aze focal la droite de repeére (O’;?) de

foyer focal F(\?) et F’(fs/i) ; les sommets sont : A(g) t A ( ) et de directrice (D) : x = 2V/2 et
(D) :x=—2V2.

(Es)
M(z;y) € (H) & 222 —y>—4y—12=0
e 222 —(y+2)?2-8=0
a?  (y+2)?
- - =1
< 4 8
2 2
o T _+2"
22 (2v2)?
Soit O’(_OQ) et soit M(if) dans (O'; ?, 7) donc M € (H) & XTZ - 23\//25 =1

(H) est Uhyperbole de centre O’( 0 ) d’excentricité e = \/3, d’axe focal la droite de repére (O';

foyer focal F(Z‘O/g) et F( 2f) les sommets sont : A(g) et A’(BQ) et de directrice (D) : x = 243 et
(D):x= —2?.

1.3 Etude Analytique de la Parabole, de I’Ellipse et de I’Hyperpobe

1.3.1 Etude analytique de la parabolé.
Activité
On considére la parabole (P) d’égquation y*> = 2pz (p > 0) :
1. Démonter que (P) est la reunoin des courbes représentative de (Py) et (P2) des fonctions respectives
fi:x—\2px et fo:x— —\/2px.
2. Ftudier les variations de la fonction fix — +/2px pour tout x € [0; +o0]

- —
3. Construire alors (P1) dans un repére orthonormé (O; i , j ). puis compléte (P2) par la symétrie d’aze

(Ox).

Résolution

1. Démontrons que (P) est la reunion de deux courbes.
y? =2pxr &y = /2ps ouy = —/2px. cdfd
2. FEtudions les variations de f1 :Df; = [0;+00]

1 est dérivable sur ]0;+oo[ et pour tout x €]0;+oo[ on a :fi(z) = > 0 donc fy est strictement
1 \/2p:c
croissante sur [0; +o0l.

Tableau de variation

x 0 +oo
T@ ] ¥
+00
f(x)
0

3. Courbe représentative
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a) Equation de la tangente en un point de la parabole

Propriété

Soit (P) la parabole d’équation y*> = 2ax (a # 0). La tangente en un point M(zg) de (P) a pour
équation : yyo = a(x + xo).

Exemple

Soit (P) la parabole d’équation y? = 4x. L’équation de la tangente au point A(:é) est: =2y =2(x—1)
erx+y—1=0

b) Régionnement du plan par la parabole
Soit (P) la parabole d’équation y?> = 2ax(a # 0), M(ZE;) un point du plan, H( - %,y) Le projété

orthogonal de M sur la directrice (D) : 2 ==45, F'g,0.

M est intérieur_a (P) < MF? < MH?
a\2 o a2
(e=35) +v" <(z+3)
2 a2

o 2 2 a” 2 e
y +z ax+4<x +ax+4

3

=4 y2 < 2ax

M est extérieur a (P) < y°>2ax

1.3.2 Etude analytique de I’Ellipse.
Activité
Soit (£) léllipse d’équation 2—; + %z =1(a>0;b>0 et a>b)

1. Montrer que (£) est la réunion des courbes représentatives (£1) et(E2) des fonctions f1 : x — g a? — a2
. b 2 2

et foix = —2Va? -z

Vérifier que (£1) et(E2) sont symétriques par rapport & l'aze des abscisses.

Etudier la parité de de la fonction f1 et dédure le domaine d’étude.

Ftudier les variations de la fonction f1 sur [0,a/.

AR NI

- =
construis alors (£) dans un repére orthonormé (O; i , j ).

)
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Résolution

1. Montrons que (H) est la réunion de deuzx courbes.

M(j)e(ﬁ) & ?+b—2:1
2 2
y T
= b72_1_a2
2
PN y2:b2——2x2
a
LA
& = Do)
b b
& y=-Vat—-z2ouy=——+va%2—22 cqfm.
a a

2. Vérification : on a :Vx € [a,—a], fo(x)=—fi(z) d’ou le résultat.

3. Etudions la parité de la fonction fi.

Pour tout z € [a,—a], —z € [a,—a] on a :
> 2
h=z) = -va?—(-x)
a
N
a
= fil@)

D’ow fy est une fonction paire et par conséquent on peut étudier f1 sur [0;al.

4. FEtudions les variations de f1.

f1 est dérivable sur [0,a[ et pour-tout x € [0,a], fi(x) = —$7m—== < 0 donc f est stritement
décroissante sur [0,a]. De plus : fl(mgz:gl(a) = g Vi—LVa+ x; donc lim,_,, W =—00

done (&1) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse xo = a.
Tableau de variation

x 0 a
fi(z) -
b
fi(x)
0

5. Construction de la courbe

Remarque

— [AA'] est le grand aze.
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— [BB'] est le petit axe.
- C(O;a) le cercle de centre O et de rayon a est le cercle principal.
- C(O;b) le cercle de centre O et de rayon b est le cercle secondaire.

a) Equation de la tangente en un point de I’Ellipse
Propriété

N

T

yE
2

Soit (€) Uellipse d’équation %z + %> = 1. La tangente en un point A(f/g) de (£) a pour équation :

T YYo __
LR =1

s,

b) Représentation paramétrique d’une éllipse
2
2

Soit (£) Dellipse d’équation i—j +4% =1

MG e@© « (+()°

~—

< d60eR, E:costﬁ) 6tg:Sin9
a b

& J0eeR, x=acosh et y=bsinb.

On en déduit la propriété suivante :
Propriété

2
Lellipse d’équation i—i + ¥ =1 a pour représentation paramétrique :

= 0
x ac.os (0 € R)
y =bsinf
c) Image du cercle principal par une affinité
T = acosf

y =bsinf

Soit (£) une ellipse de représentation paramétrique { (0 € R) Soit (C) le cercle principal

ie le cercle de centre O et de rayon a.

x
y=asinf v
!/

/ b

(AA") ou A(g) et A’(Ba> et de rapport g M¢(CE:) est limage de M par f. On a {z _ by,

y

r_

x/—ac'osé (0 R)
y' = bsinf

=T

Propriété

Soit (£) Vellipse d’équation ﬁ—i + z—j (a > b >0), de sommets A et A’ situés sur l’aze focal.(E) est

Uimage du cercle de diamétre [AA'] par Uaffinité orthogonal d’axe (AA’) et de rapport g.
d) Définition bifocal de l’ellipse
Propriété

Soit (£) Uellipse d’équation 2—2 + 'Z—z (a>b>0), F et F' les foyers. L’ensemble des points M du plan

tels que MF + MF' = 2a est (E).

Exercices d’applications

= 0
M(T) € () e {x @cos (@ € R) Soit M( ) un point du plan et f Uaffinité orthogonale d’axe

=

1. Déterminer l’équation de l’ellipse de représentation paramétrique suivante ainsi que ses éléments ca-

=2cosf —3
ractérisque : * C.OS (0 €R)
y=3sinf+1
2. Donner la définition bifocale de ’ellipse suivante : (£1) : % + % =1
3. Donner la définition bifocale de Uellipse suivante : (£3) : % + g =1

Résolution

1. Déterminons l’équation de l’ellipse et ses éléments caractérisques :

x=2cosf —3 x4+ 3 =2cosf (z +3)% = 4cos®0
) (feR) < & 5 o
y=3sinf+1 (y—1)* =9sin“ 0

1(z+3)% = cos? 0
y—1=3sin6 %(y—l)stiHQG

54
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. 2 12
@3 | o1

Soit 0°(7%) et soit M(3) dans (O; 7, 7) donc M € (H) XTQ + %2 =1

(&) est Uellipse de centre O’(_13), d’excentricité e = %, d’aze focal la droite de repére (O';?) de
foyer focal F(\%) et F’(f?/g) ; les sommets sont : B(g) et B’(703) et de directrice (D) : y = 95ﬁ et
(D) :y=—94.

. Donnons la définition bificale de Uellipse suivante : (£7) : %2 + g% =1.

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O; 7, 7) tel que O soit milieu de [FF'] et <j_ = O—lFO? On
a MF + MF' =2b et FF' = 2c deplus F(}) et F'(°,), a=3 etb=5 donc c =4
Conclusion : (&) est l'ensemble des points M du plan telgue MF + MF' = 10

. Donnons la définition de ellipse suivante (£5) : % + % =1

De méme que précedement (€ est l’ensemble des points M du plan telque MF + MF' =4

Remarques

Ry ecas o a>b>0

c=vVa?—b%; F(§) et F'(°). Dans ce cas, (£) : {M € P: MF + MF' = 2a}

Ry cas ot b>a>0

c=+Vb%—a?; F(E) et F’(_OC). Dans ce cas, ()< {M € P: MF + MF' = 2b}

1.3.3 Etude analytique de I’Hyperbole,

Activité

Soit (H) Uhyperbole d’équation ;”—z - %—2 =1(a>0;b>0 et a>Db)

1.

Montrer que (H) est la réunion des courbes représentatives (Hi) et(Hs) des fonctions fi1 : x +—

b\/x2 —a2 et fo:a— —gx/acQ —a?

a

2. Veérifier que (H1) et(Ha) sont symétriques par rapport & l'axe des abscisses.
8. Etudier la parité de de la fonction f1 et dédure le domaine d’étude.
4. FEtudier les variations de la fonction f1 sur [0, +o0].
- =
5. construis alors (H) dans un repére orthonormé (O; i, j ).
Reésolution
1. Montrons que (H) est la reunion de deux courbes.
2 2
T Y
M(i)e(f)) & E—bﬁzl
2 2
Yy x
b2
PR - —2x2 _p?
a
o Vs
< Yy = aj(x —a’)

b b
& y= a\/xQ—a2 ouy:—g\/xz—aQ cqfm.

2. Vérification : on a : Vx €] —oo;a] U [a; +oo[, fa(x) = —fi(x) d’ou le résultat.
8. Etudions la parité de la fonction f1.

Pour tout x €] — oo;a] U [a; +oo[, —z €] —o0;a] U [a;+00] on a :
b
fiea) = L@
a
e
a
= filz)
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D’ou f1 est une fonction paire et par conséquent on peut étudier f1 sur [a;+ool.
4. Etudions les variations de f1.
fi est dérivable sur Ja;+oo[ et pour tout x €la;+oof, fi(z) = 2—=E— > 0 donc fi est stritement

Va2
croissante sur |a; +o0o[. De plus : fl(zz:gl(a) = g vitVa+ x; done limg w = 400

donc (H1) admet une demi-tangente paralléle & 'axe des ordonnées au point d’abscisse xo = a.

5. On démontre que la droite (A) d’équation : y = g:r est asymptote a (H1) en +oo.
Tableau de variation

x 0 —+00
fi(@) +
—+00
fi(z)
0

6. Construction de la courbe

3. A

Sy

3.4

Définition 1.3. On appelle conique l’ensemble (T') des points M(Z) du plan rapporté a un repére orthonormé
tel que : Az + By? +2Cx +2Dy+ E =0 ot A, B, C, D, E sont les réels tels que A et B ne sont pas tous
deux nuls c¢’est-a-ditre |A| + |B| # 0.

Propriétés
soit la conique T' d’équation Ax? 4+ By? +2Cx+2Dy+E =0 ot A, B, C, D, E sont les réels tels que A et
B ne sont pas tous deux nuls. On a :

1. Si AB =0 alors I" est une Parabole.

2. Si AB < 0 alors T' est une hyperbole.

3. Si AB > O alors T est une ellipse.

Remarque

— L’hyperbole d’équation —ﬁ—z + g—z =1 est l’tmage de ’hyperbole d’équation ’g—j v par la symétrie

a?
orthogonale d’azxe la premiere bissectrice

— La réunion des asymptotes de l’hyperbole d’équation i—j - Z—j =1 a pour équation : z—; — Z—z =0.

~ Sia=b, les asymptotes sont orthogonales et e = \/2; On dit que (H) est une hyperbole équilatére.

a) FEquation de la tangente en un point de l’hyperbole
Propriété
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Soit (H) U'hyperbole d’équation T — b—j = 1. La tangente en un point A( ) de (H) a pour équation :
Lo _ YYo _— 1
a? b2 :

b) Equation de l’hyperbole rapportée a ses asymptotes

2

Soit (H) Uhyperbole d’équation réduite : &5 — ¥ = 1.

=
M)

- =
i, 5). Soit @ () et ¥ (%) des vecteurs directeurs des

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O; b

asymptotes de (H). N
Soit M(z) dans le repere (O; i, j) et M()}f) dans le repere (O; U, V) :

OM = zityj=Xi+Yd
vi+y] = X(ai+bj)+Y(ai— _")
= X +Y)i+bX-Y)]
Donc z=a(X+7)
y=bX-Y)

Ainsi I’ equation de (H) dans le repere (O; u, 7) est lexpression d’une fonction homographique d’équa-
tion : Y = ;%
X

Exercice d’application

Soit (H) Uhyperbole d’équation % + ”—2 = 1dans le repére (O; 7 7)

On donne les vecteurs suivants : U (\1[) et v (71/5) a =2 et b =+/3. Donnons une équation de (H)
dans le repére (O; o, 7)

r=X+Y

y=V3(X-Y)

Ainsi, dans le repeére (O; v, 7), (H) a pour équation : 3(X +Y)? —3(X —Y)? = 12 en devéloppant
on trouve Y = %

On a les formules de changement de repére suivant {

d) Définition bifocal de l’hyperbole
Propriété
Soit (H) Uhyperbole d’équation ﬁ—z + g—; (a>b>0), F et F' les foyers. L’ensemble des points M du
plan tels que |[MF + MF'| = 2a est (H).

1.3.4 Exercices.

E; Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation de U'hyperbole dans le repere (O; 7, 7) telle que
1 1
(1) et v ().

—2?—y?4+4=0

~x?—y? -6z +2y+24=0
E5 Donner la définition bifocale de Uhyperbole (H) dans chacun des cas suivants.

2 2
- (M) % N % =1
- (He): =G5 +5%5 =1

S

1.3.5 Exercices d’applications.

Exercice 1.

Déterminer la nature de ’ensemble (T') d’équation 42 + y? + 162 +7 =10

Solution :a=4,b=1 ab > 0, on pourmit avoir affaire a une ellipse.
Onadz? +y*+ 162+ 7=0< 4(z +2)* + 9@(””2) +y —1.
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On vérifie que dans le repére ((—2,0); 1, 7) Uéquation, (T') : %—l—% =1 est lellipse de centre Q(—2,0),
4

7)-

des sommets B(g) et B’(PS), d’aze focal (Q
‘ A
(D)
A
i e
—4. | -3 o 1 2. 3.
(D)

Exercice 2.

Déterminer la nature de ’ensemble (T') d’équation x* — 3y* + 12y —3 =10

Solution :a=1,b=-3 ab < 0, on pourrait avoir affaire & une hyperbole.
2
Onaz®—32+12y—3=0o a2 £3(y=2)2 =96 -2 4 L2 _ 1
On vérifie que dans le repére (Q(O,Q);Z,f) Uéquation (T') : —% + % = 1 est ’hyperbole de centre

-,

2(0,2), des sommets B(\%) et B’(_?/g), d’azxe focal (€2, 7)

Exercice 3.

Le plan compleze est muni d’un repére orthonormé (O; U, )
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1. Déterminer l’ensemble (£) des points M de plan complexe dont laffive z vérifie 102z + 3(22 + 22 = 4).
Indiquer ses foyers F et F' ainsi que que ses directrices.

2. Soit f la composée de [’homothétie de centre O et de rapport 2 et de la rotation de centre O et d’angle
T. Déterminer une équation de (E') = f(E).
3. Montrer que (E') est une ellipse de foyer f(F) et f(F'). Comparer les excentricités de (E) et (E').

4. Construire (E) et (E') dans le méme repére.

Solution :
1. On vérifie aisément que : 1022+ 3(22 + 22 =4) 42’ + > =1 & ””;2 +12 =1
1

1
2
(E) est Uellipse de centre O, de grand aze (O, j) et de petit aze (0,i). b=

j i a:%,c:g,F(&) et
2
F’(_?Tg). Les directrices ont pour équations : (D) 1y = % = %, (D):y= —% =23
2. f=hor & 2 =202 & 2 = %eﬂ% 2. Ensuite zZ = %ei% z' On remplagons ensuite dans ’expression
de départ et on a :
1 = ,1 _.x- 1 .« 1 .=
(E'): 10(56112’/56711,’5/) +3(Zeﬂ?z'2 + 16152/2) = 4
; R N.O i B2 2
c’est-a-dire (E') : 577+ 12(2/ -2%) = 4
finalement on a ((E') : 52® 4+ 6xy + 5y° = 8

3. C’est une conséquence des transformations du plan, elles conserves les configurations. Si €' est l’excen-
U

tricité de (E'), alors ¢’ = e. En effet on a'a’’ =2a et ¢ =2c donc e’ = & = 2¢ =¢;
) a 2a ’

4. Construction de (E) et (E')

eyt
(D1)
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COURS DE MATHEMATIQUES Terminales C-D - CHAPITRE 15 LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

CHAPITRE 15 - LES EQUATIONS

DIFFERENTIELLES

I-OBJECTIFS

e Résoudre a la main les équations différentielles linéaires du premier ordre ;
e Résoudre a la main les équations différentielles linéaires du second ordre.

I1- ACTIVITES PREPARATOIRES
Activité 1 : On donne f(x) = 2e73* g(x) = —5e?* + 3e~2?*. Etablir une relation entre f'et f;g"et g.

Solution
o f(x)=2e"% = f'(x) = —6e73 = -3(2e73*) = =3f(x)

ff==-3f=>f"+3f=0
e g(x)=-5e*+3e % = g'(x) = —10e? — 6e % ainsi,g"'(x) = —20e?* + 12e~**
= 4(—5e% + 3e~%)
=4g(x)
Alors: g"(x) =4g(x) = g""(x) —4g(x) =0
2) La fonction usuelle : x + e* est solution de (E).

Activité 2: on considere I’égalité suivante (E) : y’(X) = y(x). On pourra écrire cette équation sous la forme :

v’ =y. (I'inconnue est ici la fonction y)
1) Déterminer une fonction constante y qui vérifie I'équation (E).
2) Déterminer parmi les fonctions connues, une fonction non constante solution de (E).

3) Calculer la dérivée de la fonctiong : x > y e
4) Verifier que I’équation (E) est équivalentea :y’ e*-y e*=0, ouencore a (y €*)’= 0. En déduire
que si y est solution de (E), alors la fonction g est constante. Donner alors toutes les solutions de

(E).
Solution
1) En posant y = k et en remplagant dans I’équation il vient k = 0, la fonction nulle est donc solution de (E).

2) La fonction usuelle : x > eX est solution de (E).

3) Ontrouve g’(x) = y’ e*-yeX

4) En utilisant les résultats précédents,ona:y’ =y ey’ —y=0e y e*-yeX=0 & (y e¥)’= 0. La fonction g
a donc une dérivée nulle, elle est donc constante. On aboutit donc a y e* = C donc a y = Ce*, ou C est une

constante réelle.
L’ensemble des solutions de (E) est donc I'ensemble des fonctions de la forme : x > CeX, ou C est une constante

réelle.

Activité 3 : on considere la fonction f définie pour tout x réel par : f(x) = 3 €2 — x2 + 1.
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1) trouver deux nombres réels a et b tels que la fonction f soit une solution particuliere de /’égalité (E): ay’ +
b.y=-2x2+ 2x + 2.

2) en remplacant a et b par les valeurs trouvées dans la question précédente, trouver une fonction polynéme
du second degré solution de (E).

Solution
1) onaf ’(x) = 6 ¥ -2x, en remplacant dans Iégalité, il vient : (6a + 3b) e®*-bx2 - 2ax + b = -
2x2 + 2x + 2, par indentification on aboutit au systeme :

6a + 3b = ¢ duiapour solution :a=-leth=2.

{ i
—2a=2

L’expression cherchée estdonc (E) : -y’ +2.y=-2x2+2x + 2

2) on cherche alors une fonction g telle que g(x) = ax2 + fXx + y solution particuliéere de (E). Ona g’(x) =

20x + f3, en remplacant dans (E) il vient : 2 ox? + (26 - 2a)x + (-f + 2 y) = -2x2 + 2x + 2 ce qui conduit

au systeme de trois équations a trois inconnues suivant :

200 = =2
{23 —2q =2 Qquiadmet le triplet (-1, 0, 1) pour solution.
—p+2y =2

La fonction cherchée g, solution particuliere de (E), est définie par g(x) = -x2 + 1.

Activité 4 : On considere [’égalité suivante (E1) : y”(x) -Y(X) = 0 (I'inconnue est ici la fonction y)
1) Déterminer, parmi les fonctions connues, une fonction f non constante solution de (E1).

2) Vérifier que la fonction g définie par g(x) = e ~* est une autre solution de (E1).

3) Vérifier que toute fonction de la forme C1 f(x) + C2 g(x) est solution de (E) (C1 et C2 désignent des
constantes réelles).

Solution

1) f(x) = e*.

2)g(x) = e *,gX)=g(x) = e *,9°X) =g(x) = e*,.0naalors g”(x) - g(x) =0.

3) (C1f 7 (x) + C29” (X)) - (Caf(x) + C29(x)) = (e* — g(x) = e™,) - (e~ g(x) = e7%,) = 0.

Activité 5 : On considere ['équation (E2) : y” -5y '+ 6y =0
Afin de chercher des solutions de (E2), on pose y = e ™, ou r désigne un nombre réel.

1) Etablir que siy = e™ est solution de (E2), alors ona: r2 -5r + 6 = 0.

2) Résoudre [’équation d’inconnue r précédente, on appellera r1 et r2 ses solutions.

3) Vérifier que les fonctions y = C,e™* + C,e™* sont des solutions de (E2), C1 et C2 désignant des
constantes réelles.
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Solution

1)Siy= e onaalors, y’=re™ y’=rze™

Donc y’- 5y "+ 6y = (r2e™-5re™+ 6 e™) = e™(r2 -5r + 6) =0, or e™# 0, ce qui conduit a: r2-5r +6 =0.
2) L’équation : r2 - 5r + 6 = 0 admet deux solutions réelles qui sont r1 =2etr, = 3.

3) On pose y = C1 e2¥ + Cz €%, en remplagant dans I'équation (E2) il vient :

(4C1 € +9C2 %) -~ 5(2C1 82X +3C2e3) +6(C1e2* + C2e3)=(4-10+6) Cr e+ (9-15+6) C2e¥=0.

IHI-GENERALITES

Une éguation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues et leurs
dérivées. En d’autres termes c’est une relation entre une fonction et ses dérivées successives.

L’ordre d’une équation différentielle est celui de la dérivée d’ordre le plus élevé apparaissant dans
I’équation. Exemples:

y =2y Y +3y" -y =y +2x y'+4y=0

y' =% y=4y” y=y+t2

Résoudre une équation différentielle, c’est déterminer toutes les fonctions qui Vérifient cette équation.
La solution générale de l'équation différentielle est la formule générale qui représente ces solutions.

Exemple :

! - s 7 x2
y' =x apour solution générale y = —+c

Remarques :

. Quand on connatt les primitives d’une fonction f(x), on sait résoudre I'équation différentielle suivante:
' = f(x

. De méme y”’ = fix) (ou _y ™M = f(x)) peut étre résolue si on sait remonter a la primitive seconde (ou

niéme) de £ (x).

IV-EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DUPREMIER ORDRE
1. Définition
On appelle équation differentielle du premier ordre a coefficients constants toute équation (E) de la forme :

ay’ + by = f(x) ot a et b sont des nombres reels (a # 0), y et f sont des fonctions numeériques de variable réelle
X. L’équation : ay’ + by = 0 est 'équation sans second membre associ¢e a I’équation (E).

Remarques : I'inconnue de cette équation est la fonction .
Une solution particuliére de I’équation est une fonction g qui vérifie I’équation.

La solution générale de (E) est formée par 'ensemble de toutes les fonctions solutions de (E).

2. Equation y’ = ay (a réel quelconque)

La solution générale de I'équation y’ = ay estla fonction y = k e®* ouk est une constante quelconque.
Remarque : on peut prouver que c’est I'unique forme possible de la solution générale, mais on 'admettra
seulement ici.
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Applications immédiates

Trouver la S.G. de I’équation différentielle dans les cas suivants :

a)y’ =3y
b)y'+2y=0
0)2y'-y=0
d) 3y’ =2y
NB :

Dans la pratique, on est confronté a des équations différentielles en physique (mécanique, électricité...), mais
on veut trouver une solution unique, celle qui correspond a un probléme précis.

C’est possible si on connait les '‘conditions initiales™, c’est a dire la valeur de y pour un x particulier (en
général pour x = 0).

Théoreme :
L’équation différenticlle y’ = ay admet une unique solution prenant la valeur y, en

Exemples :
Trouver la solution particuliere dans les cas suivants : a) Y = Sy avec y(0) =7 ; b)y +2y =0avec y(1) = ¢ ;

c)u(t) +2.103 u'(t) =0avec u(0)=10;d)3y =2yavecy0) =9

3. Résolution de ’équation sans second membre : (Ep) :ay’ +by =0

Théoreme : L’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E,): ay’+by =0, est
b
ensemble des fonctions de la forme y = Ce " oli C est une constante

4. Résolution de ’équation compléte (E) : ay’ + by = f(x)

Théoréme : Lasolution générale de I’é quation diffé rentielle (E) : ay’ + by = f(X) s’obtient en
ajoutant a la solution générale de 1’é quation sans second membre ay’ + by = 0 une solution
particuliére de (E).

Remarque : la recherche de la solution particuliere s’effectue a la main dans les cas simples, en s’aidant le
plus souvent des conseils donnés dans I’énoncé.

V- EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE

1. Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants
a. Définition
On appelle équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants toute équation (E) de la
forme : ay” + by + cy = f(x),oua, b etc sont des nombres réels (a # 0), y et fsont des fonctions
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numériques de variable réelle x. L’équation : ay” + by’ + cy = 0 est 'équation sans second membre
associée a I'équation (E).
b. Résolution de ’équation sans second membre : (Eo) :ay” + by’ + ¢y = 0

On dit que deux fonctions y, et y, sont linéairement indépendantes si aucune n’est le produit de I'autre par une
constante.

Justifier que les fonctions y, = sin(x)ety, = cos(x) sont linéairement indépendantes.

On peut, par exemple, calculer le rapport i—: = tan x qui n’est pas constant.

Les fonctions y, = x2? et y, = -2x2 ne sont pas linairement indépendantes car on a pour tout x réel, y, =-2y,.

Nous admettrons le théoréme suivant :

Théoreme : Si on connait deux fonctions y1 et y» linairement indépendantes, solutions de
I’équation différentielle (Eo) : ay” + by’ + cy = 0, alors I'ensemble des solutions de (Ep) est formé
par les fonctions de la forme y=Ci1 y,+ C2y, ,ouCi et C2 désignent des constantes réelles.

On peut commencer par verifier que si y, ety, sont toutes deux solutions de (Eo), alors toute combinaison
linéaire de y, ety, estaussi solution de (Eo) et admettre seulement la réciprogue.

On se propose de chercher les fonctions y, ety, sous la forme y =e™, ou r est un nombre constant.

Question : Démontrer que y = e™ est solution de I’équation (Eo) si et seulement si r est solution de I’é quation
caractéristique: ar2+br+c=0.

Il suffit de calculer y’ ety” et de remplacer dans (Eo).

Définition : On appelle équation caractéristique de I'équation différentielle (Ep) : ay” + by’ + cy = 0, I’équation
du second degré d’inconnue r: ar?+ br+c =0.

Résolution de I’équation caractéristique

18" cas : on suppose A=h?-4ac >0
Question 1 : Donner dans ce cas les solutions de [’équation caractéristique.
Question 2 : En déduire deux solutions particulieres y1 et y2 de [’équation (Eo).

Question 3 : Justifier que les solutions trouvées y1 et y2 sont linéairement indépendantes.

Question 4 : Donner la solution générale de [’équation (Eo).

Réponses :

_ —b+VA S —b—VA

Question 1 : L’équation caractéristique a deux solutions réelles distinctes : 7y —a T .
a a

Question 2 : Les fonctions y1 = e™* et y, = e™* sont deux solutions de (Eo).

Question 3 : On calcule le quotient des solutions qui donne e™1~"2)* qui n’est pas constant car rl et r2 sont
distinctes.
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Question 4 : La solution générale de (Eo) peut s’écrire : y = Cie™* + C2e™*, C1 et C2 constantes réelles
quelconques.

2¢ cas : onsuppose A =h2-4ac =0

Question 1 : Etablir que dans ce cas, les fonctions y, = e~a* et Yy, = xe~a* sont deux solutions de
I’équation (Eo) et qu’elles sont linéairement indépendantes.

Question 2 : Donner la solution générale de I'équation (Eo).

La solution générale de I'équation différentielle (Eo) est y= ( C,x+C,) e™*, Ci1 et C2 constantes réelles
quelconques

3¢ cas : onsuppose A =h?2-4ac <0

Question 1 : Donner dans ce cas les solutions de 1’équation caractéristique.

. L . . b V=4
On trouve deux solutions complexes conjuguées :ri=o+pi, rr=a—piaveca = — P etp = e
b V=b%+4ac b V=b%+4ac

Question 2: On pose y, = e 22" cos( —x)ety, = e 2a" sin( ———x)

Vérifier que les fonctions yi1 et y, sont solutions de [’équation (Eo).
Question 3 : Justifier que les solutionsy: et y, sont linéairement indépendantes. On peut par exemple, calculer

. Vb7 +4 o
le quotient z—z = tan (%x) qui n’est pas constant car b> —4ac < 0 est donc non nul.
1

Question 4 : Donner la solution générale de I'équation (Eo).

La solution générale de I’équation différentielle (Eo) est y = e** (C, cos(fx) + C,sin(Bx)), C1 et C2 sont
.

. b —-A
des constantes réelles quelconques avec a = — Py etg = S

Résumé : Pour trouver la solution générale de I’équation différentielle (Eo) : a.y”+b .y +c.y=0,

Solutions de I’équation caractéristique Solution générale de I'équation différentielle
(Eo)
A>0 2 solutions reelles distinctes ry et 7,
- —b+VA 7, = -b—VA y =C1e™x+ Cz e Cy et Cz constantes réelles
2a 2a quelconques
A=0 1 solution reelle double r, =1, = —% y= (C,x+C,) e C1 et C2 constantes réelles
quelconques

on écrit I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 et on calcule son discriminant A = b2 - 4ac.
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A<0 2 solutions complexes conjuguées :
rn=oa+pi rr=a—pi avec:

' Pl r b y = e¥ (C, cos(Bx) + C,sin(fx)), Cret
a=—2 et B = ‘/ZEaA C2 constantes réelles quelconques

2a

Résolution de I’équation compléte (E) : ay” + by’ +cy =f(x)
Soit yo une solution particuliére de I’équation (E), onaalors : ay, + by, + cy, = f(x).

Une fonction y est solution de I’équation (E) si et seulement si ay” + by’ + cy = f(x) ou encore si et seulement
siona:ay” + by + cy = ayy + by, + cy, soit a(y”— y,) + b(y'— yy) + c(y — ¥, ) = 0.
Cette équation différentielle est une équation différentielle du second ordre sans second membre dont la
solution générale est donnée dans le résumé ci-dessus.

On trouve donc la solution générale de I'équation (E) en ajoutant a la solution générale de (Eo) une solution
particuliere y, de (E), comme pour les équations différentielles linéaires du premier ordre.

Théoreme : La solution générale de I’équation différentielle (E) : ay” + by’ + cy = f(x) s’obtient
en ajoutant a la solution générale de ’é quation sans second membre a y” + by’ +cy =0 une
solution particuliere de (E).

Exercice d’application :

On considere I’équation différentielle (E) : y” +y’-2y = 2X? -2X + 4.

1) Donner, a la main en détaillant les calculs, la solution générale de ['équation : y” +y’-2y = 0.

2) Déterminer a la main, une solution particuliére de (E) sous la forme y = a.x? + bx + c.

3) Déduire de ce qui précede la solution générale de (E).

Solution :

1) L’équation caractéristique est : r2 + r — 2 = 0 qui admet deux solutions réelles r1 = 1 et r, = -2.
La solution générale de I'équation y™+ y’- 2y = 0 est donc y = C1 e¥+ C2 e, Cy1 et C2 constantes

réelles quelconques.
2) Onposey= ax?+bx+c,onay’ =2ax +bety” = 2a.

En remplagant dans I’équation (E) :y” +y’- 2y = 2x2 - 2X + 4, on obtient : -2ax? + (2a - 2b)x + 2a+b - 2¢ = 2x2
-2X + 4.

—2a=2
Par identification des coefficients, on aboutit au systtme d’équations { 2a —2b = —2 qui a pour solutions :
2a+b—2c=4

a=-1,b=0,c=-3.

La solution particuliére cherchée est donc f:x — —x?—3
3) La solution générale de (E) est donnée pary = C1 e*+ Coe2 - x2 - 3, C1 et C2 constantes réelles quelconques.
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3. Existence et unicité de la solution vérifiant des conditions initiales particuliéres données

Exercice

On considere I’équation différentielle (E) y” + 4y’ + 4y = 3eX.

1) Donner a la main la solution générale de [’équation sans second membre associée.

2) Chercher a la main une solution particuliére f de (E) en posant f(x) = ke* (k est un nombre réel).

3) En déduire la solution générale de (E).

4) On cherche dans cette question a trouver toutes les fonctions g solutions de (E) dont la courbe
représentative admet pour tangente en son point d’abscisse 0 la droite d’équation y = —13—7x + 13—0

Déduire de cette information la valeur des réels g(0) et g’(0).
5) En déduire qu’il existe une et une seule fonction g vérifiant les deux conditions précédentes.

Solution :

1) L’équation caractéristique est : r2 + 4 r + 4 = 0 qui admet une solution réelle double r1 = r2 = -2.
La solution générale de I'équation y” + 4y’ + 4y = 0 estdonc y = (C,x + Cz2) e, C1 et C2 constantes
réelles quelconques.

2) Onpose f(x) = keX, onaf '(x) = keX et f "(x) = ke*. En remplacant dans I’équation (E), on obtient 9ke* = 3e*.

La solution particuliére cherchée est donc f : x ->Lex
’%

3) La solution générale de (E) est donnée par y = (C,x + C2) e +1ex, C1 et C2 constantes réelles quelconques.
3

4) La tangente et la courbe ont en commun le point d’abscisse 0 qui a pour ordonnée , y = —13—7 (0) +

13—0 soit y =19 On en tire donc la 1ére information g(0) =10 .
3 3

Le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 0 est —% . On en déduit la seconde information
0)=-17.
9°(0) 3
5) On utilise les deux informations précédentes en remplagant dans la solution générale de I’équation (E).
Onay=(C,x+ C2) e +1Lex qui permet d’écrire g(0) = C2 + L d’ou 'on tire I'équation (1) d’inconnue C :
3 3
1):Co+1_10
3 3

On calcule maintenant y>. On a y’= C1 &2 + (C,x + C2)(-2e'2) + Lex . Sachant que g’(0) = -17 , on en tire
3 3

I’équation (2) :C1-2Co+= =

1
-
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Il reste a résoudre le systéme d’équations formé par les équations (1) et (2) qui conduit a C1 = 0 et

C2 = 3. On en déduit qu’il existe une unique solution g Vérifiant les deux conditions g(0) = 10 et

g’(0) = 17 1a fonction g définie pour tout x réel par : g(x) = 3e % + ge" .
3

Une vérification est possible a I'aide de la calculatrice comme le montrent les écrans ci-dessous.

4. Cas général

Les deux conditions initiales Vérifiees par une solution particuliére f d’une équation différentielle
sont en général de la forme : f(xo) = d et f ’(xo0) = d’, ou bien f(xo) = d et f(x1) = d’, ou xo, X1, d et d’
sont des nombres connus.

Nous admettrons le théoréme suivant :

Théoreme : Pour toute équation différentielle du second ordre, il existe une et une seule solution qui
vérifie deux conditions initiales données.

APPLICATIONS IMMEDIATES

Activité 1 :
Resoudre sur R les équations differentielles suivantes :
1y +2y = x%(ED
2. y'+y = 2sinx (E2)
3. yy—y = (x+ De* (E3)
4. y' +y = xe* + cosx (E4)
Activité 2 :
1. Déterminer toutes les fonctions f : [0; 1] =R, dérivables, telles que V x € [0;1], f'(x)+ f(x) = f(0) +
f(1)

2. Résoudre ['équation différentielle (x*>+ 1)y’ +2xy = 3x*+1 sur R. Trouver la solution
vérifiant y(0) = 3.

3. Résoudre ['équation différentielle y'sinx —ycosx +1 = 0 sur ]0;m[. Trouver la solution verifiant
y(m/4) = 1.

Activité 3:

Soit 1 un réel non nul, on s’intéresse aux solutions de ’équation différentielle : y'(x) — Ay(x) = f(x)
avec f(x) une fonction particuliere. Déterminer ['expression de la solution générale lorsque :

1. f(x) = aaveca € R*

2. f(x) = ae" aveca € R*etw € R*
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3. f(x) = ax?* + bx + ¢ aveca € R*,b € Retc € R (Indication : chercher la solution
particuliere sous la forme y,(x) = ax? + Bx + y)

Activité 4 :

1.y"=3y " +2y =0
2.y" +2y" +2y =0
3y"=2y"+y =0
4.y" +y = 2cos’x

Activite 5 :
1. On considére y"" — 4y’ + 4y = d(x). Résoudre [’équation homogeéne, puis trouver une solution
particuliére lorsque d(x) = e~?*, puis d(x) = e?*.

Ccosx

2. Résoudre sur ]0; [ I’équation différentielle y"' + y = cotanx, ol cotanx =

sinx '
3. Résoudre les équations différentielles suivantes a l'aide du changement de variable suggeré.

a.x*y" +xy' +y = 0,sur ]0;+o[,en posant x = et ;

b.(1+x%)2y" +2x(1+x%)y’ +my = 0,surR, enposant x = tant (en fonction de meR).

Activite 6 :
On considere y la fonction définie sur IR, de la variable x, dérivable sur IR, vérifiant [’équation différentielle
(E):9y"(x) — y(x) = 4

1. Résoudre I’équation différentielle (E;): 9y (x) — y(x) = 0

2. determiner la solution particuliere h de (E) sous la forme d’une constante
3. En déduire les solutions générales de (E).

4. Déterminer la fonction y solution de (E) vérifiant y(0) = 0Oety’(0) = 0.

Activité 7 :

On considere y la fonction définie sur IR, de la variable t, dérivable sur IR, vérifiant I’équation différentielle
EB):y"@®) + 2y'(t) = (4 + 3t)et

1. Résoudre ’équation différentielle y”(t) + 2y’(t) = 0 (E’)

2. Déterminer le réel A tel que f(t) = Ate® soit une solution particuliere de (E)

3. En déduire les solutions générales de (E).

Activite 8 :
On considére x la fonction definie sur IR, de la variable t, dérivable sur IR, vérifiant I'équation différentielle
(E): x”(t) + 4x(t) = — 6 sin(t).

1. Résoudre ’équation différentielle (E,) : x”(t) + 4x(t) = 0
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2. Déterminer les réels A et B tel que la solution particuliere g de (E) s’écrive sous la forme :
g(t) = Acos(t) + B sin(t)

3. En déduire les solutions générales de (E).

4. Déterminer la fonction X, solution de (E), vérifiant x(0) = —1etx’(0) = 0

Activité 9 :

Une voiture de masse m roulant rectilignement a la vitesse v, coupe son moteur et n’est plus soumise qu’a une
force de frottement proportionnelle a la vitesse : F = —av .Ecrire la loi de la variation de la vitesse v en
fonction du temps et en déduire [’équation du mouvement.

Activité 10 :

On suppose qu’a sa mort, un organisme contient une quantité q, d’atomes de carbone 14. Les atomes de
carbone 14 vont subir des désintégrations radioactives. Le nombre de d”désintégrations N par unité de temps
est proportionnel a la quantité g d’atomes de carbone 14 présents : N = aq

1. Déterminer une équation régissant 1’évolution de g, et la résoudre.

2. Déterminer «, sachant que la période de demi-vie (temps pendant lequel la moitié du carbone 14 présent se
d"désintegre) est de 5730 ans.

3. On trouve un bois fossile qui subit 610 d” désintégrations par jour. Le méme type de bois subit un taux initial
de 19520 d"désintégrations par jour. Déterminer /’age du fossile.

4. Sachant que le carbone 14 est absorbé par les organismes vivants par la respiration du CO2 présent dans
[’atmosphere, et que le taux de CO2 actuel est le plus “élevé depuis 800000 ans, pouvez-vous expliquer ['erreur
commise dans le calcul de la question 3 ?

Rédigé par ADALBERT BALLA BIENVENU
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CHAPITRE PREMIER

LES PROBABILITES.

Objectifs pédagogiques opérationnels :

A la fin de ce chapitre ’éléve doit étre capable de :

— se familiariser avec les outils de dénombrement vu en classe de Premiére.

— calculer une probabilité ;

< reconnaitre deux événements indépendants ;

— savoir utiliser un schéma de Bernoulli et la loi binomiale.

— calculer la probabilité conditionnelle.

— déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle, ses caractéristiques (variance,ecart-type,
espérance mathématique) et sa fonction de repartition.

< Faire le lien entre les probabilités, les statistiques et certaines situations de la vie courante.

1.1 Les outils de dénombrement
1.1.1 Notion d’ensemble fini.

Définition 1.1. Soit E un ensemble non wide fini, A et B deux parties de E.(NB : faire un schéma pour
faciliter la compréhension par des apprenants) :

e On appelle reunion de A et B, noté AU B l’ensemble AUB ={z € E/x € Aoux € B}.

e On appelle intersection de A et B l'ensemble noté ANB={x € FE:xz € Aetxc B}

e On appelle différence de A et B,l’ensemble des éléments de E appartenant a A et n’appartenant pas
a B. On note A — B et se lit "A moins B".

A-B={rcE/rcAetx¢ B} =ANnCE

e On appelle complementaire de A dans E, l’ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans A. On
le note A=04 ={r e E/x ¢ A}.

e On appelle différence symétrique de A et B, 'ensemble noté AAB = AUB—ANB = (A—B)U(B—A).

e A et B sont disjoints si AN B =10.

o Le cardinal de A est le nombre d’éléments de A. On le note card(A)

Propriété 1.1. Soit E un ensemble fini, A et B deuz parties de E, alors :
B card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B).
B card(A — B) = card(A) — card(AN B) ;
B card(A) = card(E) — card(A)
Par conevention card(f) = 0.
TAF : Montrer que card(AUBUC) = card(A)+ card(B)+ card(C) — card(ANB) —card(ANC) — card(BN

C) + card(ANBNC).
Exemple 1.1. Dans une classe de 54 éléves, les éléves pratiquent aumoins le football ou le basketball. 40
partiquent le football et 30 le basketball.

1. Quel est le nombre d’éleves qui pratiquent a la fois les deux sports.

2. Quel le nombre d’éléves qui pratiquent uniquement le football ? uniquement le basketball ?

Solution
Désignons par A et B ’ensemble des éléves qui pratiquent le football et le basketball respectivement(faire le
schéma pour illustrer).
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1. card(AN B) = card(A) + card(B) — card(AU B) =40+ 20 — 54 = 16
2. Le nombre d’éléves qui pratiquent uniquement le foot est card(A — B) = card(A) — card(AN B) =

40—16=24
Le nombre d’éleves qui pratiquent uniquement le basket est card(B — A) = card(B) — card(AN B) =
30—16 =14

Exercice 1.1.1. Dans un etablissement scolaire de 1500 éléves, 3 activités sportives sont proposées : le
football, le handball et le tenis.

580 éléves pratiquent le football, 490 le handball et 450 le tenis.

250 pratiquent a la fois le football et le handball, 210 pratiquent a la fois le footbll et le tenis, 180 pratiquent
a la fois le tenis et le handball et 150 pratiquent a la fois les trois sports.

1. Déterminer le nombre d’éléves qui pratiquent un seul sport.

2. Déterminer le nombre d’éléves qui pratiquent aumoins un sport.

3. Déterminer le nombre d’éléves qui ne pratiquent aucun sport.
Définition 1.2. (Partition d’un ensemble)

Soit E un ensemble non vide, Ay, Ag, -+, A, une suite de parties de E. On dit que la famille { Ay, Aa, -+ , Ap}
forme une partition de E si et seulement si :

LNYi=1, ;A #0;
2.Vi#j, AinAj =0;(les A; sont deux a deux disjoints)

Remarque 1.1. Dans ce cas, card(E) = card(A1) + - - + card(Ay).

Exemple 1.2. Soit E l’ensemble des chiffres de la numération hexadécimale. Ecrire les éléments de E et
déterminer une partition de E.(évident)

Définition 1.3. (Produit Cartésien)
Soit E et F' deux ensembles finis non vides.

e Le produit cartésien de E par I est ’ensemble des couples (a,b) telsa € E etb € F. On note Ex F
et on lit "E croix F".

Plus généralement, le produit cartésiende p ensembles E1,--- , E, est 'ensemble des éléments (x1,--- ,xp)
tels que v1 € By, -+, xp € E,. On note By X By X -+ X E,.

e Un élément du produit cartésien de p ensembles (p > 2) est appelé p-uplet ou p-liste.
Remarque 1.2. Pour tous ensembles finis, Eq,--- ,Ep, on a card(E1 X Ey X --- X Ep) = card(E1) X -+ X
card(Ep).

Exercice 1.1.2. 1. Le jour du baccalauréat, un candidat doit choisir un stylo, un crayon ordinaire et une
régle graduée. On met & sa dispositon 6 stylos, 4 crayons ordinaires et 5 régles graduées. Combien de
choiz distincts peut-il ainsi efffectuer ¢ (Rep : 6 x 5 x 4 =120)

2. On lance un dé blanc et un dé bleu, chacun d’eur ayant 6 faces numerotées de 1 a 6. Le résultat d’un
lancer est le couple des nombres apparaissant sur la face superieure de chaque dé.
(a) Déterminer le nombre de résultats possibles.(Rep : 6 x 6 = 36)

(b) Déterminer le nombre de résultats pour lequel la différence de la valeur absolue des deux nombres
est < 3.(Ind : On pourrait utiliser le tableau pour dénombrer)

1.1.2 Les différents types de dénombrement.
A) Les p-listes ou p-uplets
Définition 1.4. Soit E un ensemble et p un entier p > 2. On appelle p-uplet ou p-liste tout élément du
produit cartésien EP = E X E x --- x E.
S —
p fois

Propriété 1.2. ;

B Soit E un ensemble fini a n eléménts; soit p € N*. Le cardinal de l’ensemble des p-listes de E est nP.
Ainsi card(EP) = [card(E)]P =nP.

B Le nombre d’application d’un ensemble E ap élements vers un ensemble F' an éléments est [card(F)]
nP.

card(E) _
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Remarque 1.3. Une p-liste correspond a un choiz ordonné de p éléments disntincts ou non(un ou plusieurs
éléments peuvent étre répétés). On les utilise aussi dans les tirages successifs avec remise.

Exemple 1.3. 1. Combien existe-il de nombre entier naturel de 4 chiffres tous les chiffres étant impaires.
(Rep : 5%)
2. Déterminer le nombre de numéro de télephone de 7 chiffres que ’on peut avoir.(Rep : 107)
3. DQE combien de fagon différentes peut-on ranger 20 dans une bibliothéque comportant 5 étagéres. (Rep :
57)
4. Déterminer le nombre de facons de composer un code de 4 symboles qui sont les lettres de [’alphabet
francais.(Rep : 26*)

B) Les arrangements

Définition 1.5. Soit E un ensemble a n éléments et p < n. On appelle arrangement sans répétition(ou
tout simplement arrangement) de p éléments choisis parmi les n que comporte E, toute disposition ordonnée
sans répétition de p de ces élémnets. On le note AP .

Exemple 1.4. F = {1,2,3,4}.
(1,3,2),(1,4,3), (2,1,3) sont les arrangements de 3 éléments de E.
(1,1,2),(1,4,4) et (3,3,3) ne sont pas les arrangements de 3 éléments de E. Ce sont des 3-listes.

Remarque 1.4. » Dans un arrangement, il y’a de l’ordre et on ne repéte jamais les élements ;
» [l n'existe aucun arrangement de p-éléments de E lorsque p > card(E).
» On les utilise aussi dans les tirages successifs sans remise.
» Un arrangement avec répétition est un p-uplet.

Propriété 1.3. Soit n,p € N tels que 1 < p < n.

|
BA =nx(n-1)xn-2)xx(n-ptl)=—

(n—p)
B Le nombre d’injections d’un ensemble F' o p éléments vers un ensemble E 4 n éléments est AP.
Exemple 1.5. 1. 8 chevaux prennent le départ d’une course. Combien de tiercés, de quartés et de quintés
peut-on former ? (Rep : A3 tiercés, At quartés et A3 quintés).
2. Une olympiade de maths est organisée avec 50 concurrents et attribue un premier priz, un deuriéme
prix et un troisieme prizx.

(a) Quel est le nombre de résultats possibles sachant qu’il n’y a pas d’ex-aequo ¢

(b) Quel est le nombre de résultats possibles sachant qu’il n’y a deux premiers ex-aequo ?

C) Permutation

Définition 1.6. Soit E un ensemble a p éléments, on appelle permutation(ou permutation sans répé-
tition) de E toute disposition ordonnée et sans répétition des p éléments de E.
Le nombre de permutation d’un ensemble a n éléments est P, = nl = A.

Exemple 1.6. Les permutations de {a,b,c} sont : abe, acb, bac, bea, cab, cba. Elles sont au nombre 6.
Propriété 1.4. Le nombre de bijections d’un ensemble fini E a n éléments dans lui-méme est n!.

Remarque 1.5. Soit une collection de n éléments formés de v groupes discernables d’éléments indiscernables

a,a, -+ ,a,b b, b 55 5 tels quea+ B+ +A=n.
———— —— ——
« fois B fois A fois

On appelle permutation avec répétition de ces n éléments, toute disposition ordonnée de l’ensemble des
n éléments. On note

P! (a,,---, ) le nombre de telles permutations. On a
n!
P(a,B,--,A) = Il N
Exemple 1.7. 1. De combien de fagon peut-on ranger 6 livres dans 6 armoires sachant qu’une armoire

ne peut contenir qu’un seul livre.(Rep : 6!)
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2. Déterminer le nombre d’anagramme du mot "anticonstitutionnellement”, "mathématiques”.

8. Combien de mots peut-on former en prenant toutes les lettres du mot "coordonner” ?
(sol :P|,(3,2,2,1,1,1) ) Parmi ces mots, combien
(a) incluent les trois lettres "O", 'une a coté de autre ?

(b) commencent et se terminent par un "n" ¢
Indication solution :

3(a) Les trois lettres "O" peuwvent étre placées l'une a coté de Uautre de 8 de fagons. Pour chaque fagon, il
!

7!
faut permuter les 7 lettres restantes auzx autres positions; soit 8 X S = 10080 mots
3(b) Les lettres "n" étant placées, il reste o permuter le 8 autres lettres dans les autres positions, soit
!
SR - oo0 Mot

D) Les combinaisons

Définition 1.7. Soit E un ensemble a n éléments et 1 < p < n.

B On appelle combinaison sans répétition(ou tout simplement combinaison) de p éléments choisis
parmi les n que comporte E, toute disposition non ordonnée et sans répétition de p éléments choisis parmi
les n éléments de l’ensemble.

On note CE le nombre de telles combinaisons et

ov_An__nt
n
pt pl(n—p)
Les p éléments de la combinaison doivent étre disntincts et sont choisis parmi les n que comporte E ;

donc p < n.

B On appelle combinaison avec répetition de p éléments choisis parmi les n que comporte E, toute
disposition mon ordonnée et avec eventuellement répétition de p de élémnets choisis parmi les n éléments de
l’ensemble.

On le note C? ou KP le nombre de telles combinaisons. Du fait des répétitions éventuelles, on peut avoir
p>n et CE<CP.

Le nombre de telles combinaisons

(n—1+p)!

P
G (n—1)lp!

n — 7/171+p(n - 1’p) =

Propriété 1.5. Soientn,p e N, pen

» CP=Cn"?;

> Cﬁj + CP_| = CP (trinagle de pascal); cette relation de récurrence permet de calculer de proche en
proche les valeurs de CP? (construire le triangle le pascal pour illustrer).

(a+b)" Zcpapb” 3

Démonstration. Exercice

Remarque 1.6. ¢ C2 =1 Cr=1¢etC} =1

n!

o (CP="T=——"_="P(nn—p);
ptoopln—p) "

o CP =Cy,, , (vérifier en exercice).

Exerc1ce 1.1.3. On donne f( )=1+x)", n>2. Calculer les sommes suivantes

A= Zcp B = Z nrer C = Zp D= Zp 1)PCP

E= ZC’,QIP (a = E(3), E fonction partie entiére) F= ZC%”'H, (B=E(%1))
= p=0
n n n 1
G= —1C? H = 201) et C = -
;p(p )C? p;p ; §p+ -
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Exercice 1.1.4. Une commission de 5 membres comprenant 3 economistes et 2 juristes doit étre constituée
a partir de 13 candidats dont 7 éonomistes et 6 juristes.

1. De combien de facons différentes cette commission peut- elle étre constituée ?

2. Méme question, si un économiste nommément désigné parmi les 7 économistes candidats devant abso-
lument faire partie de la commission.

3. Méme question, si un des 6 juristes candidats devant absolument étre écarté de la commission(mais
lintéressé ne le sait pas).

4. Méme question, si un des économistes et un des juristes, tous deux individualisés ne pouvant faire
partie de la commission.

Indication solution

1. La commission peut-étre constituée de C3.Cg = 525 fagons.
2. C2.C3 =225

3. C3.C2 =350

4.

On peut raisonner de deux fagons :

e Retrancher au nombre total de commissions, celles ot les individus qui doivent étre ecartés figurent
ensemble : C3.C8 — C2.C = 450 ;

o Compter les commissions ot les deuz individus ne figurent pas esemble ; soit C2.C2+Cg.Ci+C3.C2 =
450

1.2 Calcul des probabilités

1.2.1 Langage des probabilités.

Activité 1.1. On lance un dé dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on note le numéro de la face
supérieure qui s’affiche. On considére les.ensembles suivants :
A :"Le numéro obtenu est pair" et B : "Le numéro obtenu est est impair".

1. Pouvons-nous déterminer avec certitude le numéro de la face supérieure qui doit s’affiche ?
Puisque nous ne pouvons pas dire avec certitude le numéro de la face supérieure qui s’affiche apres le
lancer du dé, on dit qu’on a realisé une expérience aléatoire.

2. Déterminer l’ensemble Q des résultats possibles que [’on peut avoir apres le lancer.
On appelle Q) Punivers associé a cet expérience.

8. Déterminer 2 sous-ensembles Q) a un seul élement, 4 éléments et 6 éléments; conclure.
4. Déterminer l'intersection des ensembles A et B. Puis conclure.

Ce lancer du dé, le lancer d’une piéce de monnaie --- sont des expériences aléatoires, car avant
de leffectuer, on ne peut pas prévoir avec certitude quel en sera le résultat, résultat qui dépend en effet
du hasard. A cette expérience aléatoire, on associe l’ensemble des résultats possibles appelé univers. Ces
différents résultats sont appelés éventualités (issues ou possibilités). Ce sont des éléments de ).

Définition 1.8. ¢ Les sous-ensembles de l'univers ) sont appelés événements.

¢ Les événements formés d’un seul élément sont appelés événements élémentaires.

¢ Etant donné un univers 2, I’événement Q) est I’événement certain.

¢ L’ensemble vide est I’événement impossible.

¢ L’événement formé des éventualités qui sont dans A et dans B est noté AN B et se lit "A inter B".

¢ L’événement formé des éventualités qui sont dans A ou dans B est noté AUB et se lit "A union B".

¢ Etant donné un univers et un événement A, l’ensemble des éventualités qui ne sont pas dans A
constitue un événement appelé événement contraire de A, noté A.

4 A et B sont incompatibles si et seulement si AN B = ().

Pour décrire mathématiquement une expérience aléatoire, on choisit un modéle de cette expérience ; pour
cela on détermine 'univers et on associe a chaque événement élémentaire un nombre appelé probabilité.

Exemple 1.8. On lance un dé dont les faces sont numérotées de 1 a 4 et noter le numéro de la face
superieure puis considerer les ensembles suivants : A :"Le numéro obtenu est un multiple de 2" et B :"Le
numéro obtenu est superieur a 3".
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1. Déterminer l'univers ) associe a cet épreuve
2. Déterminer tous les évenements élémenraires de €.

3. Déterminer l’évenement contraire de B. A et B sont-ils incompatibles ?

1.2.2 Probabilités sur un ensemble fini.

Activité 1.2. 1. On jette une piece équilibrée, combien avons-nous de chances d’avoir "pile" ?
2. On lance un dé non truqué; combien avons-nous de chances d’obtenir 2 ¢ d’avoir un numero pair ?

3. Une urne contient 3 boules jaunes et 4 boules rouges indiscernables au toucher. On tire une boule (sans
regarder!)
» Combien avons-nous de chances de tirer une boule jaune ?
» Combien avons-nous de chances de tirer une boule rouge ?
Solution
Pour la premiére question, on a une chance sur 2 d’avoir pile. On dit alors que la probabilité d’avoir pile
est 1/2. La probabilité d’un événement est un nombre qui traduit la chance que 'evenement se realise. Ce
nombre peut s’ecrire :

. 1
e avec une fraction, par exemple —

e avec un pourcentage, par exemple 50%
e avec un nombre decimal, par exemple 0,5

Définition 1.9. Soit Q un ensemble fini. On appelle probabilité sur Q Uappliaction de P(Q2)(ensemble des
parties de Q1) & valeurs dans [0, 1] qui o toute partie’A de Q, associe p(A) vérifiant les conditions suivantes :
WpQ)=1etp® =0;
B La probabilité d’un événement est égale a la somme des probabilités des événements élémentaires qui
le constituent. Ainsi, si A= {x1,xq, - -x,} alors :

0<p({z:}) <1etp(A) = Zp({wi});

On note p; = p({x;}) ou parfois plus simplement p(x;) la probabilité des événements élémentaires {x;}.
Définir une loi de probabilité, c’est déterminer les probabilités py,po, - -+ , pn tels que, pour tout 1,0 < p; <
let p1 +p2+ -+ pn =1; On le dispose le plus souvent dans un tableau

T, | x1 | ®2 | -+ | T, | total
Pi |p1 | P2 | | Pn 1

Propriété 1.6. Soit p une probabilité sur 'univers Q, A et B deux événements de €. Alors

»0<P(A) <1

> p(0)=0etp(Q) =1

> (AU B) = p(A) + p(B) — p(A N B)

> Si A et B sont incompatibles alors p(AU B) = p(A) + p(B).

> p(A) =1-p(4)
Exemple 1.9. On considére 'ensemble E des entiers de 20 & 40. On choisit 'un de ces nombres au hasard.
A est ’événement : "le nombre est multiple de 3" , B est l’événement : "le nombre est multiple de 2 " , C
est l’événement : "le nombre est multiple de 6" . Calculer p(A), p(B),p(C), p(AU B), p(AN B), p(AUC)
et p(ANC).

Définition 1.10. (Equiprobabilité)

On dit qu’il y a équiprobabilité quand tous les événements élémentaires ont la méme probabilité.
Dans une situation d’équiprobabilité, si Q@ = {x1,xa, - xn} an éléments et si E est un événement composé
de m événements élémentaires alors :

card(E) m

p(E)ZW(Q)Zg

ot card(E) et card(QY) désignent respectivement le nombre d’éléments de E et de Q. On le mémorise souvent
en disant que c’est le nombre de cas favorables divisé par le nombre de cas possibles.
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1
Dans ce cas p; = p({x;}) = =,V1<i<n
n

Remarque 1.7. Les expressions suivantes : "dé équilibré ou parfait”,” boule tirée de l'urne au hasard ",
boules indiscernables au toucher, cartes bien battues, piéce équilibrée ou parfaite, - - - indiquent que, pour les
expériences réalisées, le modéle associé est 1’équiprobabilité
Exemple 1.10. On lance deuz fois de suite un dé équilibré.
1. Représenter dans un tableau les 36 issues équi-probables .
2. Calculer la probabilité des événements :
A " on obtient un double "; B : "on obtient 2 numéros consécutifs "; C : " on obtient au moins un
6"; D: "la somme des numéros dépasse 7".
Exercice 1.2.1. On lance 4 fois de suite une piéce équilibrée.
1. Dresser la liste des issues équiprobables.

2. Quel est l’événement le plus probable : A ou B ?
A "2 piles et 2 faces "
B : "3 piles et 1 face ou 3 faces et 1 pile

n

1.3 Variables aléatoires

Activité 1.3. Une expérience aléatoire consiste a lancer un dé cubique puis un dé tétraédrique tous équilibrés
et on note les nombres obtenus.

1. (a) Décrire U'univers Q de cette expérience aléatoire.
(Rep : Q={(i,5); i €{1,2,3,4} etj € {1,2,3,4,5,6}})
(b) Combien d’issues posseéde Q ? (Rep.: card(2) =6 x 4 =24)
On s’intéresse a la somme des deux nombres obtenus. Soit X application de Q dans R, qui & chaque
issue de 2, associe la somme des deux nombres obtenus correspondant. En probabilité, une telle fonction
se nomme variable aléatoire.

2. (a) A quelle valeur de R, X associe t-il l’issue (4,3) ?(Rep : X =7)
(b) A quelles issues de Q2 le nombre 6 est-il associé ¢ (Rep : (2,4), (4,2),(3,3), (1,5), (5,1)).

(c) Quelles sont les différentes valeurs de R que peut prendre cette valeur aléatoire ¢
(Rep : X(Q) ={2,3,4,5,6,7,8,9,10})

8. Le tableau suivant donne les probabilités d’obtenir les différentes valeurs prises X. Remplir ce tableau

Valeurs prises par X, notées x; 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
Probabilités d’obtenir les x;, notées P(X =) | 37 | 21 | 35 | 31 | 31 | 31 | 51 | =1 | 21

Ce tableau est appelé lot probabilité de la variable aléatoire de X.

Définition 1.11. (Variable aléatoire )

On considére une epreuve d’univers €.
B Une variable aleatoire X est une application definie sur €2 muni d’une probabilite p, a valeurs dans R.
B L’ensemble des valeurs prises par X, c¢’est-a-dire X () est appelé univers image.
B X prend les valeurs x1,xa, -+ , T, avec les probabilités p1,pa,- - ,pn définies par : p; = p(X = x;).
B L’affectation des p; aux x; permet de définir une nouvelle loi de probabilité. Cette loi notée Py, est appelée
loi de probabilité (ou distribution de probabilité )de X.

Remarque 1.8. Lorsque Q) est fini, la variable aléatoire est dite discréte.
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1.3.1 Caractéristiques d’une variable aléatoire.

On considére une épreuve d’univers Q fini muni de la probabilité p. Soit X une variable aléatoire prenant
les valeurs x1,xo,--- ,x, avec les probabilités pi,pa,--- ,pn. On appelle

n
» espérance mathématique de X, le nombre réel défini par : E(X) = inpi.
i=1

» varaince de X,le nombre réel défini par : V(X) = ZP@(%’ —E(X))? = szzrzz — [B(X))?
i=1 i=1

» [’écart-type est le nombre o défini par : 0 = \/V(X).

Propriété 1.7. Soit X une variable aléatoire qui suit la la loi de probabuilité discrete uniforme (équipro-
babilité). Dans ce cas les valeurs de X correspondent au rang x; = i(Vi € [1,n])

n+1 n?—1
E(X)= > et V(X) = B

Preuve : Exercice

1.3.2 Propriétes d’une varaible aléatoire.

Soient X,Y deux varaibles aléatoires, a,b € R.

BEDL)=0betV(b)=0

BEX+Y)=EX)+EY)etE(aX+b)=aE(X)+b

BV(aX)=a*V(X) et V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y) avec cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)
Remarque 1.9. Si X et Y sont indépendantes : E(XY) = E(X)E(Y).

Exemple 1.11. Un joueur lance un dé : si le numéro est un nombre premier, le joueur gagne une somme
égale au nombre considéré (en FCFA); sinon il-perd ce méme nombre de FCFA

1. Si X est le gain algébrique réalisé, donner la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathé-
matique et son écart-type.

2. Le jeu est-il favorable au joueur?

1.4 Conditionnement (pas au programme en Tle C )

1.4.1 Arbres pondérés.

Régles de construction

e La somme des probabilites des branches issues d’un meme noeud est 1.

e La probabilité de l’évenement correspondant & un trajet est le produit des probabilités des differentes
branches composant ce trajet.

Exemple 1.12. On jette une piéce.

e Si on obtient pile, on tire une boule dans l'urne P contenant 1 boule blanche et 2 boules noires.

e Si on obtient face, on tire une boule dans l'urne F' contenant 3 boules blanches et 2 boules noires.
Répresenter l'arbre pondéré de cette expérience.

1.4.2 Probabilité conditionnelle.

Activité 1.4. En fin de 1¢S, chaque éléve choisit une et une seule spécialité en terminale swivant les
répartitions ci -dessous :
Par spécialité :

Mathématiques | Sciences physiques | SVT
40 % 25% 35 %

Sexe de [’éléléve selon la spécialité :

Sexe / Spécialité | Mathématiques | Sciences physiques | SVT
Fille 15 % 24 % 60 %
Garcon 55 % 76 % 40%
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On choisit un éléve au hasard :
1. Construire l’arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. (a) Quelle est la probabilité de chacun des événements suivants ¢ F : " l’éleve est une fille ", M : "
Uéleve est en spécialité maths ".(Rep : p(F) = 0,4 x 0,454+ 0,35 x 0,6 + 0,25 x 0,24 = 0,45)

(b) Quelle est la probabilité que ce soit une fille ayant choisi spécialité mathématiques ¢

(¢) Sachant que cet éleve a choisi spécialité mathématiques, quelle est la probabilité que ce soit une
fille? (Rep : p(FNM)=0,45)
On appelle probabilité de F' sachant M cette probabilité (conditionnelle ) et on la note
par(F) ou P(F/M)

(d) Quelle égalité faisant intervenir p(F N M), p(F) et pp(F) peut-on écrire 2 Comparer p(F') et
pu(F) et en donner une interprétation.

3. Sachant que cet éléve a choisi spécialité SVT, quelle est la probabilité que ce soit une fille ¢

4. Comparer ps(F) et p(F), et en donner une interprétation.

Définition 1.12. p designe une probabilite sur un univers fini 2. A et B etant deux evenements de ), B
étant de probabilité non nulle.
e On appelle probabilité conditionnelle de I’évenement A sachant que B est realisé le réel noté

p(ANB)
p(B)

o Le réel p(A/B) se note aussi pg(A) et se lit aussi probabilité de A sachant B.

p(4/B) =

Remarque 1.10. Si A et B sont tous deux de-probabilité non nulle, alors les probabilités conditionnelles
p(A/B) et p(B/A) sont toutes les deux définies et-on a : p(AN B) = p(A/Bx)p(B) = p(B/A) x p(A).

Exercice 1.4.1. Efficacité d’un test
Une maladie atteint 3% d’une population donnée. Un test de dépistage donne les résultats suivants :
e Chez les individus malades, 95 des. tests sont positifs et 5 négatifs.
e Chez les individus non malades, 1 des tests sont positifs et 99 négatifs. On choisit un indwidu au hasard.

1. Construire l’arbre pondéré de cette expérience aléatoire.
2. Quelle est la probabilité
(a) qu’il soit malade et qu’il ait un test positif.
(b) qu’il ne soit pas malade et qu’il ait un test négatif ¢
(c) qu’il ait un test positif ¢
(d) qu’il ait un test négatif ?
8. Calculer la probabilité
(a) qu’il ne soit pas malade, sachant que le test est positif ¢
(b) qu’il soit malade, sachant que le test est négatif ?

4. Interpréter les résultats obtenus aux questions 3a et 3b.

1.4.3 Formule de Bayes (complément de cours, pas au programme)

Cette formule est aussi appelée Théoréme de la probabilité des causes, car elle permet de renverser
le conditionnement. On 'obtient en remarquant que la d’une intersection ANB peut s’ecrire en conditionnant
A par B, soit en conditionnnant B par A :

p(AN B) =pp(A) x p(A) = pa(B) x p(B)
On obtient la formule suivante :

pa(B) x p(A)
pa(B) x p(A) + pz(B) x p(A)

pB(A) =

avec p(B) non nulle.
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Exemple 1.13. Une maladie M se présente sous deux formes My et My avec les probabilités respectives
p(M1) = 0,2 et p(Ms) = 0,8 et le symptome S apparait dans 80% des cas de My et dans 10% des cas M.
Quelle est la probabilité pour un patient atteint de M qui présente le symptome S, d’étre atteint de M.
Solution :

par, (S) X p(My) 0,8%0,2 2

M) = — _Z
ps(M) par, (S) X p(My) + par, (S) x p(Mz) — 0,8 x0,2+0,1x0,8 3

1.5 Indépendance

1.5.1 Evénements indépendants.

Définition 1.13. A et B sont 2 événements de probabilité non nulle.
e A et B sont independants lorsque la realisation de l'un ne change pas la realisation de l'autre.
e A et B sont independants si et seulement si p(A/B) = p(A) ou p(B/A) = p(A).

Théoréme 1.5.1. Deux événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants si et seulement si
ils vérifient une des trois conditions :

p(A/B) = p(4) oup(B/A) = p(B) oup(AN B) = p(4) x p(B).

Remarque 1.11. Ne pas confondre evenements indépendants et événements incompatibles.
> 2 événements A et B sont indépendants si p(AN B) = p(A)p(B) .
» 2 événements A et B sont incompatibles si AN B = ().
» Lois de Morgan : AUB=ANB et ANB=AUB.

Proposition 1.1. Soient A et B deuxr événements. Les propositions suivantes sont équivalentes
1. A et B indépendants.
2. A et B indépendants.
3. A et B indépendants.
4. A et B sont indépendants.

Démonstration. Exercice Ind :utiliser les lois de Morgan.

Exemple 1.14. Dans une classe de 40 éléves, 28 apprenent l’anglais, 16 l’allemend et 8 les deux langues. On
choisit au hasard un éléve de cette classe et on considére les évéments A :"L’éleve choisit apprnd 'anglais”
et B : "L’éleve choisit apprend Uallemand”. Calculer les probabilités des évéments A, B, ANB, AUB, AUB
et ANB

Exercice 1.5.1. On extrait au hasard un jeton d’un sac contenant siz jetons : trois rouges numérotés 1, 2
et 3, deux jaunes numérotés 1 et 2, et un bleu numéroté 1. On désigne respectivement par R, U et D les
événements : "le jeton est rouge”, "le numéro est 1" et "le numéro est 2 ". Les événements R et U sont-ils
indépendants ? Et les événements R et D ¢

1.5.2 Indépendance de deux variables aléatoires.

Définition 1.14. X et Y sont deux variables définies sur l'univers  d’une expérience aléatoire; X prend
les valeurs x1, 22, ,xy €t'Y prend les valeurs yi,ys, - - - yq. Définir la loi du couple (X,Y), c’est donner la
probabilité p; ; de chaque événement

(X =) et (Y =y;)].

Remarque 1.12. Les événements (X = x;) et (Y = y;) sont indépendants si : p[(X = x;)et(Y = yj)| =
p(X =) xp(Y = y;)

Exercice 1.5.2. On tire au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes. L’ensemble E des issues est alors [’en-
semble des 32 cartes et le fait de tirer au hasard implique que les événements élémentaires sont équiprobables.
e On definit sur E la variable aleatoire X qui, a chaque issue, associe 1 si cette issue est un valet, 2 si
c’est une dame, 3 si c’est un roi, 4 si c’est un as et 0 si ce n’est pas l'une de ces figures. Les valeurs de X
sont donc x1 =0, o =1, xz3 =2, x4 = 3, x5 = 4.
e On définit sur E la variable aleatoire Y qui, a chaque issue, associe 1 si cette issue est un trefle ou un
carreau, 2 si c¢’est un coeur, 3 si c¢’est un pique. Les valeurs de' Y sont y; =1, yo = 2, y3 = 3.
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1. Définir la loi du couple (X,Y).( on pourra dresser un tableau & double entrée)
2. Donner les lois de X et deY
3. X etY sont-elles indépendantes ¢

1.5.3 Probabilités totales.

Définition 1.15. Soient Q un univers associé a une expérience aleatoire et n un entier n > 2. Les événe-
ments A1, Aa, -+, A, forment une partition de S si les trois conditions suivantes sont realisées :

e pour tout i € {1,2,---n}, A; #0.

e pour tous i et j (avec i #j) de {1,2,---n}, A;NA; =0.

e AyUAU---UA, =E.

Formule des probabilites totales
Soient Aq, As, -+, A, une partition de ['univers Q constituee d’événements de probabilités non nulles et B
un événement quelconque contenu dans Q. Alors :

p(B) =p(BNA))+p(BNAy)+---+p(BNA,) =pa,(B) x p(A1) +pa,(B) x p(A2) + - -pa, (B) x p(Ay)

Exemple 1.15. On dispose de deux urnes Uy et Uy indiscernables. Uy contient 4 boules rouges et trois boules
vertes, Uy contient 2 boules rouges et 1 boule verte . On choisit une urne au hasard et on tire une boule de
cette urne. Calculer la probabilité pour qu’elle soit rouge.

Exercice 1.5.3. Dans un jeu de 32 cartes, on tire simultanément 3 cartes au hasard. Quelle est la probabilité
d’obtenir :

1. Trois as.
2. Trois cartes de méme valeur.

3. Deux coeurs et un pique.

Exercice 1.5.4. Une urne contient : 5 boules n°10 ; 4boules n°15 ; 3 boules n°20. On tire simultané-
ment 3 boules de cette urne. Les tirages sont équiprobables.

1. Déterminer les probabilités suivantes :
A : « On tire au moins une boule n°15 »
B : « On tire trois boules portant trois numéros différents »
C : « On tire trois boules portant le méme numéro »
D : « Parmi les trois boules, deux portent le méme numéro »

2. 1l faut payer 51F pour effectuer un tirage de trois boules, et chaque tirage rapporte en francs cfa la
somme des points marqués. Quelle est la probabilité d’étre gagnant ?.

1.6 Lois de probabilités

1.6.1 Loi de Bernoulli.

Définition 1.16. :
¢ Une alternative ou expérience de Bernoulli est une épreuve o deux issues possibles :
e e succes, note 1, de probabilité p ;
e [’echec, note 0, de probabilité ¢ =1 — p.
Sa loi de probabilité est appelée loi de Bernoulli de paramétre p.
¢ Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qui consiste a repéter n fois (n € N*) de fagon
indépendante une épreuve de Bernouilli dont la probabilité du succés est p.

1
Exemple 1.16. Un dé cubique est mal equilibré : la probabilité d’obtenir 6 est de 7 On appelle succes

l’événement & obtemir 6 et échec a obetnir un numero différent de 6. Cette expérience qui ne comporte que
deux issues suit une lot de Bernoulli.
Si on effectue cing fois cette expérience. On est en presence d’un schéma de Bernoulli.

Théoréme 1.6.1. Pour une loi de Bernoulli de paramétre p, [’espérance est p et l’écart type est \/pq.
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1.6.2 Loi Binomiale.

Définition 1.17. Soit un schéma de Bernoulli constitué d’une suite de n épreuves. Soit X la variable
aléatoire égale au nombre de succés obtenus, alors : P(X = k) = CEpF(1 — p)n—*.

Notation 1.1. Une variable aléatoire réelle X suit une loi binomiale de parameétre n € N* et p est notée
X < B(n,p).

Exemple 1.17. Dans l’exemple précédent, on appelle X la variable aléatoire comptant le nombre de succes
a lissue des 5 lancés. On obtient les probabilités suivantes : Py = P(X = 0) = CY? (%)0 (g)S = 0,4627.
P, =0,3856; P, =0,1285; P3 =0,0214; P, = 0,0018 ; Ps = 0,0001.

Exercice 1.6.1. Un tireur vise une cible. La probabilité qu’il touche la cible est de 0,7. Il tire 3 fois de suite.

On note X le nombre de fois ot il atteint la cible. Déterminer la probabilité de X .

Théoréme 1.6.2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi Binomiale de paramétres n et p alors :
» l'espérance de X est E(X) =np;
» la variance de X est V(X) = npq et l’écart type est 0 = \/npg,q =1 — p.

Exercice 1.6.2. Un sac contient 20 jetons indiscernables au toucher. Six d’entre eux sont rouges et les
autres sont bleus.

1. On tire un jeton au hasard. Quelle est la probabilités p d’obtenir un jeton rouge ?
2. On tire successivement 6 jetons un a un, avec remise.
(a) Quelle est la probabilité Py d’obtenir exactement trois jetons rouges ?
(b) Quelle est la probabilité Py d’obtenir exactement un jeton rouge ou un jeton bleu ¢

(c) Quelle est la probabilité Ps d’obtenir au moins quatre jetons rouges ?

1.7 Fonction de repartition

Définition 1.18. Soit X une variable aléatoire definie sur un univers £ de probabilité p.
La fonction de repartition de X est application Fx de R vers [0,1] qui a, tout x associe Fx(x) =
p(X <) =p(X €] — o0, x[)

o Lorsque X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans {x1, -+ ,xn} avec x1 < -+ < m, alors
pour x € R
k k
Fx(z) = Zp(X =) = Zpi avec k tel que x, < T < Tp4
i=1 i=1

La fonction de repartition d’une variable aléatoire discréte est constante par morceaut.
e Lorsque X est continue de densité de probabilité f, alors :

x
Fx(z) = / f(t)dt (Pas au programmme)

Propriété 1.8. Soit Fx la fonction de repartition d’une variable aléatoire discréte X, alors :

eVteR, 0< Fx(t) <1;

e F'x est croissante sur R ;

e lim Fx(z)=0et lim Fx(z)=1.

T—r—00 T—r+00

e Sia<b, pla<X <b)=Fx(b)— Fx(a)

Exemple 1.18. On lance trois fois de suite une piéce de monnaie équilibrée. On gagne 2F pour chaque

résultat " pile " et on perd 1F pour chaque résultat "face”. On introduit X la variable aléatoire egale au gain
obtenu apres le lancer.

1. Quel est l’ensemble E des issues possibles ?
2. Quelles sont les valeurs prises par X.
8. Déterminer la loi de probabilité de X et sa fonction de repartition Fx .

4. Representer graphiquement cette distribution de probabilités et fonction de repartition Fx.
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Remarque 1.13. Dans le cas d’une variable alétoire discréte, on utilise un diagramme en bdtons pour
visualiser la distribution des probabilités et une fonction en escalier pour la fonction de repartition.

Exercice 1.7.1. On lance deux dés. On note X la variable alétoire égale au plus grand chiffre obtenu aprés
le lancer.

1. Quel est I’ensemble des valeurs possibles de X .

2. Déterminer la loi des probabilités de cet expérience puis sa fonction de repartition et représenter.
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