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Avant propos

Ce manuel s’adresse a tous les éleves de la Terminale Sciences

Mathématiques soucieux de ne pas laisser le hasard décider de leur
réussite au Baccalauréat
Nous avons essayé dans ce manuel de réaliser un triple objectif :
v Permettre I'assimilation du cours grace a la présence de ce
résumé concis et d’exercices qui en sont applications immédiates
V' Faire le tour des méthodes de résolution attenant a chaque
centre d’'intérét
' Eveiller la curiosité de I'éleve en livrant 3 sa réflexion des sujets
plus difficiles, dont I'approfondissement le dotera de bases solides
pour affronter des études supérieures
C’est pour quoi nous pensons que ce manuel de Mathématiques sera utile
aussi a de nombreux éléves de la Terminale. Le mode d’emploi de plus
rentable consiste , pour tous les chapitres a apprendre parfaitement les «
rappels des cours » avant de se lancer dans la recherche.
L’éléve devra alors s’imposer la discipline de ne pas se reporter a la
solution avant une réflexion de quelques minutes par questions. Mais qu’il
en vienne a bout, ou que ses efforts s’avérent infructueux (et c’est normal
pour de nombreux exercices, difficiles), I'éleve doit se penser
attentivement sur la solution détaillée qui I'attend enfin de chaque lecon,
afin d’en comprendre et assimiler le mécanisme de raisonnement
Nous souhaitons a tous ses lecteurs une utilisation plus bénéfique de ce
présent manuel.
L'auteur
662-089-042 / 655-751-466

daoudabgra2016@gmail. com
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ARITHNERQUE

++++++++++++++++++ESSENTIEL DU COURS+H+++++++++++++++

Le raisonnement par récurrence :

Soit P(n) une proposition ou assertion d’entiers naturels n. Pour montrer que P(n)
est vraie, on procede par 3 étapes :
eOn vérifie pour certaines valeurs de n que P(n) est vraie
o0On suppose que P(n) est vraie dans le rang de n
o0On démontre qu’elle reste toujours vraie dans le rang de n+1
Multiple et diviseur d’un entier relatif :

Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a est un multiple de b s'il existe un réel
k tel que a = bk
Si b # 0 alors on dit que b est un diviseur de a
Congruence modulo n :

Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs
On dit que a est congrue a b modulo n si et seulement si a — b est un multiple de
n,on note (a = b[n] o a = b(mod n))

o {a = b[n] alors {a +a =b+bn]
a’ = b’[n] axa =bxb[n]

ak = bk[n]
e Jk € N tel que {ak = b¥[n]

e b
oSid divise a,b et n alorson a - E—[E]
d~ dla

Division euclidiennedans N et 7 :
Soit a et b deux entiers relatifsavec b # 0;3(q;r) € Z*telsque: a=bxq+
r avec 0<r < |b|
q est le quotient ; r le reste ; a le dividende et b le diviseur

Nombres premiers :

Un nombre entier p est premier si et seulement s’il n"admet que deux diviseurs
dans N (1; p) et quatre diviseurs dans Z (1; —1; p; —p)

e[| existe une infinité de nombres premiers

eUn nombre p est premier si et seulement si aucun nombre premier inferieur ou
égal a E(\/E) ne le divise

eEnsemble des diviseurs d’'un nombre :

Soit P = Py%0 X P;*1 X P,%2 X -+ X B,"" un entier naturel ou les P; sont les
nombres premiers

x_ Le nombre de diviseurs positifs est : d(P) = (ag + 1) X (a; + 1) X -+ X (@, + 1)
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x Les diviseurs se déterminent par deux méthodes:
1% méthode : D(P) =
(1; Py; pOZ; e PO“O)(l; Py; P12F e Plal) (1; Py pnz; e pnan)
2™ méthode : Schéma d’arbre
xLa somme des diviseurs se calcule comme suit :
1— P0a0+1 1— P1a1+1 1— Pnan+1
Som =1 p X Tiop X Tiop
PGCD(Plus Grand Commun Diviseur) et PPCM(Plus Petit Commun Multiple) :
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

o0n appelle plus grand commun diviseur de a et b le plus grand élément de
D(a; b). On note PGCD(a, b)ou A(a, b)
ALGORITHME D’EUCLIDE
Pour déterminer le PGCD (a, b) on effectue les divisions euclidiennes
successives :
a=bxq+r, b=ryXq +r 1y=1Xqy+1ryeee
Th-2 = Th-1 X Qn—1 + Th
On continue jusqu’au dernier reste non nul 7;, alors on dira que le PGCD(a, b) =1,
xPGCD(a,b) = PGCD(b,a) PGCD(ka, kb) = k X PGCD(a, b)
PGCD(a, b, ¢) = PGCD(a, PGCD(b, c))
Théoréme :

Si PGCD(a,b) = d alors 3(x,y) € N** tels que {Z : Z;
oOn appelle plus petit commun multiple de a et b le plus petit élément positif de
aZ N bZ . On note PPCM (a,b) ouV(a,b) ; aVb
xPPCM(a,b) = PPCM(b,a) PPCM (ka,kb) = k X PPCM (a, b)
PPCM(a,b,c) = PPCM(a, PGCD(b,))

Théoréme : PPCM(a,b) X PGCD(a,b) = |a| X |b|

eThéoréeme de Bézout :
Si PGCD(a,b) =d alors I(u,v) € Z? telsque : au+bv =d

e Théoréme de Gauss :

avec A(x,y)=1

Sia/bc etsia et b sont premiers entre eux alors a/c
Sia/net b/navec a et b sont premiers entre eux alors ab/n
Equations entiéres :

Toute équation (E) qui s’écrit sous la forme ax + by = ¢ avec (a,b) € Z*?
1e'cas:Sic=Oonaax+by=0:ax=—by:%:—%:k:)

x =bk ety = —ak
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2®™e cas : Sic # 0 onaax + by = c, pour résoudre cette équation on vérifie

I'existence de solution :

On détermine le PGCD(a, b) = d, (E) admet de solutions si et seulement d/c et

on procéde comme suit :

eOn divise I'équation (E) par, on a gx + gy = 2 =ax+by=c

1% méthode : utilisation de la congruence modulo-n

eOn élimine y: a’x = ¢’[b’]

e0On remplace x par son expression dans I’équation (E) puis on détermine y

2™ méthode : Algorithme d’Euclide

On détermine une solution particuliere (x,; y,) et on procéde comme

suit : {a (X(,)) + b,(YO) ~ on pose ¢ =c = a'(x,) +b(y,) =ax+by=
ax+by=c

X—=Xo Y—Yo

a(x—xy) =b(y—y, = d'aprés Gauss on a:

b’ a
x—xo_y—yo_kz{x—x():b’k:>{x=x0+b’k
b ~  a y—yo =ak y =y, +ak

Systéme de numération
Définition :
Soit b un entier naturel supérieur ou égal a 2
Tout nombre entier naturel non nul A s’écrit de fegcon unique sous la forme : A =
Ap_1b" P+ a,_,b" % + -+ ayb? + a, b + ag aveca,_; # 0
a; €{0;1;..;b—1}

. b
L'écriturede Aenbasebest: 4 =a,a,_1a,_, -.-a,a,a,

NB : Pour écrire un nombre en base b, on fait les divisions successives de ce
nombre par b jusqu’a un quotient inférieur a b puis on prend inversement les
restes pour trouver ce nombre

Systéme binaire :
On appelle systeme binaire, tout systéme de base b=2 et qui prend les

chiffres :{0; 1}
Exemples :
—2 —2 [——A —_—2 —_—2 —_—2
2=10 ; 3=11 ; 4=100;5=101 ; 6=110 ; 7=111 ;
8 =1000; 9=1001 ; 10 = 1010
Passage d’un systéme de base b a un systéme de base b™ :

Pour passer d’un systéme de base b a un systéme de base b™ ; on groupe les
chiffres par n chiffres de la droite vers la gauche puis on les écrit en base 10 pour
I'obtenir en base b™

Exemple : Ecivons le nombre A = 1011011010112 en base4 et 8
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-En base 4 ; on a: 4 = 22alors on groupe par deux chiffres de la droite vers la

gauche A = 101101101011 = 231223 alors A = 231223
-En base 8 ; on a : 8 = 23 alors on groupe par trois chiffres de la droite vers la

8 —-38
gauche A = 1011011010112 = 5553 alors A = 5553
Systéme décimal :

On appelle systéme décimal, tout systéme de base b=10 et qui prend les
chiffres :{0;1; 2; 3;4;5; 6; 7; 8; 9}
Systéme hexadécimal :

On appelle systeme décimal, tout systéme de base b=16 et qui prend les
chiffres :{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;4;B;C; D;E et F} ouA;B;C;D;E et F
prenent las valeurs respectives : 10;11;12; 13 ; 14 et 15

Exemple : Ecrivons les nombres suivants 64206 et 2988 en base seize

64206 16
E-\4012}_]_ﬁ
o' 250 '*rs D'oli 64206 = FACE *
AlGe—G5c

298416
—16
18tslo'ou 2988 = BAC
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++++++++++++++++++BONUS COURSHH+++++++++++++++
1- Comment lire un nombre de plusieurs chiffres
Pour lire un nombre de plusieurs chiffres, on procéde comme suit :

Trillion Billiard Billion Milliard Million Mille
c|d|ufc|d|Ju|c|d|u|c|d|u|c|d|u|]c|d|u|c|d|u|c]|d]|u

o

Septillion Sextillion Quintillion Quatrillion
c|d|ufc|d|Ju|c|d|u|c|d|u|c|d|u|c|d|u|c|d|ufc|d]|u

Y

Undécillion Décillion Nonillion Octillion

:cducducducducducducducdu

>

Quindécill Quattuord Tredécilli Duodécill
ion cillion on ion
c|d|u|c|d|fufc|d|u]c|d|u|c|d|u|lc|d|u|c|d|u|c|d]|U

.

Novemdé Octodécil Septendé Sexdécil
cillion lion cillion lion
c|ld|fu|c|d|fufc|d|ujc|d|u|c|d|u|lc|d|u|jc|d|u|c|d]|u

EXEMPLE : le nombre suivant se lit comme suit :

H10ABRARRT5 10 S0 67 25 D SADMRLSS N T gRR o0 1

415.213 Décillions 458.105 Nonillions 846.795 Octillions 214.468 Septillions
320.987Sextillions 12.545Quintillions 665.324 Quatrillions 14.962 Trillions
333.841Billiards 753 Billions 653 Milliards 775 Millions 205Mille120
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2- FONCTION D’EULER :
Définition : Pour tout entier naturel n = 2, On appelle indicateur d’Euler de n, et

on note @(n), le cardinal de 'ensemble des entiers premiers avec n compris
entre 0 et n-1, c'est-a-dire le cardinal du groupe G,, des éléments inversibles de
Z/nZ.
Exemple : Le cardinal de quelques groupes G,, et leurs indicateurs d’Euler :
G, = {T} alors @) =1
G; = {T; f} alors @(3) =2
G, ={1;3} alors @(4)=2
Gs = {T; 2:3; Z} alors ©(5) =4
Gg = {T; 3; §; 7} alors @(8) =4
Remarque :
mSi n est un nombre premier alors il est premier avec le cardinal de son groupe
Gy = {T;§;§; ...;m}etona cp(n) =n—-1
Exemple: G; = {T; f} alors @(3)=3-1=2
Gy = {T; 2;3; Z} alors @(5B)=5-1=4
mSin est le produit de deux ou plusieurs facteurs premiers alors son indicateur se
détermine comme suit :
n=aXBXyx..xpalors p(n) = (a—1DPE-Dy -1 ..(n—1)
Exemple :
a- comme6=2X3; Gg = {T; §} alors (6)=(2-1)3-1)=2
b- comme 10 =2x5; Gyo ={1;3;7;9} alors p(10) = 2-1)(G-1) =4
c- comme30 =2x3x5; Gy ={1;7;11;13;17;19; 23; 29} alors
B =C-DE-DGE-1) =8
mSin est un carré parfait alors son indicateur se détermine comme suit :
n = o alors @(n) = a(a — 1) si « est un nombre premier
n = o? x B2 alors ¢@(n) = a(a — 1)B(B — 1) si « et B sont des nombres premiers
Exemple : a — comme 4 = 2%; G, = {T; §} alors @(4) =2(2-1)=2

©(36)=22-1)3(3-1)=12
Application a la période modulo-n d’un entier a premier avec n :
Soit n un entier naturel n > 2 et a un entier relatif premier avec n. On a la relation :

a®®™ = 1[n]; la période d de a est un diviseur de ¢ (n)
Exercice :
7- Calculons dans chacun des cas suivants ¢@(n)

a-n=120=23x3 x5 alors ¢(120) =2x22-1)3-1)(5-1)=4x1x2x4 =32
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b-n=85=5x17 alors ¢(85) = (5-1)(17—-1) =4 x 16 = 64
2- Trouvons quatre entiers n tels que: @(n) = 24
Comme 24 =2X2X2X3=24%xXx1=2%X12=3X8=4X%X6
n=04+1)(6+1)=5x7=35 n,=02+1)(12+1)=3x%x13=39
n=24+1)6+1)=2x5x7=70 n,=2Q2+1)(12+1)=2x3x13 =78
n = {35;39;70;78}
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE 1 :
Démontrer par récurrence les propositions suivantes :

(n+1) (n+1)(2n+1) ( +1)2
D Zhak=T70 R =TEEE o Rk =T
n
2k—1 3+2n n(n+1)(n+2)
d); S =3-—0 e)Zk(k+1) e
n
+ 1M +2)(n+3
f)Zk(k+1)(k+2) n(n )(n4 nt3), )Zkzkl—(n—1)2“+1
k=1

++++++++++++++++++++++++RESOLUTION++++++++++++++++++++++++++
Démontrons par récurrence les propositions suivantes :

n n
n(n + 1) n(n + 1)
él)z:k=T=~z:k=1+2+3+---+n=T
k=1 k=1

eVérifions pour certaines valeurs de n que la relation est vraie :

21(1+1) )
n=1z1_T=1$1=1 vraie
eSupposons que cette relation est vraie dans le rang de n :
nn+1)
14243+ dn=—0p—

eDémontrons que cette relation reste toujours vraie dans le rang de n+1 :

2(n+1(n+2)
14243+ +n+(n+1)_ —F——

2
nn+1 nn+1)+2n+1 n+1)(n+2
(1) | gy MDD (DO
2 2 2
mM+1)(n+2) m+Dn+2)
= cqfd
2 2
D’oll Vn € N* |a relation est toujours vraie
C , nm+DEn+D _, _n@m+H@n+1)
b)Zk =% =12+22+3%+--n P —

k=1
eVérifions pour certaines valeurs de n que cette relation est vraie :

2 11+1)(2x1+1) 1x2x3
Pourn=1ona,1?=1" 6 = 5 =1 alors 1

= 1vraie
eSupposons que cette relation est vraie dansle rangde n :
nn+1)(2n+1)
6
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans le rangden + 1 :
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2(n+1)(n+2)2n+3)

12422432+ -n?+ (n+1)2° :

nn+1)(2n+1) , nn+1D2n+1)+6(n+1)?

T‘F (Tl + 1) = 6
_(+D(nCn+1D)+6(m+1) (n+1(2n?+7n+6)
B 6 h 6

Mais 2n2 +7n+6 =2 (n? +2n+3) =2(x +3) (x +2) = (n+ 2)(2n +3)
(n+1)(2n%+7n+6) _ (n+1)(n+2)(2n+3)

P P cqfd
D’ou Vn € N* cette relation est toujours vraie
n 2 2 2 2
n“(n+1 n“n+1
©) Zk3 =¥=> 13+23+3%+.-4+n?= %

eVérifions pour certaines valeurs de n que cette relation est vraie :

7 171+ 1)? 4

Pourn=1ona,13 =1 — =1 alors 1 =1vraie

= 4 4
eSupposons que cette relation est vraie dans le rang de n :
n*(n+1)?
P+224+33+.+nd= )" 7 )

eDémontrons qu’elle reste toujours vraie danslerangden + 1 :
372 (n+ 1) (n+ 2)?
= 4
et 1)3 _ n2@m+D2 4 4(n+ 1)3 _ (n+ 1)2(n2+4(n+1))
4 4
_(n+1)’(n* +4n+4)

4
(n+1)’(n+2)> (n+ 1)*(n+2)?
s = n cqfd

D’ol Vn € N* cette relation est toujours vraie

P+2°+3¥ ++n3+(n+1)

n?(n + 1)?
4

dz“:2k—1_3 3¢42zm _ 1,35  2n-1__ 3+2n
)k_l 2 2n 2 4 8 2n 2n

e Vérifions pour certaines valeurs de n que cette relation est vraie :

, 1 lp, 3+2 5 6-5_1 1 1
ourn=1ona, 7= 2 = 2— 2 —Zaorsz—zvrale

eSupposons que cette relation est vraie dans lerang de n :
1 3 5 2n—1 3+2n
2Tttt T
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie danslerangden + 1 :
1 3 5 2n—1 2n+19 5+2n
ztatgtt ot 23
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34+2n 2n+1 6+4n 2n+1 6+4n—-2n—-1
3— n + 2n+1 = - 2n+1 + 2n+1 = - 2n+1

5+ 2n
T Ton+1

5+2n _ 5+2n IS * . . .
|3 ot 2 T ouit qud‘ D’ou Vn € N* cette relation est tOUjOUFS vrale

n

e) 2 k(k+1) =

k=1
eVérifions pour certaines valeurs de n que cette relation est vraie :

2 11+ 1)1 +2) )
Pourn=1ona, 2= - T— = 2 alors 2 = 2 vraie
eSupposons que cette relation est vraie dans le rang de n :
n(n+ 1)(n+2)
3

eDémontrons qu’elle reste toujours vraie danslerangden + 1 :
2+6+12+~~-+n(n+1)+(n+1)(n+2)z(n+1)(n;2)(n+3)

n(n+1;(n+2)+(n+1)(n+2):n(n+1)(n+2);—3(n+1)(n+2)

_(m+ Dl +2)(n+3)

3
MFDmF2m+3)_ M+ DnF2)n+3)
| 3 - 3 | cafd

D’oli Vn € N* cette relation est toujours vraie

n(n+1)(n+ 2)(n+ 3)
4

_n(n+ 1)(n+2)(n+3)
N 4
eVérifions pour certaines valeurs de n que cette relation est vraie :
2 11+ 1A +2)(1+3)
= 4
eSupposons que cette relation est vraie dans lerang de n :
nn+1)(n+2)(n+3)
4
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie danslerangden + 1 :

6+20+ 40+ D0+2)+ @0+ Da+2Dm+3)] (n+ 1)+ 2)4(“ RICRL))

n(n+ 1)(n+2)(n+3)
4

w:2+6+12+...+n(n+1)=w

2+6+12+-+n(n+1) =

f) k(k+1)(k+2) =

=6+24+--+nn+1)(n+2)

Pourn=1ona, 6 =6 alors 6 = 6 vraie

6+24+-+n(n+1)(n+2)=

+(+DMm+2)(n+3)
_nn+1DM+2)(n+3)+40m+1)(n+2)(n+3)

4
M+ D@ +2)m+3)m+4H) mFDm+2)m+3)m+4)
) = 2 cqfd

D’ou Vn € N* cette relation est toujours vraie
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g) z k2k-1=(n-1)2"+1

k=1
n

:Zkzk—l =1+4+12++n2"1=(m—-1)2"+1
k=1
eVérifions que cette relation est vraie pour certaines valeurs de n :
Pourn=l;ona:1=(1-1)2'4+1=1 alors1=1 vraie
eSupposons que la relation est vraie dans le rang de n :
1444124+ -+n2"t=m-1)2"+1
eDémontrons que cette relation est toujours vraie dans le rang de n+1 :
14+4+12++n2" 1+ (n+1)2" = n2™**! + 1 d’aprés I'étape précédente
ona: m—-1)2"+1+(n+1)2"=n+1+n-1)2"+1=2n2"+1=n2""1+1
n+1
Z k21 =n2"*1 + 1 cqfd;
k=1
D’ou Vn € N* cette relation est toujours vraie

B s s o o B B A
EXERCICE 2 :

La division euclidienne de 900 par un entier naturel b a pour quotient 14

et pour reste r. Quelles sont les valeurs possibles de b et r.

+++++H+ A RESOLUTIONH+++ 4+ 4+ -+

Déterminons les valeurs possibles de b et r

900=14b+r et 0<r<b=r=900-14b ona:
0<900—14b _ (14b <900 _ (b < 64,28
< — = = < 64,
0<900 14"’<b:’{900—14b<b {15b>900 { b> 60
b € 160; 64,28] D'oub = {61;62;63; 64}

oPourb =61 alors r =900 — 14 X 61 =46 = r = 46

dot (b;r) = (61;46)
oPourb =62 alors r=900—-14 X 62 =32 =1r =32

dot (b;r) =(62;32)
oPour b =63 alors r=900—-14x 63 =18 =r =18

dou (b;r) = (63;18)
oPourb =64 alors r=900—14%x64=4 =r=4

dou (b;r) = (64;4)
++++++++
EXERCICE 3 :

Déterminer I'entier naturel n dont la division euclidienne par 16 a un reste égal
au carré du quotient
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+++++H+ A RESOLUTION 4+ 4+ 4+
Déterminons I’entier naturel n dont la division euclidienne par 16 a un reste
égal au carré du quotient

n=16g+r avec 0<r<16 etr=¢’= 0<¢’<16=0<g<4=q

={0;1;2;3}
ePourg=0alors r=0=>n=0
ePourg=1alors r=12=1 =n=16+1=17
ePourgq=2 alors r=22=4=n=16x2+4 =36
ePourg=3 alors r=3=9 =n=16%x3+9 =57
D'ou n ={0;17;36;57}
B o o o o 8 T SO S S
EXERCICEZ :

Soit g et r le quotient et le reste de la division euclidienne d’un entier naturel a
par un entier naturel b.
Sachant que a+b+r=3025 et q=50 ; rétablir la division
+++++H+HHH - RESOLUTION 4+ 4+ 4+
Soit g et r le quotient et le reste de la division euclidienne d’un entier naturel a
par un entier naturel b.
Sachant que a+b+r=3025 et q=50 ; rétablissons la division.

a=50b+r a=500+r @

0<r<b = 0<r<b @ =a=a=50b+7r=3025—b—r
a+b+r=3025 a=3025-b—-r @
= 2r = 3025 —-51b =

Danseona:05r<b =0<2r<2b=0<3025-51b<2h =

{ 0<3025-51b . {b < 59,31
3025 —-51b < 2b b > 57,07

dou b ={58;59};
ePour b=58, on a 2r = 3025 — 51 X 58 = 67 arejeter

®Pour b=59,0na2r=3025-51x59=16 =r =
a=50x%x594+8=2958
a =3025—-59—-8=2958
doy a=2958 b=59 q=50 et r=8
e e B T e )
EXERCICES :
Déterminer les chiffres x et y pour que le nombre n = 43x57y soit divisible par 15 et 2
+++++++H+HH - RESOLUTION H++++ 4

8 alors {

Déterminons les chiffres x et y pour que le nombre n=43x57y soit divisible par
15et2
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e n est divisible par 15 si et seulement s’il est divisible a la fois par 3 et 5,on a :
x n est divisible par 5 si et seulement si: y = {0; 5}
xn est divisible par 2 si et seulement si : y = {0; 2;4;6;8} alors y =0
xPoury=00ona n=43x570=0[3] >4+3+x+5+7+0=0[3] =
19 + x = 0[3] mais 19 = 1[3]
alorsx+1=03]=x=-1[3] 2x=2[3] =x=3k+2 mais 0<x <9
=0<3k+2<9=-2<3k<7=-06<k<23=k={0;1;2}
Pourk =0alorsx =2 = n =432570;
Pour k=1alorsx =5 = n =435570
Pourk =2 alorsx =8 = n = 438570 dou
m = {432570; 435570; 438570 }
B a1 1 o T T S S o O T T S T O O

EXERCICE 6 :
Trouver dans le systeme décimal un entierN = abcd divisible par 45 et tels que

le couple (b; c) soit solution de I'équation : x? — y* = 24
+H++HH+H A RESOLUTION +H+++++H++ b+
Trouvons dans le systeme décimal un entierN = abcd divisible par 45 et
tels que le couple (b; c) soit solution de I’équation : x2 — y? = 24
(b; c) est solution de I'équation : x2 — y2 = 24 si et seulement si

b>’—c?>=24=(b+c)(b—c)=24%Xx1=2%x12=3%xXx8=4X%X6

| {bb-|-_cc==214 = 2b =25arejeter ; m {E t z : f33 = 2b = 11 a rejeter

(teT=ob=14=b=7alorsc=12-b=12-7=5=c=5
alors (b,c) = (7;5)

I{Etc 2=2b=10$b=5alorsc=6—b:6—5=1:c=1

alors (b,c) = (5;1)
Pour (b,c) = (7;5) onaN = a75d et(b,c) =(5;1) onaN = a51d
N est divisible par 45 si et seulement s’il est divisible a la fois par 9 et 5
oN = 0[5] si et seulement sid = {0; 5}
a750 = 0[9] {a+7+5+0:0[]
a510 = 0[9] a+5+1+0=0[9]
{a+12£0[9]=>{a+3_0[9 ﬁ{a
a+6=0[9] a+6=0[9]
a=6[9] _ (a=6+9% a=6
{aE3[9]:>{a—3+9k pour k=0 = {0~
a755 = 0[9] {a+7+5+5—0[9]

OPoury=00na{

= 6750

alors { — 3510

oPoury=50na{

a515 = 0[9] a+5+1+5=0[9]
{a+ 17 = 0[9] {a+8 = 0[9 a = —-8[9]
a+11=0[9] a+250[9 a=-2[9]
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N = 1755

a =1[9] a=1+09k
{ = { N = 7515

a=7[9] a=7+9kpourk
D’ou|N = {6750;3510; 1755; 7515}
B B o e o o o 8 8 T O
EXERCICE 7 :
Un entier naturel s’écrit xy7 dans le systeme décimal et yOOx dans le systeme a
base 8
a)Sachant que y=x-4 ; Déterminer x et y

—o={2z]

- alors {

b) Ecrire ce nombre en systéme décimal ; binaire ; octa décimal et hexa décimal
+++++H+H+H+HH A RESOLUTION 4+ 4+ -+
Un entier naturel s’écrit xy7 dans le systéme décimal et yOOx dans le systeme a
base 8

a) Sachant que y=x-4 ; Déterminons x ety
Soit N ce nombre : N = xy7 = 100x + 10y + 7 et

N=W8=y><83+x=512y+xavec x<8ety<8
Onpose N=Nona100x+ 10y +7 =512y + x = 99x — 502y + 7 =0 mais y =
x —4 alorsona: 99x —502(x —4)+7 =0= 99x — 502x + 2008+ 7 =0
=403x=2015=x=5et y=5—-4=1
D'ou (x; y) = (5; 1)
b) Ecrivons ce nombre en systeme décimal ; binaire ; octa-décimal et hexa

décimal

En décimal: N =517 En binaire: N = 1000000101

En octa-décimal : N = 1005 En hexa-décimal : N = 205
B I T o o o o

EXERCICE 8 :
1) Déterminer le reste de la division euclidienne de 11%%%° par 7.
2) Déterminer suivant les valeurs de n, le reste de division euclidienne de 11" par
7.
++++++ A RESOLUTION ++++++++ 4+ ++
1) Déterminons le reste de la division euclidienne de 11'%% par 7.
11199 = r[7]; comme 11 = 4[7] alors déterminons les puissances de 4
04 =4[7] ; 42=2[7] ; 43=2x4[7]1=43=8[71=43=1[7]=p=3
etona:1999 =3 X 666+ 1
Alors 11 = 4[7] = 111990 = 41999[7] = 111999 = 43X666+1[7] = 111999 = 43%666 x 4[7]
= 11" =4[7] = D'ou r =4
2) Déterminons suivant les valeurs de n, le reste de division euclidienne de 11"
par 7
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11™ = R[7]; comme 11 = 4[7] alors déterminons les puissances de 4
04 =4[7];4?=2[7] ;43 =2x%x4[7]1=43=8[7]=> 43 =1[7]=p=3etona:
n=3k+r avec0<r <3 Alors 11 = 4[7] = 11" = 4"[7] =
11" = 43k47[7] = 11" = 43% x 47[7] = 11™ = 47[7]
*Pourr=0alors 11" =4°[7] = 11" =1[7] =R =1
xPourr=lalors 11" =4[7] = 11" =4[7] > R =4
*Pourr = 2alors 11" = 4%[7] = 11" =2[7] =R =2
B o o 0 T T8 20 2 A 2 e
EXERCICE 9 :
1) On considere I’entier naturel A qui s’écrit 53x4 dans le systeme de numération
de base huit. Déterminer x de telle sorte que :
a)A soit divisible par 7.
b) A soit divisible par 6. En déduire que A est divisible a la fois par 6 et 7.
2) On prend x=2. Déterminer |'écriture décimale de A. Quel est le nombre de
diviseurs de A ?
Trouver le plus petit nombre entier naturel non nul par le quel il faut multiplier A
pour que le produit soit un carré parfait.
+H++H+ - RESOLUTION +H++H+++++ b+
1) On considére I'entier naturel A qui s’écrit 53x4 dans le systeme de
numération de base huit. Déterminer x de telle sorte que :

Ecrivons A dans le systéme décimal : 4 = 53x4 =5x83+3x82+8x+4=
A=2560+192+8x+4 = A=8x+ 2756 avec 0 <x <8
Déterminons x de telle sorte que :
a)A soit divisible par 7.
Onpose A = 0[7] = 8x + 2756 = 0[7] mais 2756 = 5[7] et 8 = 1[7] alorsx + 5 =
0[7]= x=-5[7]=x=T-5|[7]=x=2[7] =x=2+7k
alorssi k=0 ona x=2
b) A soit divisible par 6.
On pose A = 0[6] = 8x + 2756 = 0[6] mais 2756 = 2[6] et 8 = 2[6] alors 2x + 2 = 0[6] =
2x = =2[6] > 2x = (6 —2)[6] > 2x =4[6] >x=2[3] =>x=2+3k
k=0 ona x=2
k=1 ona x=5
A est divisible a la fois par 6 et 7 si et seulement si x = 2
2) On prend x=2. Déterminons I’écriture décimale de A.
A=8x+2756=8x2+2756 =2772 dot A=2772

Déterminons le nombre de diviseurs de A

A=2772=2?x3?x%x7x11 alors

dA) =C+DC+DA+1D1+1)=3x3x2x2=36
dou d(A) =36

alors si {
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Trouvons le plus petit nombre entier naturel non nul par le quel il faut
multiplier A pour que le produit soit un carré parfait
A=2772=22x32x7x11=(2x%x3)2% (7x11) = 62X 77
Soit a = 62K x 772k+1 |e nombre par le quel on doit multiplier A pour qu'’il soit un carré
parfait
D’ou le plus petit entier naturel par le quel on doit multiplier A est :
Pourk=0ona:a=6"x77"" =77
B 1 e o o B B B B o B S o
EXERCICE 10 :
On considére I'entier naturel représenté en base b par A=342x
Déterminer le chiffre x pour que A soit :
a) divisible par 5, quand b=6
b) divisible par 3, quand b=7
c) divisible par 12, quand b=17
+H++HH+ - RESOLUTION +++++ 4
On considére I'entier naturel représenté en base b par A=342x
Déterminons le chiffre x pour que A soit :
a) divisible par 5, quand b=6
On poseA=m6zo[5] =3X63+4X62+2x6+x=0[5]=
x + 804 = 0[5] mais 804 = 4[5] alorsx+4 = 0[5] =
x=—-4[5] =x=(5-4)[5] = x = 1[5]
doux=145k avec 0<x<6 ; k=0onax=1

b) divisible par 3, quand b=7
Onpose A =342x =0[3] =3x73+4x72+2x7+x=0[3] = x+1239 =
0[3] mais 1239 = 0[3] alorsx = 0[3] doux =3k avec 0 <x <7

k=0onax=0; k=1onax=3etk=2onax=6 doux={0;3;6}
c) divisible par 12, quand b=17
On pose 4 = 342x = 0[12] = 3x 173 + 4x 172 + 2 x 17 + x = 0[12]
= x4+ 15929 = 0[12] mais 15929 = 5[12] alorsx + 5 = 0[3]

=x=-5[12] =x=(12-5)[12] = x=7[12]
dou x=74+12k avec 0<x<17;sik=0 ona x=7
B o B o o b o o e
EXERCICE 11:

1) Déterminer suivant les valeurs de n, les restes de la division de 5" par 7
2) En déduire le reste de la division euclidienne de 53¢ par 7
3) Un nombre s’écrit 3x53 en base 10
Déterminer x pour que l'on ait 53¢ + 3x53 = 0[7]
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+++++++H++H - RESOLUTION +H++++ b+
1) Déterminons suivant les valeurs de n, les restes de la division de 5" par 7
5" = R[7]; comme 5 = 5[7] alors déterminons les puissances de 5
o5 =5[7];52=4[7] ;53 =5x%x4[7] = 53=6[7]; 5*=5x%x6[7] = 5%*=
2[7]; 55=5x%x2[7]=5°=3[7] =>5°=5x3[7]=5°=1[7]=p =
6etona:n=6k+r avec0<r<6
Alors 5 = 5[7] = 5" = 5*[7] = 5" = 5%k+7[7] = 5" = 5%k x 57[7] = 5" = 57[7]
*Pourr = 0alors 5" =5°[7] > 5" = 1[7] =R =1
*Pour r=1 alors 5"=5'[7]=5"=5[7]=R=5
*Pour r=2 alors 5"=5%[7]=5"=4[7] =R=4
*Pour r=3 alors 5"=53[7]=5"=6[7] >R=6
+Pour r=4 alors 5"=5%7]=5"=2[7]=R=2
*Pour r=5 alors 5" =5°[7] = 5"=3[7]=R=3
2) Déduisons-en le reste de la division euclidienne de 53¢ par 7
5136 = R[7] comme 136 = 6 X 22 + 4 alors r = 4 = 5136 = 54[7] = 5136
=2[7] =R =2
3) Un nombre s’écrit 3x53 en base 10
Déterminons x pour que I'on ait 5136 + 3x53 = 0[7]
5136 + 3x53 = 0[7] comme 53¢ = 2[7] alors 2 + 3x53 = 0[7] = x + 2 + 3053 = 0[7]
= x + 3055 = 0[7] mais 3055 = 3[7] alorsx + 3 = 0[7] = x = -3[7] =
x=(7=-3)[7l=>x=4[7]=x=4+7k

p=p_ x=+4 dob x = {4}

avec 0 <x <9 alors {k: 1, x=11 arejeter

+HHHH
EXERCICE 12:
On considére I'équation (E) : (p;q) € Z?: 11p —7q = —4
1)a)Vérifier que (—1; —1) est solution de (E) ;
b) Résoudre (E)
2)a)Résoudre les équations (F) et (G) suivantes :
(F) x€Z,2x=3[7] et (G) x€Z, 9x = 4[11]
b) Déduire de 1) et 2) les solutions du systéme{ 2x = 3[7]
9x = 4[11] ’
++++++HHH A RESOLUTION ++++++++ 4+ -+ ++

XE Z

On considére 'équation (E) : (p;q) € Z?: 11p — 7q = —4
1)a)Vérifions que (—1; —1) est solution de (E) :

11(-1)-7(-1)=-11+7 =—-4 cqfv
b) Résolvons (E) : on a :

{ 11lp—7q=—4

11(=1) = 7(=1) = —4 onpose —4=—-4ona: 11lp—7q=11(-1) - 7(-1) =
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Np+H=7@q+1) = # = % =k= {5:11;1711(1( {qp=_171kk_—11
doy S=17k—1; 11k —1}
2)a)Résolvons les équations (F) et (G) suivantes :
o(F) xeZ, 2x=3[7] = 4x2x=4x3[7] = 8x = 12[7] mais 8 = 1[7]
et 12 =5[7]alors x=5[7] =>x=5+7a
o(G) XEZ, 9x=4[11] > 5%x9x=5x4[11] = 45x = 20[11]
mais 45 = 1[11] et 20 =9[11] alors x=9[11] = x =9+ 11b
2x = 3[7]
9x = 4[11]

onposex=x;5+7a=9+11b=11b—7a= —4

b) Déduisons de 1) et 2) les solutions du systéme{ XEZ

2X53[7] x=54+7a

{9XE4[11]:>{X=9+11b

{b=7k—1 {x=5+7(11k—1)=77k—2

a=11k—-1 =9+ 11Tk = 1) = 77k = 2

S U S AR A SRS S A S AP S S S S G S S S A SRS S S S S S
EXERCICE 13:

Le nombre x s’écrit bbaa en base 3

x = {77k — 2}

a) Quelles valeurs peuvent prendre a et b

b) Le nombre s’écrit bba en base 6. Trouver une relation liant a et b, et en déduire
les valeurs de a et b.

c) Ecrire x dans la base décimale

+++++++H+++HH - RESOLUTION +H++++ -+

Le nombre x s’écrit bbaa en base 3
a) Lesvaleurs que a et b doivent prendresont: a={0;1,2} et b={1;2}

b) Le nombre s’écrit bba en base 6. Trouvons une relation lianta et b

— g
{x=bbaa =bx33+bx3%+3a+a=36b+4a

—6
x=bba =bX6>+6b+a=42b+a
onpose x=x = 36b+4a=42b+a=a=2b

Déduction des valeurs de aetb a = 2b

Pourb=1=a = 2alors (a,b) =(2;1) Pour b =2 = a = 4 arejeter

x =bbaa =36+8 = 44

x=bba =42+2=44

o o o T B T o = 0 0 0 O T S S e e

EXERCICE 14:

On considére trois nombres entiers naturels a, b et c qui s’écrivent dans basen :
a=111; b =114 etc = 13054

1) Sachant que ¢ = ab, déterminer n puis I'écriture de de chacun des nombres

c)Ecrivons x dans la base décimale { alors x = 44

dans le systeme décimal
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2) Vérifier en utilisant I'algorithme d’Euclide, que a et b sont premiers entre eux.
En déduire les solutions dans Z? de I'équation : ax + by = 1
+++++++H+HH b RESOLUTION +H++++ b+
On considére trois nombres entiers naturels a, b et c qui s’écrivent dans base n :
a=111;b =114 et c = 13054
1) Sachant que ¢ = ab, déterminons n puis I'écriture de chacun des nombres
dans le systeme décimal
a=111=n?+n+1 ; b=114=n>+n+4 et
c=13054 =n*+3n®>+5n+4 avec(n>?5)
c=ab=>n*+3n*+5n+4=m*+n+1)@0*+n+4) =
n*+3n+5n+4=n*+2n>+6n?+5n+4=n>-6n2=0=

n’(n—6)=0 ona n=6

a=111=6°+6+1=43=a=43 ;b=114=62+6+4 b =46 et

c=13054 =6*+3(6)3+5(6) +4 = c=1978

2) Vérifions en utilisant I’algorithme d’Euclide, que a et b sont premiers entre
eux.
Pour cela déterminons le PGCD (a, b)
PGCD(a,b):46 =1%x43+3 43=3X14+1 alors PGCD(a,b) =1 cqfv
Déduisons-en les solutions dans 2 de I'équation : ax + by = 1
43-3%x14=1= 43-14(46—-43)=1 = 43 -14%x46+14x43=1 =

A 43x+ 46y =1
43(15) +46(-14) = 1= {43(15) +46(-14) =1

43x + 46 = 43(15) + 46(—14) = 43(x — 15) = 46(-y — 14) =
)(—15:—y—14:k g {x—15:46k :{X=46k+15 -
46 43 —y— 14 =43k y = —43k— 14
S = {(46k + 15; —43k — 14)}
e e o T B B o R n e

EXERCICE 15:

l1=1o0na

On donne }7_; p* = w

1) a- Déterminer tous les polynémes de degré 3 tels que : f(x + 1) — f(x) = x?
5 _ n(n+1)(2n+1)

b- Retrouver le résultat : $7_; p .

2) OndonneXy_ p3= %ﬂ)z
a- Calculer ¥7_; p3 par une méthode analogue a celle de la 1¢* question
b-  En déduire une expression de E, = ¥7_; p(p + D(p + 2)
++++++ A RESOLUTION +++4++ 44+ 4+ -+ ++
1) a- Déterminons tous les polynomes de degré 3 tels que : f(x + 1) - f(x) = x2
On pose f(x) = ax® + bx?+ cx + d ce polynéme, on a :
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fx+1)—f(x) =alx+ 13 +bx+1)2+cx+1)+d—ax>—bx’ —cx—d=x* =
ax3+3ax? +3ax+a+bx?+2bx+b+cx+c—ax®? —bx? —cx=x*>=
3ax?+ (3a + 2b)x+ a+ b + ¢ = x* par comparaisonon a:

a=q 2b=-1=b=--
3 2
3a=1 1 1 1
3a+2b=0 = 3<§)+2b=0=> btcm e Lt 1 1
a+b+c=0 1 3 . 3 2 6
k§+b+c=0 L a:§
1ol w2l dos =i — e+ ix4d
a—§ ; b=—g e C—g alors ff(x) = 2x" —ox +gx+

n(n+1)(2n+1)
6

fx+1)—fx) =x?> pour x=1 f2)—f(1) =12

pour x =2 f3) —f(2) =22

pour x=3 f(4) - f(3) = 32

b- Retrouvons le résultat : }.7_; p? =

pour x =n f(n+1)—f(n)—n
En faisant la somme membre a membre ona:
fn+1)—f1)=12422+3%+ - +n*=
n
1 1 1 1 1 1
2 — _ 3 __ ) — — = —_—
Zp —3(n+1) 2(n+1) +6(n+1)+d 3+2 . d
p:
_2(n+1)3—3(n+1)2+n+1—2+3—1
B 6
2n3+6n2+6n+2—3n2—6n—3+n+1_2n3+3n2+n
6 - 6
n(2n? +3n+ 1)

1
p? = e B mais 2n2+3n+1=2(n+1)(n+5)

=

nn+1)2n+1)
6

n
— (n+1)(2n+1); dou Z p?=
p=1
n’(n+1)z
4
a) Calculer szlp par une méthode analogue a celle de la 1%

3) Ondonne Y N

question
Pour déterminer I'expression de Z;}zl p? ; on détermine le polynome de degré 4
telsque: f(x+1) — f(x) =x3
b) Déduisons une expressionde E,, = }\7_,; p(p +1)(p+2)
En —Zp<p+ D(p+2) = Z(p P +2) = Z(p +3p +2p)

p=1 p=1
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n

n n 2 2
n“n+1 3nn+1)2n+1 2n(n+1
B= Yo e Y et Y 2p (4 ) 3n(n+ D@n+1)  2n(n+ 1)
1 p=1 p=1

6 2

_3n*(n+1)*+6n(n+1)(2n+1) + 12n(n + 1) -
12
£ _3n(n+ D+ D+2@n+1)+4] nn+ D> +n+4n+2+4)
n 12 4
_nn+1)®*+5n+6) nn+1)n+2)(n+3)
n 4 4
FHH R

EXERCICE 16:
1) Décomposer 319 en produit de facteurs premiers

p=

= dou E,=

2) Démontrer que si x et y sont premiers entre eux, il en est de méme pour 3x+5y
et x+2y

(3a +5b)(a+ 2b) = 1276

ou m est le PPCM
ab =2m

3) Résoudre dans N* |e systeme {

deaetb
+++++++H+++HHHH - RESOLUTION HH+++ -+

1) Décomposons 319 en produit de facteurs premiers 319 =11 X 29
2) Démontrons que si x et y sont premiers entre eu, il en est de méme pour 3x+5y et
X+2y
En utilisant I’Algorithme d’Euclide, on a :
Bx+5y) =2x+2y)+EE+y) > E+2y) =E+y)+y=
(x+y)=()+x dou PGCD(3x + 5;x + 2y) = PGCD(x; y);
Sile PGCD(x;y) = 1 alors PGCD(3x + 5;x + 2y) =1

(3a+ 5b)(a+2b) =1276

3) Résolvons dans N* le systeme { ab — 2m

ou m est le PPCM(a ; b)

e SiPGCD(a,b) = d alors il existe (x,y) € N*tel que {E z g);, avec A(x,y) =1

e0n sait que PGCD(a,b) X PPCM(a,b) = ab = dm = ab
{(3dx +5dy)(dx + 2dy) = 1276 _ {(3x+ SY)(x+2y) = =2 =319 _
dm = 2m d=2
(Bx+5y)(x+2y) =319x1=11%x29 =

S {3x+5y=319 S {3x+5y=29

Tl x+2y=1 ¢ 22 Ix+2y=11
{3x+ 5y =319 - {3x+ 5y =319

x+2y=1 x=1-2y

=y = —316 arejeter
{3x+5y=29 {3x+5y=29

= 3(1 —2y) + 5y = 319 = 3 — 6y + 5y = 319

= 3(11 — 2y) + 5y = 29 = 33 — 6y + 5y = 29

x+2y=11 x=11-2y
Sy=4=x=11-2%x4=11-8=3=x=3 alors (x;y) = {(3;4)}
X y a=2x b =2y
3 4 6 8

D'ou (a,b) = {(6;8)}
COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA  TSM EDITION 2019



25

B B I T B o S B B B B B s
EXERCICE 17:
1) On considére I'équation (E) : 8x + 5y = 1; (x;y) € Z2
a) Donner une solution particuliere de (E)
b) Résoudre I'équation (E)
2) Soit N un entier naturel tels qu’il existe un couple (a ; b) de nombres entiers
N=8a+1

N=5b+2
a) Montrer que le couple (a ;-b) est solution de (E)

b) Quel est le reste de la division de N par 40
3)a)Résoudre I'équation 8x + 5y = 100; (x;y) € Z*2
b) Au Vllleme siécle, un groupe composé d’hommes et de femmes dépensé 100

naturels vérifiant : {

pieces de monnaies dans une auberge. Les hommes ont dépensé 8 pieces et les
femmes ont dépensé 5 pieces chacune.
Combien pourrait-il y’avoir d’hommes et de femmes dans le groupe.
+H++HH+ - RESOLUTION +H++++ b+
1) On considére I'équation (E) : 8x + 5y = 1; (x;y) € Z?
a) Donnons une solution particuliére de (E)
D’apres le théoréme de I’Algorithme d’Euclide, on a :
8=1%x543 = 3=8-1%Xx5; 5=1%x34+2 = 2=5-3%x1;3=1x2+1
=
1=3-2x1 = 3—-(5-3x1)=1= 2%x3-5=1= 2(8—1x5)—-5=
1 =2%x8-3%x5=1= 812)+5(-3)=1=
{8(2) +5(=3)=1
8x+5y=1
b) Résolvons I'équation (E)
{8(2) +5(=3)=1
8x+5y=1

par comparaison x =2 ety =—-3 = § = {(2; —3)}

onposel=1 = 8(2)+5(-3)=8x+5y =
8(x—2)=5(-y-3)=

x—2
x—Z__y+3_k=> 5=k {x—2=5k {x=5k+2
5 8 y+3 y+3=-8k y=-3-8k
=

S={(5k+2;-3 —8k)} avec ke Z
2) Soit N un entier naturel tels qu’il existe un couple (a ; b) de nombres entiers

2 . .(N=8a+1
naturels vérifiant : {N —Eh+12
a) Montrons que le couple (a ;-b) est solution de (E)
N=8a+1 _ . _ _ _
{N=5b+2 onpose N=N,ona:8a+1=5b+2=8a-5b=1=

8(@)+5(-b)=1
8x+5y=1
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x=aety=-b; dou S={(a; —b)}cqfm
b) Cherchons le reste de la division de N par 40

yx==E§j§k et (a, —b)alors on pose :
{x=a=5k+2 :{a=5k+2 N=805k+2)+1
y=-b=-3-8k  b=3+8k N=5@B+8k)+2
alors 40k + 17 = 17[40] car 40 = 0[40] dou r =17

3) a) Résolvons I'équation 8x + 5y = 100 ; (x; y) € Z?

{8(2) +5(-3)=1 - {8(200) + 5(—300) = 100
8x + 5y = 100 8x + 5y = 100

8(200) + 5(—300) = 8x + 5y = 8(x — 200) = —5(y + 300) =
x =200 y+300

Comme la solution de (E) est {

alorsona:{ = N=40k+ 17

onpose 100 =100;0ona

5 g X
x —200
—5 =k {x—200:5k {x:5k+200
y+300 y+300 = —8k — ly = —8k — 300
L.

S ={(-5k +200; -8k —300)} avec k€ Z
b) Déterminons le nombre d’hommes et de femmes dans ce groupe.
Soit x le nombre d’hommes et y le nombre de femmes, on a : 8x + 5y = 100

(x=5k+200 S5k+200>0 __ (5k>—200
Mais {Y=—8k—300:>x206ty20:>{—8k—30020:>{8kg—300
k=—40 .
{ks—37,5 dou k={-40;-39;-38}

ePour k = —38; ona: {x=—5><38+200=10 {x=10

y=8x38-300=4 y=4
x=-5%X394200=5 x=5
y=8x39—-300=12 {y=12
x=-5%X40+200=0 x=0
y=8x40-300=20 {y=20
Dans ce groupe il pourrait avoir 10 hommes et 4 femmes ; 5 hommes et 12

ePourk=-39; ona: {

ePour k =—-40; ona: {

femmes ou 0 homme et 20 femmes

++++++HHHH R
EXERCICE 18:

Onnotedle PGCD deaetb; aetp les quotients dea et b pard

Déterminer a et b sachant que : a+B=7 et ab=60d

+++++++H+HH - RESOLUTION +H++++ b+

a
¢ _
Soit PGCD(a;b) = d et {g = {Z - Zj

Déterminons a et b sachant que : a+B=7 et ab=60d :

a+p=7=S
a+p=7 { a+p=7 60 . 2 _
{ab=60d=>ad><6d=60d a><B=F=P d ol léquation X SX+P=0
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60 60 60
ona: X2—7X+7=0; A= (—7)2—4x1x7=49—4x7
Trouvons les diviseurs de 60 D(60) = {1;2;3;4;5;6;10;12;15;20;30;60}
ePourd =1;0na:A=49 -4 x 60 =49 —240 < 0 darejeter
ePourd =2;0na:A=49—-4x30=49—-120< 0 drejeter
ePourd=3;0na:A=49—-4x20=49-80<0 arejeter
ePourd =4;0na:A=49—-4x15=49-60< 0 darejeter

ePourd=5ona:A=49—4x12=49—-48=1 =1 2 2 =
2=5 =374
(a; B) ={(3;4); (4;3)} mais (a;b) = (do;dB) = (50;5B) = {(15;20); (20;15)}
= [aind ©
ePourd = 6;ona: A=49 —4x10=49—40=9 = { N e =
XZ:T:7:5
(a; B) ={(2;5); (5;2)} mais (a;b) = (da; dB) = (6a; 6B) = {(12;30); (30;12)}
=S S
ePourd = 10;ona:A=49 — 4 X 6 =49 —24 =25 = { B
=——="==6
2 2 2

(0; B) ={(1;6);(6;1)} mais (a;b) = (da;dB) = (10a; 10B) = {(10; 60); (60;10)}
D'ou |(a;b) = {(15;20); (20; 15); (12; 30); (30; 12); (10; 60); (60; 10)}]
+HHHH R
EXERCICE 19:
n étant un entier relatif quelconque, on pose A=n-1 et B=n2-3n+6
1)a)Montrer que le PGCD de A et B est égal au PGCD de A et 4

b) Déterminer, suivants les valeurs de n, le PGCD de A et B
n?-3n+6
n-1

2) Pour quelles valeurs de I'entier relatif n, le nombre est-il un entier

relatif ?

++++++ - HRESOLUTION +++++ 4+ 44+ ++

n étant un entier relatif quelconque, onpose A=n—1 et B=n?—3n+6
1) a) Montrons que le PGCD de A et B est égal au PGCD de A et 4

En utilisant I’Algorithme d’Euclide, ona:n?—3n+6=n—-1)(n—2) + 4

D’ou PGCD(A; B) = PGCD(A4;4) cqfm

b) Déterminons, suivants les valeurs de n, le PGCD de A et B

On pose PGCD(A;4) =d avec 0<d <4 ona:

oSin—1=4k=n =4k + 1 alors PGCD(A;B) = 4

oSin—1=4k+ 1= n=4k+ 2 alors PGCD(A;B) = 1

eSin—1=4k+ 2 = n =4k + 3 alors PGCD(A;B) = 2

oSin—1=4k+ 3 = n =4k + 4 alors PGCD(A;B) = 1
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3

. . n?-3n+6 . .
2) Pour quelles valeurs de I'entier relatif n, le nombre ———— est-il un entier
1

relatif n2;3_nl+6 = (n_l)n(:Z)Mzn—2+ﬁ

Onpose n—1=D4) ={-1;-2; —4,1;2;4}
oSin—1=-1=n=0; oSin—1=-2=>n=-1;
oSin—1=—-4=>n=-3 oSin—-1=1=>n=2;
oSin—1=2=n=3; oSin—1=4=n=5

D'ou n={-3; —2;0;2;3;5}

B B o o 0 T T8 20 2 A

EXERCICE 20:
Un terrain a la forme d’un triangle dont les cotés ont pour mesures 132m ; 156m
et 204m. On veut planter des arbres sur son pourtour de fagon a ce qu'il ait un
arbre a chaque sommet du triangle et les arbres soient également espacés
Quel est le nombre minimum d’arbres que I'on pourra planter si I'on veut que la
distance entre deux arbres puisse étre exprimée par un nombre entier de metre ?
+++++H+HH A RESOLUTION 4+ 4+ 4+ 4+
Déterminons le nombre minimal d’arbres que I’on pourra planter si I'on veut
que la distance entre deux arbres puisse étre exprimée par un nombre entier
de métre
Pour cela déterminons-le PGCD(132; 156; 204)
132 =22%x3x11 156 =22%x3 %13 et 204 =22x3x17

PGCD(132;156;204) =22x3 =12

Sur chaque coté il y’a 12m entre les arbres deux a deux

13

oSur le coté de 132m le nombre d’arbre est : N; = 1—22 = 11 arbres

oSur le coté de 156m le nombre d’arbre est : N, = 11—526 = 13 arbres

20

eSur le cOté de 204m le nombre d’arbre est : N3 = 1—24 = 17 arbres

D’ou le minimum d’arbres que I'on peut planter est
N=N;+N;, +N; =11+13+ 17 = 41 arbres

156m$

132,

204,
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EXERCICE 21:
1) Déterminer le PGCD (2688 ; 3024)
2) Dans cette question x et y sont entiers relatifs
a) Montrer que les équations (1) et (2) sont équivalentes :
(1) : 2688x+3024y=-3360
(2): 8x + 9y=-10
b) Vérifier que (1 ; -2) est une solution particuliére de (2)
c) Déduire de ce qui précede les solutions de (2)
+++++++H+HH b RESOLUTION +H++++ b+
1) Déterminons le PGCD (2688 ; 3024)
En utilisant I’Algorithme d’Euclide, on a :3024 = 1 x 2688 + 336
2688 =8x336+0 alorsle PGCD(2688;3024) = 336
2) Dans cette question x et y sont entiers relatifs
a) Montrons que les équations (1) et (2) sont équivalentes :
(1) : 2688x + 3024y = —3360
(2): 8x + 9y= -10
Dans (1) comme le PGCD(2688;3024) = 336 alorson a:
2688 3024 3360
336 * 73367~ 336
b) Vérifions que (1 ; -2) est une solution particuliére de (2)
8(1)+9(—2)=8-18= —10 d'ot — 10 = —10 cqfv
c) Déduisons de ce qui précéde les solutions de (2)
{ 8x +9y =-10

8(1) +9(=2) = —10
_ x—1 —-y—-2 x—1=9k x=9k+1
8- =9(y-2)=>> = —k:ﬁ{y_2:8k {y:_%_z

9 8
S={(9k+1; —8k —2)}

+HHHH

EXERCICE 22:

1) En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer deux entiers naturels x et y tels

que:45x — 28y =1

2) Résoudre dans Z? I'équation (E) : 45x — 28y =1

3) Résoudre dans Z? I'équation (E’) : 45x — 28y = 6

++++++ A RESOLUTION +++++ 4+ + 4+ -+ 4+

= 8x+9y =-10 cqfm

onpose —10 =—-10 = 8x +9y =8(1) +9(-2) =

1) En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminons deux entiers naturels x ety
telsque:45x — 28y =1
45=28x1+17=17=45—-28%1; 28=17x1+4+11=11=28-17+*1

17=11x1+6=>6=17-11%*1 11=6x1+5=5=11-6%*1
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6=5x14+41=1=6-5%1 5=1+x5+0
En remplacant les restes dans relations précédentes on a :
6—5x1=1=6—-(11-6%x1)=1=2x6—-11x1=1
=2(17-11*1)—-11x1=1
2%x17—-3%11=1=2%17—-3(28—-17%1)=5%17-3%28=1=
5(45—-28%1)—3%x28=5%x45—-8%28=1= 45(5)—28(8) =1
45x —28y =1
{45(5) —28(8) =
d’ou la solution de I'équation est (5 ; 8)
2) Résolvons dans 22 I’équation (E) : 45x — 28y = 1
Comme (5 ; 8) est une solution particuliere de (E)on a :
{ 45x—28y =1

45(5)— 28(8) = 1= 1=1= 45x — 28y = 45(5) — 28(8) = 45(x — 5) = 28(y — 8)
x—5 y-—8

28 —?zk (théorémedeGauss)kEZE{;:g:igI;:)[;zgiigllz
D’ol1 'ensemble des solutions est : [S = {(5 + 28k; 8 + 45k)} avec k € Z|

3) Résolvons dans 22 I'équation (E’) : 45x — 28y = 6

De la relation 45(5) — 28(8) = 1 ona:45(30) — 28(48) = 6 alors (30 ; 48) est
la solution particuliére de (E’)

;. 45x—28y =6
D'ou :{45(30) - 28}(]48) =6
45(x — 30) = 28(y — 48) =
x-30 _ y=48 _ {x—30=28k=>{x=30+28k

28 45 y — 48 = 45k y =48 + 45k
solution est [S = {(30 + 28k; 48 + 45k)} avec k € Z|
a1 o o s

EXERCICE 23:
Trouver un nombre de trois chiffres dont le produit par 4 se termine par 364
++++++ A RESOLUTION +H+++++++ 4+ -+ ++

1P:ar comparaison x =5ety =8

= 6==6o0ona:45x — 28y = 45(30) — 28(48) =

D’ol I'ensemble de

Trouvons un nombre de trois chiffres dont le produit par 4 se termine par 364
Soit n = Xyz ce nombre entier naturel tel que : 4n = a364 = 4n = 1000a +

364

1000 364
7 a+T=250a+91:>n=250a+91

Mais 100 <n <999 = 100 < 250a+ 91 <999 = 9 < 250a <908
0,036 < a < 3,63 alors a={1;2;3}
Pour a=1;0n a: n=250(1) +91 =341 = n = 341
Pour a=2;o0n a: n=250(2) +91 =591 = n =591
Pour a=3;o0n a: n=250(3) +91 =841 = n = 841
D'ot n = {341; 591; 841}

n=
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EXERCICE 24:
Trouver les nombres de deux chiffres qui sont multiples du produit de leurs
chiffres
++++++ 4 HRESOLUTION + 4+ 4+ 44+ 4+ 4+
Trouvons les nombres de deux chiffres qui sont multiples du produit de leurs
chiffres
Soit n = Xy ce nombre,ona:xy=xxXyXxk= 10x+y =xyk = 10x+y —xyk =0
D’une part :
x(10—yk) +y=0= —x(yk—10)+y =0
—kx(yk —10) + yk =0 = —kx(yk—10) +yk— 10+ 10 =0 =
(1 -kx)(ky —10) = -10 = (kx — 1)(ky — 10) = 10 =

0<x=<9
(kx — 1)(ky — 10) = 10 X 1 = 2 x 5 avec {osygg
11
kx —1=10 kx = 11 =1 h _
S1) {ky 0=1:>{ky—11:> 11 alorsk = PGCD(11;11) =11
N k
Si k= 11alors ;: =n=11
kx—1=1 kx =2
S2) {ky_lo 10 ky_20=> alorsk—PGCD(Z,ZO)_Z

=1
alors y _ a rejeter

10
3
kx—1=2 kx = 3 Tk _ _
) {ky 10_5=>{ky=15=> K alorsk = PGCD(3; 15) = 3
y=—
K
x=1
alors{_ = n=15
y=5
6
1=5 kx = 6 X=x
S4) {ky 10=2 {ky=12: _1p Aors
Tk

k = D(6) N D(12) = {1;2;3; 6}

X ..
m Pourk=1;0na {y - 12 arejeter

m Pourk=2;o0na {X_S = n =36
y=6

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



32
Xx=2
m Pourk=3;0na { _ . = n=24
y=4%

m Pourk=6;0na {X_l =n=12
y=2

D'ou n = {11;12;15;24;36}
B B o b b I 8 T S e
EXERCICE 25:
On considére quatre entiers naturels a, b, c et d formant dans cet ordre les
termes consécutifs d’une suite géométrique de raison r strictement supérieur a 1
On suppose que 1 est premier avec a, Déterminer ces quatre entiers
pour que I'on ait la relation : 10a®? =d — b
+H++HH+ A RESOLUTION ++++++H++ 4
Comme a, b, c et d forment les termes d’une suite gé¢ométrique de raison r, alors
ona: b=ar, c=br=ar? et d=cr=ar®
10a?=d-b=10a?=ar®*—ar=ar(r* - 1) > 10a=r?*-1) =

10a -
—=r2 -1 comme pgcd(a;r) =1 alorsr divise 10 =

r
r=D(10) = {1;2;5; 10} mais r > 1 alors:
Pour r=2;ona: 5a=22—-1=3 arejeter
Pour r=5;ona: 2a=5%—1 =24 alors a= 12
b=12x5=60; c=60x5=300 et d=300x5=1500
Pour r = 10;0na: a= 102—1 =99 alors a = 99
b=99%x10=990; c=990x 10 =9900 et d =9900 x 10 = 99000
D'ou (a; b; c; d) ={(12;60;300; 1500); (99;990;9900; 99000)}
B B B I 1 T T B T o B E B EEE s
EXERCICE 26:
Trouver I'ensemble des nombres s’écrivant xyz dans le systeme décimal et
possédant les propriétés suivantes :

Il diminue de 99 lors qu’on intervertit les chiffres extrémes.
+++++++H - HRESOLUTION +++++ 4+ 44+ -+

Il diminue de 99 lors qu’on intervertit les chiffres extrémes. Soit N ce nombre
On pose : zyx = xyz — 99 = 100z + 10y + x = 100x + 10y +z — 99 =
0<x<9
99z —99x = -9 =x—z=1=x=14+z mais {0<y<9
0<z<9
Pour z=1=x=1+4+1=2 alors
N ={201;211;221;231;241;251;261;271;281;291}
Pour z=2=x=1+4+2 =3 alors
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N = {302;312;322;332;342;352;362;372;382;392}
Pour z=3=x=14+3 =4 alors
N = {403;413;423;433;443;453;463;473;483; 493}
Pour z=4=x=1+4+4 =5 alors
N = {504;514;524;534;544;554;564;574;584; 594}
Pour z=5=x=1+4+5 =6 alors
N ={605;615;625;635;645;655;665;675;685; 695}
Pour z=6=x=1+46 =7 alors
N = {706;716;726;736;746;756;766;776; 786; 796}
Pour z=7=x=1+47 =8 alors
N ={807;817;827;837;847,857;867;877;887;897}
Pour z=8=x=1+4+8=9 alors
N = {908;918;928;938;948;958;968;978; 988; 998}
e I o o T 8 B
EXERCICE 27:
Un phare émet trois feux différents : un rouge toutes les 18 secondes ; un vert
toutes les 45 secondes et un blanc toutes les 2 minutes 30 secondes. Ces trois
feux sont émis simultanément a minuit.
Trouver les instants d’émissions simultanés de feux :
a) Rouge et vert b) Rouge et blanc
c) Vert et blanc d) Rouge ; vert et blanc
++++H++ - RESOLUTION +H+++++++ 44+ ++
Feux rouges : 18 secondes Feux verts : 45 secondes
Feux blancs : 2min30sec= 2 X 60 + 30 = 150 secondes
Trouvons les instants d’émissions simultanés de feux :
a) Rouge et vert
PPCM(18 ; 45)=9PPCM(2; 5)=9(10)=90 alors Ig = 90k avec k € N*
b) Rouge et blanc
PPCM(18 ; 150)=3PPCM(6; 50)=3(150)=450 alors Iz = 450k avec k € N*
c) Vert et blanc
PPCM(45; 150)=15PPCM(3;10)=15(30)=450 alors Iz = 450k avec k € N*
d) Rouge;vert et blanc
PPCM(18; 45; 150)=3PPCM(6;15;50)=3(150)=450 alors Iz = 450k avec k € N*
+++++HHHH R
EXERCICE 28:
1) Résoudre dans Z? I'équation : x — 9y = 13
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2) Déterminer tous les éléments (a, b) de N2 qui vérifient la
relation : PPCM(a,b) — 9PGCD(a,b) = 13
+++++++H+HH b RESOLUTION +H++++ b+
1) Résolvons dans Z? I'équation : x — 9y = 13
Eliminonsy:x = 13[9] > x=4[9] > x=4+9%,k € Z
Remplacons x par son expression dans I’équation :
44+9% -9y =13=-9y=9-9% = y=—-1+k
S={(4+9k=;k—-1)}
2) Déterminons tous les éléments (a, b) de N2 qui vérifient la relation :
PPCM(a,b) —9PGCD(a,b) = 13
On pose x = PPCM(q;b) et y = PGCD(a;b) ona:x —9y =13 =
PPCM(a; b) =4+ 9k 449 —0,44
{PGCD((a;b)) i1 =0 1k>>o0 = {* ;>01
PGCD(a;b) =k -1
ab = (k —1)(4 +9%k)

alors k > 1

On a le systeme : {

a=((k-1x

Il existe un couple (x;y) € N*? tels que:{ avec xAy =1

b=(k—-1y
9k + 4 13
k—-—12xy=(k—-1)A+9%) = xy = 1 =9+k_1 alors
k—1=1 k=2
k—1=D(13)={1;13}=>{k_1=13=> {k=14

Pourk=2;ona:xy = 9+£= 9+ 13 = 22 ={(a; b) =
(d;22); (2;11); (A1;2); (2Z; D}
Pourk=14;0na:xy = 9+%= 9+1=10= (x;y) =
{(1;10); (2;5);(5;2); (10; 1} =
[(a; b) = (A3x;13y) = {(13; 130); (26; 65); (65;26); (130;13)}
B O B A b o S N B A S
EXERCICE 29:

Démontrer que si un nombre de trois chiffres abc, est divisible par 17, il en est de

meme du nombre (2a — ¢)? + 2b?
++++++HH - RESOLUTION +++++ 4+ + 4+ ++

Comme abc est divisible par 17 alors on a:
abc = 0[17] = 100a + 10b + ¢ = 0[17] = 15a + 10b + ¢ = 0[17]
17a—2a+c = —10b[17] = 2a — ¢ = 10b[17] = (2a — ¢)? = 100b?[17]
(2a —¢)? = 15b?[17] = (2a — ¢)? = —2b?[17]
(2a—¢)? +2b*=0[17] cqfd
B B B B o o o 2 T B
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EREICES PROPOS

APPRENTISSAGE

+HH+HH R HEEEXercice 1o

1) Déterminer un entier naturel x tels que 123, 140 et 156 forment une
progression arithmétique
2) Déterminer x dans chacun des cas suivants :

a)2101 =224,  b)50500 =20800 )46 +53 =132 ;
d)36 +45 =103
+H++++HH e EEXercice 2 bbb
Démontrer que pour tout entier natureln; ona:
a) 52" — 3" divisible par 11
b) 7™ — 1 divisible par 6
c) 32" — 2" divisible par 7
d) 3 x 52+ 4 237+ divisible par 17
On pourra utiliser les congruences ou le raisonnement par récurrence
+++++H+ e EEXercice 3 bbb
Soit n un entier naturel
1) Quels sont les restes possibles de la division euclidienne de n* par 5 ?
2) Démontrer que n>-n est divisible par 5
++++++ R EEXercice 4
1) Un nombre s’écrit x43y dans le systeme décimal
Déterminer x et y pour qu’il soit divisible par 2 et par 9
2) Un nombre s’écrit 28x75y dans le systéeme décimal
Déterminer x et y pour qu’il soit divisible par 3 et par 11
3) Un nombre s’écrit 1x1yxy dans le systéme décimal
Déterminer x et y pour qu’il soit divisible par 63
+++++H+HHH R EEXercice 5o
Ecrire les nombres suivants dans les bases suivantes :
a) 68452 enbase douze

b) 232457 en base neuf

c) DAOODA16 en base deux
d) 64206 en base seize

—F 16
e) BOOBA en base huit
++++HHH e HEEEXErcice 6 R
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1) Déterminer les entiers naturels n tels que :
a) PPCM (n; 6) =96; b) PPCM (n; 72) = 216
600 <n < 1100
PGCD(n; 630) = 105
++++H+H R EXercice 7

2) Déterminer I'entier naturel n tel que : {

Déterminer les couples d’entiers naturels (a ; b) tels que
a){PPCM(a; b) = 504 b) {PGCD(a; b)=7 0 {PGCD(a; b) = 354_
a+b=135 a+b=105 a+b=>5664
a {PPCM(a; b) = 168 e){ PGCD(a;b) = 16 & {PGCD(a; b) =9
ab =1008 PPCM(a; b) = 224 ab =972
++++++HHHHH - EEEEREEXercice 8 bR

Démontrer par récurrence que :

Z":( 2 +1k>_4 L nn+D)
) 3x2k 20 ) T3 3x2n 1 o

bz 7 — 3n+l B PR X S
) 2x3n ) 2" 4 4x3n

++++++++++++++++++++++++Exercice 9 i+t

Résoudre dans Z les équations suivantes :
a)(x+Dy+2)=2xy; b)E-DF+3)=15;
) x—2)(y+3)=56 d)x—-1D(y+2)=36
e)x? —y2=24; f) x*> — y* = 1969
g) 9y*—(x+1)?2%=32 ; h) x* — y? = 499
+++++++HH R EXercice 10
Quels sont les entiers naturels inferieurs a 100 qui, dans la division par
17 donne un quotient égal au reste
+++++++ R EXercice 11 bbb
Déterminer le reste des divisions euclidiennes suivantes :
a) 26201 par 12
b) 20162 par 17
c) 19952016 pgr 13
++++++ e EEXercice 124

Déterminer I'entier naturel x tels que les nombres
_X —

—_—x
210 ; 420 et 1140 forment une progression géométrique
++++++ R EXercice 13 bbb

Démontrer les relations suivantes :
510 5105

10
a) Lenombre A = 51°° +105""  est divisible par 11
b) Le nombre B = 91 4 26™+1 act divisible par 11
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c) Lenombre C = 10°"*2 + 10°™*! + 1 est divisible par 111
+++++++HHH R EXercice 14 b
Trouver dans le systeme décimal un entierN = abcd divisible par 77 et tels que le
couple (b; c) soit solution de I'équation : x* — y* = 18
+++++H+HH R EXercice 15

Trouver
1) Le reste de la division par 11 du nombre (4362)327>
2) Lereste de la division par 3 du nombre (4365)**x(7937)%
+++++H R EXercice 160+ bbb
Déterminer le dernier chiffre des différentes puissances de 2 et celui de des
différentes de 7
Application : Déterminer le dernier chiffre de la somme S et le produit P suivants :
S=(3548)°+(2537)%! et P=(3548)°x(2537)%
+++++H+HHH R EXercice 17 b
1) Déterminer suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne par 7 du
nombre A=n2-n+1
2) En déduire les entiers naturels n tels que le nombre A soit divisible par 7
3) Déterminer le reste de la division euclidienne par 7 du nombre B=(2753)2-
2753+1
+++++++H+H e EXercice 18 bbb
On considére 'équation (E) : (x;y) € Z?: 29x — 11y =1
1) Ecrire I'algorithme d’Euclide relatif aux nombres 29 et 11. Donner la
solution générale de cette équation0
2) On considére maintenant I'équation (E’) : (x;y) € Z%2: 29x — 11y =5
Déduire de ce qui précéde une solution particuliere de cette équation, puis en
donner la solution générale
+++++++H+H R EXercice 19 b

1) Décomposer 599 et 218 en produit de facteurs premiers

2) Résoudre dans N?, les équations suivantes :

a)x3—y3 =218 et b) x3 + y3 =599
++++++ R EXercice 20
1) Développer (k + 1)°
2) On suppose k=12. Ecrire le nombre 13> dans le systéme de numération de base 12
++++H++HHH R EEXeErcice 21 bR
1) Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a ; b) tels que a?-b?=1620 et
tels que le PGCD (a;b) =6
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2) Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a; b) dont le PGCD est 36 et le
PPCM est 756
+H+++H+H R EXercice 22 b

. . . . L on+17 . .
Déterminer les entiers relatifs n tels que la fraction p— soit un entier relatif
n—

s

APPROFONDISSEMENT

+HHHHHH R EXErCice 23 R
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n = 1 et pour tout x #
kmona: Yjp_,cos(2k —1)x = cos(nx )Sm(nx)

R EXErCICe 24 tHH bbb

1- Démontrer par récurrence que :
) =1 1 » - (1 1) n+1
a = —_—— =
2 | | 2
k=210gkx log,.i x 11 k 2n
n

z 1 y
C =
) 4k?—1 2n+1
k=1
2- Démontrer par récurrence les propositions suivantes :

10"+t —9n—10
81

a) 2111...11= 1+11+111+--+111..11 =
k=1 K n

= m\ V2sin(nx) cos (nx - %)
b) kzzlx/fcos <(2k— DX_Z) = prm

9 z K(n? — k) 2(n - 1)(n +1)

_ n(n+1)2n+1)(3n%2+3n-1)
) 2k4_ 30

n(n+1)(2n+1)(n—-1)(5n%+2n-1)

€) Th K (n*-k)= -
f) Zﬂzlsin(Zk—l)x=m

sinx

n

n - k-2 n n-1
g)Zk(k+1)=n+1‘ h)E(k—l)Z = (—-1)2"—n2"1 41
k=1 k=2

N 1—(n+2)x™1 + (n + 1x"+2
i) ) k+ Dxk = T :

++HtHH bR EEXErcice 24 bbb
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1) Déterminer suivant les valeurs de n, les restes de la division
euclidienne de 2"par 7 (kEN)
2) Trouver le reste de la division euclidienne de 197119 par 7
3) On pose A, = 2™ + 22" 4 23"
a) Montrer que Vn € N;ona : Ay.s = Ay[7]
b) Trouver les entiers naturels n tels que : 4, = 0[7]
+++++H+HHH R EXercice 25
On considére un nombre entier naturel A égal a xxyy dans le systeme décimal
1) Démontrer que A est divisible par 11
2) Déterminer x et y pour que A soit un carré parfait
3) Déterminer le nombre de diviseur de A et déterminer tous
les diviseurs positifs de A
+H+++H+H R EXercice 26 R
On considére 'anneau commutatif unitaire Z/52
1) Dresser les tables d’addition et de multiplication dans cet anneau.
Constater que c’est un corps
2) Résoudre dans Z/5Z, I'équation : 2x=1 ou I'inconnue x

3) Résoudre dans Z/5Z, I’équation : 3x=2 ol I'inconnue x
3x+2y=1
2x+4y =3

5) Résoudre dans Z/5Z, I'équation : x2-x-2=0 ou I'inconnue X

4) Résoudre dans (Z/5Z)?, le systéme : {

++++++ R EXErcice 27 bbb
Déterminer le nombre entier naturel du systéme décimal qui s’écrit :
abca dans le systeme a base onze et bbac dans le systéme de base sept.
On suppose que a et b sont non nuls.
+++++++HHH - EXercice 28 bbb
Former le tableau des diviseurs de 504.
Montrer qu’il existe un nombre inferieur 504 et possédant autant de
diviseurs de que 504.
Déterminer les valeurs de I’entier naturel n de telle maniere que les racines de
I’équation x* — 2nx + 504 = 0 soient des entiers naturels (I’exercice admet
beaucoup de solutions).
+++++H+HHHH R EXercice 29 bbb
Un entier naturel de quatre chiffres est le carré d’un entier naturel, le
chiffre des unités est égal au chiffre des dizaines et le chiffre des
centaines est égal au chiffre des unités de mille.
a) Montrer que cet entier est divisible par 121 puis trouver le.
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b) Donner une représentation chiffrée de cet entier dans le systeme de
numération de base 8
+++++HH e EEXeErcice 30 b
1) Montrer que si a et § sont premiers entre eux, il en est de mémede a + f et af
2) Soitd le le PGCD deaet b;onnotea =da; b =df et PPCM(a;b) =m
Montrer que le PGCD (a+b ; m)=d
3) Calculer a et b pour a+b=2070 et m=9180
4) Calculer a et b pour a+b=192 et m=2300
++++HHH e EXercice 31 b
1) Montrer que n(n3-1) et n(n+1)(n+2) sont divisibles par 6.
Onnoten(n®*—1)=6x; n(n+ 1)(n+2) =6y etnn*—1)(n+2) = 6z
2) Montrer que z est le PPCM de x et y lors que n-1 n’est pas divisible par 3
3) Montrer que lorsque n-1 n’est pas divisible par 3, le PPCM de x et y est le quotient de z
par 3.
+++t bbb EXercice 32 bbb
Résoudre dans N les équations suivantes :
a) 2x8y = 0[45] ;  b) 83x4y = 0[44] ;
¢) 7x38y5 =0[99] ; d)81x7ylz = 0[396]
+++++H+H R EXercice 33 bR
1) nétant un entier naturel supérieur a 1, déterminer le PGCD des nombres
entiers :

n(n+1) et (n-1)(n+2) ; on pourra pour cela former leur différence.

n(n+1) _ (n—1)(n+2)

Qu’en conclure pour les nombres a = eth = .

2) n étant un entier supérieur a 2, on considére les nombres

(hn—1D(+2) (n—=2)(n+3)
b:fetc:f

Déterminer le PGCD de b et c
+++++++H+H R EXercice 34 bbb
Soit n un entier naturel non nul ; on considére les nombres entiers suivants :
M=9n-1 et N=9n+1
1) On suppose que n est pair

a) Montrer que M et N sont des entiers impairs

b) En remarquant que N=M+2 ; déterminer le PGCDde M et N
2) On suppose que n est impair

a) Montrer que M et N sont des entiers pairs

b) En remarquant que N=M+2 ; déterminer le PGCD de M et N
3) Pour tout entier naturel non nul n ; on considére I'entier naturel 81n2-1

a) Exprimer I'entier 81n2-1 en fonction des entiers M et N
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b) Démontrer que si n est pair alors 81n2-1 est impair
c) Démontrer que 81n2-1 est divisible par 4 si et seulement si n est impair
+++++H+H R EXercice 35
On considére trois nombres entiers naturels a, b et c. Le PGCD de a et b est 24,
celuide b etcest36
1) Quel estle PGCDdea, betc
2) Trouver toutes les valeurs possibles de ces trois nombres sachant que
a+b+c=300
+++++H+HHHH R EXercice 36 R
On se propose de résoudre dans Z I'équation (E) : x2 = —1[25]
1) Démontrer que (E) se raméne a chercher les nombres x tels que x?>=49+25k
2) Résoudre alors I'équation (E)
++++++ R EXercice 37 b
Un entier naturelna:
-pour reste 5 dans la division euclidienne de par 8
-pour reste 4 dans la division euclidienne par 11
Quel est le reste de la division euclidienne de par 88
+++++H++HHH - EXercice 38 bbb
1) Déterminer I'ensemble des entiers naturels diviseurs de 210

2) Si x et y sont deux entiers naturels non nuls, i leur PPCM et 6 leur
= 2106
PGCD, déterminer I’'ensemble des couples (x ; y) tels que : {5 —x=§

+++++++H+H e EXercice 39 A
1) Dans le corps des classes résiduelles modulo 7 : Z/7Z dont les éléments sont
notés {0; 1; 2; 3; 4; 5 et 6}, résoudre 'équation (E) : x =3x + 5
2) On considere I'application N dans Z/7Z définie par : n —

Uy=2
Upt1 =30, +5
On pose U,, =V}, + 1; pour tout n€EN . Calculer V,,,.; en fonction de V},,

U, , tels que: {

puis U,en fonctionde n . Calculer Uy977
+++++++HH R EXercice 40 b
1) Décomposer 599 et 218 en produit de facteurs premiers
2) Résoudre dans N?, les équations suivantes :

a)x3—y3=218 et b)x3+y3=599
+++++H+HHH R EXercice 41 bbb
Déterminer le nombre N = 2% x 5 sachant que la somme de tous ses diviseurs
est égal a 42
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++++++H+H+H R EXercice 42 A

Soit A=200!

1) Quelle est la puissance de 3 dans la factorisation de A

2) Par combien de zéros A se termine-t-il ?

+++++H+HHHH R EXercice 43 b
Soit & résoudre I'équation (E) : 15x* — 7y* =9
1) a) Démontrer que dans le systeme décimal ; le dernier chiffre d’un carré est
0;1;4;5;6 et 9
b) En déduire que 7y* + 9 n’est pas divisible par 5
2) Résoudre I'équation (E)
+H+++H+HHH R EXercice 44
1) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturelnona: 2" >n+1
2) On définie la suite (0A),, par 04, = 1
0Ay = 0A; = 04, = -+ = 2 etlestriangles 04,4, ; 0414, ... ... sont rectangles.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturelnona: 04, = V4n + 1
+++++H+HHH R EXercice 45
On admet que 1999 est un nombre premier
1) Déterminer I'ensemble des couples (a; b) d’entiers naturels admettant
pour somme 11994 et pour PGCD 1999
2) On considere I'équation (E) d’'inconnue n appartenanta N : (E) :

n? — Sn + 11994 = 0 oU S est un entier naturel. On s’intéresse aux

valeurs de S telles que (E) admette de solution dans N

a) Peut-on déterminer un entier S tel que 3 soit solution de (E) ? Si oui
préciser la deuxiéme solution

b) Peut-on déterminer un entier S tel que 5 soit solution de (E) ?

C) Montrer que pour tout entier naturel n solution de (E) est un
diviseur de 11994. En déduire toutes les valeurs possibles de S tel
que (E) admette deux solutions entieres

++++tH bR EXercice 46 bbb
Trouver I'ensemble des nombres s’écrivant xyz dans le systéme
décimal et possédant les propriétés suivantes :

¢ lIs diminuent de 99 si I'on intervertit les deux chiffres extrémes

e |Is diminuent de 45 si I'on intervertit les deux derniers chiffres

++++++HHHH R EXercice 47 bbb

Un nombre s’écrit abca dans le systéme décimal divisible par 7
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Déterminer toutes les valeurs possibles de a, b et ¢ pour que la division
euclidienne de ce nombre par 99 ait pour reste égalal
+++++H+HHH R EXercice 48
Le 1°" Janvier 2016 un homme infidéle a trois copines ¢; , ¢, et czétablitun
programme suivant entre ses copines :
c1Vient chez lui a chaque 10 jours, ¢, vient chez lui a chaque 15 jours et
c3 vient a chaque 20 jours.
1) Déterminer tous les moments de rencontre possibles entre ces trois copines
2) Quelle est la date, le jour de leur 1% rencontre sachant que le 1°" Janvier
2016 est un Vendredi et que 2016 est une année bissextile
+++++H+HHH R EXercice 49 b
Déterminer un entier naturel N = 2% x 3# x 5¥ sachant que la somme de ces
diviseurs est 546
+++++H++HHH R EXercice 50 R
Etant donné un entier naturel n ; on considére les deux nombres a et b tels que :
a = 2n? et b =n(2n + 1)on désigne par d leur PGCD et m leur PPCM.
Montrerque:b—a=d et b>—a’>=m—d?
+++++++HHH e EXercice 51 R
1) Résoudre sur 722 I'équation : 11x — 5y = 14 (1)
2) Montrer qu’il y’a un couple (x,; y,) solution de (1) ; telsque 0 < x, < 5
3) Montrer que la résolution de (1) peut s’effectuer ; lorsqu’on remarque que
(19 ; 39) est solution de, en faisant le changement de variable : x=19+X et y=39+Y
++++++ R EXercice 52 bbb
1) Résoudre les équations suivantes :
a) PPCM (15;x)=60 ; b) PPCM (12 ;x)=72
2)a)Factoriser les deux polynémes suivants : A(x) = 10x3 + 60x? + 110x + 60
et B(x) = 6x*+ 18x + 12
b) On suppose que x est un entier naturel x = n
Déterminer le PPCM et le PGCD des deux entiers A(n) et B(n)
+++++++HH R EXercice 53 bbb
1) Déterminer I'ensemble des entiers relatifs n tels que n+2 divise 2n-1
2) Démontrer que pour tout entier relatif n, les nombres n+2 et 2n?+3n-1 sont

premiers entre eux
(2n-1)(2n?+3n-1)

3) En déduire les entiers relatifs n pour les quels la fraction 5
(n“-2)(n+2)

un entier relatif
+++++++++HH R EEXercice 54 R
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1) Trouver un entier naturel de deux chiffres qui soient égal au triple produit de
ses chiffres.
2) Par quels entiers positifs faut-il remplacer x pour que x2-14x-256 soit le carré
d’un nombre entier naturel.
+++++H+HHH R EXercice 55
Le nombre n désigne un entier naturel
1) Démontrer quen?+5n+4 et n?+ 3n+ 2 sont divisibles par n+1
2) Déterminer 'ensemble des valeurs de n pour les quelles 3n2+ 15n + 19
est divisible par n+1
En déduire que, Vn € N;3n?+ 15n + 19 n’est pas divisible par n? + 3n + 2
+++++H+HHHH R EXercice 56
1) Calculer lasomme:S, = 1+ 102 + 10* + -4+ 10%* (k € N*)
2) Exprimer le nombre qui s’écrit, en base 10, ababab a 'aide du nombre
ab et de puissance de 10
2929 ...29
n fois 29
B L o e 0 2 2 B T I T

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

+++++++H+H R EXercice 57 bbb

3) Endéduire lasomme :A = 29 + 2929 + 292929 + --- +

1) Trouver tous les entiers naturels dont le cube divise 18360
2) Endéduire dans I'ensemble N la résolution de I’équation d’inconnue b:
b3[b%+ (b + 1)?] = 18360

3) Existe-t-il un entier naturel b tel que le nombre qui s’écrit 36723 dans le
systeme décimal et 442003 dans le systéme de numération a base b ?

+++++++HH R EXercice 58 bbb

1- On considére x ety des entiers relatifs et I'équation (E) 91x + 10y = 1

a) Enoncer un théoréme permettant de justifier I'existence de solutions a

I"'équation (E)

b) Déterminer une solution particuliére de I’équation (E) et en déduire une

solution particuliere de I’équation (E’): 91x + 10y = 412

c) Résoudre (E’)

2- Démontrer par récurrence quevn € N, I'entier 4,, = 32" — 1 est divisible par 8

3- Résoudre dans Z2 I'équation (E”) : A3x + A,y = 3296

a- Déterminer les couples d’entiers relatifs (x ;y) solution de I’équation (E”)

b- Résoudre (E”)

++++++ R EXercice 59 bbb
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Pour tout entier naturel supérieur ol égal a 5 on considére les nombres :
a=n®—n?—-12n etbh=2n>-7n—4

1) Montrer apres factorisation que a et sont des entiers divisibles par n-4
2)Onposea=2n+1 et =n+3.0nnotedle PGCD deaetf
a) Etablir une relation entre a et B indépendante de n.
b) Démontrer que d est un diviseur de 5
c) Démontrer que les nombres a et B sont multiples de 5 si et seulement si n-2 est
multiple de 5.
3) Montrer que 2n+1 et n sont premiers entre eux.
4)a)Déterminer suivant les valeurs de n et en fonction de n le PGCD (a ; b)
b) Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliers n=11 et n=12
+++++H++HHH e EXercice 60 R
Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on désigne 6 leur PPCM et W leur
PGCD
1) Déterminer les couples d’entiers naturels (a ; b) tels que : 26+3u=11
2) Dresser la liste des diviseurs de 108.
Déterminer les couples d’entiers naturels tels que : 6-3u=108 et 10 < u < 15
++++++ R EEXercice 61+
1) Quels sont les entiers naturels dont le carré est un diviseur de 1998 ?
2) Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on désigne & leur PPCM et p leur
PGCD
Déterminer les couples d’entiers naturels (a ; b) tels que : §2-3u2=1998
+++++H+HHH e EXErcice 62 b

Xo=3ety, =1

6 2
Soit (x,,)et (y,) les suites définies par :{ V1 € Ny Xpy1 =X +oyn t1

VneN; ype1 = gxn +§yn + 2
1) Démontrer par récurrence que les points Mnde coordonnées (x,; ¥,) sont sur
la droite (D) d’équation : 2x —y —5=10
2) En déduire x,,.,en fonction de x,
3) Démontrer que (x,)et (y,,) sont des suites d’entiers relatifs.
4) Soit n un entier naturel
a) Démontrer que (x,,) est divisible par 5 si et seulement si (y,,) est divisible par 5
b) Démontrer que si (x,)et (y,) ne sont pas divisible par 5, alors ils sont premiers
entre eux.
5)a) Démontrer par récurrence que : Vn € N : x,, = 2™t + 1
b) Soit n un entier naturel. Démontrer que 5 divise (x,,) si et seulement si 5 divise

Xn+4
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c) En déduire les valeurs de n pour les quelles (x,)et (y,)sont divisibles par 5
+++H+t bR EXercice 63 b
Xo=1lety, =8
Soit (x,)et () les suites définies par :{ Y1 € N Xp41 = gxn + %yn +1
Vn € N; Y41 =23—°xn +§yn +5
1) Démontrer par récurrence que les points Mnde coordonnées (x,,; ¥,) sont sur
la droite (D) d’équation : 5x —y + 3 = 0. En déduire que : x,q = 4x, + 2
2) Montrer par récurrence que (x,)et (y,,) sont des suites d’entiers naturels.
3) Soit n un entier naturel, montrer que :
a) (x,,) est divisible par 3 si et seulement si (y,,) est divisible par 3
b) Si (x,)et (y,,) ne sont pas d ivisible par 3, alors ils sont premiers entre eux.
4)a) Démontrer par récurrence que : Yn € N : x,, = %(4" X5—2)
b) En déduire que 4™ X 5 — 2 est un multiple de 3, pour tout entier naturel n
+++++H+H+HHH e EXercice 64 b
Dans cet exercice a et b désignent des entiers strictement positifs
1- a- Démontrer que s'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1
alors les nombres a et b sont premiers entre eux
b- En déduire que si (a® + ab — b?)? = 1 alors a et b sont premiers entre eux
2- On se propose de déterminer tous les couples d’entiers strictement positifs
(a; b) tels que (a? + ab — b?)? = 1. Un tel couple est appelé solution
a- Déterminer a lorsque a=b
b- Vérifier que (1;1), (2; 3) et (5; 8) sont trois solutions particuliéres
c- Montrer que si (a,b) est solution et sia < b,alors a? — b? < 0
3- a- Montrer que si (x; y) est une solution différente de (1 ; 1) alors
(y —x;x) et (y;y + x) sont aussi des solutions
b- Déduire de 2-b- trois nouvelles solutions
4-  On considére la suite de nombres entiers strictement positifs (a,),ey définie
a=a;=1
par {Vn EN; (;1,”2 1= Ape1 + ay
Démontrer que pour tout entiers naturels n > 0; (a,; a,+,) est solution.
En déduire que les nombres a, et a,,,; sont premiers entre eux
++++++++H R EXercice 65 bR
On considére les nombres A et B tels que :
A =10"%2 4 103"*1 + 1 et B = 10" + 10°™ + 103" + 1
1) Vérifierque:103 —1=9x 111 et 103+ 1 =7 x 11 x 13
2) Démontrer : mVn € N, Aest divisible par 111
mSin est impair, alors A est divisible par 7 et par 13
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3) a) Si n est impair, démontrer que B est divisible par 7 ; 11 et 13
b) Si n est pair, déterminer le reste de la division euclidiennede Bpar 7 ;11; 13 et
111
+++++H++HHH R EXercice 66
On se propose de résoudre dans N2 I’équation : (E): 5% — 4% = y?
1) Vérifier que (1 ; 1) est solution de (E)
Dans la suite du probléme, on suppose que x est différent de 1
2) L'objet de cette question est que x est :
a) Quels sont les entiers naturels n tel que : n? = 5[8]?
b) Démontrer que si x est impair, alors 5 — 4* = 5[8]
c) Conclure
3) On pose x=2m (mEN)
a) Démontrer que (E) est équivalente a : (5™ — y)(5™ +y) = 24™
b) En déduire qu’il existe deux entiers p et q telsque :5™ —y = 2P et 5™ +y =
29 avecp +q =4m
p=1;g=4m-—-1
5M =1 4 42m-1
En déduire que m < 1 ; on pourra faire un raisonnement par absurde

c) Déduire de 3)b) que : {

4) Déterminer les solutions de (E)
+++++++H R EXercice 67 i

a) Décomposer x* + 4 en produit de deux facteurs

b) n € N; n* + 4 peut-il &tre premier ?

c) Lesnombresn* + 4 et (n+ 2)* + 4 peuvent-ils étre premiers entre eux ?
d) Déterminer deux entiers dont le PGCD soitn* + 4 , lors que n est un nombre
impair donné ; on donne a%+b? et PPCM (a ; b) ; calculer les entiersa et b, on
peut commencer par I'étudier si a et b sont pairs ou impairs ; on prendra :

1) a%+b?=5409 et PPCM (a; b)=360 ; 2) a?+b?=85113 et PPCM(a ; b)=1764
+++++++++ - EXercice 68 b
Nombres amiables — Nombres parfaits

1) On appelle diviseur strict d’'un entier naturel n tout diviseur de n
positif et autre que lui-méme
Déterminer les diviseurs stricts de 220
2) On appelle nombres amiables deux entiers naturels tels que chacun d’eux est
égal a la somme des diviseurs stricts de I'autre
Vérifier que ; 220 et 284 sont amiables ; 17296 et 18416 sont amiables
3) On appelle nombre parfait tout entier naturel égal a la somme de ses diviseurs
stricts (c’est-a-dire dire amiable avec lui-méme)
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a) Le nombre 28 est-il parfait ?

b) Déterminer un nombre premier p tel que 2*p soit un nombre parfait

c) Soit n et p deux entiers naturels, tel que p est premier

Quelle doit étre I’expression de p en fonction de n pour que 2"p soit parfait ?

Dresser la liste des nombres parfaits de cette forme, pour n < 10

+++++H++HHH R EXercice 69 b
Nombres de Fermat

On appelle nombre de Fermat tout entier naturel F,, = 22" 4+ 1, ol n est un entier

naturel

1)a) Calculer Fy; F;; F, et F;. Vérifier que ces nombres sont premiers

b) Vérifier que F; est divisible par 641

2) Démontrerque:Vn € N; F,y = (B, —1)?+ 1

3) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n strictement supérieur

a 1;'écriture décimale de F, se termine par 7. (On pourra utiliser les

congruences)

4) Soit k un entier naturel non nul

k
n. ., Fpek—2 _ a® -1
a) En posant a = 22" démontrer que ; = —

Fy a+1l

b) En déduire que F, divise F, . — 2
5) Déduire de la question précédente que deux nombres de Fermat distincts sont
premiers entre eux
+++++++HHH R EXercice 70 b
Dans tout exercice, n désigne un entier naturel non nul
1) a) Pour 1 < n < 6; calculer les restes de la division euclidienne de 3" par 7
b) Démontrer que, pour tout n, 36 — 3™ est divisible par 7. En déduire que
3™%6 ot 3™ ont le méme reste de la division euclidienne par 7
c)A I'aide des résultats précédents, calculer le reste de la division euclidienne de
31000 par 7
d) De maniéere générale, comment peut-on calculer le reste de la division
euclidienne de 3" par 7, pour tout n quelconque
e)En déduire que, pour tout entier naturel n, 3" est premier avec 7
2)Soit U, =143 +3%+ -+ 3" 1=y7"13k oun > 2
a) Montrer que si U,, est divisible par 7 alors 3"-1 est divisible par 7
b) Réciproguement montrer que si 3"-1 est divisible par 7 alors U,, est divisible par 7
++++++ R EXercice 71 bbb
1- Déterminer les restes de la division par 13 des différentes puissances de 3 a
exposants entiers naturels
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2- Déterminer les entiers naturels n tels que : 4, = 3" + 3%™ + 33" soit
divisibles par 13
3- Les nombres suivants étant écrits dans le systéme de numération a base trois
1110, 1010100 et 1001001000
On demande s’ils sont divisibles par treize
+++++H+H R EXercice 72 bbb
1.  On considére I'équation (1) d’inconnue (n ; m) élémentde Z?: 11n— 24m = 1
a. Justifier a I'aide de I’énoncé, d’un théoréme, que cette équation admet
au moins nue solution
b. En utilisant I'algorithme d’euclide, déterminer une solution particuliere
de I’équation (1)
c. Déterminer I'ensemble des solutions de (1)
2. Récherche duP.G.C.Dde 10! —1 et 10%* -1
a. Justifier que 9 divise 1011 — 1 et 10%* — 1
b. (n; m)désignant un couple quelconque d’entiers naturels solutions de
(1), montrer que I'on peut écrire : (101" — 1) —10(10%*™ —-1) =9
c. Montrer que 10! — 1 divise 10" —1
(On rappelle I'égalité a® — 1 = (a — D@t + a2 + .-+ a%)
+++++H+HHH e EXercice 73 b
Dans tout I'exercice x et y désignent des entiers naturels non nuls vérifiant x < y
S est 'ensemble des couples (x, y) tels que PGCD(x; y) =y —x
1. a.Calculerle PGCD(363; 484)
b. Le couple (363 ; 484) appartient-ila S ?
2. Soit n un entier naturel non nul ; le couple (n ; n+1) appartient-ila S ?
Justifier votre réponse
3. a. Montrer que (x ; y) appartient a S si et seulement si il existe un entier
naturel k non nultel que :x =k(y—x) et y=(k—1)(y —%x)
b. En déduire que pour tout couple (x; y) deSona:
PP.C.M(x; y) =kkk+1)(y—x)
4. a. Déterminer I'’ensemble des entiers naturels diviseurs de 228
b. En déduire 'ensemble des couples (x ; y) de S tels que : PPCM(x,y) = 228
+++++H+HHHH R EXErcice 74 bbb
Un livre a la forme d’un pave droit tels que :
-son aire totale est 1356 cm?
-son volume est 2520cm3
-la longueur totate des arétes est 196 cm
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Soit P le polynome défini par: P(x) = (x —a)(x —b)(x —c)olua;b;c
désignent les dimensions de ce pavé
1- Exprimer P(x) en fonction de x
2- Sachant que 6 est racine évidente de P, en déduire les dimensions de ce
livieaveca < b <c
3- On considére dans Z2 I'équation (E): cx — by = a
a- Soit (E’) I'équation : cx — by =1
-Déterminer une solution particuliére de (E’)
-Résoudre dans 72 I’équation (E’)
b- En déduire les solutions de (E)
19x = 3[28]
4x = 1[15]
-Résoudre dans Z le systeme (S)

c- Soit le systéme (S) :{

-Trouver le reste R de la division euclidienne de x par 420
d- Déterminer la base du systéme de numération dans le quel on a :420° =R — 17
B o o T e

LE DEFI

+++tt b EEXercice 75 bbb
Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat suivant :

« Etant donné deux nombres entiers naturels non nuls, aet b, si PGCD(a;b) = 1 alors
PGCD(a%b?) =1»

Soit la suite U,, définie pour n > 0 par S, = Y#_, k3. On se propose de calculer, pour

tout entier naturel non nul n, le plus grand commun diviseur de S, et S,41

n(n+1)) 2
2
2-  Etude du cas ol n est pair. Soit k I'entier naturel non nul tels que n=2k

a- Démontrer que PGCD(Syy; Syke1) = 2k + 1)2PGCD(k?, (k + 1)?)
b- Calculer PGCD(k; k+ 1)
c- Calculer PGCD(S,k 5 Soks1)
3- Etude ducasol n estimpair. Soit k I'entier naturel non nul tels que n=2k+1

1- Démontrer que pour tout entier naturelnnon nul,ona: S, = (

a- Démontrer que les entiers 2k+1 et 2k+3 sont premiers entre eux
b- Calculer PGCD(S,k41; Soka2 )
4- Déduire des questions précédentes qu’il existe un unique valeur de n, que
I'on déterminera pour laquelle S, ; S,4+1 sont premiers entre eux
++++tHH bR EEXErcice 760 bbb
Démontrer que dans tout systeme de numération de base x, les produits (x-1) par
deux nombres entiers positifs dont la somme est égale a x+1 s’écrivent avec les
mémes chiffres pris en inverse
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Calculer (x — 1)(x + 1) en base x

+++t bR EXeErcice 77 bbb
Trouver trois nombres impairs consécutifs dont la somme des carrés s’écrit en
systéme décimal xxxx

+H+++H+H R EXercice 78

On considére par n un entier naturel non nul tel que :

nn+1)2n+1
Sn=12+22+32+...+n2= ( )6( )

Dans ce probléme on se propose de déterminer le PGCD (S,x ; Sok+1)

1- Onsuppose que n est pair

Kk(2k k
a- Montrer que: S, = W

b- Démontrer que si k est un terme d’une suite arithmétique de raison 3 et
de premier terme 1, 2k+1 est divisible par 3

c- Démontrer que si k est un terme d’une suite arithmétique de raison 3 et
de premier terme 2, 4k+1 est divisible par 3

2- Onsuppose que n est impair

13 k Kk
a- Montrer que: Sypiq = w

b- Démontrer que si k est un terme d’une suite arithmétique de raison 3 et
de premier terme 1, k+1 est divisible par 3
c- Démontrer que si k est un terme d’une suite arithmétique de raison 3 et
de premier terme 3, 4k+3 est divisible par 3
3- a- Montrer que k et k+1 sont premiers entre eux
b- Montrer que k et 4k+3 sont premiers entre eux si et seulement si k
n’est pas divisible par 3
c- Montrer que 4k+1 et 4k+3 sont premiers entre eux
4- a- Montrer que si k est un multiple de 3, alors le PGCD(S,y; Spsq ) = 2k + 1
b- Montrer que si k est un terme d’une suite arithmétique de raison 3 et
de premier terme 2 alors le PGCD (Syx 5 Sops1) =2k +1

c- Montrer que si k est un terme d’une suite arithmétique de raison 3 et
2k+1

3
d- En déduire les valeurs de k pour les quelles S, et S,,4+1 soient premiers

de premier terme 1 alors le PGCD (Syi ; Sok41) =

entre eux
B5- Vérifier les réponses ci-dessus pour :
a- PGCD(Ss;S,) b- PGCD(S,; Ss) ¢ PGCD(Sg; So)
6- Calculerlasomme : Ayg= 102+ 112+ 122+ -+ + 202
7- En déduire | 'expression de la somme : §%;, = 324+ 624+ 9%+ --- 4 (3n)?
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Puis démontrer la par récurrence
+++++++HHH R EXercice 79 b

Etablir que : 1010 + 101°% + 101°* + 102" + ... + 101°™ = 5[7]
On pourra remarquer que 10° = 1[7]
++++HHH R EXercice 80 b
1) Déterminer suivants les valeurs de |’entier naturel n, le reste de la division
euclidienne par 7 de 2 puis de 102"
Vérifier que le nombre qui s’écrit 787878 en base 10 est divisible par 7
2) Soit b et c deux entiers naturels qui satisfont aux conditions suivantes :
0<b<9 et 0<c<9
Pour chaque entier naturel non nul n, on considére le nombre a(n) qui
s’écrit bebebe...be en base dix, b et ¢ étant étant répétés chacun n fois
Déterminer, suivant les valeurs des entiers b et ¢, I’'ensemble des entiers
n tels que a(n) soit divisible par 7
+++++++HH R EXercice 81 it

Soit (E) 'ensemble des entiers naturels écrits en base 10, sous la forme abba ou
(a=2etb>=0)
Partie A :
1) a- Décomposer 1001 en produit de facteurs premiers.
b- Montrer que tout élément de (E) est divisible par 11.
2) a- Quel est le nombre élément de (E)
b- Quel est le nombre d’éléments de (E) qui n’ sont ni divisible par  ipar5?
c- soit n un élément de (E) s’écrivant sous la forme abba .
d- Montrer que « n est divisible par 3 » équivaut a « a+b est divisible par 3 »
e- Montrer que « n est divisible par 7 » équivaut a « b est divisible par 7 ».
f-  Déduire des questions précédentes le nombre d’élément de (E) qui
admettent 11 comme plus petit facteur premier.
Partie B :
Soit (F) 'ensemble des éléments de (E) qui correspondent a une année bissextile.
On admet que pour tout élément n de (F), il existe des entiers naturels P et q tel
que: n=2000+4petn=2002+11p.
1) On considére I'équation (e) : 4P —11q = 2 ou P et g sont des entiers
relatifs.
Vérifier que le couple (6 ; 2) est solution de I’équation (E) qui se résoudre
I’équation (E).
2) En déduire que tout entier n de (F) peut s’écrire sous la forme 2024 + 44k
ou K est entier relatif.
3) AV'aide de la calculatrice. Déterminer les six plus petits éléments de (F).
NB : Liste des nombres premiers inférieurs a 40 :
2;3;5,;7;11;13;17;19,;23 ;31 ,;37.
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+++++++H+H e EXercice 82

1) Deuxtrains T et T partent simultanément de A vers B et de Bvers A, la
vitesse (en kilomeétre-heure) de T est supérieur de 10km/h a celle de T’.Le
point ol les deux se croisent est a 28km du milieu de AB. D’autre part si le
train T partait 45minutes apres T’, les deux trains se croiseraient au milieu de
AB .Calculer la distance AB et les vitesses V et V' des deux trains

2) On considére par (E) 'équation définie par : Vx + V'y = AB

a) Déterminer une solution particuliere de I'équation (E') : 8x + 7y =1

b) Résoudre dans Z% I'équation (E’)

c) Endéduire les solutions de I'équations (E)

d) En 2015 ; pour assister au mariage de Monsieur DAOUDA, les
éleves du Groupe Scolaire I’Avenir ont payé solidairement 80Gnf par
garcons et 70Gnf par fillequi donnent une somme de 840Gnf

Quel est le nombre de gargons et de filles qui ont assisté Monsieur DAOUDA ?
+++++H+HHHH R EXercice 83 b
p étant un entier positif et n un entier positif plus grand que 1 ; on
considére lesnombres:a=pn et b=pn-—1)
Démontrer que le plus grand commun divisible est égal a leur différence,
inversement ; démontrer que si deux nombres positifs a et b admettent leur
différence comme le plus grand commun diviseur, ils sont de laforme  a = pn
et b=ph-1)
2) Déterminer deux entiers positifs admettant leur différence comme le plus
grand commun diviseur, sachant que leur plus petit commun multiple est 30 (Le
probleme admet plusieurs solutions)
3) x et y étant deux entiers positifs donnés, on considére trois nombres :
A =15x(8y +5); B=24x(5y + 3) et C = 40x(3y + 2)
Démontrer que le plus grand commun diviseur de deux quelconques d’entre eux
est égal a leur différence en fonction de x et y, et chercher le plus grand commun
diviseur de ces trois nombres.
+++++++HH - EEXercice 84 bbb
Les trois parties A, B et C peuvent étre traitées indépendament les unes des
autres
Partie A : Soit £ = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Déterminer les paires (a; b) d’entiers distincts de E tels que le reste de la division
euclidienne de ab par 11 soit 1
Partie B:
1- Soit n un entier naturel superieur ou égal a 3
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a- Lentier (n — 1)! + 1 est-il pair ?
b- LUentier (n — 1)! + 1 est-il divisible par un entier naturel pair ?

2-  Prouver que I'entier (15 — 1)! + 1 n’est pas divisible par 15

3- LUentier (11 — 1)! + 1 est-il divisible par 11 ?

Partie C: Soit p un entier naturel non premier (n = 2)

1- Prouver que p admet un diviseur g (1 < g < p) qui divise (n — 1)!

2- L'entier q divise t-il 'entier (P — 1)! + 1?

3- LUentier q divise t-il 'entier (P — 1)! + 1?
+++++H+HH R EXercice 85
Le nombre entier naturel N, qui s’écrit 341 dans le systéme décimal, 2331 en base a

a- Trouver un encadrement de a3

b- Déterminer a et vérifier
+++++H+H+HHH e EXercice 86 b
Déterminer les valeurs de n pour les quelles :

a- 22" 42"+ 1 =0[21]

b- 21077 4 3572 _ 2 = 0[11]

¢ 49"+ 5"+ 3 = 0[57]

d- 53+ (2n+ 12"+ 1 =0[11]

e- nx7" —(n+1)7" -1 =0[17]
+++++++HH R EXercice 87 i+
Partie A :

Soit N un entier naturel, impair non premier. On pose que N = a?> — b*otiaetb
sont deux entiers naturels
1. Montrer que a et b n’ont pas la méme parité
2. Montrer que N peut séécrire comme produit de deux entiers naturels p et q
3. Quelle est la parité de p et de q
Partie B :
On admet que 250 507 n’est pas premier.. On se propose de chercher des couples
d’entiers naturels (a ; b) vérifiant la relation (E) : a> — 250 507 = b?
1. Soit X un entier naturel
a- Donner dans tableau, les restes posssibles de X modulo 9 ; puis ceux de
X2 modulo 9
b- Sachant que a®? — 250 507 = b?, déterminer les restes possibles modulo
9 de a? — 250 507 ; en déduire les restes possibles modulo 9 de a?

c- Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8
2. ustifier que si le couple (a ; b) vérifie la relation (E), alors a = 501. Montrer

q’il n’existe pas de solution du type (501 ; b)
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3. Onsuppose que le couple (a ; b) vérifie la relation (E)
a- Démontrer que a est congru a 503 ou a 505 modulo 9
b- Déterminer le plus petit entier naturel k tel que le couple (505+9k ; b)
soit solution de (E), puis donner le couple de solution correspondant
PartieC:
1. Déduire des parties précédentes une écriture de 205 507 en un produit de
deux facteurs
2. Les deux facteurs sont ils premiers entre eux ?
3. Cette écriture es-elle unique ?
+++++++H+H - EXercice 88 bbb
Trouver les entiers relatifs n tel que : 10 divise n? + (n + 1)? + (n + 3)2
+++++H+HHHH R EXercice 89 b
Résoudre dans N? I'équation : pged(x; y) + ppcm(x;y) = x +y
+++++H+HHH e EXercice 90 b
1- Pour tout entier naturel n, montrer qu’il existe un couple unique
(an; by) € N*tel que: (1 + \/f)n =a, + b,V2
2- Calculer a?, — 2b?,
3- Endéduire que a, et b, sont premiers entre eux
+++++H+HH R EXercice 91 R
$=0; ¢, =1
Pn+2 = Pni1t Pn
1- Montrer que Vn € N*; @41 X @1 — @*, = (=1)"
2- Endéduire que Yn € N*; pgcd(@ptq; @n) =1
3- MontrerqueVn € N; Vm € N*; @©min = Om®ns1 + @m—_1@n
4- Endéduire:Vm,n € N*; pgcd(@mn; @) = pgcd(@y; ©m) puis
pgcd(@m; ©n) = pgcd(@y; @) ol r est le reste de la division euclidienne
de m parn
5-  Conclure : pgcd(@m; ©n) = @pged(m;n)
++++++ R EXercice 92 bbb

On considére la suite (¢,,),ey définie par: {

Un nombre n s’écrit 2%3#. Le nombre de diviseurs de 12n est le double du
nombre de diviseurs de n
1- Montrerquelona:B(a—1) =4
- Endéduiren

BONNE @rANEE ATEUS

e
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++++++++++ESSENTIEL DU COURS++++++++++++++

Définition et propriétés :

e0On appelle nombre complexe tout nombre qui s’écrit sous la forme Z = a + ib
avec (a;b) € R? ou a est la partie réelle notée Re(Z) et b la partie imaginaire
notée Im(Z)

ei est I'unité imaginaire avec i* = —1

® On appelle conjugué d’'un nombre complexe Z = a + ib, le nombre complexe
noté Z définiparZ = a — ib

NB : Le nombre complexe j est défini par : j = —% + i?

Module et argument d’un nombre complexe :

o0On appelle module d’'un nombre complexe Z = a + ib, tout nombre réel

strictement positif défini par |Z| = v a® + b?

On considere Z et Z’ deux nombres complexes non nuls tels que :

"n_ ' Z| _ lz| n| — |7|n |i|_L
lZxZ|=1ZIx 12 e|Z|=k  elztl=1zI"  e|f| =i

o|Z+7Z'|<|Z|+1|Z'| elkxZ|=|k|x|Z| avec k €R* o|Z|*=ZxZ

o0On appelle argument d’'un nombre complexe Z = a + ib toute mesure en
radians de I'angle 8 = (EI; _OT/i) .

On note arg(Z) = 0 + 2km s'il s’agit d’un argument et arg(Z) = 0 s'il s’agit de
I'argument

a . b
Avec cos@ =— et sinf@ = —
|Z] 1Z]

On considere Z et Z’ deux nombres complexes non nuls tels que :
earg(Z X Z') = arg(Z) + arg(Z") earg (g) = arg(Z) —arg(Z")
earg(Z™) = n x arg(Z) earg G) = arg(f) = —arg(Z)

T .
o _(0 sia>0 Ly |z stb>0
earg(—Z) = m + arg(Z) ’arg(“)‘{n si a<o *BEI=) w0
2
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Formes d’écritures d’'un nombre complexe :

Ils sont au nombre de 3 qui sont :
eLa forme algebrique ou cartesienne :

Tout nombre complexe qui s’écrit sous la forme z = a + ib

eLa forme Trigonometrique :

Soit Z un nombre complexe de module |Z| et d'argument 6 ; la forme
trigonométrique de Z s’écrit sous la forme : Z = |Z|(cos0 + isin0)

On considére Z et Z’ deux nombres complexes non nuls tels que :
0z x 7 = 2| x |2'| (cos(6 +6") + isin (6 + 9')) oZ = |Z|(cos® — isin@)
ol -4 (cos(6—6) +isin(6 —8")) oZ"™ = |Z|"(cos(n®) + isin(nd))

z' 4l

oLa forme Exponentielle :
Soit Z un nombre complexe de module |Z]| et d'argument @ ; la forme

exponentielle de Z s’écrit sous la forme : Z = |Z]e®®

On considére Z et Z’ deux nombres complexes non nuls tels que :
. — . z Zl ifo_p .
.ZXZ,=|Z|X|Z’|€L(6+9,) oZ=|Z|e i0 .?=%el(9 6) .Zn=|Z|nem9
i 6 & i .0 i(8-r
o1 +eif =2cos-e" o1 —¢if =251n;el(z )

) ] _ (846 . . - i(E_8+8
0cid 4 el =2 cos (82—9) el( 2 ) ®cid _ ol = 2ip (8Tg)el(2 2 )

Equations dans C :

Equations du ler degré dans C :

a. Equation dutype az + bz =c;(a;b) € C?etce C
Pour résoudre une telle équation, on pose : z = x + iy etz = x — iy puison les
remplace par leurs expressions puis on trouve les réels x et y
Exemple : Résolvons dans C I'équation : (2 + i)z + (1 —3i)z = —4 + 11i
Onpose:z=x+1iy etz =x—iy;

Q+Ddx+iy)+ A -3DEx—-iy)=—4+1lie
2x+2iy+ix—y+x—iy—-3ix—-3y=—-4+1li=
3x—4y =-4 {3x—4y=—4-
—2x+y=11 —8x + 4y = 44
—5S5x=40=x=-82y=11+2x=11-16=-5y=-5
S ={-8-5i}

b. Equation du type a|z| + bz = c¢;(a;b) € R*? etc € C

Pour résoudre une telle équation, on pose : z = x + iy puis on le remplace par

3x—4y+i(—2x+y)=—4+11i<=>{ s

son expressions puis on trouve les réels x et y
Exemple : Résolvons dans C I'équation : 2|z| + 5z = 30 — 15i
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Onpose:z=x+1iy ;2 /x2+y?+5(x+iy) =30—-15i &
2 2 —
VxE+y +5x=30 5 7 (C3)2 =30 - 5x o
S5y=-15y=-3
4(x% +9) = (30 — 5x)2 < 4x2 + 36 = 900 — 300x + 25x2 <
21x2 — 300x + 864 = 0 < A= 90000 — 4(21)(864) = 17424 < A= 132
. = 300132 _ 168 _ ,
17 T a2 ros _ 7T -
@{ sonisz _agp 7 doU |s_{4—31, 7—31}\
T a2 T 42 7
Racines carrées d’'un nombre complexe :

X1

Soit Z = a + ib un nombre complexe et z = x + iy I'une des racines de Z

*—y*=a
1% méthode : On résoud le systéme d’équation : { x? + y% = |Z|
2xy =b

28™ méthode : VZ = + ( /m% + i f'le_a> ou € est le signe de b

Equations du second degré : (aZ%? + bZ + ¢ = 0 aveca € C*; (b; c) € C?)
On détermine le discriminant A: A= b? — 4ac

oSi A> 0 alors I'équation admet deux solutions distinctes : Z, = _"Z‘ﬁ et Z, = "’:Z
. ) s . . -b
oSi A= 0 alors I'’équation admet une solution double : Z; = Z, = P

#Si A< 0 alors I'équation admet deux solutions complexes conjuguées :

—-b —iy|A| —b +i/|A|
h=——g eth=——p

Formule d’Euler :
Soit Z un nombre complexe de module 1 tel que

Z =cosx +isinx = e¥ _Z+7_ei"+e'ix
£ oo = Cosx = = et
Z =cosx —isinx = e™™ 2 2
Z—7 eXx—e* _
sinx = T = > avec ZXZ =1
i

) Z™ = cosnx + isinnx = e™*
Soitn € N tel que :{_n o .
=cosnx —isinnx = e”"™
7n 4 7' ein® + e—ind

= et sinnx = =
2 2 2i 2i
Résolution de I’équation du type acosx + bsinx = c:

Zn_ 7" einf _ p—ind

cosnx =

1% méthode : Pour resoudre I'équation de ce type on pose : Z = a + ib et
I’équation devient :

c
cos(x — 0) = m ou 6 estl’argumentde Z et |Z| son module

oSi ¢ > |Z| I'équation n’admet pas de solutions
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eSi ¢ < |Z| I'équation admet de solutions
2™ méthode : On pose cosx = ZZLZ et sinx = z;lz avec ZXZ =1 puis on
les remplace par leurs expressions dans I’équation pour avoir une équation du
second degré (E) dans C, ainsi que les solutions de I'équation sont les arguments
des solutions de I’équation (E)

Transformations et nombres complexes :
Soit M un point d’affixe Z et M’ d’affixe Z’ image de M . On considére Q un point
d’affixe w
On définit les transformations dans le tableau suivant :

Transformations

Ecritures complexes

Translation de Z'=Z+a
vecteur U(a)
Symétrie de centre
Q(w) Z'—w=—(Z—-w)
Symétrie par 7'=7
rapport a I'axe réel
Symétrie par
rapport a 'axe 7' =—-7

imaginaire
Homothetie de
centre Q et de

rapport k

Z'—w=k(Z-w)

Rotation de centre

Q et d’angle 0 7' —w=e%Z-w)

Configuration et nombres complexes :
Dans ce tableau ci-dessous nous caracterisons certaines configurations
géométriques a I'aide des nombres complexes

Configuration Caractérisation Caractérisation
géométrique complexe
Triangle
. _ A— b— )
ABC isocele A AB=ACet A=10 azelg;0<9<n_
enA 0<éb<m c—a
Triangle AB = AC = BC
. T _
ABC et mesAd = - b-a_ o3
équilatéral 3 c—a
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Triangle AB = AC
. T —

ABC et mesA =— b—a = +i
rectangle et 2 c—a
isocele en A

Triangle
LT _
ABC mesA = — b—a =ib
rectangle en 2 c—a
A
Points A, B,
igné 8- AC) = b—a
C alignés / Mes (AB,AC) = 0[n] cR
c—a
Points A, B,

C,P Mes(@)ﬂs(mB)[n] b—a:b—deR

cocycliques Mes (CA; CB) % 0[n] c—a c—d

Racines ni™¢ d’un nombres complexe :

Soit z un nombre complexe de module p et d’argument 6 et n un entier naturel

superieur ou égal @ 2telque:Z" =z et ona Z" = pe’

.(0+2km
Zkz’i/ﬁe‘( 7 ) avee k={0;1;2;-;n—1}

eles images des solutions sont les sommets d’un polygone regulier a n cotés
inscrit dans un cercle de rayon '{/;
eLa somme de toutes les solutions est égale a 0
eCette équation admet n solutions
Similitudes planes :

1- Similitudes planes directes :
Toute transformation du plan qui multiplie la distance par un réel k (k > 0) et qui
concerve I'angle 0 par rapport a un centre Q d’écriture complexe Z' = aZ +
b avec (a;b) € C* X C avec|a| #1
eoEléments caractéristiques : Ils sont au nombre de 3 qui sont :
+Le rapportk : k = |a|
+L'angle 8: 8 = arg(a)

L . b
+Le centre ou point invariant Q(w): Z' =Z =w avec w = P

eDétermination de I'écriture complexe connaissant les elements
caractéristiques : Z' —w = ke'®(Z — w)

eDétermination de I'image d’un cercle par une similitude plane directe :
Soit (C) le cercle d’équation : (x — a)? + (y — b)? = R? avec Q(a;b)
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L'image (C’) de (C) par (S) est a pour équation : (x — a’)? + (y — b")? = R'"? avec
R'=kxXR et Z'g=aZy+b

eDétermination de la reciproque (§~1) d’une similitude plane directe (S) :
Soit (S) la SPD d’élements caractéristiques ((; k; 6)

La reciproque (S™1) a pour elements caratéristiques : (Q; %; —9)

2) Similitudes planes indirectes : Toute transformation du plan qui multiplie la

distance par un réel k (k > 0) et qui concerve 'axe de symétrie (A) passant par
le centre Q avec |a| # 1 d’écriture complexe Z' = aZ + b avec (a;b) € C* x C
NB:

La similitude plane indirecte admet un axe de symétrie et cet axe est invariant
passant par (2

eoEléments caractéristiques : Ils sont au nombre de 3 qui sont :

@™ Llerapportk:k =|a|

s . b+ab
@™ Lecentre ou pointinvariant Q(w): Z' =Z =w avec w = 1_+|Z|2

ou on

résoud I'équation Z = aZ + b en posant Z = x + iy
@ Llaxe (A): QM = k x QM
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE 1 :
Calculer le module des nombres complexes suivants :
2 ) 1 V2(1+1i) (=5+70)(4—2i) (1—0)?
e T )%(\F o Yeramers F Y aEor

3

2 (f—_ii) 9 (VB+1)+i(¥3-1); D) (1+505(=2 +iV2)?

+++++++H+++HHHH A RESOLUTION HH+++H -+

Calculons le module des nombres complexes suivants :
|2|—2—2—\/§ b|1|_1_1

Ol T ) T4 2

|\/—(1+z)| [V2(1+ )| |\/_|><|1+z| V2x\2

CRasool Ees-o| Exia-d xz

|5 +70¢@—20)| _|=5+7ix 42 V(5?2 +7x ¥+ (=27 _ V7AxV20 _2V5

d)|(3+4l)(7+51)| 13 + 4i| x |7 + 5i] J3Z+ 42 %72 x 52 T V25 xv72 5
(-2 _n-i?_(2¢_ 2 V2 VB-i\| 2y
e)|(1+i)3|_|1+i|3_(\/—) w2 2 A _(ﬁ) =22
g)|(\/§+1)+i(\/§—1)|=\/(\/§+1)2+(\/§—1)2=\/4+2\/§+4—2\/§=\/§=2\/E:

2
) |(1 +50)5(=2+ iﬁ)z| = 1+5if x |-2+iV2|* = JEF57 x (=22 + +2)°
=6 x 262V26
o L L 2 2 S B S S T
EXERCICE 2 :
Ecrire sous la forme exponentielle les nombres complexes suivants :

@ i(=1-D* 5 H)(VB+i)(-1-¥3); o3 d) 1=t &

es;
1+iV3
—2i% . ; 10
e “3 5-5i -1-iv3
e) ——; e _— ;1) (3 —30)2(V2 — iV2)8
Y P )<—1+l> ) (3 =3D%( )
+++++++HHHH - RESOLUTION +H++++ b+

Ecrivons sous la forme exponentielle les nombres complexes suivants :
X51

a) i(— 1—l)2—€2><26 4 —Ze( )—Zei3"'
b) (V3 +i)(- l—l\/_)—ZeGXZe T = 255 = 4e'7

i e 2 1 (n+n) \/— 3n d 1—1i i%_\/ie_i% i% \[i i

) - = =—e\272 ) - e'sr = - edr=—e
1-1 Fe~d V2 1+iV3 2¢'% 2
-2i% —2i% . T
e 3 e '3 1 -(_Zj_ﬁ) 1 _iin 5-5i 5% 1 _m
) =———==——F=-¢e'\"3 4 =712 ; —=——=—e 2
V2+iVZ 20 2 2 10e's  10e'z 2
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10

10 AT
V2e's
D) ((3 - 30)*(VZ — iV2)%) = (3&[‘%)2 x (Ze-i%f — 18e7'7 x 64e™7 = 1152e-2m
++++++
EXERCICE 3 :
Soit ] = cosz?”+ isin%’T et U=1+]
1) Démontrerque: 1+ ] +J?> =0 2) Calculer U™ (n € N*) en fonction de n
+H++++HHHHH - RESOLUTION H+++ 4+ -+
Soit] = cosz?n+ L'sinz?" et U=1+]
1) Démontronsque:1+J+J2=0
1¢ méthode : 1+J+/2 =1+ cosz—" + isinz—" + (cosz?"+ isin%")z

1 3 4m 4t 1 V3 1 V3
1+]+]2—1—§+l7+C05?+lSl ?:E"‘l 2 —E—l.?—o d'ou 1+]+]2
3
eme mé . PR 0 A ) A 1_(5‘75237"‘”'51‘"2?“) _ l-cos2m—isin2m _ 1-1 _
2°M méthode : 1+ +J =45 =" T = - =,=0
dou 1+J+J>=0

2) Calculer U™ (n € N*) en fonction de n
e = (e n ) = (122 Y (LB DL ey
=1+)"= +cos3+Lsm3 =|\1-5+i ==+ _2"( +iV/3)

2 2 2
1 . =1
= ﬁ (1 ar l\/g)
e I 2 1 e e s o 0 A A B S S T
EXERCICE 4 :
. 3+ 4
Soit Z, = v etZ, = o

a)Ecrire sous la forme exponentielle Z; et Z,

b) En déduire la forme algébrique des nombres complexes ZlZz, ; (Z1)? et E?;

++++++++++++++++++++++++RESOLUTION++++++++++++++++++++++++++

. V3% 4i
SoitZ, = SV etZ, = —
a)Ecrivons sous la forme exponentielle Z, et Z,
\/§ +i Zei% T_5T AT 2T
1 =—= 5n=e(6_6) e_L?ze_lT
_\/§+ l ZBL?
.TT
4 4e'z (T T .5
ZZ = —l = € - = Zel(5+§) = Zel?n
1-i/3 o713
6
b) Déduisons-en la forme algébrique des nombres complexes lez, ; (Z1)3 et (Z;)

(Z1)3

21 5 L 2m sm e s T V3
oleZzze_‘?XZe‘6=2e'( 3+6)=2e‘6=2(c055+isin6) 2<—+—1> V3+i
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B L) L L L (o2 hon (2D)
o — = = — = — = — = — [ R
= 26 26 2e‘ 2COS 2 + isin 2

=%<cos(37n>—isin<3§>) =%(0+i) =%i

2m\? A4m A 4m A 4m 1 V3

2 _ —i R = _ ca (0 = Y ()= 2

o(Z)) —(e 3) =e 3 —COS( _3)+LSIH< 3) COS(3) Lsm(3) 2-|-l2
5T

6
(ZZ)G (291?) 26 X esin
° — —

_ i(sm+2m) _ 7im _ i si -
A =32 x e'®™*2M) = 327" = 32(cos 7w + i sin7mw) = —32
G

B

EXERCICE 5 :
On pose Z; =@ et Z,=1-1i
1) EcrireZ; ; Z, et ? sous la forme trigonométrique
2

2) Déduisez-en cos= et sin>

12 12
3) Résoudre dans [—1; w]l'équation: (V6 + v2)cosx + (V6 — V2)sinx = 2
+++++++H+++HHHH - RESOLUTION H++++H -+
V6-iv2

Onpose Z; = et Z,=1-—1i

. z . s
1) EcrivonsZ,; Z, et Z—‘ sous la forme trigonométrique
2

_ =2
oZ, = M: 0, |=Zl—|%+22kn dou |z, = \/Z(cos (—%) +isin (—g))‘
|22|:\/’i

dod ‘Zz = V2 (cos (- ;) +isin (- E))‘

4

0, = -4 2k
) = Z 7

Zy \/E( ( 7T+7T)+_ . ( TL'+TL')) TL'+. X 7I=>L1 T[+_ L
o — = — T —_t = —_ P — = —_ —
7 \/ECOS gTg) tisin(—¢ cos o+ isin - Z cos - +isin_
2) Déduisons-en cos% et sin%
Ecrivons ; sous sa forme algébrique :
2
V6 —iv2 . . . o .
Zl_T_\/g—l\/?_(\/E—l\/j)(l+l)_\/6+l\/g—l\/?+\/7_\/a+\/i+l(\/g—\/7)
*ZL T 1-i 2a-» 2P+ 07) ) “Ta 1
Cosn_\/@ﬂﬁ
L_zn Ty iin® = Y6H2 | i(6-v2) 12 a
Onposez—z—zzalorscoslz+lsm21— " + " = sinl—@‘ﬁ
12 4

3) Résolvons dans [—m; m]l'équation: (V6 + V2) cos x + (V6 — V2) sinx = 2
(\/€+\/§)cosx+(\/€—\/§)sinx=2=>a=\/g+\/z; b=v6—V2etc=2

V6+2
B L ) 3 1Z| = 4 cosO = _n
OnposeZ=a+ib=v6+vV2+i(V6 x/i):{e=argzz> Sirle=\/g_ﬁ:6—12+2kr:
4
D’ou I'équation devient : cos(x — 8) = < = cos (x — l) =2=locosi=
1Z| 12 4 2 3
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L 1 ¢ 5n
X— =7+ 2kn il k=4 2kn 5T T
n12 3n = }{2 3 1%[ :‘S = E+2kn;—z+2kn }‘
——=—=+2k =——= =——
X I 3 + 2kn X 273 + 2k = 7 + 2kn
+++++
EXERCICE 6 :
Déterminer le module et I'argument des nombres complexes :
)Z gt -1
a = - v Lo = o M= ;
L+ itga 1+itgy 1+itg23—”

(1 + i\/§)(sinx + icosx)

b) Z = 201 = 1) (cosx — sim0) ; OZ= (1 + iV 3)(1 +i)(cosa + isina) ;
1 cosg + 1smn
_ . . e . _ 9 9
d)Z= (1 1\/3)(1 i)(cosa — isina) ; e)Z= W

+H++HH+ - RESOLUTION +++++H+H++ 4

1 1 1 cosa L
a)Z = - = — = — = —— =cosa (cosa — i sina)
1+itga 4, ;5 cosatisina  cosa+isina
) cosa cosa
Z=cosae™*
eSia € ]_E E[ alors Z = |cosale™™ dou |Z| = cosa et argZ = —a
n ) )
o0 € ]E; 7[ alors Z = [cosale!™® dou |Z| = [cos a et argZ=m—a
V2
|Z0| = 7
= 7 comme — E ] [ alors Z, = 'COS—| ;
1+itg7 4 2’2 __r
) argZ, = 1
1
1 ) |Z1| = E
7, = ———== comme — ] alors Z, = |cos—|
14 2n 3n
+itg—- argZ; = -
b)Z_(1+i«/§)(sinx+icosx)_a><b a=1+i\/§=2e3
2(1 = )(cosx —isinx) ~ 2cxd b =sinx +icosx = i(cosx — isinx) = ez
el G
et{ c=1—i=\/7e 14_ :Zzzesx_nez — e32n =£ei(%—x)>(ei(%+x)
d =cosx—isinx = e 2V/2e7 12 x e-ix \/Ee‘i(z“fx) 2
|Z] V2
2= Y2 i) JV2 py JV2 it _f) =
2 2 2 131
argZ =——
12

B B . LT TU (7T
©)Z = (1+iV3)(1 + i)(cosa + isina) = 23 x vZelt x el® = Zﬁe'(?’ﬂ“) = Zﬁe'(ﬁ“’)

|z| = 2v2
dou 7n o
argZ =—+ o
12

d) Z = (1 —iV3)(1 — i)(cosa — isina) = 2e” 5 %26 x e7ie = 2\/—e_'(3+4+u)
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7n |z| = 2v2
7 = 22e (@) dou 7
argZ=——-a
12
n T 1
1 cos 9+1sm9 1ed 1 = an 1 ymamy 1 o, 1z| =~
e)l=c—F7F— =———=—¢eIxe 9 == e(‘) 9) —e 3 dou 2
2 L 4m 2 gAm 2 2 T
cos9 +1sm9 e9 argZ=—§

o e B T 2
EXERCICE 7 :

On considére le nombre complexe Z = V3 + 1+ i(v/3 — 1)
1) Déterminer le module et un argument de 72
En déduire le module et I'argument de Z
2) Déduire de ce qui précede les valeurs exactes de cos% et sin%
3) Résoudre dans R I’équation : (\/§ + 1)COSX + (\/§ - 1)sinx =42
+++++++H+++HHHH - RESOLUTION HH -+
On considére le nombre complexe Z = /3 + 1 + i(v/3 —

1) Déterminer le module et un argument de 72

2 2 2

72 =(V3+1+i(V3-1)) = (V3+1) +2i(¥3+1)(V3-1) - (V3-1)

Z?=4+2V3+2i3-1) - (4—2V3)=4V3 +4i dou Z2=4/3+4i

o|Z| = [(4V3)2+47=3x42+42=J4x42=2 x4 =8 dou[[Z=8]

4“3E_ 3

cosf =—=—
ssoit0=argzyy G * =P =gtk

8 2

Déduisons-en le module et I'argument de Z
|72 =8 = |Z| = V8 = 22 =|Z| = 212
eargZ? = §+ 2kn = 2argZ = % +2kn =largZ = - + km

g . . PP T . T
2) Déduire de ce qui précéde les valeurs exactes de cos et sin

Comme Z=+/3+1+ L(\/§ - 1) alors écrivons Z sous sa forme trigonométrique :

—Zx/—(cos + isin )—2\/_cos +21\/_51n

12
2\/_cos— V3 4+ 1 cos— = f}1 = Yoz cos = = YoV2
Par comparaison 12 22 f = 12 4
Zﬁsm——\/— 1 Sinlzﬁz\@‘ﬁ Sinlz‘/g—‘/f
12 2V2 4 12 4

3) Résolvons dans R I'équation : (\/§ + l)cosx + (\/§ - 1)sinx =2
(\/§+1)cosx+(\/?_’—1)sinx=\/§=>a=\/§+1; b=vV3—-1letc=v2

_ V62
_ L i |Z|—2\/_ cosB = ; _n
OnposeZ=a+ib=vV3+1+i(v3—-1)= Cargz = =6 =24 2kn

N . . bud V2 1 bid
D’ou I'équation devient : cos(x — 6) = — = cos (x — —) =—==-=Ccos- =
|Z| 12 V2 2 3
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x—= =T ke LI P AL Su
12 31T = 12°3 12 :>‘s E+21m ——+2k1r}‘
Xx—g5;=—3+2%kn x=5—3+2k=—7+2kn
T B B B B
EXERCICE 8 :

On donne les nombres complexes Z et U définis par :
Z=-8V3+8i et U= (V6—2)+i(V6+2)
1) Ecrire Z sous forme trigonométrique le nombre Z
Déterminer les racines carrées de Z sous forme trigonométrique
2) Calculer U2, Utiliser ce résultat pour exprimer les racines carrées de Z sous leur
forme algébrique

. . 5T . 5m
En déduire les valeurs exactes de cos— et sin

+H+HH+H - RESOLUTION +H+++++H++ 4
On donne les nombres complexes Z et U définis par :

Z=-8V3+8i et U= (V6—-V2)+i(V6+2)

1) Ecrivons Z sous forme trigonométrique le nombre Z

ozl =|-8vV3+8i|= [(-8V3) +82=V3xB8Z1B2=2x8 =16

-8V3 V3
B . C059=1—6=—7 _ 7T_57T
eargZ =0 ; 8 1 alors@—n—g—?+2kn
k sm9=1—6—5

Z—16< 5m | . 57[)
= cos?+1sm?

Déterminons les racines carrées de Z sous forme trigonométrique

5n . 5m 5n 5m
\/Z=i\/16(cos?+1sm?) +\/_(cosﬁ+1smﬁ)$

5T 51
VZ =+ — —
4<coslz+1sm12>

2) Calculons U2,
= (6 —v2) + (V6 ++2)) = (V6 - V)" + 2i(V6 ~vV2)(V6 +V2) - (V6 +V2)' =
2=8-2V12+2i(6-2)— (8+2V12)=8—-4V3+8i —8—4V3 = —8V3 +8i
[U2=-8vV3 +8i |
Utilisons ce résultat pour exprimer les racines carrées de Z sous leur forme algébrique

Comme U2 =7 = VZ = +U =[Z = £ (V6 — v2) + (V6 +v2)),
4 R 5w . 5w
Déduisons-en les valeurs exactes de cos et sin

On pose VZ = VZ = +4 (cos = + isin ) = + (V6 — \/_)+1(\/_+\/_))
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[ sm V6-+2
lcos—
40055 +4lsm —(\/_ V2) +i(V6 +2) = 12~ 4
12 St \E+2
M2
+++++++++++ -+
EXERCICE 9 :
pes . . Z+3-2i
A tout nombre complexe Z ; différent de 2-i ; on associe le nombre complexe Z' = Z+_2+il

Déterminer I’'ensemble des points M du plan dont I'affixe Z vérifie la condition indiquée ;
a) Z soit un nombre réel
b)  Z’' soit un nombre imaginaire pur

+++++++H+H b RESOLUTION +H++++ 4+ b+
Z-2+i
Déterminons I'ensemble des points M du plan dont I'affixe Z vérifie la condition indiquée ;
x+iy+3-2i _ x+3+i(y-2) _ (x+3+i(y-2))(x—2-i(y+1))
x+iy—2+i T ox- 2+i(y+1) - (x 2+i(y+1))(x 2— i(y+1))
_ GG =D i+ D+ -DE =)+ =)0+ 1)
(x-2+@+1?
x’+x—-6+y>—y—2+i(-xy—x—3y—3+xy—2y— 2x+4)
(x=22+@+1?
_x*4x+y?—y-8+i(=3x-5y+1)
- x=2+ G +1?
a) Z’ estun nombre réel si et seulementsi: Im(Z") = 0
(-3x—=5y+1)
(x=2+@+1)?
D' ou I'ensemble des points M du plan est une droite d’équation —=3x — 5y +1 =10
b) 2’ est un nombre imaginaire pur si et seulement si: Re(Z) = 0
x2+x+y2—y—-8 X X 12 1)2 1
G2+ O+ 1) =0=x"+x+y —y—8=0=>(x+z> +(y—z>

=>( +1>2+< 1)2_17
XT3 Y=3) =2

- ) 1 1
D'ou I'ensemble des points M du plan est un cercle de centre Q (— >3 —5) derayon R = \/g

A tout nombre complexe Z ; différent de 2-i ; on associe le nombre complexe 7 =

OnposeZ = x +iyetona Z =

7 =

=0=-3x-5y+1=0

L
EXERCICE 10 :

Dans chacun des cas suivants ; déterminer la nature et les éléments caractéristiques des
transformations du plan qui a tout point M d’affixe Z associe le point M’ d’affixe Z’ tels
que:
, i 1
QZ=-Z+2+i; DZ'=eZ+2-4i; OL=-3Z+2-i; d)Z'=-iZ+1+i;
e)Z'=Z—4i; f)Z'=—Z+2; g) Z'=—4Z +10 - 5i
++++++ A RESOLUTION +++++++++ 4+ 4+
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Dans chacun des cas suivants ; déterminons la nature et les éléments caractéristiques des
transformations suivantes: a)Z = —Z+2+i comme a=
—1 alors c'est une symétrie centrale

Elément caractéristique: Le centre Q d affixe w = % =1+ %i

LT
b)Z =e"Z +2 —4i comme |a] = 1 c’est une Rotation

Eléments caractéristiques:
T

eLangle 8 = s
. b 2-4i 2-4i 2—-4i
elecentreQ: w=Z=Zona: w=—= = = \/-l\/-
1-a 1-elz 1—cos;—1 sing 1—72—i72
_@aD(1-242) 5 miT-sie2ivi+2vE _ 20vE+i(3vE-4) _ (2+VZHi(3VE-1))(2+V2)
- 2 2 - 2 2 - - 2 -
(-5+2) I =7 7~

W= (24+v2) +i(24VZ)(3V2—4) _ 6+4VZ+i(6v2—-8+6—4vZ) _ 6+4vZ+i(2V2—2) 4

2 2 2
lw=3+2V2+i(v2-1) |

0)Z = —§Z +2—1i commea= —§ alors c'est une Homothetie

Eléments caractéristiques:

elerapportk: k = —§ et

, b 2-i _ 2-i 3 N _ 3 3.
0LecentreQ:w=Z=Zona:w=—=—1=m=—(2—1)=———1=
1-a 1+5 = 4 2 4 4

d)Z = —iZ+1+i comme|al = |—i] = 1 c’est une Rotation

Eléments caractéristiques:
T

eLangle@=—- et

r b i
e LecentreQ: w=7Z=7Zona: W=E=E= 1 =w=T1]
e) Z'=Z7Z—4i comme a=1 alors c'estune Translation ;
Elément caractéristique:
Le vecteur % d affixe — 4i = U(—4i)

f) Z’=—-Z+2; comme a=—1 alors cest une symétrie centrale

Elément caractéristique: Le centre Q d affixe w = ; =1=Ww=T1]

g) Z'=—4Z + 10 — 5i comme a = —4 alors c'est une Homothetie
Eléments caractéristiques:
elerapportk: k=—-4 et

elecentre O:w =7 = Zona: w = — = 2051 _ 1075
1-a 1+4 5
S BB S R N AN AU AV PUVA VAR SaS

EXERCICE 11 :

1) Donner I'écriture complexe des transformations suivantes :

=2-i=>w=2-7]

a) S:Symétrie par rapport a la droite d’équation x = —2
b) S’ :Symétrie par rapport a la droite d’équation y = 1
2) Donner I'écriture complexe de S°S’ et S'°S
En déduire que S°S’= S'°S et préciser la nature de cette transformation
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+++++++H++H b RESOLUTION +H++++ b+
1) Donnons I'écriture complexe des transformations suivantes :

a) S:Symétrie par rapport a la droite d’équation x = —2
Onpose H(—2;y) et M(x;y); M'(x;y)

XMHAXy  x+x xtx’

- tz—_ —:—2 4 —
Comme H = [MM]: 2 2 ={ 2 {x,+x 4
2 MYy _ vty y+y _ y+y=2y
H 2 2 2
{" :,_"_4:{" X L iy = —xtiy—4=7 =74
y =y iy =iy

b) S’ :Symétrie par rapport a la droite d’équation y =1
Onpose H(x;1) et M(x;y); M'(xy")

XMHAXy  x+x xtx’

Comme H = M =T 2 )z g :{x','l- x =4
2 _YMtYy _ yty y+y': 1 y+y=2
Y 2 2 2

x =x X =x C e ) . N
{y'=—y+2:{iy'=—iy+Zi:>x +iy =x—iy+2i=>7Z =7Z+2i

2) Donnons I’écriture complexe de S°S’ et S’°S
SoS':Z':—(m)—z;:—(Z—Zi)—4:—Z+2i—4
S0S:7 = (—ﬂ)ni: (~Z—4) +2i=—Z+2i—4
Déduisons-en que S°S’= S’°S et précisons la nature de cette transformation
Onvoitque S oS = § o S d'écriture complexe Z' = —Z + 2i — 4
Comme a = —1 alors c’est une symétrie centrale

o

EXERCICE 12 :
Soit S I"application du plan dans lui-méme d’écriture complexe : Z' = 3iZ — 1 —7i
1)a)Justifier que S est une similitude directe et préciser ses éléments caractéristiques
b) Déterminer I'expression analytique de S
2) Déterminer une équation de I'image par S de la droite (BC), B et C étant les points
d’affixes respectives 2 et 3-i
3) Déterminer une équation de (C’), image du cercle (C) d’équation (x — 2)?2 + y? =1
++++++++++++++++++++++++HRESOLUTION++++++++++++++++++++++++++
Soit S I'application du plan dans lui-méme d’écriture complexe : Z' = 3iZ — 1 — 7i
1)a)lustifions que S est une similitude directe et précisons ses éléments caractéristiques
Comme |a| = |3i] = 3 # 1 alors S est une similitude plane directe
Eléments caractéristiques :
elerapport:k =lal =3

el’angle: 8 = arga = arg3i = %
ele centre ou point invariant Q:
b —1-7i (-1-7)(1+3)) -1-3i—-7i+21 20-10i
VT T s 149 - 10 T
b) Déterminons I'expression analytique de S
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OnposeZ=x+iy et Z =x'+iy ona:
x' +iy =3i(x+iy)—1-7i=3ix—-3y—-1-7i=-3y—1+i(3x = 7)
Doi {x' = -3y-1
y =3x—-7
2) Déterminons une équation de I'image par S de la droite (BC), B et C étant les points
d’affixes respectives 2 et 3-i
Pour cela trouvons les images de Bet C :
oZB'=3iZB—1—7i=3i(2)—1—7i=6i—1—7i=—1—i
oz, =3iZ,—1-7i=3i3-)—-1-7i=9i+3—-1-7i=2+2i
X — Xg Y=Yy x+1 y+1
xC'—xB':yC'—yB' 2+1:2+1
dou y=x
3) Déterminons une équation de (C’), image du cercle (C) d’équation
(x—-2)?+y?=1
(x—2)2+y?2=1 (C) apour centre B(2) et derayon R =1

(B'C") apour équation :

=x+1=y+1

Alors (C) a pour centre B’ (=1 — i)et de rayon R'= kR = 3 X 1 = 3 et pour
équation: (x + 1)% + (y + 1)2 = 32
INERET AT TERRRETCSHEE, W

EXERCICE 13 :
Soit f I'application du plan dans lui-méme d’expression analytique : { Jf’ =xty+2
y==x+y-—-1
1) Déterminer Iécriture complexe de f
2) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f
3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques et I'écriture complexe de f~1
++++H++ - RESOLUTION +++++++ 44+ ++

X=x+y+2
Soit f ’application du plan dans lui-méme d’expression analytique : § , y
y=—-x+y-1
1) Déterminons I'écriture complexe de f
f_ 2 F_ )
{x X+y+ ﬁ{ X =x+y+

) W, =Sx +iy =x+y+2—ix+iy—i=
y=-x+y-

iy = —ix +iy —i
Z =x+1y—1x+y+2—1=Z—1(x—;)+2—1=Z—1(X+1y)+2—1=>

Z=7—-iZ4+2—-i=(1-DZ+2-i=Z =0-DZ+2—i]|
2) Déduisons-en la nature et les éléments caractéristiques de f

Comme |al = |1 —i] =v2 # 1 alors c’est une similitude plane directe
Eléments caractéristiques :

ele rapport: k = |a| =2

el’'angle: 8 =arga = arg(l1—i) = —%

®le centre ou point invariant Q:

b 2ot 2ol g = 2i-1dos w=-1-2i
—1_3—1_(1_1)— i = -1 L) = l ou w= 1
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3) Déterminons la nature et les éléments caractéristiques et Pécriture complexe de f1
f~! est une similitude plane directe
Eléments caractéristiques de f~1:
1 1 V2
ele rapport : Py Ay

el’angle: —6 = —arga = —arg(1 — i) =%

ele centre ou point invariant Q: w = -1 —2i

Ecriture complexede f1: Z' —w=a(Z-w) = Z +1+2i = geiX(Z +1+2i) =

. N2(V2 A2 _ /1 1 1 1 , )
Z’—(1+1')Z+1+'+1' 2 2'—(1+1')Z+1 2+1' '—(1+1')Z .
BAVEF AR =22l A VY S L
o Z' = (4ti)z -3 1
DouZ—(2+Zl)Z 2 3l
I S L B T o T S B B o = S S MU I B B B S S B
EXERCICE 14 :

8_1'[
5
a)Ecrire la formule permettant de mettre cosp + cosq sous forme de produit et

. 2m am 6
On considere lasomme : § = cos— + cos— + cos— + cos

21 81
transformer : cos 5 + cos 5

. . . 3w 21

b) Ecrire la formule exprimant cos2x en fonction de cosx. En remarquant que S =T-0
3n . T

calculer cos—en fonction de cos—

c)En utilisant les résultats précédents, démontrer I'égalité 1+ 5 = 4(cos g)z - 2cos§ -1

8m

s

Démontrer que S+iS" est la somme des termes d’une suite géométrique et en déduire que

. .2 . 4 . 6 ,
d)Soit S" = sm?7r + sm?n & sm?n + sin

T
1+S=0.Calculer alors cos<

+++++++H+++H - RESOLUTION H++++ 4

a) Ecrivons la formule permettant de mettre cosp + cosq sous forme de produit

et transformons : cos 2?" + coss?"
_ P+q p—q
ocosp+cosq—2cos( 2 )COS(T)
8w\ /28 10m\ 7 6
ocosz—n+0058—n=2cos 5 5 cos > > = 2cos 5 cos -3
5 5 2 2 2 2

2n+ 87':_2 @ 3 .y 3
cos? cos?— cos(m cos<?)—— cos(?)

b)  Ecrivons la formule exprimant cos2x en fonction de cosx.

cos2x = cos?x —sin?x =cos? — 1+ cos? = 2cosx — 1

3n 2T 3n . T

En remarquant que S =T calculons cos—en fonction de cos

3 ( 271) 2m 1 2( n)2 ’ 3 1-2 3 *
cos—=cos(mr——)=—cos—=1—-2(cos=)2=lcos—=1— (cos—)
5 5 5 5 5 5

. ra 7 ra ra 7 sz 2

c) En utilisant les résultats précédents, démontrons I'égalité 1+ s = 4 (cosg) - 2cos§ -1
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1+45=1 an + am + 6n+ 8m
=1+cos S cos s cos G cos G
2 2
° cosz—”+ cosg—JI = —2cos (3—n) = -2 (1 -2 (cosz) ) = 4(cosz) -2
5 5 5 5 5
dm 6w\ /4w _6m 10m\ /21
. cos4—n+ cos6—n = 2cos 5 > cos 5 5 )= 2 cos 2 cos 5
5 5 2 2 2 2

cos%r + COS%T = 2 cos(r) cos (g) =—2cos (g)

1+S=1+4(cos:) -2- ZCOS(S) 4(COS%)Z—2C05g—1=~
1+S:4(cosg)z—2cosg—1

. .21 . 4n . 6T . 8n

d) SoitS' =sin— + sin— + sin— + sin—

5 5 5 5

Démontrons que S + iS’ est la somme des termes d’une suite géométrique

S4is 27T+ 4-1r+ 67T+ 87T+” 27r+” 4-1r+” 67r+” 8m
iS = cos—+ cos — + cos — + cos — + isin— + isin— + isin— + isin— =
5 5 5 5 5 5 5 5
Ay
am on 8n 2m ! 2m\2 2m\3 2my iz_ﬂfl—(e 5)\
S+LS—eS+eS+eS+95—(95) +(eS) +(es) +(e5) =e'5 | —m——— | =

. 4w i(ﬂ_l)
1-¢é s . a .(g_g) , 2n ZsmTe 52
S+LS—eS — maisl—e‘a=2$in§e'22ﬁS+L’S:e5 —_— >

1-e5 2 sin%ei(g_%)

2 cos s sin s 4 2 4cos 21 cos Ssin = am 2 2n

. j(Ar_rm. 2n m, 5 5 T n T

S+is = % e‘(s THEEY) = % e(5+5 5 = 4 cos— cos el™
sin§ sing 5 5

}S's' v q
=5 +1i ——COS?COSq

Déduisons-en que 1+S=0.

5
il

21
R 2m\0 2my 1 2m\2 2m\3 2m\4 1—(9 5)
14+S+iS'=1+¢" 5 +eé 5 +e'5 +e's —(e 5) +(e 5) +(e 5) +(e 5) +(e 5) =

2T

1-e'5
. 1=e?m L, 1-1
= 1+S§+iS =——; = 1+5+i§ =——F=0=1+5=0
1-e's 1-e'5

™
Calculons alors cos s

™2 e ) )
4(cos§) ~2c055=1=0 =42 -2t-1=0= A= (-2’ —4(A)(-D)=4+16=20 =

¢ 2-2V5 1-+5 0

1= = nm 1++V5

=v20=2V5 = 8 4 alors |cos= =
2+2V5 1++5 4

o T B B o o
EXERCICE 15 :

Soit A le point du plan complexe d’affixe a =+/3 —i et B 'image de A par la rotation de

centre O et d’angle %

Calculer I'affixe b de B

Ecrire b sous forme algébrique et trigonométrique

En déduire les valeurs de cos— et smE
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+++++++H++H b RESOLUTION +H++++ b+

Soit A le point du plan complexe d’affixe a = V3 — i et B I'image de A par la rotation de centre O et
” 11
d’angle "
Calculons I'affixe b de B
m o om (VI V2 \/“\/“_\/‘\/—
Z—e4Z—(cosZ+Lst)Z <2+17 Z=b= +L2 a=|— L— (\/— l)
2 + 6 —
b=§(1+i)(\/§ l)——(\/——L+L\/—+1)—\/— \/—+i <\/—2\/—>=>
_VeAVz (62
T2 T2
Ecrivons b sous forme algébrique et trigonométrique

Forme algébrique : |b = ¥¢12 1 j (Y2

R L. i iE 3 iy 4 L‘(E-E) i
Forme trigonométrique: b =e'ra=e"+(V3 —i) =2e're s =2e"\s ) = 2¢'z =

2 (cos%+isin1"—2) :>‘b =2 (cos%+ isin%)‘

Déduisons-en les valeurs de cosl et sin%
( vzw \ffxf
b= . nomy VeV (Ve

:)2(cos—+151n—)
12 12

T s 2
b=2 (cos—+ isin—)
12 12

T _V6+v2 [T T Ve+V2
=>jZCOSﬁ— > jcosﬁ .

T _V6—-+2
kZSm 2= 2

T B B B
EXERCICE 16 :
Onpose P(Z) = Z* — 673 + 23Z% — 347 + 26
1) adésigne un nombre complexe quelconque

Démontrer queP(a ) = %. Déduisez-en que si P(a)=0 alors P(«a )=0
2)  Calculer P(1+i). Indiquer deux solutions complexes de I'équation P(Z)=0
3) a)CalculerQ(Z)=[Z-(1+D]Z-1-10)]
b) Vérifier que P(Z) est le produit du polyndme Q(Z) et d’un polynéme Qi(Z) du second
degré. Déterminer Qi(Z)
c) Résoudre dans C I'équation P(Z)=0
++++H+ - HRESOLUTION +++ 4+ 4+ 44+ 4++
Onpose P(Z) = Z* — 6Z° + 237Z% — 34Z + 26
1) adésigne un nombre complexe quelconque
Démontrons que P(@) = P(a).
P(Z)=7%—673 + 2372 —342+26=7 — 67 +237 —347+26= P(@) = P(@) =
ﬁ cqfd
Déduisons-en que si P(a)=0 alors P( a )=0
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_ P(a)=0
P(E)=P(cx)=0=>{_ —— cqfd
P(@) =0=P(a)=0=0=P(a) =0
2) Calculons P(1 + i).
PA+)=0+D*—6(1+)3+23(1+0)%-34(1+10) +26 =
P(1+ 1) = (20)(20) — 6(20)(1 + i) + 23(2i) — 34 — 34i + 26
=—4—-12i+12+46i—34—-34i+26=0=P(1+i) =0
Indiquons deux solutions complexes de I’équation P(Z)=0
CommeP(a)=P(a) =0alorsP(1+1i) = P(1—+1) = {;0 f itl
1= i
3) a)Calculons Q(Z2)=[Z-(1+D][Z-1-1)]
QD) =1Z-A+DZ-A=-0D)]=22—2Z+2
b) Vérifions que P(Z) est le produit du polyndme Q(Z) et d’'un polynéme Q:(Z) du second
degré.
P(2) = [2% = 2Z + 2][Z% + aZ + b] = Z* + aZ3 + bZ? — 22° = 2aZ% — 2bZ + 22% + 2aZ + 2b
P(Z)=Z*+(@a—-2)Z+ (b —2a+2)Z*+ (2a—2b)Z +2bavec Q,(Z) =Z*+aZ + b
Déterminons Q1(Z)
Onpose P(Z) = P(2) =
{P(Z) =7+ @-2)2°+ (b —-2a+2)Z%+ (2a— 2b)Z + 2b -
P(Z) = Z* — 673 + 2372 — 347 + 26

a—2=-6
b—2a+2=23 a=—4 o
2a—2b=-34 :{b:—8—2+23:13=Q1(Z)—Z 4Z +13
2b =26

c) Résoudre dans C I’équation P(Z)=0
P(Z)=0=Q(2)Q:(2)=0
:{ Zo=1+4i et Z,=1—1i
7?2 —-47+23=0= A= (—4)>—4x1x23=16—-92 = —76 = 76i?

4 — 2i+/19
p=—— —=2-119
VA= 2iv19 alors douS={1+i; 1-;2-iV19;2 +iV19 ]
4+ 2019 )
k 3:f:2+l\/19
+++
EXERCICE 17 :

a) Résoudre dans C 'équation : Z2 — (29%1 cos 8)Z + 2% = 0 ou 6 € [0; 2|
Donner chaque solution sous forme trigonométrique
b) On appelle A et B les images dans le plan complexe des solutions de I'équation
précédente. Déterminer 8 pour que OAB soit un triangle équilatéral.
++++++++ - HRESOLUTION +++++ 4+ + 4+ -+ ++
a) Résolvons dans C I'équation : Z2 — (21 cos 0)Z + 22 = 0 0t 0 € [0; 27|
72— (201 cos0)Z +2° = 0 = A= (201 cosh)” — 4 x 220 = 22042 co5 29 — 22042 —
A= —220+D(1 _ cos29) = i2220+D5in 29 = /A= 20*1ising =
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20+1cos@ — 29*1isin@
Z, =

=2%cos 6 —isin )
=

20*1cos 6 +2%%tising | o
= = 2Y(cos 0 + isinB)

Z,= >
IS = {2%(cos @ —isinB); 29(cos @ + isin B) ]
Donnons chaque solution sous forme trigonométrique
{Z1 = 2%cos 6 — isin9) = 2° (cos(—8) + i sin(—h)) - {zl = 29 (cos(—8) + isin(—9))
Z, = 2%(cos @ + isinB) Z, = 2%(cos @ + isin @)
b) On appelle A et B les images dans le plan complexe des solutions de I’équation précédente.
Déterminons 8 pour que OAB soit un triangle équilatéral.

OAB est équilatéral si et seulement si :

Zy—Zy m  Z, 2% i . . T
e e e T VA T
Zg—Zg Zy 20e7i0  g-if -3 6

I o I L B B o o I S S S
EXERCICE 18 :

V3+i
4
2) Soit f I'application de C vers lui-méme qui, a tout nombre complexe z associe f(z) =

uz+ A +HA—-uw
Montrer que f est bijective et déterminer le nombre complexe w tel que : f(w) =w

1) Déterminer le module et un argument du nombre complexe u =

3) Soit I, M et M’ les points du plan complexe ayant pour affixes w, z et f(z)
respectivement

Donner une mesure de I'angle (W,IM') et calculer la distance IM’ en fonction de la

distance IM
On note F 'application qui, a tout point M associe le point M’
Préciser la nature de F et ses éléments caractéristiques
4)  Soit Ag le point d’affixe zy, = —1 + 2i
On définie pour tout n € N, z,.1 = f(z,). On note 4,, le point d’affixe z,, dans le plan
complexe
Calculer en fonction de n la distance I4,,. Quelle est la limite de cette distance quand n —
+ oo
++++HH+ A RESOLUTION ++++++++ 4+ -+ ++

V3+i
4

1) Déterminons le module et un argument du nombre complexe u =

Module de u :|u| = /(?)2+G)2= ’116+1—16=§=>

cosf =
Argument de u : Soit 8 un argument de u :

k sinf =

&G

N|H|«=|§

= p=r+ 7]

1
2

[NIE AT

1) Soit f I'application de C vers lui-méme qui, a tout nombre complexe z associe
f@)=uz+ 1+ —-u)
Montrons que f est bijective
Posons f(z) =z'; z €Ciona: uz+(1+d)(l-w=z=uz=2z-1+d)1-uw) =
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zZ—-A+DA—-uw)
T SR A S

U

Sachant que u # 0 alors, Vz' € C ; son antécédent z est unique alors f est bijective
Déterminons le nombre complexe w tel que : f(w) = w
fW=w=wu+(+dH)l-w=w=2wu-w=—-1+)1-uw) =
wiu—-1D)=—-10+)1—-u) >w=TF11
2) Soit 1, M et M’ les points du plan complexe ayant pour affixes w, z et f(z)
respectivement

Donnons une mesure de I'angle (Wi, W)
i f(@)—w uz+(A+D)A-uw)—{A+10)
(19.10) = arg (fw) - arg( Z-+D) )
uz+ 1+ -u-1)
g( z—(1+10) )

uz —u(l+1i) o= u(z -1+ i)) T ——
= arg<m> = (IM,IM) = arg<m> = arg(u) =g=>(1M,IM) = —

Calculons la distance IM’ en fonction de la distance IM

M _1 |1M |1| ! 2= IM = 2IM =M’ 1IM
—_— e === =3 = =1 = -
IM" u M ul 1 2
2
On note F I'application qui, a tout point M associe le point M’
Précisons la nature de F et ses éléments caractéristiques
Lécriturez = uz+ (1 +i)(1 —u) estdelaformez =az+b; (a,b) €C x CalorsF

est une similitude plane directe de rapport k = id’angle 6= %et decentrew =141
3) Soit Ay le point d’affixe zo = —1 + 2i
On définie pour toutn € N, z,,,.; = f(z,,). On note A,, le point d’affixe z,, dans le plan
complexe
Calculons en fonction de n la distance I4,,.
1Ay = |z, —wl

1% méthode :z, ., = f(z,) =uz, + (1+ DA —-w et fW) =w=w=uw+
1+ i) —=u)donc

Znir—W=uzZ, + 1+ DA —w) —uw -1+ )1 —u) = 2,41 — W = Uz, —uw

=u(z, —w)
Zn+1 — W Zny1 —w _ 1 i%

=u= =-e
Zn — W Zy—W 2

Ceci montre que la suite z,, — w est une suite géométrique de raison g = %e’% etde
premierterme zo —w = —1 4+ 2i — (1 + i) = —2 + i alors z,, — w peut s’écrire sous la
forme: z,—w=(z,—w)q" = (=2 +1) (%e‘%)n

Alors [A, = |z, —w| = |(—2 +1) Geig)n| = En (-2+ i)| = G)nm = G)n\/g =

n

=)
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28me méthode :/A, = |z, —w| = [A41 = |Zpy1 — Wl = |luz, + A+ DA —uw) —w| =
luz, + A +DA-w)-A+)|=14p1=luz, + A+ DA -u-1)| =

uzy = u(l + Dl = [u(zy = W)l = ullzy —wl =214y = [Anyy = 514,

Alors IA,, est une suite géométrique de raison g = %et de 1¢" terme

IAg=lzo—w|=|-1+2i—1—i]|=|-2+i]|=+5

n
o 14, = 1 =5 (3 = (] 3

Calculons la limite de cette distance quand n = +co

dim_ian= tim (()'V5)= () V5 =0xV5=
+++++++++ R
EXERCICE 19 :
Soit S I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe Z associe le point M1
d’affixe Z; telleque : Z; = (=1 4+ )Z + 1+ 4i
1) Donner la nature de S et ses éléments caractéristiques
2) Calculer les coordonnées x et y du point M en fonction des coordonnées x; et y;
du point M;
3) Déterminer les équations des transformées par S de la droite d’équation x = 0 et
de la droite (D) d’équationy = x — 1
+H++HH+ A RESOLUTION ++++++H++ b+
Soit S I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe Z associe le point
M; d’affixe Z; telleque : Z; = (—1+i)Z + 1+ 4i
1) Donnons la nature de S
la] = |-1+i] = /(=1)2 + 12 =+/2 # 1 alors S est une similitude plane directe
Les éléments caractéristiques

eLe rapport : k = |a| =2

V2
cosf = —— .
\anlors 8=n—"+2kn=
el’angle 6 :0 = arg(a) = arg(—1 +i),ona < sing =¥ 4
2
{ 0=+ 2kn
ele centre ou le point invariant Q(w) :Onposez; =z=w = w = L= 1+—4L, = 1+—4,L
1-a 1—1+i 2—-i
2+i+8i—4 -—-249i -2+9
a 5 T 5 T 5

2) Calculons les coordonnées x et y du point M en fonction des coordonnées x; et
y1 du point M, Onposez; =x; +iy, et z=x+iy,ona:
X +iy=C1+Dx+iy)+1+4i=—x—iy+ix—y+1+4i
=—x—y+1+ilx—y+4)
{x1=—x—y+1 )

yi=x—y+4 2) =De()+@2),ona: x;+y;, =-2y+5=

1
y= _E(x1 +y1-5)
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De (1)-()ona: x;—y;,=—-2x—3= x= —%(xl—y1+3)
3) Déterminons les équations des transformées par S de la droite d’équation x =
0 et de la droite (D) d’équationy = x — 1
ePour x =0,0na: 0=—%(x1—y1+3)=> X1—y1+3=0=y,=x,+3
D’ou I'équation de la transformée est y = x + 3
ePoury=x—1,0ona:

1 1
—x+y=—1ﬁz(xl—y1+3)—5(x1+yl—5)=—1=>

%(xl—y1+3—x1—y1+5)=—1=>—2y1+8=—2=>—2y1=—10=>y1=5

D’ou I'équation de la transformée est y = 5

T B B B B o
EXERCICE 20 :

On considere le polyndme défini par : f(z) = z3 — (6 + 12i)z% — (36 — 48i)z + 90 + 27i

1) Calculer f(3i). En déduire nue factorisation de f(z)

2) Résoudre I'équation :z2 — (6 + 9i)z — 9 + 30i =

0.En déduire les racines zy; z, et z; de f(z)
3) Mgy; My et M;3sont les points images des racines zy; z; et z3

-Zg

Z . s N s .
Mettre le nombre complexe Zl sous la forme trigonométrique. En déduire la nature du
2

2o
triangle MM, M3
+H++HH+ A RESOLUTION ++++++++ b+
On considére le polynéme défini par : f(z) = z° — (6 + 12i)z> — (36 — 48i)z + 90 + 27i

1) Calculons f(3i) :

f(3i) = (Bi)® — (6 + 12i)(3i)®> — (36 — 48i)3i + 90 + 27i
= —27i+54 +108i — 108i — 144+ 90 —27i=0 D'ou f(3i) =0
En déduisons une factorisation de f(z) f(z) = (z — 3i)q(x)

1 —6—12i —36 + 48 90 + 27i
3i 3i 27 —18i —90 — 271
1 —6—9i -9 + 30i 0

D’ou f(2) = (z— 3i)(z2 — (6 + 9i)z — 9 + 30i)
2) Résolvons équation :z% — (6 + 9i)z — 9 + 30i = 0.
A= (6 + 9i)? — 4(—9 + 30i) = 36 + 108i — 81 + 36 — 120i = —9 — 12i

- ) [Al+a  [|Al+a
Soit t'une des racines de A:t = + + €l avec

2 2
[Al = V81 + 144 = v225 =15 ete = —alors

t=i< /152‘9—1 /15;9>=i(\/§—i\/ﬁ)=i(\/§—21\/§) — VB= V3 - 2iV3
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( 649 —vV3+2iv3 6—43 _<9+2J§)
|z = = +i
2 2 2
{ 6+ 9i+ V3 —2iV3 6+\/§+_<9—2\/§>
= i

Z =
\*2 2 2 2
En déduisons les racines z,; z; et z; de f(z)
z—3i=0=12z,=3i
z2—(6+9i)z—9+30i=0

{_6—\/5 ,<9+2\/§> 6+3 _(9—2&)}
S =43i; +1i ; +1i

On pose f(z) = (z—3i)(z> — (6 + 91))z— 9 + 30i) = 0 = {

2 2 o2 2

3) Mj; M; et M3 sont les points images des racines z,; z; et z3
Z1-Z,

; z° sous la forme trigonométrique
2 0

6-V3 . (9+2V3)_ .,

z—zg 2 2 _ 6—V3+9i+2iV3—6i

z; — 2o 6+\/§+i<9—2\/§>_. 6+V3+9i - 2iV3 - 6i
2 2

Mettons le nombre complexe

3i

6_\/§+l(3+2\/§) iE Zq1 — Z iE
= =e3 = =e3
6+V3+i(3—2V3) Z; — Zg
Le triangle MyM; M5 est équilatéral

o L A L L L L L
EXERCICE 21 :
On considére le nombre complexe z = 2v/3 — 2 + i(Z\/§ + 2)
1) Onpose Z = z2. Exprimer Z sous forme algébrique
2) Déterminer le module et un argument de Z
3) En déduire le module et un argument de z

5 .5
4) Donner alors les valeurs exactes de cos£ et SmTZ
+++++++H+++H - RESOLUTION H++++ b+

On considere le nombre complexe
1) On pose Z = z2. Exprimons Z sous forme algébrique

Z=72=(2V3-2+i(2V3 + 2))2 = (2v3-2)" +2i(2V3 - 2)(2v3 + 2) — (2v3 — 2)?

=16 —8vV3 +2i(12 —4) — (16 + 8V3) = 16 — 8V3 + 16i — 16 — 8v3 = Z = —16+/3 + 16i
2) Déterminons le module et un argument de Z

1Z| = |-16v3 + 16| = [(-16V3)?+ 162 = /162(3+1) =16 x2 =32 d'ot |Z| =32

16V3 V3
. cosf =——=—— x  sm . w
Soit 8 un argument de Z: 3126 s 2 9=Tl—g=?+2kn d'ol argZE?[Zn]
sinf = —=-
32 2

3) Déduisons-en le module et un argument de z
Comme Z = z? alors

1z% = 1Z] = |z| =/|Z] = V32 = 4V2
? Z Largz 1><5n+k 5n+k 57r+k
= E = — ==X — = — S5 = —
argz arg argz 2 arg 2%% T 12 T = argz 12 s
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Dol |z| =4V2 et argz = i—:+ kmn
5
12

.. 5 - . i
z = |z|(cosO + isin 9) = 4ﬁ(cosl—z+ LSlnl—Z) = 4\/§cosi—z+ 41\/§smi—: et z=
st _ 2V3-2 _ V6-V2

cos= =
Il (943 .. 12 42 4 " 5t _ V6-v2 . 5T VE+VZ
2V3-2+i(2 3+2),onposez—z-{_ sm_ 23+2 _ V62 d'od cos, =—— et sinp ==,

5w .
4) Donnons alors les valeurs exactes de cos - et sin

12 42 4
++++++++++++++++H+

EXERCICE 22 :
1+V2—i
1+V2+i
1) a) Mettez z sous sa forme algébrique  b) Calculer le module et un argument de z

—6 —8 —2005
2) Calculerz ,z°,z

+++++++H+++HHHH A RESOLUTION HH+++ b+

1+V2-i
1+V2+i
1) a) Mettons z sous sa forme algébrique

_14V2—i (14V2-0) _(14V2) - 2i(14 VD) + 23+ 2v2-2i(1+V2) -1

Soit le nombre complexe z =

Soit le nombre complexe z =

z= = =
1+V2+i (14v2) +12 3+2v2+1 4+2V2
2+2V2-2i(1+V2) , . V2.2
=——————=Dou z=——1i—
4422 2 2
b) Calculons le module et un argumentdez: |z| = |g - 1g| = g 124+ (-1)2=1 dou|z]=1
cosf = e -
Soit & unargumentdez: 2 d'ou 0=-2+42kn
. A 4
sinf = — 5
2) Calculons z° ,28,22005 et donnons les résultats sous forme algébrique z = cos% + isin%
6
z° = (cosz+ +i sinf) =cosZ+isinZ =cosZ +isinZ=—i don 7°=—i
4 4 4 4 2 2

8
—8 T . . T 8m . .. 8m P . =8
zZ = (cosz ++i smz) =cos—~ +1i sin—- = cos 2r+isin2r =1 d'ou z =1

2005
7700 = (cosE + +i sinz) = cos 2287 4 i sin 2% == _z_ L'E d'ot 7% = _Z_ iE
4 4 2 2 2 2
s o L
EXERCICE 23 :

Déterminer tous les nombres complexes Z non nuls ; tels que Z2 et Z soient conjugués
+++++++H+HHH - RESOLUTION H++++ b+
6

Soit z = pe'® ce nombre complexe tel que : 22 = z° = p2e?9 = pbe~i60 =

2 _ 6 - — p=1
pe=p N p=1 —{ pP=1 _
{29=—69+2kn {29+60=2k7r {89=2k1r 6="="

Dol Z; = eilft_n avec ke Z
++++++
EXERCICE 24 :
Déterminer deux nombres complexes tels que I'un soit le carré de l'autre
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+++++++H++H b RESOLUTION +H++++ b+

— 1,2
Soit u et v ces deux nombres complexes tels que : {u “Vsu=@d)?r=ut
v =

_ .4 4 _ . 31y — u=20
u=u=>ut-u=0=>ulu 1)_0=>{(u—1)(u2+u+1)=0:'
-1+
u=20 (= V3 =j
u=1 =A= 1—4_—3=>\/_—u/_=>{ , =
W tut1=0 ﬂz—.

J

"

.= u=20 u=1 u=j u=j
”2{0’1’]‘]}:’{1]:02=o=>{v=12=1:>{ '2=_:>{ i
D'ou (w; ) = {(0;0); (1; 1); (j;); (i )}

s L L L B L
EXERCICE 25 :

: 7 B B2 B3
Soit § € Ctel que f’ = 1 et f#1. Montrer que 52 + T + g =2
+H++HH+H A RESOLUTION +++H+++H++ 4
Commef’ =1=p"-1=0=B-1DB*+B5+p*+B3+p?>+B+1)=0
B—1%0
29&6+ﬁ5+ﬁ4+ﬁ3+ﬁz+ﬁ+1=0
BB B _PA4AHA+E)+ A+ AT+ A+ EHA Y
1+B2 1+p* 14p° A+B2)A+BH(1A+p%)
[3+ﬁ7+ﬁ5+311+ﬁz+ﬁg+ﬁ4+ﬁm+ﬁ3+ﬁ7+ﬁ5+39
1+B6+B4+B10+ﬁ2+B8+B6+B12
BABAB+ +B)+ B+ + 5+ + 7+ +
- 14 8%+ % +28° + g8 + p10 + p*2
Comme Bé+ 5+ B4+ B2 +B2+P+1=0=—1-BS =5+ B*+ 3+ 2+ pet B =1
—1—B+ A+ +F +B+1+p)+ 6
1+ B2+ 8 +28°+ B/ (B + 5 + %)
—1—ﬁ6+1+ﬁ4+ﬁ3+ﬁ+1+ﬁz+ﬁ5_—ﬂﬁ—ﬁé_—2B6
1+p+p +28°+p+ B+ 28°—-p°  p°
2 3
1fﬁ2+1fﬁ4+1fﬁ6=_2
B L e A

EXERCICE 26 :
1. Soient z1,72,23 trois nombres complexes ayant le méme cube.
Exprimer z; et z3 en fonction de zi.
2. Donner, sous forme polaire (forme trigonométrique) les solutions dans C de :
z5+(7-1)2z3-8-8i=0
Indication : poser Z=z3 et calculer (9+i)2.
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+++++H+ A RESOLUTION 4+ 4+ 4+
1. On pose z13=z,3=z3
223 = Z13 <=>{ 3|Z23| - |Z12| { |Zz_|3 " |Zl|3 =
arg(z,?) = arg(z,>) + 2kn 3arg(z,) = 3arg(z,) + 2kn
|z2| = |z4]

2km
arg(z,) = arg(z;) + T; k={0;1;2}

. 2km i .(2km 2m\k
zZ, = |leel(arg(zl)+T) = |Zl|elarg(zl)el(T) =2z (eLT> = lek

— . — i -, 2
Z =21 Zx=Z et Z; =2z

De méme les solutions de z, sont : z;2 = z;3 ona:
Z3 =12z, ; Z3 =2 et z3 = zyj°
2. z%(7-i)z%-8-8i=0
On pose Z=z3: z%+(7-1)z3-8-8i=0&Z2+(7-i)Z-8-8i=0
A=(7—-i)>—4(—8—-8i)=49—-14i—1+32+32i =80+ 18i = (9 + i)
—(7—])— i 16 —(7-1 9+i .
7,-=C I.)Z (9+I.)=_7=_8 et Z,= (7-1)+( D _14i
On cherche alors les z tels que z3=Z
D’aprés la premiére question z:=-8=(-2):&z€{-2,-2j,-2;?}
T 1 . 1 .7
Et 22 =1+i=+2e'" =227 &z = 2Bee' 2k &
1 1w 1w
Alors § = {—2,—2j,—2j2; 2se'1z; Zsellzj; Zaellzjz}
L A L L R 3
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EREICES PROROS

APPRENTISSAGE

+HH+HHHH R EXercice 1o

Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :
Q) Z=4+2i+B-0? b)Z=02-20(1+i3)
2—1 3+ 4i)(2i
N R [C)
(1402 (1-20)?
++++HHHH e EEEEXErcice 2 bbb

c) Z=

Déterminer le module des nombres complexes suivants :
Q) Z=02+20)2-D? b) Z=0B-20(1+iV3)?
2—1i (3 + 4i)(20)
a+r: D ZITTa—r
+++++++H+H R EXercice 3 bbb
Soit Z le nombre complexe défini par : Z = 2x + 3i + (ix — 2)(2 —ilx+ 4))
Déterminer le nombre réel x tels que :
a) Zestun nombre réel
b) Z est un nombre imaginaire pur
+HHHHH e EXercice 4 i

) Z=

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

@) Z=0+D(1-iV3) b Z=(3-i) o ZZ\Z/E:Z\Z
L

10

1 3 .
d) Z=<§—17> (2+21)5

++++++ R EXercice 5ot
Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
a) Z=cosa+isina b) Z=sina—icosa ) Z=—cosa+isina
d) Z=—cosa—isina e)Z=tana+i f) Z=1—-itana
g)Z=1—cosa+isina h) Z=1-—cosa—isina i) Z=cotana+1i
f) Z=1—icotana g)Z=1-sina+icosa d) Z=1-sina—icosa
++++++ R EXercice 6 b
Déterminer et représenter I’ensemble des points M du plan dont I'affixe Z vérifie
la condition indiquée :

a)|Z+5=-2il=Z-2+i] b|Z+1+i|=13Z-9-3il;
O|Z+Z—-1|=4; dD|zZ-Z-1+i]=2;

- T
e)arg(3i —Z) = 0[2x]; flarg(=Z -3 +1i) EZ[T[];
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1 T . 3
g) arg (m) = > [7] ; h) arg(Z — 3i) = > [7];
Darg(z ~ D) =argZ+ D 2nl; ) [ =1
Z—-2+1i
k)|1Z-3+i| =127 — 4i|; D|Z-1+i|=1z-1]
o (o (o (o AR
A tout nombre complexe Z ; différent de -1+2i ; on associe le nombre complexe Z' = ;it:i

Déterminer I’'ensemble des points M du plan dont I'affixe Z vérifie la condition indiquée ;
a) Z soit un nombre réel
Z’ soit un nombre imaginaire pur
b) [Z1=1; d)|z’|=2
++++HHH R EHEEEXErCice 8 R
Z-1-2i
Déterminer I’'ensemble des points M du plan dont I'affixe Z vérifie la condition indiquée ;

A tout nombre complexe Z ; différent de 142i ; on associe le nombre complexe Z' =

a) Z soit un nombre réel

b)  Z’ soit un nombre imaginaire pur

o 1Z1=1; d)|z]=2
+++++++++ - EEREEXercice 9 bbbt
Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan dont I'affixe Z vérifie la condition
indiquée :

2Z- 4—(z+Z)i

1 , ,
a) — estunnombre réel ; b) —5——= est un nombre réel
z 1-i+3(2-2)

+++++++HHH R EXercice 10
. 1 1 ..
Soit Z un nombre complexe tel que : Z + 7= 2cos6 et Z — 7= 2isind
, . 1 1 ..
Démontrer que pour tout entier naturel n;ona: Z" + i 2cos(nB) et Z™ — Pt 2isin(nB)
++++++ R EXercice 11 b

Résoudre dans C les équations suivantes :
a)iZ?+Z-3+i=0; b)(-2+)Z*+(4—-5)Z+3-i=0;
OZ*+Z4+1=0; d)|Z?=0Q+DZ

(Z—3i)2+6(Z—3i) B0 (Z—1)3 2(2—1)2+(Z—1) 20
e) Z+2 Z+2 T ) Z+1 Z+1 Z+1 T
YZY+Z3+224Z4+1=0; k) (E)n+(ﬂ)n—2 0
g v z+1) "\z-1) T

+HHHHHb bR EXErCICe 12:HHHHHH
1) Résoudre dans C I'équation : Z* —1 =0

2) Développer le produit (Z — 1)(Z3+Z2+Z + 1)
3) Quelles sont les solutions dans C de 'équation Z3 +Z2 +Z +1 =10

4) Résoudre dans C I’équation : (322:)3 + (322_?)2 + (3ZZ_+LL) +1=0

+HH+HHH R EEXerCice 13 i
Résoudre dans C I'équation : 4Z2+ 8|Z|?—3 =0
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+HHHHHH e HHREEXercice 14 iR
Déterminer le nombre complexe Z pour que :
|Z?| = 1= 2Z| = |Z| ouque:|Z—i|=|iZ—i|=|Z—iZ|
+++++H+HHH R EXercice 15
Résoudre sur C les équations suivantes :
Q|Z|+Z=3+4i ; b)|Z|-Z=4-3i
+H+HHH e EEEEXercice 16
Résoudre dans C les équations suivantes :
a)Z?*—B+2DZ+5+i=0; b)Z?-21+)Z+i—-1=0 ;
€) Z2+2iN2Z-2(1+i)=0; d)2Z?—(20+9)Z+50=0 ;
e)Z2— (5+4iV3)Z+9=0; ) 1—)Z2=2Z—11+43i=0 ;
9) Z2—4(1—-DZ+2(4—-)=0; hZ2—(5-iV3)Z+6—-iV3Z=0;
D) iZ2+(1-5)Z+6i—2=0; HA+D)Z>—~G+D)Z+6+4i=0;
k) 4+3D)2°-QRi—-4)Z+2-i=0; D) Z2—iZ+iV3=0;
m) 2-1)Z?-B+1)Z-2+6i=0; n)2(1-0)Z?+82+1)Z—-3(1-7i)=0
+++++++HHH R EXercice 17 b
On Considére le polynéme P(z) = z3 — (11 + 2i)z? + 2(17 + 7i)z — 42
1) Démontrer qu'il existe un réel a solution de I’équation P(z) = 0
2) Déterminer le polynéme Qtel que : P(z) = (z — a)Q(2)
3) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0
+++t+ bR EXercice 18 bbb

Soit f la transformation du plan dont I'écriture complexe est : Z' = 2ei§Z —3v3-2i
1) Déterminer le nombre complexe Z, tel que : Z' — Z, = Zeig(Z —Zy)
2) Endéduire que f est la composée d’'une homothétie et d'une rotation de méme
centre que I'on précisera
++++++HH R EXercice 19 b
Dans chacun des cas suivants, déterminer I'écriture complexe ; la nature et les éléments
caractéristiques des transformations :5;05, et $95;
a) Sy: Z'=2iZ+1-2i et Sy: Z'=%iZ+1—%i
b)S; : Z=A+DZ+1+i et S,: Z' =-2Z
++++++++++++++++++++++++w++++++++++++++++++++++++++
Soit f I'application du plan dans lui-méme d’écriture complexe :
Z'=(-V3)Z+3+i(2V3+1)
1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f
2) Déterminer I'expression analytique de f
3) Déterminer I'image par f de la droite de repére (4;u) ot A(l —
2v/3;0) et u(V3;0)

++++++HE bR EEXErcice 21 bbb

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



87

Dans chacun des cas suivants, déterminer I'écriture complexe de la similitude directe de

centre Q, de rapport k et d’angle a

. bha=1;k=Zeta=—

c )a=1 k= eta=-
5t )

; d)Q=-1-i;k=3eta=0 ;

a)Q=0;k=2eta=
c) Q=2—-i;k=1 eta:?
e)Q=1+i;k=Zeta=2§; f)Q=—3;k=\/§eta=g ;
T 1 1 T
ga=i :k=\/§eta=§ ; h)Q=2+§i ;k=§ eta=—z;
HQ=1-i;k=2 eta=%
++++++++++ - EEEEEEXercice 22 bbb
Soit f I'application du plan dans lui-méme d’expression analytique :
{x' =x—yV3+2V2
y =xV3+y—-+3
1) Déterminer I'écriture complexe de f
2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f
3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques et I'écriture complexe de f~1
+++t bbb EXercice 23 bbb
Dans chacun des cas suivants, déterminer complexe de la similitude directe S
définie par:  S(4) = A’et S(B) =B’
a) A(3+2i); A(3); B(M)et B(i) , b) AR+1i); A(3+2i); B(2) et B'(3i)
+++++++H+H R EXercice 24 b
Soit S une similitude directe d’écriture complexe : Z' = (1 + )Z + 1 — i
1) Déterminer les éléments caractéristiques de S
2) Déterminer et construire I’'ensemble des points M d’affixe Z tels que :
[(A+idZ+1—-i]=8
3) Retrouver le résultat de la question précédente par une méthode algébrique
++++++++++++HHHHHHHHHHHEHEXercice 25 bR
Résoudre dans C les équations suivantes :
a)Z8=-1; b)Z°=V3+i; )Z"+V3-i=0;
1t ; e)25=i§(1—ix/§)
V3-i 2

G mE i

APPROFONDISSEMENT

+H++HHH e EXercice 26 bbb
Soit n un entier naturel. On pose A = Y.7_, coskx et B =Yy _,sinkx
1) Calculer et écrire sous la forme exponentielle A + iB
2) En déduire les expressions plus simples de A et B

++HtHH bR EXErCice 27 bbb

d)z° =
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Soit (Z,) la suite définiedansCpar: Zo=1+i et VneNZ, 4 = —%Zn
1) Démontrer que (|Z,,]),en est une suite géométrique dont on précisera le
premier terme et la raison
2) Exprimer arg(Z,) en fonction de n puis Z, en fonction de Zp et n
+H+HHH e EXercice 28 b

Soit S une similitude directe d’écriture complexe : Z’ = 3iZ — 9 — 3i
1) Déterminer les éléments caractéristiques de S
2) Déterminer I'image par S :
a) du cercle de centre K(1 — 3i) et de rayon 1
b) de la droite (D) d’équation x=1
3) Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et I'écriture complexe de S~
+++++++H+H R EXercice 29 bbb
On considére sur C, I'équation définie par : aZ?+ b|Z|?+ ic = 0, ou a, b et ¢ sont des réels
Quelles conditions vérifient les nombres a, b et c si Z=3+2i est une solution de I'équation ?
Déterminer (a, b, c) lorsque ; (a,b,c) € Z3 et 0 < a < 15
+++++++HHH R EXercice 30
Démontrer que si les nombres complexes Z; et Z, ont pour module 1, le
Zy+Z,

nombre Z' = 22722 est réel
1+2,2,

+++t bbb EEXercice 3T bbb
X,y et z étant trois nombres complexes de module 1
Comparer les modules des nombres : x +y +z etxy + yz + xz

++H++tH b EEXercice 32 bbb

Sachant que: |Z;| = |Z;] = |Z5] =1
Iv+Z,+7Z; =1
717,73 =1
++++++ R EXercice 33 bbb

Déterminer Z; ; Z, et Z3 tel que : {

Déterminer I'ensemble des images des points M(Z) tels que les images des nombresi; Z et
iZ soient alignées
++++++H bR EXercice 34 bbb
1) Mettre chacun des nombres suivants sous forme d’un produit de deux facteurs
Z =1+ cosx +isinx et Z’=1— cosx — isinx
. e . z zZ'
2) Simplifier la fraction : X = 7 et Y= 7
+H+HHH b EEXercice 35 R
Soit Z = @ (cos6 + isinf) un nombre complexe non nul
Calculer le module et I'argument en fonction de ¢ et 8 du nombre complexe:
, T M\=
Z =7- (cos§+ lSlng)Z
++++tHb bR EXErcice 36 bbb

Résoudre dans C les équations suivantes :
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a)Z"=Z ;(neN*); b) (ﬂ> = cos(nx) + isin(nx); (n € N*) ;

zZ—-1
(1+iZ)3_1+ai( cR)
1-iz) “1-a"

+H+HHHH R EXercice 37 b
Soit dans C I'équation : Z3 = 4v/2(1 + i)

1) Montrer en cherchant sous forme trigonométrique, que cette équation
admet trois solutions Z;; Z, et Z3 dont on donnera pour chacune d’elle, le
module et I'argument

2) Vérifier que I'on a les égalités suivantes :2213222 = 2221223 = ZZIZZ;
Quelle est la valeur commune de ces rapports ?
+++++++H+H e EEXercice 38 bbb

Trouver le module et un argument de :
_ 1+ (cosg +ising)®
" (cos@ + ising)?
+++tt bR EXercice 39 bbb bR

, m
ou @est dans | intervalle]O; §[

Soit dans I'ensemble C des complexes I'équation en Z suivante : Z?—2pZ +p2=0 (1)

Dans la quelle p est un nombre donné sous la forme p = a + ib et p son conjugué

1) Résoudre I'équation (1) et donner les expressions des racines en fonction de a et de b

2) Quels les nombres complexes p pour les quels I'équation a au moins une racine
réelle ?

+++++++HHH R EXercice 40 b

Les points A, B et C ont pour affixes respectives :

V2 o T
W b=2e% etc=2e's
1) Faites une figure que vous compléterez au cours de I'exercice
2)  Calculer I'affixe d du point D image de C par ’homothétie h de centre A et de
rapport -3
3) Calculer I'affixe e du point E image de C par la rotation R de centre O et

, s
d’angle — 3

Q

-b
o
b. | désigne le milieu du segment [DE

4) a. Calculer le quotient Z =

0 =

t F le symétrique de B par rapport a l.
Démontrer que BDFE est un carré
++++++ R EXercice 41 b
Résoudre dans C I'équation : Z2— 2c0s8Z + 1 = 0 ou 6 est un réel
Déterminer le module et un argument de chacune des solutions
+H+HHH R EXercice 42 bbb

On considere les nombres complexes : a = —V34+i,b=3+2ietc=7-2i
1) a. Déterminer de deux fagons différentes les racines carrées de a
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5m
12
b. Déterminer les entiers relatifs n pour les quels a™ est un nombre réel.

c. Déterminer les entiers relatifs n pour les quels a™ est un nombre imaginaire pur

P . 5T .
En déduire les valeurs exactes de cos— et sin

2) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que :
a)|Z=bl=1Z—c| ; b) 2|Z—b|=]al

3) Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe Z associe le
point M’ d'affixe Z' telle que:  Z' = (1 +iV3)Z — 5iV3
a. Démontrer que f admet un seul point invariant Q
b. Démontrer que f est la composée d’une rotation et d’'une homothétie positive de méme
centre Q
Préciser I'angle de la rotation et le rapport de I'homothétie
c. Déterminer et construire les images par f des ensembles déterminés a la question 2)
+++++++HHH R EXercice 43 bbb

Soit A le point d’affixe 2i et fI’application du plan dans lui-méme qui a tout
2iZ-5

Z-21

point M d’affixe Z, distinct de A, associe le point M’ d’affixe Z’ telle : Z' =
1) Démontrer que f admet deux points invariants
2) Démontrer que f est bijective et déterminer son application réciproque
3) Démontrer que la droite de repére(0; e;), privé de A est globalement invariante
par f
4) a.Démontrer que: |2 — 2i||Z - 2i| =9
b. En déduire I'image par f du cercle (C) de centre A et de rayon R
Déterminer R pour que C soit globalement invariant par f.
++H++ b EEXercice 44 bbb
1) a. Résoudre dans C I'équation : Z?—4Z +8 =0
Ecrire les solutions sous forme algébriques et trigonométriques
b. Placer les points A et B des solutions ; A étant I'image de la solution dont la partie
imaginaire est négative
Quelle est la nature du triangle OAB ?
2) Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe Z,
associe le point M’ d’affixe Z’ telle que: Z' = eigZ
a. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I'application f.
b. Déterminer sous forme trigonométrique, puis algébrique I’affixe du point A’,
image de A par f

En déduire les valeurs exactes de cos% et sin%
++++tHHb bR EXErcice 45 bbb
Démontrer que si A, B et C désignent les mesures des angles d’un triangle, on a :
a) sinA+ sinB + sinC = 4cos§cos§cos%
b) cosA+ cosB +cosC =1+ 4sin§sin§sin%
++++tHH bR EXeErcice 46 bbb
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Soit le nombre complexe Z = ei27n ;onposea=7Z+Z2+2Z* et b=273+27°+2°
1) Démontrer que a et b sont deux nombres complexes conjugués et que la
partie imaginaire de a est positive
2) Calculer a+b et ab. En déduireaetb
+H+HHH R EXercice 47 b
Soit I'équation (E) : Z* + 223 + 2Z22—-2Z+1=0; (Z€C)
1) Démontrer que si Zoest solution de (E), alors Z_oest solution de (E)
2) a.Déterminer les nombres a et b tels que :

oesfe-dy

b. Résoudre dans C I'équation Z? + aZ + b = 0 puis I'équation (E)
3) Démontrer que les images des quatre solutions de (E) appartiennent a un méme

+a(2—%)+b]=0

cercle (C) dont on précisera le centre et le rayon.
+++++++H+H - EXercice 48 bbb
Soit I'équation (E) Z5 = 1
1) Résoudre dans C I’équation (E) et représenter les images des solutions
2) Démontrer que la somme des solutions de (E) est nulle et en déduire que
4m 1

2n+ _
cos—=+cos—=~3

3) Démontrer que cos z?n est solution de I'équation: 4x%?+2x—1=10

A 21
En déduire la valeur de cos -

4) soit I’équation (E') : (Z — 1)°> = (Z + 1)° avec Z€ C
ZO—1| _
Zo+1l

a) Démontrer que Z, est solution de (E’), alors :

En déduire que les solutions de (E’) sont imaginaires pures

b) Résoudre (E’)

++++++ R EXercice 49 bbb
i0

On pose Z = re'” avec r un réel strictement positif et on note :

Zy = (Z AF 7) (Zz + 72) (Z" + fn) avec n un entier naturel non nul.

1) Calculer Z3 et Z, en fonction deret®
2) Calculer Z,, en fonction deret©

++++HHHH e EXercice 50
Soit (Z,) la suite définiedansCpar:Zy, =4 et VneN; Z,,1 = %(1 +0)Z,
1) Trouver le module et un argument de Zy; Zy; Z3; Z, et Zs
2) Pour tout entier naturel n, on pose : Ap= |Z41 — Zy|
a) Calculer A, 41 en fonctionde A,
b) Démontrer que A, est une suite géométrique. Préciser son premier
terme et sa raison
c) Calculer A, en fonction de n et en déduire I'entier ng tels que lorsque
n>ngy; A< 1072
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++HtHH bR EXercice 5 b

On considere les points M, d’affixes Z, tels que : Z,, = (%i)n (1 + iv/3) ; ol n est un entier
naturel
1) Exprimer Zy:1 en fonction de Z,, puis Z, en fonction de n et Zg
Donner Zy. Z1 ; Z» ;23 et Z4 sous forme algébrique et trigonométrique
2)  Placer les points Mg; My ; M, ;M3 et My (unité graphique : 4cm)
3) Déterminer la distance de OM, en fonction de n

4) a) Démontrer que M,;,M,,,; = 2£: pour tout entier naturel n
b) On pose Ly, = Y=o MMy 41
Déterminer L, en fonction de n, puis la limite de L,
+++++++HHH R EXercice 52 bbb

T

1) On pose = e?7 . Calculer U7
2)S=U+U?+U* et T = U? + U> + U®. Démontrer que S et T sont conjugués, et que
la partie imaginaire de S est positive
3) Calculer S+T et ST
4) En déduire que :

2n+ 4r[+ 8n 1 . 2n+ , 4n+ o 8n W7
€0S— + coOs— + cos— = —— et sin— + sin— + sin— = —
7 7 7 2 7 7 7 2
+HHHHH R EHREEXETCice 53 bR
T L2TT .31 LATT
1) Démontrerque 1 +e's +e's +e's +e's = 11_5
1-e's

kn . kn
2) Quelles sont les valeurs des sommes : C = Y _, cos— et S= Yo sin— ?

++++++H b EEXercice 54 bbb
Les points A et B ont pour affixea = —8 et b = 8i

D est I'image de A par la rotation de centre O et d’angle g

C est le barycentre des points A, B et D affectés des coefficients respectifs —3, /3 et 3
1) Calculer les affixes d et c des points D et C
2) Prouver que A; B ; C et D sont sur le méme cercle. Préciser son centre et son
rayon
3) a) Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?

b) Démontrer que ses diagonales sont perpendiculaires et de méme mesures
++++HHHH e EXercice 55 bR
Linéariser les mondmes et polyndmes suivants :

a) (cosx)® ;  (sinx)3; (cosx)*; (sinx)*; (cosx)®; (sinx)®
b) (cosx)*sinx ; (cosx)*(sinx)3 ; (sinx)?(cosx)? ;3(sin2x)? + (sin4x)?
¢)3(cosx)3(sinx)® — 2(cosx)*(sinx)?; 2(sinx)* + 3(sinx)?(cosx)? — sinx
+HHHHHH e EXercice 56 R
On considere I'équation définie par :
Z2+ 4Zcosu+ 2+ 4cos2u=0 ou u € [-m;; 7|
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1) Pour quelles valeurs de u les deux solutions sont-elles réelles ?

. . . N T
2) Déterminer le module et I'argument de chaque solution dans le cas ol u = T

+++++H++HHH e EXercice 57 bbb

Résoudre dans C I’équation définie par:
4(1 —sina)Z?—2(1 + cos2a)Z + 1 + sina =0
Déterminer le module et I'argument des solutions en fonction de a

+++++HHH e EEXErcice 58 bbb
Résoudre dans C I'équation définie par :
Z% —273(cosa + isina) + 2Z%(1 + sin2a) — 2Z(cosa + sina) +1 =0
OnposeraY =7 +§ ; aestunréel
++++HHH R EXercice 59 bbb

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) Z+1)P2+i(Z-1)3=0 ; by Z+ D"+ (Z-1)"=0 ;
) A—iZ)"+i(1+iZ)"=0 ;

n oL iZ\" AN

D @+ —Z-D"=0; e (1+7) +(1—7) =0

++++tHH e EXercice 60 cH bbb

Etudier les racines cubiques de Z = a + ib. En déduire les solutions du systéme sur R :

1
x3 —3xy? = w,
L 3xy —y3 = y
V2
++++++ R EXErcice 61 i+t
Trois nombres complexes Z1; Z, et Zs ont pour produit 3iv3. Leurs
arguments respectifs 84,0, et 63 sont les termes consécutifs d’une suite
arithmétique de raison % et leurs modules respectifs p;,p, et p3 les termes
consécutifs d’une suite géométrique de raison 2
Sachant que 6, € [O; 2?"[, déterminer Z; ; Z; et Z3 et construire leurs images dans
le plan complexe

+H++++H e EEXercice 62 bbb
. i\" i\" 2t onp
a) Soit A = (1 + \/§) (1 \/§) Montrer que A = (ﬁ)nlsm .

A+)"-(1-i)" n+2

b) Démontrer que B = =2z sin%

L
++++t bR EXeErcice 63 bbb
Soit I'équation (E) : iZ2— 2(sin@ + i)Z + 2sin8 = 0 avec 6 € |—m; n[
1) Résoudre I'équation (E)
2) a) Exprimer 1 + cos 6 en fonction de cosg ; 1 — cos @ en fonction de

.0 . . .6 0
sin~ et sin @ en fonction de sin— et cos 7
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b) Calculer le module et un argument de chacune des solutions de (E)
++++t b EXercice 64 At

ai—4b
5+3i

. . . 3n
1- Déterminer les réels a et b sachant que u a pour module 1 et pour argument "

2- Ondonnea=+2eth=+2
a- Calculeru'? et ut®

Soit le nombre complexe u = avec (a,b) ER X R

b- Démontrer que, quells que soient les entiers m et n respectivement pair et
impair, on a: u*™ + u*" =

c- Sachant que les paramétres p et g sont des entiers naturels consecutifs,
résoudre dans le corps des complexes : Z2u?? + 2Zu?? — 2u?? =0
On donnera les solutions sous la formes cartesienne

e R R E R E A o a p o o S AT B B S S

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

+++++H+HHHH R EXercice 65
On considere I'équation (E) définie sur C par :
4
%—(1+i)Z3 +6iZ2+8(1—-i)Z—-10=0
1) Démontrer que (E) admet une solution réelle Z; et une solution imaginaire pure
Z,
2) Enutilisant la question précédente, résoudre dans C I'équation (E)
On désigne par Zy; Z,; Z5 et Z, les solutions de cette équation avec Re(Z3) < Re(Z,)
3) Onappelle A, B, Cet D les points du plan P d’affixes respectives 2; 2i; 2 +
4i et 4 + 2i. Faire une figure et démontrer que ABCD est un carré
4) Déterminer la similitude plane directe S telle que S(4) = B et S(C) = D.On
précisera les éléments caractéristiques de S
++H++t b EXercice 66: bbb
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0; u; v)(unité graphique :
2cm) 1) Résoudre dans C I'équation : 22— 2v/3Z + 4 =0
Onposea =+3+i et b =+/3 —i.Ecrire a et b sous leur forme exponentielle puis placer
leurs images respectives A et B
2) a) Soit r la rotation de centre O et d’angleg

Calculer I'affixe a’ du point A’ image du point A par r. Ecrire a’ sous forme algébrique et
placer A’ sur la figure précédente
b) Soit h 'homothétie de centre O et de rapport —g
Calculer I'affixe b’ du point B’ image du point B par H. Placer B’ sur la figure précédente
3) Soit C le centre du cercle circonscrit au triangle OA’B’ et R le rayon de ce
cercle. On désigne par c I'affixe du point C
a) Justifier les égalités suivantes :
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- 2. Y N _ pz . 3v3 3. i 52
cc=R?; (c—2i)(c+2i)=R (c+ 21)( + +21)—R
b) En déduirequec+5=43£ et quec—c=2i
c) Endéduire I'affixe du point C et la valeur de R
+++++H+ R EXercice 67 b
Soit Z =2 +V3+iv2—

1) Calculer Z%; puis calculer le module et un argument de Z2. Ecrire Z% sous la
forme trigonométrique

2) Endéduire le module et un argument de Z

3) Endéduire COS— et smE

++H+HHH R EXercice 68 b
Soit P(Z) = 723 — (1 — 2sina)Z? + (1 — 2sina)Z — 1 ot a € [0; n]
1) Calculer P(1). En déduire une factorisation de P(Z)
2) Résoudre dans C I'équation P(Z)=0. On notera Zo=1 et Z; et Z, les autres
solutions
3) Déterminer le module et I'argument de chacune des solutions
4)  Pour quelles valeurs de a les nombres |Z, + 1|, |Z,| et |Z; + 1| forment une
progression géométrique ?
+++++++HH+HHHH R EEEEEXErcice 690
On considere le plan complexe P muni d’un repére orthonormal (O ; | ;J)
1-  Soit le polyndme P tel que pour toutzde C: P(z) = z3 — 42> + 62z — 4
Déterminer les réels uetvtelsque: P(z) = (z — 2)(z% + uz + v)
Résoudre dans C I’équation : P(z) = 0
2-  On note « la solution de I’équation ci-dessus dont la partie imaginaire est
strictement positive et 8 le conjugué de «. Soient A, B et C les points d’affixes
respectives < ; fB et 2, | le milieu de [AB] et r la rotation de centre O et d’angle %
Déterminer I'affixe du point r(B), en déduire la nature du quadrilatéere OACB

3-  Soit f 'application de P privé du point C dans P qui au point M d’affixe z, (z # 2)
z—(1+i)

associe le point M’ d’affixe 2’ défini par: z' = —

a- Déterminer f(A) et f(B)
Déterminer le point E tel que: f(E) = C
b- Quelles distances représentent les réels |z — (1 + i)| et |z — 2|?
En déduire que si M appartient a la médiatrice de [AC], M’ appartient a un cercle dont on
déterminera le centre et le rayon
+HH+HHH R EXercice 70 bbb
Soit (Uy),n € N; la suite numérique définie par : { Uo =2 .
vneN; Uy =1 +0DU,
1) CalculerU;; U;; Us; Uget Us
2) Exprimer U, en fonction de n
3)  Pour quelles valeurs de n, la suite (Un) est-elle :
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® un nombre réel ? * un nombre imaginaire pur ?
4) Résoudre dans C I'équation : 2°=U,
5) Soit Sy =Ug+U++U,
a) Calculer S, en fonction de n.
b) Déterminer n pour que S,=4+6i
+++++H+HHH R EXercice 71 bbb

Dans le plan complexe rapporté orthonormé direct (0, ey, e;) . On considére les points A ;
B et D d’affixes respectives : Z, = —% ; g = —% + i? etZp=1+iV3
(S) est la similitude directe du plan transformant Aen B et BenD
1) Déterminer I'écriture complexe de (S)
2) Soit M,un point d’affixe Z,, on pose pour tout entier naturel n; My«1=S(M,) ; ou
Mhn.+1 admet pour affixe Zni1
Exprimer Zn.1 en fonction de Z,
3) On considere la suite U, = |Z,| ot Uy = % Démontrer que (U,) est une suite
géométrique
4) Justifier que la distance OM,=2048
+++++++HH R EXercice 72 bbb

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ; I ; J) unité graphique : 4cm
B et M; sont des points d’affixes respectivesiet Z; = @ a-9

1) Calculer le module et I'argument de Z;
2) My est le point, d’affixe Z, , image de Mjpar la rotation cde centre O et d’angle g

Trouver le module et I'argument de Z,
En déduire que le point M, est sur la droite d d’équation y=x
3) Mjsest le point d’affixe Z3, image de M, par ’homothétie de centre O et de

rapport V3 +2
V3+1

a) Vérifier que Z3 = 3 a+1i

b)  Prouver que les points M; et M3 sont sur le méme cercle de centre B et de rayon

V2

4)  Construire a I'aide d’une régle et au compas, les points M;,M; et M3 en utilisant

les questions précédentes ; préciser les différentes étapes de la construction

5) A tout point M distinct de B, d’affixe Z on associe le point M’ d’affixe Z’ telle que :
1
iz
Trouver puis représenter I'ensemble des oints M tels que M appartienne au cercle de

centre O et de rayon 1
+H+HHH b EXercice 73 bbb

A tout nombre complexe Z, on associe le nombre complexe z = cos 8 + isin 6
différent de 1 définipar:Z = =z

1-z
1) Déterminer le module et un argument de Z
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2) Résoudre dans C I'équation : z* + 214 = 1.En déduire les valeurs de Z pour les

valeurs de z ainsi trouvées
++++++++++++++++++++++++M++++++++++++++++++++++++++
Soit S I'application du plan dans lui-méme d’écriture complexe : Z = 2iZ —1—7i
1) a)lustifier que S est une similitude directe et préciser ses éléments caractéristiques
b) Déterminer I'expression analytique de S
2) Déterminer une équation de I'image par S de la droite (D) d’équation :3x + 2y +5 =0
3) Déterminer une équation de (C’), image du cercle (C) d’équation (x — 2)? + y? =1
+H+HHH e EEEEXercice 75 b
Onpose a = %(1 +1)
1) Mettre sous la forme trigonométrique les nombres complexes: a et a — 1
2) On pose z, = 1 et pour tout entier naturel non nul on pose : z, = a™ . Soit
M, le point d’affixe z,.
Placer dans un repére orthonormé direct les points My ; My ; M, ; M3; My ; Ms Mg
et M, (Unité graphique 4 cm)
3) Pour tout entier naturel non nul on pose u,, = |z, — Z,_4|
Vérifier que : u,, = |a|™ ! X |a — 1|
Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme u4
4) a)Onpose:s, =u; +u, +uz+ -+ uy,. Calculer s,
b) Calculer si elle existe la limite de s,

++HttH bR EXErCice 76 H b

On considére le nombre complexe Z défini par : Z = @<J2 +vV2+V2+ i\[ -V2+ \/7)

2

1) Calculer Z2 et Z*; puis en déduire le module et un argument de Z*#

En déduire le module et argument de Z
- 2—y2+v2

n 2212

—= et sihn—=-~—
16 16

2 2
2V2+V4+2V2 2V2+V4+2V2 =
2 + 2 V2

sinx = —
++++HH R EXeErcice 77 bbb
On considére le polynéme défini par : P(Z) = Z3 — 3v2(1 + i)Z2 + 4(1 + 3i)Z — 8iV2
1-  a- Calculer P(\/Z+ i\/f)
b- Déterminer les nombres complexes a et b tels que :
P(2)=(Z-V2-iN2)(Z*+aZ+D)
c- Résoudre dans C I'équation : P(Z) = 0
2-  Soit A, B et C les points d’affixes respectives
Zo=V2+i(N2—-2); Zi=V2+ V2 et Z,=V2+i(V2+2)

a- Déterminer le module et un argumentde Z,,Z; et Z,

2) Démontrer que : cos

3) Résoudre dans R I'équation : cos x
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b- Montrer que les points A, B et C sont alignés et que B est le milieu du
segment [AC]
3-  a- Déterminer I'équation de la droite (A) médiatrice du segment [AC]
b- Soit M I’'ensemble des points de la droite (A) d’affixe Z
Trouver I'expression de Z

Z —_
c- Calculer le rapport Z°

-
d- Déterminer I'expression de Z pour la quelle MAC est un triangle équilatéral

e EEXErcice 78 bbb

; . En déduire la nature du triangle MAC

On donne I'équation suivante: Z € C: Z?— (2rcosa)Z +r2=0 (E) ourestun
nombre réel strictement positif et @ un nombre réel quelconque. Soient Z; et Z; les
solutions de (E)
1-  Ecrire Z; et Z, sous formes trigonométriques
2-  a-Calculer Z;™ et Z,™ pour tout entier naturel n
b- On pose B, = Z;™ + Z,™ pour tout entier naturel n. Montrer que : P, est un
nombre réel
1 21
3- Onsupposeque:r = 2 et a = 3
a- Trouver une relation entre P, et Pp.;
b- En déduire lim B,
n—oo
+H+tt b EEXercice 79 bbb
. . Lo iZl — Zy = -1
1- Déterminer les nombres complexes z; et z,vérifiant : { .
-z, +iz, =3
2-  Ecrire z; et z, sous forme trigonométrique
3-  Calculer (z; X 2,)?%%°. On écrira le résultat final sous la forme algébrique

+++++++H+H R EXercice 80+
2
1- Développer (1 —v2)
2- Résoudre dans C I'équation : z% — (1 + \/7)2 +v2=0
3-  Résoudre dans C les équations : z +§ =1 puis z+ i =2
4-  Soit P(z) le polynéme de variable z défini par :
P(2) =Z4—(1+\/E)Z3 +(2+\/§)22—(1+\/§)Z+1
.. P(z) _ 1\2 1
Vérifier que pour tout z non nul, on a = (Z + ;) - (1 + \/7) (Z + ;) +2

22

En déduire les solutions de I'équation P(z)=0
A E G mma s o NN

LE DEFI

++++++ R EXercice 81
On considere un cercle de centre O et trois points A, B et C de ce cercle. On désigne par A’,
B’ et C’ les images respectives des points A, B et C par la rotation de centre O et d’angle %
Soient U, V et W les milieux respectifs des segments [A'B], [B'C] et [C'A]
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Démontrer que ces points sont les sommets d’un triangle équilatéral
++++t bR EXeErcice 82 bbb

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé(0; % ; ¥) unité graphique : 5cm,
on considére les points A et B d’affixes respectives Z, =1 +1i et Zg = —% + %i.

On désigne par C le cercle de centre O et de rayon 1.

1) Donner la forme trigonométrique de Z, et celle de Zp.

2) Dans la suite de I'exercice, M désigne un pont de C d’affixe e® ; & € [0; 27[.

On considere I'application f a tout point M de C associe f(M) = MA x MB.

a) Montrer pour tout a€ R, I'inégalité suivante : ei2* — 1 = 2iel®sina

b) Montrer I'inégalité suivante : f(M) = |ei2"‘ -1- G + %l) el |

c) En déduire I'égalité : f(M) = \/% + (—% + Zsinaf)z.

3)a)En utilisant 2)c), Montrer qu’il existe deux points M de C, dont on donnera les
coordonnées, pour les quels f (M) est minimal. Donner cette valeur minimale.

b) En utilisant 2)c), Montrer qu’il existe un seul point M de C, dont on donnera les
coordonnées, pour les quels f (M) est maximal. Donner cette valeur maximale.
+++++++H+H e EXercice 83 bbb

1-  Soit z; le nombre complexe définie par : z; = 21%
Ecrire z; sous la forme algébrique
Placer le point A image de z; dans un repére orthonormal (0; %; ¥) d’unité graphique 2cm
Soit z, = z,2. Ecrire z, sous la forme algébrique
Placer le point B image de z,
2-  Soit f 'application de C dans C qui a tout nombre z on fait correspondre le
nombre complexe f(z) définie par: f(z) = z + (—\/§ — 2) + (1 — 2\/§)i
a- Déterminer la nature de la transformation du plan qui a tout point M
d’affixe z associe le point M’ d’affixe f(z)
b- Calculer Z; et Z, définispar:Z; = f(z,) et Z, = f(z,). On note A’ et B’
les points d’affixes respectives Z; et Z,. Placer A’ et B’ sur la figure
Quelle est la nature du quadrilatere ABB’A’ ?

3-  Quelle est I'image de A par la rotation de centre O et d’angle 2?1'[ ?

+++HHH e EEEEXercice 84 i
I- Soit P le polyndme défini par
P(Z) =72 —(3+V2+2iV2)Z* + (2V2 — 1+ 4i)Z+ 3+ 3V2 +i(2V2 + 4)
1-  Calculer P(l + \/E)
2- Déterminer les réels a et b tels que : P(Z) = (Z -1- \/7)(22 +aZ +b)
3-  a-Calculer (4— + 2i\/7)2
b- Résoudre dans C I'équation : P(Z)=0 ou a ; b et ¢ sont des solutionsavec:a =1+ V2
Re(b) < Re(c)
- On considere trois points A, B et C d’affixes respectives
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2a+3b+c c—2a—b>b
Zy=a ; 1= > etz = ——

a- Déterminer le module et un argumentde Z; + 1
b- Déterminer le module et un argument de Z; — 3

3i cotanZ-1
c- 8

. F3
i cotan§+1

Zo-Z
d- Calculer le rapport 0 Zl. En déduire la nature du triangle ABC
41

+HH+HHHHHHE R EHREEXercice 85 iR

On donne sur le corps complexe I'équation : Z2 — 2(cos26 + isin20)Z—1 =0, (1)

1)

2)

. \ . s oepe b T s
Z estl'inconnue, B est un parametre réel vérifiant la double relation - <6< 5

Déterminer les valeurs du parametre 0 pour les quelles I'équation (1) a ses
coefficients réels.

Pour chacune de ces valeurs, résoudre I'équation

Déterminer les valeurs du parametre 6 pour les quelles I'équation (1) a une
double solution.

Pour chacune de ces valeurs, résoudre I’équation

3)

4)

Dans le cas général, on appelle Z; et Z; les solutions de I’équation (1), pour une

. R Uy = (Z; + 1)(cos6 — isin®)
valeur donnée du paramétre 8. On pose {Uz = (Zy + 1)(cos0 — isn®) ’

Calculer u; +u, et uqu,
D’aprés les résultats de 3) u; et u, sont solutions de I'équation :
u?—4cosbu+2 =0 (2)

Déterminer les valeurs de 0 pour lesquellesu, et u, sont réels, puis les valeurs de 8 pour
lesquelles u; et u, ne sont pas réels

5)

a) Quand u; et u, sont réels, montrer que les nombres complexes Z; +1 et
Z; +1 ont méme argument, que |'on déterminera

Indiquer alors une propriété de figure formée, dans le plan complexe rapporté a un repere
orthonormé d’axes X’OX et Y'OY ; par les points A, M1, M, d’affixes respectives -1, Z; et Z,
b) Quand u; et u, ne sont pas réels, montrer que les nombres complexes Z; +1 et Z; +1
ont méme module, que I'on déterminera

Indiquer alors une propriété de figure formée, dans le plan complexe rapporté a un repere
orthonormé d’axes X’OX et Y'OY ; par les points A, M1, M, d’affixes respectives -1, Z; et Z,
++H+H e EXercice 86: bbb

Soit Z le nombre complexe définie par : Z=

1)

Jz\/ﬁ+\/2\/§+\/§+1 _sz—\/ VZ+\V3+1
+i

2
Calculer 72, 74 et Z8. Déterminer le module et un argument de Z8.

En déduire le module et un argument Z.

2)

3)

/8+ 8+2\/_+2\/— - 8+2\/_+2\/—

En déduire que : cos— = 1n

8+ 8+2\/_+2\/— - 8+2\/_+2\/—

Résoudre dans R I'équation : ¥———
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+HHHHHHEEEEEHEHHHEEXercice 87 R
Soit sur C I'équation définie par :
7*(1+tg? £) — 4Z2cos8 + 4iZsin26 + 8sin6 = 0 ol B est un réel fixé
1) Démontrer que cette équation a une solution de la forme A(1+
i) etune autre de la forme A(—1 +i),A étant un nombre réel que Ion
déterminera
En déduire les solutions de I'’équation
2) Quels sont dans le plan complexe, lorsque O varie, les ensembles respectifs des
images des quatre solutions ?
++++++++++++ - EEREEXercice 88+
Si I’'on permute les deux aiguilles d’'une montre, on obtient en général une position
impossible sur une montre normale. Par exemple, la configuration (2) obtenue en
effectuant cette permutation a 4heures ne s’observe jamais. Combien de fois par jours
cette permutation conduit-elle a une configuration observable sur une montre normale ?

AN

++++tHH e EXercice 89t bbb

Soit le nombre complexe Z défini par : Z = 8a?— (1 4+ a?)? + 4a(1 —a?®)i;a €R
1) Calculer le module de Z; si a est un argument de Z, calculer cosa, sina,

a 2 . . s
(cos E) , cosasina, en fonction de réel a
2) Démontrer que : cos¥=—2L_ orsind=——2_
i arar 1~ Raror
3) Endéduire les racines quatriemes du nombre Z.
++++++H b EXercice 90 bbb bbb
1- Trouver les racines cubiques de 11+2i.
2- Déterminer les racines quatrieme de -7-24i .
++++++ R EEXercice 91t
1-  a- Soit () nen, la suite géométrique réelle de premier terme rystrictement
positif et de raison 2 Exprimer 7;, en fonction de ry et de n
b- Soit (6,,)5en, 1a suite géométrique réelle de premier terme 6, appartenant a
I'intervalle [O; %[ et de raison 2 g Exprimer 8,, en fonction de 8, et de n
c- Pour tout entier naturel n, on pose z,, = 1, (cos 0, + i sin 6,,). Sachant que zy; z, et z,
sont liés par la relation zyz,z, = 8. Déterminer le module et un argument de z,; z; et z,
2-  Dans le plan P muni d’un repéere orthonormal direct (O ; | ; J) (unité graphique :
4cm) On rappelle My, le point d’affixe z,
a-  Placer les points My; M; M, et M5 dans le plan P
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b-  Pour tout entier naturel n, calculer ||m || en fonction de n

c- Onposel, = ||m ||
Calculer [,, en fonction de n et déterminer la limite de [,, quand n tend vers +oo
+++ttH bR EEXErcice 92 bbb bbb
Etablir I'identité suivante : |z + Z'|? + |z — Z'| = 2(|z|? + |Z'|?) ; (z€ C;2' € C) eten
déduire une interprétation géométrique
++++HHHH b EEXErcice 93 bbb
Soit € une racine n-ieme de l'unité ; calculer : A = 1 + 2& + 3&% + -+ + ne™ 1
++++tH b EEXErcice 94 bbb bbb
Soit OAB et ODC deux triangles rectangles isoceles en O, de sens direct. Montrer que la
médiane issue de O dans le triangle OBD est la hauteur issue de O dans le triangle
+++++H+ R EXercice 95 R
Partie A : On appelle C I’'ensemble des nombres complexes
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O ; U ; V) on a placé un point M
d’affixe Z appartenant a C, puis le point R intersection du cercle de centre O passant par M

et du demi-axe (O ; U) A
1- Exprimer I'affixe du point R en fonction de z J
2-  Soit le point M’ d’affixe z’ définie par z’' = %(%Izl) ve
Représenter la figure sur la copie et construire le point M’ O u
Partie B :
On définie la suite de nombres complexes (z,,) par un premier

terme z, appartenant a C et pour tout entier naturel n, par la relation de récurrence :
Znyy = Zp + |z
4
Le but de cette partie est d’étudier si le comportement a I'infini de la suite (|z,]) dépend
du choix de z,
1- Que peut-on dire du comportement a I'infini de la suite (|z,|) quand z, est un
nombre réel négatif ?
2-  Que peut-on dire du comportement a I'infini de la suite (|z,|) quand z, est un
nombre réel positif ?
3-  On suppose désormais que zy n’est pas un nombre réel

a- Quelle conjecture peut-on faire sur le comportement a I'infini de la suite (|z,]) ?
b- Démontrer cette conjecture puis conclure.

o
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++++++++++ESSENTIEL DU COURS++++++++++++++

@™ Définitions et propriétés :
e Soit (4;; a;); 1 < i < nun systéme de points pondérés tels que Y,/-; a; # 0, alors il

A . — >
existe un unique point G tel que : G = bar a? 1<i<n avec Xj,0;GA; =0
1

NB :Si )i~ ; a; = 0 alors le barycentre n’existe pas

— S — o a+0
e Sia, =a, = =ayalors}-; q;GA; =0 = YT, aG4; =0=>{ n w7 G
i=1 [ A

Donc G est appelé isobarycentre du systéme de points pondérés (4;; a;); 1<i<n

- Affixe et coordonnées de barycentre : Dans le plan du repére (0; 7; J) on

A;
considére le point G = bar a-l 1<i<n
1

SiY™, a; #0,alors Y, a;GA; = 0
o L’affixe du barycentre G :

SiZy; Zy ; Z3; 5 Zy sont les affixes des points A; ; A, ; Asz; -++; A, alors I'affixe du
n o aiZ;
barycentre Gest Zg = %
i=1%i

® Les coordonnées du barycentre G : On considere les points

A; ,
A1 (213 y1) 5 Az(x23y2); A3(x3;y3); -5 AnCxs yn) etG =bar ' 1<is<n
L
a1Xq+02X2+-+0p Xy
Z?=1“i
_ a1yptagzyz+--+anyn
Yo = n i
Zi=1“1

@™ Réduction de la somme f(M) = Y™ , a;MA; :

XG =
G a pour coordonnées

A; .
eSiY" . a; # Oalorsonintroduitlepoint G=bar ' 1<i<netona:
=1 ai
n n n n n

f(M) = Z o;(MG + GA)) = Z o MG + Z o;GA; mais Z o;GA; = 0 alors f(M) = Z MG
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
e Si Y, a; = 0 alors on introduit le point O eton a:

n n n n n
f(M) = Z o;(MO + 0A;) = Z oy MO + Z 0;0A; mais Z o;MO = 0 alors f(M) = Z o;04,
i=1 i=1 =1 i=1 i=1

@™ Alignement, Parallélisme et concours de droites :

eAlignement : On considére les points A, B et C. On dit que A, B et C sont alignés si et

B C

b

eParallélisme : On considére deux droites (AB) et (CD). Pour montrer que (AB) et (CD) sont

seulement si I'un des points est barycentre des deux autres A = bar

paralléles on doit prouver que les deux droites sont colinéaires : AB = kCD
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eConcours des droites : On considére les droites (AB), (CD) et (EF). Pour montrer que ces

droites sont concourantes, on doit prouver que ces droites ont un point commun G et que
G € (AB);G € (CD) et G € (EF)
@™ Lignes de niveau
a) Lignes de niveau M - Y" , a;MA;?

Soit f(M) = Y,i-; @;MA;?, on considére G = bar ﬁl 1<i<n
L
oSi Y., a; # 0 alors G existe puis on introduit le point G :
fM) =Y a; (MG +GA)? =Y, a;(MG? + 2MG.GA; + GA;) =
FM) = a;MG? +ZZ{1 MCG.GA, +Zal GA? mais Zalﬂi =5 alors f(M) =

=1 i=1 i
n

n J( F6) =) aGa?

d’ol f(M) = Z a;MG? + f(G) avec f(G) = =

n
MG? + Z @,GA?
i=1

-

Il
=N

iz Xt aaiAA 2
i=1 lf(G)= i=14&j=1"17] 47
i=1 @i
Détermination de la ligne de niveau :0On considére Ey = {VM € P:on a f(M) = kavec k € R}
n
k—f(G
f(M):ZaiMGz+f(G):k:>MG: f(a) NG

i=1%i

i=1
*Sin < 0alors Ey = {0}
*Sin = 0alors Ey = {G}
*Sin > 0 alors Ey; est un cercle de centre G et de rayon R = \/ﬁ
oSi Y., a; = 0 alors G n’existe pas alors on introduit le point | :

FM) = 1a(M1+IA)2— 1a(M12+2MI T4 + 14 =
n
fm) = Za MI? +22a MI.T4; +Zal 1A? mais ZaiMIZ: 0 alors
i=1 11 i=1 i=1

n
fm) = mz 20,14, + Z a; 1A? mais f(I) = Z ;lA? et = Z 2a,14; alors
i=1 i=1 i=1

i=1
f(M) = ML + f(I)
Détermination de la ligne de niveau : On considére Ey, = {VM € P:ona f(M) =k avec k € R}
fM)=MiLu+f()=k=1IM.%=f()—
*Si f(I) —k # 0, soit H le projeté orthogonal de m sur la droite (u) ;ona:
TH.4 = f)-k=THu=f(I)—k=1H = f(l) k (f(li kJu alors E, est une droite
passant par H et perpendiculaire a (u)
*Sif(D)—k=0 = 1IM.% = 0 alors E) est la droite passant par I et perpendiculaire a
()

b) Lignes de niveau M — va
MB
On considere Ey = {VM EP:ona M—g =k avec k€ R}

e Si k = 1 alors Ej, est la médiatrice du segment [AB]
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OSikilanrsonax—‘}::k = MA = kMB = MA? = (kMB)? = MA? —k*MB? = 0 =

MA + kMB)(MA — kMB =00nposel=barA Bet]=barA Binseronslet]ona:
1 k 1 -k
. — — 1-k*#0
A+MI.A-kKMI=0= 1A -k} MI.M]=0=1]— — d’otl E,; est un cercle
MI.M] =0

de diamétre [I]]
) Lignes de niveau M > MA.MB
On considere Ey = {VM € P:ona MA.MB = k avec k € R}

Soit = M, introduisons le point |, on a : (m + ﬁ)(m + ﬁ) =k=

2
MI?— 1A=k = MI =k +14A%=
*Sin < 0alors Ey = {0}
*Sin = 0alors Ey = {I}
*Sin > 0 alors Ey; est un cercle de centre [ et de rayon R = ﬁ

d) Lignes de niveau M —» Mes (m W)

On considére Ey = {VM € P:ona Mes (WW) =k avec k € R}
oSik =0 = Mes (WW) =0 alors Ej; est la droite (AB) privée du segment [AB]
oSik =m = Mes (m W) =m alors E, est le segment [AB] privé des points A et B

oSik = a avec a € |—m; 0[ U ]0; [ = Mes (WW) = a alors Ey estI'un des deux

arcs, privés des points A et B définis sur le cercle (C) par la corde [AB]

©
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE 1 :
Soit ABCD un tétraedre, P, Q, R et S sont les points tels que :
AP = gﬁ_ﬁ, m = gﬁ, CR = %ﬁ; et CS = %Fﬁ . On désigne par | et J les milieux
respectifs de [AC] et [BD]
Démontrer que les droites (PS), (QR) et (lJ) sont concourantes
+++++++H+++HHHH A RESOLUTION HH+++ -+

Démontrons que les droites (PS), (QR) et (IJ) sont concourantes

ﬁ=%A_B'=.~P=bar‘; ]i, E':%ﬁ:Q:bar? [1), I=barliA (1:=bar1,; (2:
Eﬁ=%ﬁf=R=barg Eli E§=%C—5=~S=bar§ ]i ]=bar? ]i)

;s . _ A B C D

D’ol Iepoth—bar2 1 2 1
_haeA B _4..C D ... P S

eDe P—bar2 1etS—bar2 1 ona G—bar3 3alors G € (PS)
_ A D _ C B A Q R

eDe Q—bar2 1etR—bar2 L ona G—bar3 3 alors G € (QR)
_ A C _ B D _ I ]

eDe I—bar2 5 et]—bar1 L ona G—bar3 3 alors G € (BD)

T I I O

EXERCICE 2:

Soit ABC un triangle

1) Déterminer et construire le point G des points pondérés (A; 1), (B;-1) et (C; 1)

2) Soit (I') 'ensemble des points M du plan tels que :

|MA4 — MEB + MC|| = |MA — 2MB + MC]||
a) Vérifier que B appartient a (I)
b) Déterminer et construire (I)
+++++++H++H b RESOLUTION +H++++ -+
Soit ABC un triangle

1) Déterminons et construisons le point G des points pondérés (A ; 1), (B;-1) et (C; 1)
Comme 1—1+1=13%0 alors G existe etona: GA — GB + GC = 0 introduisons le pointA:
AG = —AB +AC = BA + AC = BC
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2) Soit (') Fensemble des points M du plan tels que :
||MA — MB + MC| = |MA - 2MB + M|
a- Vérifions que B appartient a (T)
On pose M=B, on a :||BA — BB + BC|| = ||[BA — 2BB + BC|| = ||BA + BC|| = |BA + BC|| cqfv
b- Déterminons et construire (I')
u =MA=MB +MC i iroduisons le point Gdansu et [ = 49 dans v
v=MA—-2MB + MC 2
{% U=MG 5= 274 = |l = 18]l = |MG|| = ||-21E|| = M6 = 21B
v=IA-2IB+1IC
D’ou I’'ensemble des points (I) est un cercle de centre G et de centre R = 2IB
B T I e T B S L B B

EXERCICE 3:

On pose {

Soit ABCD un carré
1) Ecrire Acomme barycentre de B, C et D
2) Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan tels que :
MB.MC + MC.MD — MC2 = 0
+++++++H+++H -+ RESOLUTION H+H+++ -+

Soit ABCD un carré
1) Ecrivons A comme barycentre de B, C et D

—_— —

On sait que AC = AB + BC mais BC = AD alors AC = AB + AD = AC — AB — 4D =0 =
TB)—R+E=6=A=barB ¢ D
1 -1 1
2) Déterminons et construisons I'ensemble des points M du plan tels que :
MB.MC + MC.MD —MC? =0 = FC(W —-MC + W) = 0 introduisons le point A:
M_C:(m) =0 = MC.MA = 0 alors 'ensemble des points M est un cercle de diamétre [AC]

e i

EXERCICE 4:

Soit ABC un triangle et M un point de [BC]
Démontrer que M est le barycentre des points pondérés (B, aire(CAM)) et (C,aire (BAM))
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+++++++H++H b RESOLUTION +H++++ b+

Démontrons que M = bar B ¢ A
q - aire(CAM) aire(BAM)
eDans le triangle ABM ; aire(BAM) = AHZBM = AH = w
eDans le triangle AMC ; aire(CAM) = AH;(MC = AH = W
2aire(BAM 2aire(CAM
Onpose AH = AHona : aire(BAM) _ Zaire(CAM) B ™M H C
BM MC

aire(BAM)MC = aire(CAM)BM = aire(BAM)MC = — aire(CAM)MB
aire(BAM)MC + aire(CAM)MB = 0

D'ou M = bar cqfd

B C
aire(CAM) aire(BAM)
e T B O

EXERCICE 5:

ABC est un triangle rectangle en A tels que : AB=4cm et AC=6cm
1) Déterminer et construire le point G=bar';1 _33 g
2) Calculer GA?2, GB? et GC?
3)  Soit f(M)=5MA2-3MB2+2MC?
a) Démontrer que f(M)=4MG?-48
b) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que : f(M)=24
+++++++H+++HHHH - RESOLUTION +H+H+++ -+
ABC est un triangle rectangle en A tels que : AB=4cm et AC=6cm
A B C
5 -3 2
Comme 5—3+4+2 =4+ 0 alors G existe, ona: 5GA — 3GB + 2GC = 0 introduisons le

pointA;E= b AB + —~ Ralorsona:ﬁ=—3ﬁ+lﬁ
a+B+y a+B+y 4 2

5) Calculons GA?, GB? et GC?

4) Déterminons et construisons le point G=bar

— — — — —n\2
oAG = —2AB +1AC = AG* = (-24B +14C) = 3
4 2 4 2

AG? = — AB? = SRB.AC 4 ~AC? = —4% + 262 =

~ 16 4 477 16 4 by =t
AG2=9+9=18= AG*=18 / i
eDans le triangle OBG ; d’apres la propriété de Pythagore, on a : \0 G 1
BG?= 0A%?+ 0G*=7?4+3?=494+9 =58 = BG*=58 i ;

eOn constate que GA = GC alors GA?= GC?*= GC*= 18 el
6) Soit f(M) = 5MA? — 3MB?+ 2MC?
c) Démontrons que f(M) = 4MG?— 48
f(M) = 5MA? — 3MB? + 2MC? ; introduisons le point G ; f(M) = (a + B + Y)MG? + f(G) =
f(M) = 4MG? + f(G) mais f(G)
aGA? + BGB? + yGC? = 5GA? — 3GB? + 2GC?
= { aBAB? + ByBC? + ayAC? _ —15AB? — 6BC? + 10AC?
a+B+y h 4
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5GA? —3GB? + 2GC? = 5(18) — 3(58) + 2(18) = —48

f(G) =1 —1s4B2-6BC?+104C? _ —15x42—6x(42+62)2+10x62 _ _48 alors f(M) = 4MG? - 48
4 4
d) Déterminons et construisons 'ensemble des points M du plan tels que :
f(Mm) =24

f(M) =24 = 4MG?— 48 = 24 = 4MG? =72 = MG?= 18 = AG*= MG = AG
L’ensemble des points M du plan est un cercle de centre G et de rayon R = AG
B I L L e

EXERCICE 6:

ABC est un triangle rectangle en A tels que BC=2a avec a > 0
A B C
4 -1 -1
2) Soit f(M) = 4MA?— MB?—-M(C? (1)
a) Montrer que f(M) = 2MG?*+ f(G) (2)
b) OnposeS =4f(A)—f(B)—f(C)
En calculer S dans (1) et (2), déterminer f(G) en fonction de a

1) Déterminer et construire G=bar

c) Discuter suivant les valeurs de k I'ensemble des points M du plan tels que :
4MA?— MB?—MC?*=k
+++++++H+++HHHH A RESOLUTION H+++ -+

1- Déterminons et construisons G=bar': _Bl _Cl
Comme4—1—1=2# 0alors G existe on a : 4GA — GB — GC = 0 introduisons le point A

B — y — — 1, 1,
AC alorsona: AG=—-—=-AB—-AC

a+pB+y q a+B+vy 2 2
2-  Soit f(M) = 4MA?*— MB?—- MC? (1)
a- Montrons que f(M) = 2MG*+ f(G) (2)
f(M) = 4MA? — MB? — MC? ; introduisons le point G ;
FOM) = (a + B +YIMG? + F(G) = f(M) = 2MG2 + f(6)
b- OnposeS = 4f(A) — f(B) — f(C)
En calculant S dans (1) et (2), déterminons f(G) en fonction de a
eDans (1) ona; f(M) = 4MA? — MB? — MC?
*M = A,onaf(A) = —AB? — AC? = —(AB? + AC?) = —B(?
*M = B,on af(B) = 4AB? — BC?
*M = C,ona f(C) = 4AC? — BC?
S = 4(—BC?) — (4AB? — BC?) — (4AC? — BC?) = —4BC? — 4AB? + BC? — 4AC? + BC?
S = —6BC? = —6(2a)? = —6(4a%) = —24a> = S = —24a>
eDans (2) ona; f(M) = 2MG? + f(G)
*M = A,onaf(A) = 2GA? + f(G)
*M = B,onaf(B) = 2GB2 + f(G)
*M = C,onaf(C) = 2GC? + f(G)
S = 4(2GA? + f(G)) — (2GB? + f(G)) — (2GC? + f(G)) = 8GA? — 2GB? — 2GC? + 2f(G)
S = 4f(G) = onpose S =S = 4f(G) = —24a? = f(G) = —6a?

A_G)z
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c- Discutons suivant les valeurs de k ’ensemble des points M du plan tels

que : 4MA2 — MB?— MC?= k = 2MG*+ f(G) = k = MG = /"*%

* i K02 g k < —6a2 alors Ey = {0}

k+6a
* Si

=0 = k= —6a?alors Ey; = {G}

K+6 k+6a?
* Si +2a > 0 = k > —6a?alors Ey est un cercle de centre G et de rayon R = +2a

B L

EXERCICE 7:
Soit le plan euclidien rapporté a un repere orthonormé (O, 1, J)
On désigne les points A(L ;6) ; B(2 ;6) et C(4;2)
1) Déterminer le barycentre G. des points A, B et C affectés respectivement des
coefficients o ; 0+2 et4-a avec a € R
2) Déterminer I’ensemble des points Go quand o décrit R
3) Choisir a pour que G, soit le point D(2 ;4)
4)  On prend 0=7. Déterminer I’ensemble des points M du plan vérifiant :
MA? + 6MB? — 2MC? = 25
+++++++H+++HHHH - RESOLUTION +H++++ -+
On désigne les points A(1 ;6) ; B(2 ;6) et C(4;2)
1) Déterminons le barycentre G, = bar{(4,a), (B,a + 2),(C,4 — a)} a €R
Commea+a+2+4—a=a+6+*0 alors G, existe
_ax1l+(a+2)x2+ (4 —-—a)x4 20-a
X6, = a+6 ~2+6 (zu—a_zo+10a)
ax6+(@+2)x6+(4—a)x2 20+ 10a “Na+6" a+6
Y6, = a+6 T a+6
2) Déterminons I’ensemble des points G, quand a décrit R

x _ 20—«
X=X N T a+6
Y =Yg _ 20+10a

Y= ave

Soit M (x , y) un point du plan tel que : M = G, alorsona: =

_20 6x
{x(a+6)=20—a {a(x+1)=20—6x {a— x+1
y(a+6) =20+ 10a a(y —10) = 20 — 6y _20-6y

y—10
20-6x _ 20-6y _ _
= = 20—y -10) = (20 - 6))(x + 1) =

20y — 200+ 60x = 20x + 20 — 6y = 40x + 26y — 220 = 0 =20x + 13y — 110 = (]
D’ou I'ensemble des points M du plan est la droite d’équation : 20x + 13y — 110 =0
3) Choisissons a pour que G, soit le point D(2; 4)

Onposea=a ona:

9 20« q=2

. _ 20-a 20+10a T a+6 3 8,2

Pour cela on pose D(2;4) = G, ( e are )alors 4 _ 20%10a = _2 = 3%;
a+6

alors on ne peut pas choisir a pour que G, soit le point D(2; 4) ; en effet G, #= D
4) On prend a=7. Déterminons I’ensemble des points M du plan vérifiant :
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MA? + 6MB2 — 2M(C? = 25
Comme a=7, vérifions si G, = bar{(4, a), (B, a + 2), (C,4 — a)} vérifie |a relation scalaire
de Leibniz donnée ; ona:7MA% + (7 + 2)MB? + (4 — 7)MC? = 25 =
7MA? + 9MB? — 3MC? = 25 , comme cette relation ne vérifie pour a=7 alors I'ensemble
des points M du plan n’existe pas
T I o W A AT

EXERCICE 8:
ABCD est un rectangle du plan, de diagonales [AC] et [BD] de longueura (a > 0)
1) Soit m un nombre réel non nul. On note Gy, barycentre de(A; m), (B, —1)et(C, 1)
a) Préciser la position de G;
b) Déterminer I'ensemble (E;)des G, lorsque m décrit R*
2) Quel est 'ensemble (E,) des points M du plan tels que : ||m —MB + W” =a?
3) Quel est 'ensemble (E3) des points M du plan tels que :MA? — MB + MC? = azz ?
4) Faire une figure ou I'on présentera le rectangle ABCD et les ensembles
(E1), (E2) et (E3).
+++++++H+++HHHH A RESOLUTION +H+H+++ -+
ABCD est un rectangle du plan, de diagonales [AC] et [BD] de longueur a (a > 0)
1) Soit m un nombre réel non nul. On note G, barycentre de(A; m), (B, —1)et(C, 1)
a) Précisons la position de G4

A B C
Glzbar1 11
AG, = —AB + AC = BA+ AC = BC = AG, = BC

D’ou le point G; est confondu avec le point D

alors m -G,B+ ﬁ = 6, introduisons le point A; ona:

b) Déterminons I'ensemble (E;) des G, lorsque m décrit R*

_ A B C
Gm—barm 211

— 1 11— 1, — o 1 — 1,
AG, =——AB+—AC =—(BA+ AC) = =BC = AG,, = —BC
m m m m m

alors mG,,A — G;B + m = 6, introduisons le point A; ona:

(E;) est une droite passant par le point A et paralléle a la droite (BC)

2) Déterminons I'ensemble (E,) des points M du plan tels que : |[MA — MB + MC|| = a
Introduisons le point G; on a [MG;|| = a = MG; = a

(E;) est un cercle de centre G; et derayonR = a

3)Déterminons I’ensemble (E3) des points M du plan tels que :MA2 — MB + MC? = az

Introduisons le point G; on a (o + B 4 y)MG,” + f(G,) = k = MG? +f(G,) = ‘1—2

—AB? + AC? — BC? a?
; — — _AR?2 2_RC2 — _42 2 _ .2 22
mais f(G,) = 1141 AB* + AC* — BC a’? + 2a* — a® = 0 alors (MG,) 2
a
= MG, = >
172

(E3) est un cercle de centre G; et de rayonR = %

3) Faisons une figure ou I'on présentera le rectangle ABCD et les ensembles
(E1), (Ep) et (E3).
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EXERCICE 9:

Le plan euclidien est rapporté & un repére orthonormé(0,7,J). On donne les points
A(3;1) et B(0;2)
Soit a un nombre réel strictement positif ; trouver les coordonnées du point M tel que :

— - 3 1
2MA+ MB =—71+3aln—j
Ina a
+H+HH+ - RESOLUTION ++++++H++ -+
Déterminons les coordonnées de M : 2MA + MB = ﬁ?+ 3aln %7 avec
M(x;y); A(3;1) et B(0;2)

3 1 3 1
ZZA—ZZM+ZB—ZM =m+3laln5:>_3ZM =m+31aln5—2(3+1)—21:>

3 1 1 4 1
—3Zy = —6 +—+3ialn=— 4i = Zy = 2——+i(——aln—)
Ina a a

Ina 3
1 4 1
M(2-—; 2 —aln-)
1 a

na’ 3
B T I B L B e S
EXERCICE 10:

ABCD un losange de centre O avec OB=2.0A
1)  Déterminer 'ensemble des points M tels que : (MA + MC — 2MD)(2MB — MC + MD) = 0
2) Déterminer 'ensemble des points M tels que : MA2+ MC?— 2MD? = —6.0A?
+++++++H+++H - RESOLUTION H++++ -+
ABCD est un losange de centre O avec OB=2.0A

1) Déterminons I’'ensemble des points M tels que :

(MA + MC — 2MD)(2MB — MC + MD) = 0

Onposedi = MA+ MC —2MD et ¥ =2MB —MC + MD Réduisons % et ¥:
ol = MA + MC — 2MD, Puis que (1+1-2=0) alors introduisons le point O milieu du
segment [AC] % = MO + OA + MO + OC — 2MO — 20D = —20D = 2D0 = % = 2D0
o = 2MB — MC + MD , Puis que (2-1+1= 2 # 0) alors introduisons le barycentre G =
bar 5 D 5= 2MG + 268 — MG — GC + MG + GD = 2MG = ¥ = 2M¢
D'ou . % = 0 = 2D0.2MG = 0 =D0O. MG = 0lalors (DO) L (MG) =I'ensemble des
points M recherché est la droite (D) passant par G perpendiculaire a la droite (DO)

CB+BD _1
2

2) Déterminons I'ensemble des points M tels que :

MA?+ MC?— 2MD? = —6.0A?
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Puis que (1+1-2=0) alors introduisons le point O milieu du segment [AC]
(MG + 04)" + (MG + 0C)” — 2(M0 + 0D)" = —6.04% =
2MO(04 + OC — 20D) + 0A? + 0C? — 20D? = —6.0A% mais OA = —0C
0A=0C et OD =204 => MA® + MC? — 2MD? = 2M0(-20D) + 20A? — 804* =
MA? + MC? — 2MD? = —4M0.0D — 6.042 alors on a: — 4M0.0D — 6.0A% = —6.0A2
=L Md.oD =
MO.0D =0 < (0D) L (MO)

L’ensemble des points M du plan est la droite (D’) perpendiculaire a (OD) passant par O.

T i o L T S

EXERCICE 11:
Soit ABC un triangle
1) Construirel, J, K tels que :
I=bar{(A 2);(C, 1)}, J=bar{(A 1);(B,2)} et K=bar{(C,1);(B —4)}
2) Démontrer que :
a) Lepoint B est le barycentre de {(C, 1); (K, 3)}
b) Le pointJ est le barycentre de {(4, 2); (C, 1); (K, 3)}
c) Le milieu du segment [IK] est le point J
3) Soit L et M les milieux respectifs de [CI] et [CK]. Démontrer que IJML est un
parallélogramme et que son centre G est I'isobarycentre de {4, B, C}
+++++++H+++H A RESOLUTION H++++ -+ 4
Soit ABC un triangle
1) Construisons |, J, K tels que :
[ =bar{(A,2); (C,1)} , J=bar{(A 1);(B,2)} et K=bar{(C 1);(B,—4)}

L1,
I'=bar{(4,2);(C, 1)} = 2[A +1C = 0 = Al = 7 AC

J=bar{(4,1);(B,2)} = JA+2]JB=0= 4] = %E
K = bar{(C,1); (B,~4)} = KC —4KB =0 = CK =CB
2) Démontrons que :
a) Le point B est le barycentre de {(C, 1); (K, 3)}
Revient a montrer que BC+3BK =0
eComme KC — 4KB = 6, alors introduisons le point B :
KB + BC — 4KB = 0 = BC — 3KB = 0 =[BC + 3BK = (lcqfd
b) Le pointJ est le barycentre de {(4, 2); (C, 1); (K, 3)}
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Onsaitque J = bar{(4,1);(B,2)}= | = bar{(4,2);(B,4)} mais B =
{(C,1); (K,3)} alors d’aprés le théoréme de barycentre partiel, ona:] =
bar{(4,2); (B,4)} = bar{(4, 2); (C,1); (K, 3)} =[] = bar{(4, 2); (C, 1); (K, 3) flcqfd
c) Le milieu du segment [IK] est le point J
Il s’agit de montrer que ] = bar{(I,1); (K, 1)}
Onsait que : J = bar{(4, 2); (C,1); (K, 3)}et I = bar{(4, 2); (C,1)}, alors d’apres le
théoreme de barycentre partiel, ona:
] = bar{(4, 2); (C,1); (K, 3)} = bar{(], 3); (K,3)} = bar{(I, 1); (K, 1)} =
[ = bar{(, 1; (K, D}cqfd
3) Soit L et M les milieux respectifs de [CI] et [CK].
Démontrons que IJ ML est un parallélogramme et que son centre G est I'isobarycentre
de {4,B,C}
Cela revient a montrer que [JL] et [IM] ont le méme milieu G et G =
bar{(A,1); (B,1); (C,1)}
*Posons G est le milieu du segment [JL] :
G = bar{(J,1); (L, 1)} = bar{(J, 6); (L, 6)}, mais | = bar{(4,1) ;(B,2)} =
bar{(4,2);(B,4)} et
L = bar{(C,1); (I,1)} = bar{(C,3);(I,3)}, alorson a:
G = bar{(J,6); (L, 6)} = bar{(4,2) ; (B,4); (C,3); (1,3)}
Deplus K = bar{(4,2);(C,1)},alorsona: G = bar{(4,2);(B,4);(C,3);U,3)} =
bar{(4,2) ;(B,4);(C,3);(4,2); (C,1)} = G = bar{(4,4); (B,4); (C,H)} =
G = bar{(4,1); (B,1); (C, 1)} (1)
*Posons G’ le milieu du segment [IM] :
G’ = bar{(1,1); M, 1)} = bar{(1,6); (M, 6)}, mais I = bar{(4,2);(C,1)}=
bar{(4,4);(C,2)} et M = bar{(C,1); (K,1)} = bar{(C,3); (K,3)},
alorsona: G’ = bar{(l,6); (M,6)} = bar{(4,4) ;(C,2);(C,3);(K,3)}
De plus K = bar{(C,—1);(B,4)},alorsona: G = bar{(4,4);(B,2);(C,3);(,3)} =
bar{(4,4);(C,2);(C,3);(C,—1);(B,4)} = G = bar{(4,4) ; (B,4) ; (C, )}
G'= bar{(4,1); (B,1); (C,1)} (2)
De(1)et(2Jona:| G =G = bar{(4,1); (B, 1);(C, D}
D’ou IJML est un parallélogramme et que son centre G est I'isobarycentre de {4, B, C}
A

¢ ™M B K
B
EXERCICE 12:

On donne un rectangle ABCD du plan dont les cotés [AB] et [AD] ont pour longueurs
respectives a et b
Pour tout réel non nul m, on note G,, le barycentre du systéme de points pondérés :

{(4,m); (B,—1); (C, 1)}
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Pour chacune des questions ci dessous on donnera une solution géométrique puis une
solution analytique
1) Déterminer I'ensemble (E;) des points G,,lors que m décrit R
2)  Déterminer I'ensemble (E,) des points M du plan tels que : |[M4 — MB + MC|| = VaZ+ b?
3) Déterminer 'ensemble (E;) des points M du plan tels que :
(MA —MB + MC) - (2MA — MB + MC) = 0
++++++ A RESOLUTION +4++ 4+ 4+ 4+ 4+
1) Déterminons I'ensemble (E;) des points G,,lors que m décrit R
Méthode géométrique :G,, = bar{(4,m); (B,—1);(C,1)} =

AC, =~ AB +AC = (4B + AC) = (B + AC) = - B —{AG,, = - B
= —— —_ = —(— = — = — =4 = —
m m m m m m ™ m
D’ol I'ensemble (E;) est la droite passant par le point A paralléle a la droite (BC) , c’est-a-
dire 'ensemble (E;) est la droite (AD)

Méthode analytique : Considérons le repére orthonormé (A, A_B), R) les coordonnées de
A, B, C et D dans ce repére sont respectivement : A(0; 0); B(a;0); C(a; b) et D(0; b)

[ 1 =
Comme AG,, = ;BC alorsona:

_ 0-a+a

Xg, = =0 5
" B 0+7()n+b b insi I’ensemble (E;) est la droite d’équation x = 0
Gm — m - ;

C’est-a-dire la droite (AD)
2) Déterminons I’ensemble (E;) des points M du plan tels que :
M4 — MB + M¢|| = Jai + b?
Méthode géométrique :[|MA — MB + MC|| = VaZ + b?
Introduisons le pointG;, on a:
MA — MB + MC = MG; + G,A — MG, — G,B + MG, + G,C = MG,
mais G, = Aalors |[MD|| = Va?+ b2 =MD = Va? + b? Alors I'ensemble (E;) des points M du
plan est le cercle de centre D et de rayon r = vaZ + b2
Méthode analytique :Comme MD = Va2 + b?, alors soit M (x, y) un point du plan;ona:
(MD)? = (Jm)2 = (x—0)2+ (y —b)? = a? + b2 =kZ T (Y — )’ = a” + b7
Ainsi I'ensemble (E;) est le cercle de centre D(0; b) et rayon r = VaZ+ b?
3) Déterminons I’ensemble (E;) des points M du plan tels que :
(MA - MB + MC) - (2MA—MB + MC) =0
Méthode géométrique (m —MB + m) : (ZW —MB + m) =0
Posons i = MA — MB + MC et © = 2MA — MB + MC
e Introduisons D dans ;i = MDet
eIntroduisons le pointG, dans ¥ ;
% = 2MG, + 2G,A — MG, — G,B + MG, + G,C = 2MG, = ¥ = 2MG,
MD - 2MG, = 0 =MD - MG, = 0] Alors 'ensemble (E3) des points M est le cercle de
diamétre [DG,]

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



116

Méthode analytique : Comme MD - MG, =0 alorsona M(x,y),D(0,b) et G, (0, g)

(E3): Introduisons le point | milieu du segment [DG,] on a:

1, N 3b
MI = |5DGy*= MI*= DG, ol I(O,T)
2

w05 (=) =30-0+ (-3 ) =<+ (-3 ~36) =)

o -

D’ol I'ensemble (Es) des points M du plan est le cercle de centre [ (0,%) etderayonr = %

2

e O  a G m R T

EXERCICE 13:
ABC est un triangle, on pose :BC =a ; AC =b et AB = c.A’ estle milieu du segment
[BC] ; B’ celui de [AC] et C’ celui de [AB]. Soit G I'isobarycentre du triangle ABC

1) Montrer que pour tout point M du plan : MA2+ MB? + MC? = 3MG? + abire

2)  Encalculant de deux fagons différentes (m +MB + W)z, établissez que :
a?+ b?+ c?

6
3) On considére les points communs aux cercles de diamétres [AA7] et [BC]

2MA - MA + MB - MC = 3MG? —

Montrer que, lors qu’ils existent, ils appartiennent a un cercle de centre G dont on
déterminera le rayon en fonction de a, b et ¢
+++++++H+++HH - RESOLUTION++++++H++ -+

ABC est un triangle, on pose :BC =a ; AC=b et AB = c. A’ estle milieudu
segment [BC] ; B’ celui de [AC] et C’ celui de [AB]. Soit G I'isobarycentre du triangle ABC

1) Montrons que pour tout point M du plan : MA%?+ MB?+ MC? = 3MG? + az%w

Introduisons le point G dans MA%?+ MB?+ MC?ona:
MA? + MB? + MC? = (a + B + y)MG? + f(G) = 3MG? + f(G) mais
aBAB? + yAC? + ByBC?* AB? + AC? + BC? c? +b? +a?
= =f(G)=———
a+p+y 3 3
a®+b*+c? , a’+b*+c

= fdou MA? + MB? + MC? = 3MG? + ————
2) En calculant de deux fagons différentes (m + MB + W)z, établissons que :
a’+b*+c?

6

f(G) =

2MA-MA + MB-MC = 3MG* —
1¢re facon :
— — —\2 — s s ——
(MA+MB +MC) = (MA+ MB +MC)(MA + MB + MC)
= MA? + MAMB + MAMC + MBMA + MB? + MBMC + MCMA + MCMB
+ MC? = MA? + MB? + MC? + 2MAMB + 2MAMC + 2MBMC =

. ] a’® + b% + ¢?
(MA+ MB + MC) =3MG*+ ———3— +2MAMB + 2MAMC + 2MBMC =

i o i A g, . ) , -
=3MG? + ————+ 2MA(MB + MC) + 2MBMC introduisons A'dansMB + MC;
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— — —_ 2 — —
MB + MC = (a + p)MA = 2MA d'ou (MA+MB +MC) = 3MG* + 22 1 2MA (2M4)) +

2MBMC =|(MA + MB + MC)" = 3MG* + "2 + 4MAMA + 2MBMC |

28me facon (m +MB + Wf)z; introduisons le point G :
(MA +MB +MC) ((a + B +V)MG)? = (3MG)? = 9MG?

Par comparaison :

a?+b%+c® 5
3MG? +f + 4MAMA + 2MBMC = 9IMG* =
i — a? +b% +c?
4MAMA' + 2MBMC = 9MG? — 3MG? B T—
., a2+bi4+c? [ — a?+b”+c
4MAMA' + 2MBMC = 6MG? — — 3 =[2MAMA’ + MBMC = 3MG? — fcqfe

3) On considére les points communs aux cercles de diamétres [AA’] et [BC]
Montrons que, lors qu’ils existent, ils appartiennent a un cercle de centre G dont on déterminera le
rayon en fonctionde a, b et ¢

D’aprés 2MAMA + MBMC = 3M62—@;posonsMA MA'=0 et MBMC =0ona:
, a’+b*+c? , a’+b*+c?
2(0)+ 0 =3MG —T=>3MG —T=O=
2 a® + b? +c? a’ 4+ b+ ¢?
MG?=—" """ o= [~
18 18

N . aZ+b2+c?
D’ou I'ensemble des points est un cercle de centre G et de rayon r = s

S
EXERCICE 14:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct . Soit S la similitude directe
de centre | transformant les points A et B d’affixes respectives 3 +i et 3 —ienA’etB’
d’affixes respectives 2 + 5i et 4 + 3i
1) Déterminer les éléments caractéristiques de S
2) Déterminer le barycentre des points |, A et B affectés respectivement des
coefficients 6;1; et 1
En déduire le barycentre des points |, A’ et B’ affectés de méme coefficients
+++++++H+++HH - RESOLUTION HH+++ -+
1) Déterminons les éléments caractéristiques de S
Onposez =az+betona:
{S(A):A':{ZA’ az, +b {2+5i aB3+i)+b
S(B) =B’ Zg=azg+b 4+3i=a3-i)+b
Dot z=1+iz+i
elerapport:k =la| = |1 +i| =VI2+ 12=V2=a=+2

=a=1+ietb=i

c059=%=g .
el’angle: 0 = arg(a) = e 6 = +2kn
51n9=ﬁ=7
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eLe centre ou le point invariant : Onpose:z, =z =z ona:
b i i 1 L
In=—=-—-e—=—11= z,= -
" 1-a 1-1-i -i 0
2) Déterminons le barycentre des points I, A et B affectés respectivement des

coefficients6;1;et1
_6z1+zp+2zpg 6(-1)+3+i+3-i 6-6
LT o141 8 =78
En dédusons le barycentre des points I, A’ et B’ affectés de méme coefficients
6z +zp+zp  6(—1)+2+5i+4+3i —6+6+8i
T T er141 8 =78
e B

EXERCICE 15:

On considére dans un plan un triangle ABC rectangle en A tel que

=0=2;=0 = G(0;0)

=i=>zy=1i=> 6(0;1)

AB = 2a et AC = a, ou a est un nombre réel positif donné.
1) a) Déterminer et construire le barycentre G des points pondérés (A, 1) ; (B, -1) et (C, 1)
b) Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M du plan tels que :
|M4 — MB + MC|| = |M4 + MEB — 2MC||
2) On désigne par H le point du plan tel que . AH = %E —AC
Démontrer que H est le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients respectifs
3;1et-2
+H+++H+HH A RESOLUTION H++++ 4+ -+
1) a) Déterminons et construisons le barycentre G des points pondérés (A, 1) ; (B, -1) et
(C,1) Commel—1+4+1=1=+0 alors Gexiste,ona: ﬁ—ﬁf+§f=6,
B
at+tB+y a+B+y
b) Déterminons et construisons I’ensemble (C) des points M du plan tels que :
||MA — MEB + Mc|| = ||[MA + ME — 2M(||
Onpose U = MA — MB + MC et v = MA + MB — 2MC
eIntroduisons GdansU: U = (a + B + y)WG =1=MG
eComme 1+1-2=0 alors introduisons le point I milieu du segment [AB]
¥ =1IA +IB — 2IC = —2IC alors V = —2IC
Ona:|[tll = [I¥]l = ||MG|| = [|-2IC|| = MG = 2IC
Alors (C) est un cercle de centre G et de rayon r = 2IC

2) On désigne par H le point du plan tel que : AH = %ﬁ —AC

introduisons le A,E = AC = AG = —AB + AC

Démontrons que H est le barycentre du systéme {(A, 3), (B, 1), (C,—2)}
Kﬁ:%ﬁ—l\f , introduisons le pointHﬁz%ﬁ—EﬁZﬁzﬁ—ZE:
2AH = AB — 2AC = 2AH = AH + HB — 2AH — 2HC = 2AH = —AH + HB — 2HC
= 2AH+AH-HE+2HC=0=3AH-HB+2HC=0= —3HA-HBE+2HC=0 =
{ SHA+HB =2HC =0 p, comparaisona = 3,8 =1 et y = —2 cqfd
aHA + BHB+yHC =0
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EXERCICE 16:

On consideére trois points non alignés A, B et C de I'espace
On désigne par G, le barycentre des points pondérés (4, 3); (B, 2) et (C,—1) et par G, le
barycentre des points pondérés (4, 2); (B,1) et (C, 1)
a) Calculer m en fonction de 4B et AC

1)
b) En déduire que G; # G,
A tout point M de I'espace on fait correspondre le point M; tel que:
MM, = 3MA + 2MB — MC etle point M, tel que: MM, = 2MA + MB + MC

2)
Démontrer que si M décrit une droite (D) de I'espace, M; décrit la droite (A)

a)
par une homothétie que I'on précisera
Montrer que le vecteur M; M, reste constant quand M décrit R
Déterminer I'ensemble (S) des points M de I'espace tels que : MM; X MM, =0

b)
3)
++++H+H+ A RESOLUTION +++++++ 4+ 4+ ++
a) Calculons m en fonction de AB et AC
eComme3+2—1=4+0 alors G; existeetona: 3m+2m—G_1(f=6
G,C=0

1)
Gzc =

introduisons le point A : AG, %ﬁ = iA_C) (1)
eComme2+1+41=4=0 alors G, existe etona : 2G,A + G,B +

introduisons le point A : A—Gl) = iﬁ + iﬁ (2)
De (1)-(2), on a :A_G;—A_’GZ%A_B’—iA_c’—iA_B’—iA_c’z G,G, =§A_B’—§A_c’=>

G,G, = IA_B’+1A_C’
1492 — 4 2

b) Déduisons-en que G # Gy
Comme A, B et C sont non alignés alors G;G, = —iﬁ + %R #0 dou G; # G,
A tout point M de I'espace on fait correspondre le point M; tel que:

2)
MM, = 3MA + 2MB — MC et le point M, tel que: MM, = 2MA + MB + MC
Démontrons que si M décrit une droite (D) de I'espace, M; décrit la droite (A) par

a)
une homothétie que I'on précisera
oMM, = 3MA + 2MB — MC introduisons le point G{, on a : MG; + G{M; = 4MG; =
3MG, = GiM; = G;M; = -3G;M
M; est I'image de M par ’homothétie de centre G; et de rapport k = —3
TSM
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Lorsque M décrit la droite (D), alors M; décrit la droite (A) image de (D) par I’homothétie
de centre G, et de rapportk = =3

b) Montrons que le vecteur m reste constant quand M décrit R
MM; = 4MG; (1)
MM, = 4MG, (2)
MM, = 4(MG; + G,M) = 4G,G; = MM, = 4G,G,

G1G, estun vecteur indépendant de M alors M; M, est un vecteur constant

Comme { de (1) — (2)on a: MM; — MM, = 4MG; — 4MG, =

c) Déterminons I’ensemble (S) des points M de I’espace tels que :
MM; x MM, = 0 = (4MG, )(4MG,) = 0 = MG, x MG, = 0
Alors (S) est une sphére de diameétre [G;G;]
B G i & E B S

EXERCICE 17:

ABCD est un carré de coté a. On désigne par O le centre du carré
Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan dans chacun des cas suivants :
a) (Ey): |[MA + MB + MC + MD|| = |[MA — MB — MC + MD||
b) (E;) : MA? — 2MB? + 3MC? — 2MD? = a2

©) (E3): MA?+ 2MB? — MC? + 2MD? = 4a?
+H+HHH A RESOLUTION ++++++++ b+
a) (Ey): |MA + MB + MC + MD|| = |[MA — MB — MC + MD||

On pose {5 = MA + MB + MC + MD —_ introduisons le point O dans d etV
= MA — MB — MC + MD
{ U=4MO_ . 0&+BO+CO+0D = BA+CD = 284 =
¥ =0A—O0B—0C+ 0D

18] = ¥l = ||4MO|| = ||ZBA|| = 4MO = 2AB =

MO = %AB alors (E;) est un cercle de centre O et de rayon R = %AB

b) (E;): MA2 — 2MB? + 3MC? — 2MD? = a?

Comme 1 — 2+ 3 — 2 = 0 alors G n’existe pas, introduisons le point O :

0A? — 20B2 + 30C% — 20D? + 2MO.1 = a®> = 2MO.T = a2 avec T = OA — 20B + 30C — 20D =

= 0A + OC + 20C — 2(OB + OD) mais {OA+ 0C=0 4145 = 20¢
OB+ 0B =0
2MO.U = a2 = 2M0.20C = a2 = M0.0C =% SO|t H le projeté orthogonal de M sur
~oHOoC=% ﬁ:—‘?ozmais(zoc)zzz.a = 0C2 =122 =
4 40C 2
o -2l oE--loc
4132 2 2

2
(E,) est une droite passant par H et perpendiculaire a la droite (OC)
c) (E3) : MA? + 2MB? — MC? + 2MD? = 4a?
A B C D

1 2 -1 2comme1+2—1+2=4¢Oa|orsGeX|stepU|s

On pose G = bar

introduisons-le :
(a+ B+ v+ 8MG? + f(G) = 4a®> = 4MG? + f(G) = 4a’mais
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fG) = ZAB TAC 2D~ 2BC' 4 4BD 20D _ —2a°+ 860 32 .. 3

h 4 - 4 T4 2 T2
3a® 322 5a2 5a2 V10

4MG2+T=432 z4MG2:432_7=T:MG2=?:MG=T3

(E3) est un cercle de centre G et de rayon R = @a avec AG = %Kﬁ - iﬁ + %Kﬁ

On constate que les points D et B appartiennent a (E3)

T i B L e mE E o

EXERCICE 18:
Soit [AB] un segment de longueur 10cm et | son milieu
1) M est un point du plan tel que :IM.AB = 10
Déterminer et représenter I'ensemble au quel appartient le point M
2) Onsait de plus que MA.MB = 11. A quel ensemble appartient aussi le point M ?
Représenter cet ensemble et préciser la position de M
3) Calculer MA%24+ MB? et MA?— MB?
4) A l'aide des résultats de la question 3), déterminer les valeurs exactes, puis
approchées a 1072 pres, des longueurs MA et MB et controler sur la figure.
+++++++H+++HH - RESOLUTION H++++ -+

1- M est un point du plan tel que : IM.AB = 10
Déterminons et représentons I’ensemble au quel appartient le point M

Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (AB), ona:

05— lasim-_Las
10" 7 T 10

B — 10
IHAB=10=[H ==—=

AB AB?
M décrit une droite passant par H et perpendigg)laire a la droite (AB)
M

©

M
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2- On sait de plus que MA.MB = 11.Représentons cet ensemble et précisons la
position de M
Introduisons le point |, ona: MI?> —IB?> =11 = MI? =11+ IB* =11+ 5?2 =11+ 25
MI? =36= MI=6
M décrit un cercle (C) de centre | et de rayon R=6
D’ou M est le commun de (D) et (C)
3- Calculons MA2+ MB? et MA?— MB?
Introduisons le point | :
MA? + MB? = 2MI? + IA* + IB? = 2(6)* + 5% + 52 =72 +50 = 122 =
[MAZ2+ MB? =122 |
MA? — MB? = 1A% — [B* + 2MI(IA - 1B) = 2MA.MB = 2(10) = 20 =
IMAZ2— MB? =20 |
4- A l'aide des résultats de la question 3), déterminons les valeurs exactes, puis
approchées a 1072 prés, des longueurs MA et MB et contréler sur la figure.
{MAZ +MB? =122 _, 51142 — 142 — MA? = 71 = MA = V71 = 842
MA%? — MB? =20

MA? + MB? = 122
= 2MB?=102 = MB?=51 = MB =Vv51=7,14
{—MA2 +MB? =-20 V5t

D’ou [MA=8,42 et MB=714
+++++++++++++++++++++ AR
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EREICES PROPOS

APPRENTISSAGE

+HH+HHHH R EXercice 1o

Soit un quadrilatére ABCD

a) Placerles pointsE, F, |, J, K, et L définis par :
- 2 — 2— - 3
AE=§AC, BF=§BD,AI=§

b) Démontrer que les droites (EF) ;(IK) et (JL) sont concourantes
++++ R EEEXErcice 2

- = 4 - 35 - 33—
AB;B]=7BC;CK=§CDetAL=ZAD

Soit ABC un triangle
1) Construire les points |, J et K tels que :BI = gﬁ, C_j — iﬁ et AK = 24B
2) Démontrer que les droites (Al) ;(BJ) et (CK) sont concourantes
R EXercice 3 i
Soit ABCD un tétraedre. On désigne par :
el et J les milieux respectifs des segments [AD] et [BC]
oK et L les points tels que : AK = §A_B) et CL = gﬁ
*G le barycentre des points pondérés (A;2),(B; 1), (C; 1) et (D;2).
1) Démontrer que les points |, ) et G sont alignés
Démontrer que les points K, L et G sont alignés
2) Endéduire que les points |1, J, K et L sont coplanaires
+HHHHH R EXercice 4 i
Soit ABC un triangle, G le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 2) et (C,
2).  Lesdroites (BG) et (CG) coupent (AC) et (AB) respectivement en B’ et C’
1) En utilisant les barycentres partiels, démontrer que :
2GB +3GB’ =0 et 2GC +3GC'=0
2) En déduire que les droites (BC) et (B’C’) sont paralléles ?
++++++++HH R EXercice 5ot
Soit ABC un triangle. On désigne par :
*A’ |e barycentre des points pondérés (B, 2) et (C, -3)
*B’ le barycentre des points pondérés (C, -3) et (A, 1)
1) Démontrer que les droites (AA’) et (BB’) sont paralléles
2) Soit C’' le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b).
Pour quelles valeurs de des nombres réels a et b les droites (AA’) et (CC’) sont-elles
paralléles ?
+HHH+ b EXErCice 6 bbb
Dans chacun des cas suivants écrire G comme barycentre de points pondérés
{(4,a); (B, b); (C,c)}
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a) 134G = 24B - 3BC
b) —AG = 4AC — 34B
¢) 2GB =3BA-4GC +BC
d) BC =2GB - 3AC
++++++HHHHHHEEEEEREEXeErcice 7 bR
Soit A et B deux points du plan tel que AB = 6 cm
Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan tels que :
a) ||2M4 + MB| = 4B
b) 2MA?+ MB?=51
c) MA?2—MB?2=9
d) MA.MB =16
e) Mes (MA; MB) =z
fl o=
B B B )

APPROFONDISSEMENT

+++++++H+HHHH - EXercice 8 bbb
Soit le plan euclidien rapporté a un repere orthonormé (0O, 1,J)
On désigne les points A(1;5); B(2;3) et C(4;4)
1) Déterminer le barycentre G, des points A, B et C affectés respectivement des
coefficients 1; a+1 et-a+ 3 aveca €R

2) Déterminer I'ensemble des points G, quand a décrit R

3)  Choisir a pour que G, soit le point D(1 ;3)

4)  On prend a=5. Déterminer I'ensemble des points M du plan vérifiant :

MA? + 6MB? — 2M(C? = 25
+++++ bR EXercice 9 i bbb
Dans le plan muni du repere orthonormé (O, |, J)
On considere les points A(-2 ;-1) , B(1;5) et C(3 ;1) et le cercle (C) d’équation :
X2+ y?*+2x—4y—24=0

Déterminer les trois nombres réels «, 5,y et la constante k tels que (C) soit la ligne de
niveau k de Leibniz associée au systéme {(4; a); (B.B); (C; )}
++++++ R EXercice 10
On donne dans le plan muni d’un repere cartésien les points A(0; 1),B(2; 1),C(1;0) et D(1; 1)
1) Déterminer le barycentre de I'ensemble des points pondérés (A ; 1), (B;-1), (C; 2) et

(D;52)
2) Avec les points définis a la question précédente, déterminer le barycentre de

I’ensemble des points pondérés (A; 1), (B;-3),(C; 1) et(D;a) aveca€ER
Déterminer I’'ensemble des points G, lorsque a décrit R
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3) A, B et C sont les sommets d’un triangle rectangle en C dans le plan (P), m est un
nombre réel différent de -2 (m# —2)
On considére la fonction f définie par : f(M)=MA2+MB2+mMC?
Soit G le barycentre du systeme des points A, B et C affectés des coefficients respectifs
1;1;m
a) Montrer que f(M)=(2+m)MG2+{(G)
b) Calculerf(A) + f(B) + mf(C) en fonction de (G)

c) Montrer que f(G) = (:—2) AB?

d) Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que : f(M)=AB?
4)  Montrer que pour tout m # —2, le point C est un élément de € En déduire une

construction de I'ensemble (En) correspondant a m=-3
+++++H+ R EXercice 11 bbb
Soit ABC un triangle isocéle tels que AB=AC=7 et BC=4; on désigne par | le milieu du
segment [BC] et G le centre de gravité de ABC

1) Déterminer et construire I'ensemble (E1) des points M du plan tels que :

|AM + BM + CM|| = 12
2) Déterminer et construire I'ensemble (E;) des points M du plan tels que :
—2AM? + BM? + CM? = 38
3) a)Calculer AG? et BG?
b) Déterminer et construire 'ensemble (Es) des points M du plan tels que :
AM?+ BM? + CM? = 65
+++++++H+HH R EEXercice 12 R
Soit A, B et C trois points non alignés
Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan tels que :
3344 + MB| = |2MC — W5
+++++++++HH R EEXercice 13 R
Soit ABC un triangle tels que AB=7, BC=4 et AC=5
On désigne par | le milieu du segment [BC]
1) En utilisant le théoreme de médiane, Calculer Al
2) Déterminer et construire I'ensemble € des points M du plan tels que :
2MA?— MB? — MC? = 58
(On pourra développer 2MA? — MB? — MC? par 1)

3) On désigne par D le barycentre des points pondérés (A.-1), (B ;1) et (C; 1)

a) Quelle est la nature du quadrilatére ABCD

b) Déterminer et construire I'ensemble (I') des points M du plan tels que :

MA? — MB?— M(C?= 25
+H+HHH R EXercice 14 bbb
Soit ABC un triangle isocele tel que : BC=2 et AB=AC=3

On désigne par A’ le milieu du segment [BC] et H I'orthocentre de ABC

1) Démontrer que cosBAC = g
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2) Soit B’ le projeté orthogonal de B sur la droite (AC)
a) Calculer %
b) Déterminer deux nombres réels a et y tels que B’ est le barycentre des pondérés
(A;a) et (C;y)
3) En déduire trois nombres réels a, b et c tels que H est le barycentre des points
pondérés (A ;a), (B ;b) et (C ;c)
+H+HHH e EEEXercice 15
Soit ABC un triangle équilatéral tel que : AB =a (a > 0)
1) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que :
2MA%?— MB? — MC? = q?
2) a) Construire le barycentre G des points pondérés (A, -1), (B, 4) et (C; 1)
c) Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M du plan tels que :
a2
—MA? + 4MB? + MC? = N
+++++++HHHHH R EEXercice 16 R
Une unité de longueur étant choisie, on considére dans un plan un triangle ABC rectangle
enAtelque AB = 2a et AC = a,ou a est un nombre réel positif donné.
1) Déterminer et construire I'ensemble (E;) des points M du plan tels que :
|72 + ¥1E — MC)| = |[24 ~ M5 — ¢
2) Ondésigne par H le point du plan tel que AH = %E +24C
a) Déterminer que H est le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients
que I'on déterminera
b)  On considére I'ensemble des points M du plan tels que :
—3MA? 4+ MB? + 4MC? =k
Pour quelles valeurs du nombre réel k, cet ensemble contient-il le point A ?
Pour cette valeur préciser I'ensemble obtenu, noté (E) et le construire
++++++ R EXercice 17 bbb
Dans un plan P, on donne un trapéze convexe isoceéle ABCD tel que (AB) soit paralléle a
(DC).
Soit [AH] sa hauteur relativement aux bases [AB] et [CD].
Onpose AB=a;CD =3a et AH =aolu a€R"
1) Déterminer les réels a et § pour que H soit le barycentre des points A, B, C et D
affectés respectivement des coefficientsa ; 1; 1 et p.
Pour cette question on pourra utiliser un repére d’origine H
2) Soit G; I'isobarycentre des points B et C. Soit G; le barycentre de A et D affectés
respectivement des coefficients -1 et 3. Construire G; et G,
Montrer que H est le milieu du segment [G;G,]
3) Déterminer 'ensemble (E) des points M du plan P tel que :
|75 + WC)| = |35 — 7|
4) Déterminer I'ensemble (E) des points M du plan P tel que :
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—MA? + MB% + MC? 4+ 3MD? < 24qa?
++++++ e EEEEEXercice 18 b
Dans un plan affine euclidien P, on considére un triangle ABC isocéle et rectangle en A tel
que ||ﬁ|| = a (a est un réel strictement positif donné)
1) Déterminer et construire le barycentre G des points pondérés (A, 2), (B, 1) et (C, -1)
2)  Pour tout point M du plan P, on pose V = —2MA + MB + MC

Démontrer que V est un vecteur constant, indépendant de M. Construire le point A’ tel que

A =V
3) Déterminer et construire I'ensemble (E;) des points M du plan P tel que :
||2MA + MB + MC|| = |-2MA + MB + Mc||

4) Déterminer et construire I’ensemble (E;) des points M du plan tels que :
—2MA? + MB? + MC? = a?
On pourra remarquer que le point G appartient a (E;)
+++tt bR EXercice 19 bbb
Soit ABC un triangle isocele de sommet A et G I'isobarycentre des points A, Bet C
1) Soit G’ le symétrique de G par rapport a la droite (BC)
Déterminer les réels b et c pour que G’ soit le barycentre du systeme
{(4,1),(B,b),(C,c)}
2) Déterminer I'ensemble (E) des points M du plan tel que :
|[MA — 2MB — 2MC|| = ||MA + MB + Mc||
+++++++H+H R EXercice 20 A

Dans un plan affine euclidien P, on consideére un triangle ABC équilatéral tel que ||AB|| = a
1) Déterminer les nombres réels b et c pour que le point D symétrique de B par
rapport a la droite (AC), soit le barycentre des points A, B, C affectés
respectivement des coefficients 1, b et ¢
On pourra rapporter le plan au repére (A, E,R)
2)  Soit k un nombre réel quelconque. Etudier suivant les valeurs de k I’'ensemble (Cy)
des points M du plan P tels que : MA? — MB? + MC? = ka?
+++++ b EXercice 21 bbb

Dans un plan affine euclidien P, on considere un triangle ABC équilatéral tel que ||AB|| = a

1) Construire le point G barycentre du systéme (A, 2), (B,1), (C,1)

2) Déterminer et construire dans chacun des deux ensembles suivants :

a) E;={M€P;2MA%? + MB + MC? = 2a%

b) E; ={M e P;2MA? + MAMB + MAMC =%}
Pour ce dernier ensemble, on pourra utiliser le point G puis le milieu | du segment [AG]
+++++H+ R EXercice 22 bbb
Dans un plan affine euclidien P, on considére un triangle ABC isocele de sommet A tel que
AB = AC = 3a et BC = 2a (a est un réel strictement positif donné)
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On appelle G le barycentre des points pondérés A, B et C affectés respectivement des
coefficients2;3; 3

Soit | le milieu du segment [BC] et J le milieu du segment [AI]

1) Montrer que G est le milieu du segment [I]]

2) M étant un point de P, calculer 2MA2+3MB2+3MC? en fonction de MG et a

3) Déterminer 'ensemble (E) des points M du plan P tel que :

2MA? + 3MB? + 3M(C? = 18a?

4) Déterminer I'ensemble (F) des points M du plan P tel que :

2MA? + 3MB? + 3M(C? = 22a?

5) Montrer que les droites (BC), (AB) et (AC) ont chacune un point commun avec
(F) Que représente le point G pour le triangle ABC ?

++H+HHHHH R R EEEEXErcice 23 H
Dans E, plan affine euclidien, A, B et C sont les sommets d’un triangle équilatéral, tel que :
AB=AC=BC=d;oud>0

1) Déterminer I'ensemble des réels a tels que les points A, B, C affectés de
coefficients respectifs a, 1, 1 admettent un barycentre G, . Quel est I'ensemble
des points G, ainsi obtenu ?

2) On prend a=1. Déterminer le point G; correspondant

On pose f; (M) = MA? + MB? + MC2 Déterminer 'ensemble des points M tels que

f1(M) = 2d?

3) On prend a=-2. Montrer que le vecteur V = —2MA + MB + MC est un vecteur
indépendant de M qu’on précisera. Déterminer I'ensemble des points M du plan
telsque: f_,(M) = —2MA? + MB? + MC? =0

++++++ R EXercice 24 b
Soit [AB] un segment de longueur 10cm et | son milieu

1) Mestun point du plan tel que :IM.4B = 10
Déterminer et représenter I'ensemble au quel appartient le point M

2) Onsait de plus que MA.MB =11. A quel ensemble appartient aussi le point M ?

Représenter cet ensemble et préciser la position de M
3) Calculer MA2+ MB? et MA?— MB?
4) A l'aide des résultats de la question 3), déterminer les valeurs exactes, puis
approchées a 102 pres, des longueurs MA et MB et contréler sur la figure.
++++++++ R EXercice 25 b
Soit ABC un triangle rectangle en A et de centre de gravité G et A’ le milieu de
[BC]; on pose BC = a
1) Exprimer 4GA.AA’ en fonction de a.
2) Exprimer GB?+GC? en fonction de a. En déduire que GA?+ GB?+ GC? = gaz

3) Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M du plan tel que :

3
MA?+ MB?+ M(C? = Zaz
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+H+HHHH R EXercice 26
Soit ABC un triangle
1) Construire le barycentre G des points (4, —1) ; (B, 2) et (C,3)
2) Déterminer I'ensemble des points M du plan tel que : (—m+ 2MB + 3Wf).ﬂf =0
3) Déterminer 'ensemble des points M du plan tel que : ||—M71’ +2MB + 31T/1f|| =4BC
4) Que peut-on dire de MA — 3MB + 2MC ?
5) Déterminer 'ensemble des points M du plan tel que :
(MA — 3MB + 2MC).MA = 0
+H+HHHH e EXercice 27 b
On considere dans un plan un triangle ABC rectangle en A tel que
AB = 2a et AC = a, ou a est un nombre réel positif donné.
1) a) Déterminer et construire le barycentre G des points pondérés (A, 1) ; (B, -1) et (C, 1)
b) Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M du plan tels que :
|MA — MB + MC| = ||MA4 + MB — 2MC]|
2) On désigne par H le point du plan tel que :AH = %ﬁ —AC
a) Démontrer que H est le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients
respectifs3; 1 et-2
b)  Pour tout réel k, on désigne par (Ex) I'ensemble des points M du plan tels que :
3MA? + MB? — 2M(C? = ka?
Pour quelles valeurs du nombre réel k, cet ensemble contient-il le point C ?
c) Déterminer et construire 'ensemble (I) des points M du plan tels que :
3MA? + MB? — 2M(C? = 8a?
+++++H+ R EXercice 28 bbb
Soit ABCD un losange de centre O tel que : OB=20A
1) Démontrer que le barycentre des points pondérés (B, 2) ; (C, -1) et (D, 1) est
le milieu du segment [AB]
2) Soit k un nombre réel
a) Déterminer et construire I'ensemble E; des barycentres Gy des points pondérés
(A, k),(B, 2),(C, k-1) et (D,1-2k)
b)  Préciser la valeur de k pour laquelle Gk est un point de la droite (AC)
3) Déterminer et construire :
a) Lensemble E, des points M du plan tel que les vecteurs MA + MC — 2MD et
2MB — MC + MDsont colinéaires
b) L'ensemble E; des points M du plan tel que les vecteurs MA + MC — 2MD et
2MB — MC + MD ont la méme norme
++++++ R EXercice 29 bbb
On donne un rectangle ABCD du plan dont les cotés [AB] et [AD] ont pour longueurs
respectives a et b
Pour tout réel non nul m, on note G,, le barycentre du systeme de points pondérés :
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{(4,m); (B,—1); (C, 1)}
Pour chacune des questions ci dessous on donnera une solution géométrique puis une
solution analytique
1) Déterminer I'ensemble (E1) des points G,,lors que m décrit R
2) Déterminer I'ensemble (E;) des points M du plan tels que :
|MA — MB + MC|| = Ja?+ b?
3) Déterminer 'ensemble (E;) des points M du plan tels que :
(MA —MB +MC) - (2MA — MB + MC) =0
++++HHHH e EXercice 30 A
ABC est un triangle équilatéral de coté de longueur a ; soit | le barycentre des points
pondérés (A; 1); (B; 2) et (C; —=2)
1) Déterminer et construire |
2) Calculer IA?; IB? et IC? en fonction de a
3) Soit k un nombre réel
a) Déterminer en fonction de k 'ensemble (Q) des points M du plan tel que :
MA?+ 2MB? — 2M(C? = ka?
b) Existe-t-il une valeur de k pour laquelle B appartient a (Q;)
4) a) Démontrer (Q_,) est un cercle tangent a la droite (AB)
b) Démontrer que le symétrique D de B par rapport a la droite (Al) appartient a
la droite (AC)
c) Démontrer (Q_,) est tangent a la droite (AC) en D
d) Quelle est la nature du triangle IBD ? Justifier la réponse
+++++++++ -+ HHEHEXercice 31
ABCD est un trapeze non rectangle tel que les droites (AB) et (CD) sont paralleles. On
désigne par |, J, O les milieux respectifs de [AB], [CD] et [I]]
1) Déterminer et construire I'ensemble (E;) des points M du plan tels que :
|M4 + MB|| = ||[MC + MD|
2) Les médiatrices des cotés [AD] et [BC] se coupent en G
Démontrer que GA?+ GB? = GC?+ GD?
3) Soit (E;) 'ensemble des points M du plan tel que : MA? + MB? = MC?+ MD?
a) Justifier que (E,) est non vide
b) Démontrerque: M € (E,) & T]W = k (oU k est une constante réelle)
c) Endéduireque: M € (E,) & ﬁGTW =0
d) Déterminer et construire (E;)
++++++ R EXercice 32 bbb
ABC est un triangle équilatéral de coté a, (a > 0)
1) Soit G le point défini par la relation GB = %A_(f
Construire le point G et déterminer trois réels a, § et y tels que G soit barycentre du
systeme {(4; a).(B; B); (C; v)}
2) Onpose f(M) = MA?+ 2MB?— M(?
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Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que : f(M) = a?
B I T T 1 o S B B o 2

NOMBRES COMPLEXES ET BARYCENTRE

+++++H e EREEXErcice 33 b
1) Pour tout nombre complexe Z, on considére f(Z) = Z* — 10Z% + 3822 — 90Z + 1 — 261
a) Soit b un nombre réel. Exprimer en fonction de b les parties réelle et imaginaire
de f(ib). En déduire que I'équation f(Z) = 0 admet deux nombres imaginaires
purs comme solution
b) Montrer qu’il existe deux réels a et § que I'on déterminera, tels que, pour tout
nombre complexe Z, f(Z) = (Z? + 9)(Z? + aZ + B)
c) Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation f(Z) = 0
2) Le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormé
a) Placer dans le plan P les points A, B, C et D ayant respectivement pour affixes
a=3i,b=-3i,c=5+2ietd =5—-2i
b) Déterminer I'affixe de I'isobarycentre G des points A, B, C et D.
c) Déterminer I'ensemble E des points M du plan P tels que : |[MA + MB + MC + MD|| = 10
Tracer E sur la figure précédente
+H+tt bR EXercice 34 bbb
1) Pour tout nombre complexe Z, on pose P(Z) = Z3 —3Z?>+3Z +7
a) Calculer P(—1)
b) Déterminer les réels a et b tels que pour tout nombre complexe Z, on ait :
PZ)=(Z+1D)(Z*+aZ+b)
c) Résoudre dans C I'équation P(Z)=0
2) Le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormé (unité graphique : 2cm)
On désigne par A, B, C et G les points du plan d’affixes respectives
Zy=-1;Zg=2+iV3;Z,=2—iV3etZ; =3
a) Réaliser une figure et placer les points A, B, Cet G
b) Calculer les distances AB, AC et BC. En déduire la nature du triangle ABC.

Z4-7, -
c) Calculer un argument du nombre complexe ZA ZC. En déduire la nature du
—4c

triangle GAC.
4)  Soit (D) I'ensemble des points M du plan tel que :
(-MA + 2MB + 2MC).CG =12 (1)
a) Montrer que G est le barycentre du systéme de points pondérés
{(4,-1);(B,2); (C,2)}
b) Montrer que la relation (1) est équivalente a la relation GM.CG = —4 (2)
c) Vérifier que le point A appartient a I'ensemble (D)
d) Montrer que la relation (2) est équivalente a la relation AM.CG =0
e) En déduire I'ensemble (D) et le tracer
++H++HH R EXercice 35 b
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Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (OlJ) On consideére les points A, B, C
d’affixes respectives i; 8 + 5i et 8 — 5i
1) Placer les points A, BetC
2) Démontrer que le triangle ABC est isocéle en B
3) Déterminer I'affixe du barycentre G des points pondérés (4,—1) ; (B,1); (C,—1)
4) Démontrer que GA = GC
5) On considére I'ensemble (1) des points du plan tels que : MA2— MB2+ MC? = —20
a) Démontrer que A et C appartiennent a ()
b) Démontrer que (I') est un cercle de centre G et rayon GA
c) Onappelle (I") le symétrique de (I') par rapport a (AC). Construire (')
Choisi une unité appropriée
+++++++H++ R EXercice 36
On considére I"équation (E): (Z € C) Z3+ (1 —6i)Z2 - (17 +8i)Z—33+30i=0
1) a) Vérifier que -3 est solution de cette équation
b) Résoudre I'équation (E)
Les solutions seront notées par Z,, Z; et Z,ou Zy = —3 et Z, a sa partie réelle positive
2) Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (0; u; v) (unité : 1cm)
On considere les points My, M, et M, d’affixes respectives Zy, Z; et Z,
a) Placer My, M, et M, dans le repére (0; u; v)
b) Démontrer que le triangle MyM; M, est isocele
3) On désigne par G le barycentre des points pondérés (Mg, —1); (My, 1)et (M5, 1)
a) Construire géométriquement G . Justifier la construction (on ne demande de
calculer les coordonnées de G)
b) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que :
—MMy?+ MM 2+ MM,? = —GM,?
B 1 o S RN E e s n

LE DEFI

+++++++++++ - EEEEEEXercice 37 bbb
On considére par ABCDEF un hexagone régulier de coté a (a > 0) et de centre O

B c
A D
F E
1- Démontrer par récurrence que le nombre de diagonale dans un polygone de n
. nn-3
cotésest: S, = (2 )avec n>3

2-  Montrer que la somme des diagonales de cet hexagone est : S = 6a(1 + \/§)
3- Déterminer la nature du triangle ABD
4-  Soit f I'application du plan définie par : f(M) = —3MA?+ 2MB? — MD?
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a- Construire le point G = bar_A3 g —Cl Que constate t-on

b- Onpose (E): f(M) = —2a?
+ Montrer que les points O, A et E appartiennent a (E)
+ Montrer que f(G) =f(F) =0
c- Déterminer et construire 'ensemble (E)
5-  Soit (F) I'ensemble des points M du plan tels que :
g(M) = MB? — 2MD? + MF? = 3a? et | le milieu du segment [BF]
a- Montrer que les points C et E appartiennent a (F)
b- Montrer que g(I) = —3a?
c- Déterminer et construire 'ensemble (F)
6- (E) et (F) sont-ils tangents ? Si oui, démontrer et donner leur point tangent.

2.
7- a- Montrer que | ‘aire de cet hexagoneest: A = 5:12_\/5
b- Soit A’ | "aire de la partie commune de I'hexagone et de I'ensemble (E)
Démontrer que | 'aire de la partie de I'hexagone privée de A’ est : A” = (52£ =~ g) a?

+++++++HH+HHHH - HEEHEREEXercice 38 R
Partie A :
On considére le polyndme défini par : P(Z) = Z3 — 3v2(1 + i)Z2 + 4(1 + 3i)Z — 8iV2
1-  a-Caleuler P(V2 + iv2)
b- Déterminer les nombres complexes a et b tels que : P(Z2) = (Z —\2- ix/i)(Z2 +aZ + b)
c- Résoudre dans C I'équation : P(Z) = 0
2-  Soit A, B et C les points d’affixes respectives
Zo=V2+i(N2-2); Z; =V2+iV2 et Z,=V2+i(V2+2)

a- Déterminer le module et un argument de Z, ,Z; et Z,

b- Montrer que les points A, B et C sont alignés et que B est le milieu du segment [AC]
3-  a- Déterminer I'équation de la droite (A) médiatrice du segment [AC]

b- Soit M I'ensemble des points de la droite (A) d’affixe Z. Trouver 'expression de Z

d- Déterminer I'expression de Z pour la quelle MAC est un triangle équilatéral

Partie B :
Soit A, B, C et D les points d’affixes respectives

V2+i(V2—-2) ; V2+iv2 5 V2+i(V2+2) et V2-2V3+iV2

A CD r_1..A B D
111etG—bar111

1-  Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M du plan tels que :
|[MZ + ¥C + MD| = || M4 + MB + MD|
2- Déterminer et construire 'ensemble (F) des points M du plan tels que :
MA?2—-2MD?+ MC?= 16
3- Soit f I'application du plan définie par : f(M) = 3MA?+ MC?+ 2MD?

a- Ecrire G comme barycentre de A, CetD
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c- Calculer le rapport ; . En déduire la nature du triangle MAC

On considere par G et G’ deux points du plan tels que : G = bar
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b- Montrer que : f(M) = 6MG? _%

c- Discuter suivant les valeurs de k I'ensemble (E;,) des points M du plan tels
que: f(M) =k
d- Déterminer la valeur de k pour la quelle (E}) contienne le point G

e- Déterminer et construire I'ensemble (G) des points M du plan tels que :

32 58
-5 < 3MA? 4+ MC? 4+ 2MD? <3

4- soit (T) 'ensemble des points M du plan tels que : (MA + MC)(MA + MB + MD) = 7—97
a- Calculer GB. GG (I est le milieu de [G'B])

b- En déduire la nature du triangle BGG’

77

c- Montrer que (I) peut s’écrire sous la forme: MG2+ 2MG.GI = 4

d- On considére par E un point tel que : GE = 2GI

En déduire que (T) est équivalent & : MG. ME = %

e- Montrerque: MI? =9
f- Endéduire la nature de (TI") puis construire le
+++tt bR EXercice 39 bbb
Dans le plan P muni d’un repéere orthonormal (O,l,J), on consideére les points :
A(-4;4);B(-5;-1) et C(1,1)
1- Calculer les coordonnées du point G barycentre de A,B et C affectés
respectivement des coefficients 2, 1 et 1
2-  On considére I'application f de P dans R telle que :f (M) = 2MA?+ MB? + M(C?
Démontrer que pour tout point M du planPona: f(M) = 4MG?+ 40
3-  Onsuppose que le point M appartient a la droite (D) d’équation y=2x-7
a- Calculer f(M) en fonction de I'abscisse x du point M
b- Montrer qu’il existe une valeur xo de x et une seule pour laquelle f(M) est
minimum
On appelle Mg le point de la droite (D) d’abscisse xg .
Démontrer que la droite (D) et GMg sont orthogonales
+++++ R EXercice 40 bbb
Le plan est rapporté au repére orthonormé (0;7; J)I'unité graphique est 1 cm
On considere les points A, B et C d’affixes respectives :
Zy=(3V3-2) +i(3+2V3);
Zg=(-V3-1)+i(V3-1) et Zc=(1-4V3)+i(-4-V3)
1-)On se propose de placer les points AB C dans le repére (0;7; J) a I'aide du compas
Pour cela on considere la rotation R de centre O et d’angle de mesure —%ﬂ

a-)Donner I'écriture complexe de R

b-) Vérifier que R transforme le point A en le point A’ d’affixe 4 — 6i

On admettra que R transforme les points B, C en les points B’ et C’ d’affixes respectives
2+2i et -2+8i
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c-) Placer les points A’, B, C’ puis a I'aide du compas, les points A B C (la construction du
point A sera justifiée)
2-a)Calculer Z, —Zp + Z
b) En déduire que le point O est le barycentre du systeme de points pondérés
{(4;1); (B; —1); (C; 1)}
3-)Soit I'ensemble I" des points M du plan tels que
||’ — MB + MC| = ||MA — 2MB + MC|
a-)Vérifier que B appartienta I’
b-) Déterminer puis tracer 'ensemble I
4-)Déterminer puis tracer 'ensemble D des points M du plan tels que
2||WA — B + €| = |74 — 33|
R m T (= (oo W R e e e
Soient trois points de I'espace, A, B, C non alignés et soit k un réel de I'intervalle [—1; 1]
On note Gy, le barycentre du systeme {(4; k? + 1); (B; k); (C; —k)}
1) Représenter les points A, B, C, le milieu | de [BC] et construire les points G; et G_;

2) a) Montrer que pour tout réel k de I'intervalle [-1; 1] ona: AG, = — k;ilB_(f
b) Etablir le tableau de variations de la fonction f définie sur [—1; 1], par :
x
[0 ==y

c) En déduire I'ensemble des points G, quand k décrit I'intervalle [—1; 1]
Pour la suite de I'exercice aucune figure n’est demandée sur la copie
3) Déterminer I'ensemble E des points M de I'espace tels que :
||2M4 + MB — MC|| = ||2M4 — MB + Mc||
4) Déterminer I'ensemble F des points M de I'espace tels que :
||234 + MB — MC| = |2M4 — MB — MC|
5) L'espace est maintenant rapporté a un repere orthonormé (0, 7,7, k ) Les points A, B,
C ont pour coordonnées respectives : (0;0;2) ; (—1; 2; 1) et (—1;2; 5). Le point Gy, et
les ensembles E et F sont définis comme ci-déssus
a) Calculer les coordonnées de G, et G_1. Montrer que les ensembles E et
F sont sécants
b) Calculer le rayon du cercle (C) intersection de E et F
+++++++++H+H+HH - HEEEXercice 42
ABC est un triangle telsque: BC =a; AC=Db et AB =
¢ ;C le milieu du segment [AB] et G le barycentre du systeme {(4,1); (B, 1); (C,4)} et
G’ le barycentre du systéme {(4,1); (B, 1); (C,2)}
1) Soit f(M) = MA?+ MB?+ 4M(?

a) Montrer que f(M) = 6MG?+ W%W

b) Calculer deux de fagons différentes (m +MEB + ZW”)2

En déduire que : MA.MB + 4MC.MC’ = 8MG? — 3MG? — daibe

12
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2) Soit G” le barycentre du systéme {(G’,8); (G, —3)}

a) Montrer que 8MG? — 3MG2 = 5MG"2 — CZ;gbz
—_— —_— " 2 24702
b) En déduire que MA. MB + 4MC. MC’ = 5MG"? — W

3) On consideére les points communs aux cercles de diamétres [CC’] et [AB]
Montrer que, lors qu’ils existent, ils appartiennent a un cercle de centre G’ dont on
déterminera le rayon en fonction de a,b et ¢

4) Soit S I'aire et p le demi-périmeétre du triangle ABC

a) Calculer cosA enfonctiondea;b et ¢

b) Calculer S en fonction de b; c et sin A

c) Montrerque S = %(b2 +c%2—a?)tand

d) Endéduire I'égalité : 1652 = 4b%c? — (b%> + c? —a?)? (1)

e) En factorisant le second membre de (1) , démontrer la formule de Héron :

S=p@-a)p-b)p-0)
f)  Soit H le projeté orthogonal du point A sur la droite (BC) : Démontrer que :

2
AH ==~ \/p( - ) - b)(p - ©)

g) Application : Calculer Iaire du triangle ABC ; la distance AH et la valeur de tan 4 tels
que: AB=6; AC=7 et BC=28
+++++H+H R EXercice 43

On considére un rectangle ABCD de c6té a et 3a, (a > 0) . Soit | le point défini parﬁf =
%D_C) et J le milieu de [BC]. Déterminer une mesure de I'angle IA]
++H+tt bbb EEXercice 44 bbb

On considere un cercle de centre O et de rayon r. On place quatre points A, B, C et D tels
que (AB) et (CD) soient perpendiculaires. On note E leur point d’intersection et | le milieu
de [AD]. Démontrer que la médiane (El) du triangle AED est une hauteur du triangle ECD
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++++++++++ESSENTIEL DU COURS++++++++++++++

@™ Limites des fonctions élémentaires :
eLimites a l'infini d’'une fonction polynéme : Soit f(x) =a,x" + an 1x"'1 + ot ax?+ax+aq

. . a ay
lim f(x) = lim ax" car f(x) =x ( z +—) et que
X—>+teo X—too xnfl xn
Ap1 a; a; 2 . \
hm ( o+ — + +—) = a, alors llm f(x) = lim a,x"
x—>+teo x X2 xnml oy x—too

apx +an 1x" +---+a2x2+a1x+a0
b XM +byy XM L+ bx? +by x+by

eLimites a linfini d’une fonction polynéme : Soit f (x) =

n

llm fx) = Ll+.>ob g
eOpérations sur les limites :
lim f l l=+o0 =0 l=oc0 =0 l=oo
limg I'#0 I =+e I=e I'=0 I'=0 U'+0
lim(f + g) l+V +oo oo oo 0 oo
lim~ £ Forme 0 oo Forme oo
I indéterminée Regle de signe | indéterminée |Régle de signe
lim(f x g) IxU +oo Forme Forme 0 oo
ndéterminée | indéterminée Régle de signe
lim(f — g) -v Forme oo oo 0 oo
indéterminée Régle de signe

eLimite d’une fonction composée : Soit f la fonction défini e par f(x) =uov

Silimv=1 et hmu =1 alors lim f(x) =limuov =10
x—a xX—-a x—-a

.- Contmunte et dérivabilité d’une fonction :
eContinuité : Une fonction f est continue sur intervalle K si et seulement si elle admet une

limite finie en toute valeur de K
On dit que f est continue en un point x, si et seulement si elle est continue a gauche et a
droite de x, ; ¢’est-a-dire Llim_ f(x) = lim_f(x) = f(xo) =1 avec L€ R‘

—X( X—Xq

eDérivabilité : Une fonction f est dérivable sur intervalle K si et seulement si elle est
dérivable en tout point de I'intervalle K

On dit que f est dérivable en un point x, si et seulement si elle est dérivable a gauche et a
lim (f(X)—f(Xo)) — lim (f(x) f(xo)) Fi(xo) = L avec Le R‘

droite de x, ; c’est-a-dire

K—oxg~ X—Xo x-xot X—Xq
. : f(h+x0)—f (x0) f(h+)—f(x0)\ _ ¢ _
Ou bien L!l_}rgl_ (—h ) ;}Lr}]!r (—) =f(xg)=1avec le R‘

f'q(Xo) est le nombre dérivé de f a droite en x,

f'g(xo) est le nombre dérivé de f a gauche xq

NB : Une fonction est dérivable en x, si et seulement si f' 4(x,) = f'g(xo)
Interprétation graphique :

Si f'(x) = 0 alors (C) admet une demi-tangente horizontale en x,
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Si f'(xq) = o alors (C) admet une demi-tangente verticale en x,
Sif q(xg) # f'g(xo) alors (C) admet deux demi-tangentes obliques en x,

eThéoréme des valeurs intermédiaires : Soit f une fonction continue et monotone sur un

intervalle K, on dit que I'équation f(x) = 0 admet une solution a € ]a; b[ si et seulement
si f réalise une bijection de K vers f(K) etque a € Ja;b[ c Kona: f(a) X f(b) <0
eEquation de la tangente : Soit M(xo; f(xo)) un point d’une fonction f

La tangente en x, a pour équation : ;’3") =x—xg=y—Yo=f (x)(x —x9) =
0

y = f (xg)(x —x0) +yo avecy, = f(xo) =[y = F(xg)(x —xq) + f(xq)]

Pour montrer qu’une droite d’équation y = ax + b est la tangente d’une courbe a un
point d’abscisse x, ; on vérifie que : llim Fx)—-y)= 0‘
x—xg

o Branches infinies :
e Asymptote verticale : Si lim f(x) = teo alors la droite d’équation x = a est asymptote
x—a

verticale a la courbe (C) de f
e Asymptote Horizontale : Si 1i1’£_1 f(x) = b alors la droite d’équationy = b est
X—+too

asymptote horizontale a la courbe (C) de f
e Asymptote oblique : La droite d’équation y = ax + b avec

a= xl_lgrlwm et b= 11m (f(x) —ax)

-Si a = 0 alors (C) admet une branche parabollque de direction (0I)

-Si a = too alors (C) admet une branche parabolique de direction (0])
-Sia # 0 et b = oo alors (C) admet une branche parabolique de direction celle de y = ax

Pour montrer qu’une droite (A) d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe (C) ; on
vérifie que : |lim Fx)—y) = 0|
lx—0c0

|Pour étudier la position relative de (Cf) et (A) on étudie le signe de f(x) — y|
o™ Fonction réciproque :
Soit f une fonction continue et monotone sur un intervalle K et £~ sa bijection réciproque
de K vers f(K)
of~1a pour ensemble de définition f(K)
e/ ~1 ale sens de variations que la fonction f

o(Cs-1) est le symétrique de (Cf) par rapport 2 la droite d’équation y = x

Pour montrer que f~! est dérivable en un point d’abscisse a € K, on détermine un réel
b tel que f(b) = a et on verifie si f'(b) # 0 alors (f~')'(a) existe

Pour calculer (f~)'(a) on procéde comme suit : (f~1)(a) = %
@™ Dérivées et primitives des fonctions :
Fonctions Dérivées Fonctions Primitives
a€R 0 a ax + ¢
ax a x™ xmHl
+c
n+1
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n n-—1
x nx _iz 1.,
X X
l — i L \/E +c
X x? 24/x
Vx 1 - 1
0% P e
1 __n cosx sinx + ¢
X_n xn+1
sin x COS X sin x —COSX + ¢
COS X —sinx 1+ tan % tanx + ¢
tan x 1+ tan % 1
V1= x2 arcsinx + ¢
1 1 arctanx + ¢
arcsin x V1= x? 14 x?
arctan x 1 (ax + b)) 1 (ax+ DES
1+ x2 a n+1
u+v u + v u’ Vu+c
2\u
uXv uv +vu a* iax+c
Ina
& uv—vu
v o
u™ nuu™ !
cosu —u'sinu
sinu u'cosu
tan u 1+ tan?u

' FONCTIONS LOGARITHMES NEPERIENS
eDéfinition : On appelle fonction logarithme népérien et on note (In x) la primitive de la

fonctioni sur |0; +oof

ePropriétés algébriques :

Inab=Ilna+Inb ; ln%:lna—lnb ; Ina®=nlna ; Inx<0six€]0;1[
Ini1=0 ; Ine=1 ; Inx=a alors x=¢e“
eEnsemble de définition :
Si f(x) =In(u) alors Dy = {Vx €R; u> 0}
Si f(x) =Inlu| alors Df = {vx €R; u # 0}
eDérivée d’une fonction (In)

La dérivée de la fonction f(x) = Inu se calcule comme suit f'(x) = %

eLimite des fonctions (In)

- _ ] . Inx
ljin0 == lim (0 =+ =0 () =1
In(x +1) Inx
lim(——=)=1  lim — =0
x—=0 X Xotee X

@ FONCTIONS LOGARITHMES DE BASE a :
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eDéfinition : On appelle fonction logarithme de base a (a > 0 et a # 1) et on note

(logg x) la fonction définie sur ]0; +e<[ parlog, x = ::—Z
Inx

-Sia =e alors log, x = e T In x d’oui (In) est une fonction logarithme de base e

-Sia =10 alors log;px = Inx _ log x d’ou (log) est une fonction logarithme décimale

In10
ePropriétés algébriques : Vx € ]0; +eo[ et Vy € ]0; +oof

x
log, xy =log,x +log,y loga; =logax —logay ; log,x™ =nlog,x ;
1
log.nx = Elogax ; logaa=1 colog ox = —log,x ; al%8a¥ = x
eRelation entre logarithme de bases différentes :
| Inx | L
nx Ing logax 08, X
1 = — = 1 -
8 X =1 T Inb log, b 8* Tlog, b
Ina

' FONCTIONS EXPONENTIELLES :
eDéfinition : On appelle fonction exponentielle et on note (e*) la réciproque de
la fonction (In x) strictement croissante

ePropriétés algébriques : e =% x eb ; Z—b =e% D ;e =(eM)" ;

e?>eb sia>b; eMt=qg;e*=qalors x=Ilna; e*>0 VxeR ; e =~
eEnsemble de définition :

Sif(x) =e* alors Dy =R

Sif(x) =e" alors Dy =D,

eDérivée d’une fonction (e*)

La dérivée de la fonction f(x) = e¥ s'écrit sous la forme f'(x) = u’e
elLimite des fonctions (e*)

e*—1
lim (e¥) = +4eo ; lim (e*)=0 ; lim (xe¥)=0 ; lim( ) =1
X—>+oo X——o0 X——o0 x—-0 X
x X
i = . i — = 400 . i X)) =
ImE=p=! ¢ Jmy=te ¢ JmGe=0
eCroissance comparée :
) e* ) e* ) In x )
lim (—]=+ee ; lim [—])=+e ; lim (—) =0 ; lim (x% ) =0
x40 \ X x—+eo \In x x—+oo \ ¥ X—+oo

In x
lim (—a) =0 ; lim(x®Ilnx)=0
x—0

x>+ \ X

@™ Eléments de symétrie :
o AXE DE SYMETRIE : Soit (A) la droite d’équation x = a
Pour démontrer que (A) est un axe de symétrie 3 la courbe (C) de f, on procéde

comme suit :

1% Méthode : On doit montrer que la fonction f(x + a) est paire
cd 28me Méthode : On doit montrer que f(2a — x) = f(x)
38me Méthode : On doit montrer que f(a + x) = f(a — x)
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oCENTRE DE SYMETRIE : Soit M(a; b) un point du plan
Pour démontrer que M est un centre de symétrie a la courbe (C) de f, on procede

comme suit :

1° Méthode : On doit montrer que la fonction f(x + a) — b est impaire
2¢me Méthode : On doit montrer que f(2a — x) + f(x) = 2b
fla+x)+f(a—x) — b

38me Méthode : On doit montrer que >

PLAN D’ETUDE D’UNE FONCTION TRIGONOMETRIQUE

Fonction périodique : Une fonction f est dite périodique de période T si et seulement si
Vx € R; 3k € Z tel que: f(x + kT) = f(x)
NB : Si une fonction f est périodique de période T, étudier cette fonction revient a I’étudier

dans un intervalle de longueur T: [ = [—g;] et E = ]—;;g [ N Dy puis on compléte la

représentation par une translation de vecteur T; suivant le sens positif ou négatif
PERIODE DE CERTAINES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Soit f une fonction ayant pour période T et g une fonction de période T/

Lesfonctionsf+g; f—g ; fXg et gont pour période t = PPCM(T ; T")

msinx alors T=2m cosx alors T=2m
i 2m 2m
msinax alors T=— cosax alors T=—
a a
msin?x alors T=m cos’x alors T=m
T
mtanx alors T=m tanax alors T=-—
a
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE 1 :

Résoudre dans R les équations suivantes :

DIn(x—6) +In(x+ 1) =1n4 + In2 2)In(x+5) + In(x—2) =1n8
3)InV3x— 1+ Invx—1 =In(x—2) 4) (Inx)2 —2lnx—3 =0

5) (logx)(logx — 5) = 0 6) (logx)? = logx 7) (logx)? +logx—2=0
8) 2log(x— 1) =log(x—2) 9) (Inx)?=1Inx>  10) (2Inx)? + 10lnx — 6 = 0;

11) % =0 12)6 — 5log?x = 13logx

13)In|x+ 1| +In|x+ 5| =1n15 14) e 2*—7e*+6=0 15) e* —5eX+4 =0
16) e?*—2eX—3=0 17) 2**1—-10x2X4+12=0 18) 4X+2*"1 -3 =0

1 1 . 1
19) 9x—3x1_10=0 20) (\/E)x =16% 21) 6E+10g" sinx 2;+10g2 cosE . 15

4 4 4[X 4@ . fa>0
22)\/loga\/ﬁ+logxﬁ+ loga\/;+logx\/;—a ou {aqtl

+++++++H+HHH - RESOLUTION ++ 4+ 4+ 4+ -+

Résolvons dans R les équations suivantes :
DIn(x—6)+In(x+ 1) = In4 + In2

eDomaine de validité : D, = {Vx € R;x —6>0; x+1>0} =>{x>—1

Dy =16; +eo[N]—1; +oo[ = ]6; +oo[ alors Dy = ]6; +oo[ =
Inx—6)+In(x+1)=In4d+In2=Inx—-6)(x+1)=n8= (x—6)(x+1) =8=
X2 —5x—6—8=0=x2=5x—14=0= A= (=5)? — 4(~14) = 25 + 56 = 81

x=22=-2¢Dy
alorsVA=9 = .S Dot S = {7}
X1=T=
2)In(x+ 5) + In(x — 2) = In8
. - - ] o x> =5 x €]=5; +eo[
eDomaine de validité :D, = {Vx € R;x +5>0; x 2>0}=>{x>2 1 {xe]2;+w[
Dy =1-5; +eo[N]2; +eo[ =]2; +eo[ alors Dy = ]2; +oof
In(x+5)+Inx—2) =In8 = In(x+5)(x—2)=In8= (x+5)(x—2)=8
=x*+3x-10—-8=0
=x?>+3x—18=0= A= (3)>—4(-18) =9 + 72 = 8l alors VA= 9 =
-3.-9
X = =—6 & Dy
[ Dou  S={3}
X =— =3
3)InvV3x—1+Invx—1=In(x—2)
x>
eDomaine de validité : D, = {Vvx € R;3x —1>0;x—-1>0; x—2>0} = x>1
x> 2
1
"E]? +°°[ 1
alors xel +W[DV:]§; +°°[n]2; +oo[ N ]1; +oo =]2; +oo[ alors Dy = ]2; 4o
X €]2; 4oof
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InV3x—14+Invx—1=Inx—-2)=Ih{/Bx-1DEx-1)=hEx-2)=

VBx—DE-1D=x-2=0Cx-1DE-1)=x—-2)*=3x*—4x+1=x*—4x+4
V&
=80
=2%-3=0 = D'ou S ={¢}
V6
_7eDV
4) (Inx)2—-2Inx—3 =0 Onpose Inx=t ona:t?—2t—3=0

t=-1

t=-1 =e !
commeb=a+calors{t2=__=3 Maislnx=talorsx=et={ :{x €

t,=3
S ={e’L; e3}
logx =10 { 10'98% = 10° { x=1
logx—5=0" llogx = 5 = 10'°8* = 10° X
S ={1; 105}

5) (logx)(logx—5) =0 = {

6) (logx)? = logx = (logx)? —logx = 0 = (logx)(logx—1) = 0 = { logx :E
logx—1=0
10'°8* = 10° x=1
{logx =1 = 10"8 = 10" =>{ =10
7) (logx)? +logx—2 =0 onpose logx=tona: t2+t—2=0 comme a+b+c=0

=10' =10 -
g =S=1{10; 1077

= S={1; 10}

=1
alors { tl_ maislogx =t = x = 10" alors {X
t,=—2

8) 2log(x — 1) = log(x — 2)
€11; +eof
€12; +oof

x>1

eDomaine de validité : D, = {Vx e R;x —1>0; x—2>0}={ ~5

x
alors
x

Dy =12; 4eo[ N]1; 4+eo[ =]2; 4+eo[ alors Dy = ]2; +eo[
2log(x— 1) =log(x—2) = loglx—1)2 =logx—-2) = x-1)?*=x—-1)=
x2=2x+1=x—-2=x*-3x+3=0=A=(-3)2-4(3)=9-12=-3<0
alors S ={@}
9) (Inx)? =Inx? = (Inx)? =2Inx= (Inx)?—2Inx=0 = (Inx)(Inx—2) =0 =
Inx=0 x=1
{lnx—2=0:{lnx=2=x=eZ $={1 e}
10) (2Inx)? + 10lnx— 6 = 0 = 4(Inx)? + 10Inx— 6 =0 on pose Inx =t ona:
4% +10t—6=0=> 2> + 5t —3 =0 = A=52 — 4(2)(=3) = 25+ 24 = 49 = VA= 7 =

—5-7 12
t, =

f5+7 g 1 mais Inx =t alors x = et :{X:;:\/E

2= 3172

11) (x—1)(logx+1)
logx

eDomaine de validité : D, = {Vx € R;x > O etlogx #0} = x # 1 alors

Dy =]0;1[ U ]1; +eo[

= s={e?% Ve}

O

(x—1(ogx+ 1) x—1=0 x#1 1
T_O:(X—l)(logx+l)—O=>{10gx+1=0=>{logxz_1z>x—10
D'ou S={10""}
12) 6 — 5log?x = 13logx = 5(logx)? + 13logx — 6 = 0 onpose logx =t ona:
5t2 4+ 13t— 6 = 0 = A= 132 — 4(5)(—6) = 169 + 120 = 389 = VA= 17 =
-13-17
S 1 1 10t {leo_s s={103; 105
_ maislogx =t alorsx = = 2 = :{ - 5}
LT3 F17 4 2 < = 10
! 10 10 5

13) In|x + 1| + In|x + 5| = In15
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eDomaine de validité: D, ={vx e R;x +1#0etx+5+*0} = {i z :é alors Dy = R\ {—1.—5}

Injx+ 1|+ In|x+5/=In15 = In|x+ 1D+5)|=In15= |x+1DE+5)|=15=
{(X+1)(X+5)=15 {xz+6x+5—15=0:>{x2+6x—10=0 {A=36+40:76

B
(x+1x+5)=-15 x> +6x+5+15=0 x2+6x+20=0 A=36—-80<0
( —6-2V19
| =————=-3-VI9
VA= 176 = 2419 = = $={-3-V19; -3 +19}
-6+ 2v19
x1=f=—3+\/19

14)e**—7e*+6 =0 onpose t=eXavec t>0o0n a:t?’— 7t +6 =0
comme a+b+c=0

=1

C i =X = — x=0 = -

alors{tzzgz6 mais t = e * alors x lnt:{x=—ln6s {0; —In 6}
15) e’ —5eX+4 =0 onpose t=eXavec t>00n a: t?—5t+4=0

=1 -0

comme a+b+c=0 alors € _ mais t=e*alorsx=Int = {X_
tz—;—‘l' X =4

S={0; In4}

16) e**—2eX—3 =0 onpose t=e*avect>00on a: t?—2t—3=0 comme b=a+c

t,=-1<0
alors{t __C_3 mais t=e*alorsx=Int = x=1In3 dou S={ln3}
,=——=

a

1
17) 2*"1+10x2%-12=0 :>2X2X+10><?_12=0 = 2x2%—-12x2%+10=0

onpose t=2%avec t>0o0n a: 2t?—12t+10=0 comme a+b+c=0
t,=1

- _ x=0 .
alors {t2=§=5 mais t = 2*alorsx =log,t = {x:logZS S={0; log, 5}
18)4*+2X1 -3 =0 = 22+ 2x2¥—-3 =0 onpose t=2%avec t> 0
=1

s t2 —3 = =
ona:t°+2t—3=0 comme a+b+c Oalors{t2=§=_3<0

mais t = 2*alorsx =log,t = x=1log,1=0 S={0}
19)9*—3*1_-10=0 = 3% -3 x3*—10=0 onpose t=3%avec t> 0
ona:t?—3t—10=0

3-7
ti="5—=-2<0
= A=9—4(-10) = 9 + 40 = 49 = VA= 7 alors 347
t2=T=5

mais t =3*alorsx = log;t = x=1log;5=0 S={log;5}

1

g
20) (V2)'=16* = =2 > L= sx =8 =1=x¥=1=
2X 8

1 1 \/_§ 2ﬁ=i£:5={iﬁ}
8 4 4

21) 6%+10g5 sinx 2%‘”0&2 cosx _ /2 — 6% X 61086 Sinx . 2% x 2logz cosx — /7
V6sinx +V2cosx = V2 = cosx +V3sinx = lonposeZ =1+ iV3 et ona:

, 2 T .
Izl = 12 + (\@) =2etargZ=0= 3 + 2km alors léquation devient:
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ToT
c - 1 T x—§=—+2k7r
cos(x — 8) |Z|=>cos(x 3) > c053=> x_zz_z+2]m=>
3 3
T T 2n
X ==s+5+2kn =—+2kn 21
373773 = 5= {3+ 2km 2kn |
x=—§+§+2kr[=2kn'

X a
22)\/10gﬂ/ﬁ+10g,ﬂ/ﬁ+ loga4\/;+logx4\/;:a ou {:igﬁDV:]O;l[U]l; +oo[

1 1 1 x 1 a
Zloga ax+ZlogX ax + Zloga;+ZIOgX; =a=

X X
1(1 +1 )+ 1(1 X X)_ :>1 lnax+lnax+1 InZ InZ -
4 OB BT 0B 4 Ogaa nga - 2. lna Inx 24/lna lnx_a

J (nx)(nax) + (na)(nax) | j (nx) (In3) - (na) (In3)

(na)(inx) (na)(inx) s

(Inax)(Ina + Inx) + (lng) (Inx —1Ina) L s (Inax)? +
(Ina)(Inx) (Ina)(Inx) (Ina)(Inx)
Inax In g In(ax) (g) In x2

\/(lna)(lnx) +\/(lna)(lnx) B 4/ (Ina)(Inx) —= J/(Ina)(Inx) sn=
2Inx = 2ay/(Ina)(Inx) = 4(Inx)? = 4a%(Ina)(Inx) = (Inx)? —a%(Ina)(Inx) =0

()

(Ina)(Inx) ==

Inx=0 x+1
Inx—Ina® =0 = {
bbb bbb
EXERCICE 2:

Résoudre dans R les équations suivantes :

= (Inx)(Inx —a%lna) = 0 = { D'ou S = {a*}

2
X = a?

logs x — 2 2 @ i 2y _1 — 1
1) x'°8s 125x 2) cos*(Inx) + 2 sin(In(x)?%) =7

+H++++HH+HH - RESOLUTION H+++++++++ -+ -+
Résolvons dans R les équations suivantes :

1) x1°8s* = 125x2 = log, x!°8s* = log, 125x* = logs x = log, 125 + log, x* =
logs x = log, 5% + 2log, x = logs x = 3log, 5+ 2 = logsx — 3log,5—2=0
Mais log, 5 = —— : logsx — 3—
aislog, 5=~ ,ona: logsx Tomex

(logsx)? — 2logsx —3 = 0 posons logsx=t,t? = 2t—3=0=b=a+c=

—2=0= (logsx)?— 3—2logsx=0
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X1 = -1

{tl =1 mais logs x = t = 5!°85% = 5! — x = 5% alors {x 3
, =

t2=3
d'ol s—{1-53}
ou = 5,
1

2) cos?(Inx) + gsin(ln(x)z) —% =1 = cos?(Inx) + ?sin(Z Inx) —+=—

V2 2 V2
V3 1 1
On pose Inx = t; on a: cos?(t) + TSin(Zt) 5= ﬁ mais cos?t = 3 (cos2t+ 1),ona
V3 1 1 1 1 V3 1 1
—(c052t+1)+ 51n(2t)—§=ﬁ=>ECOSZt+§+75in(2t)—E=ﬁ:
1 3 1 2V2
5 cos 2t + gsin(Zt) = \/—7 = cos 2t ++/3sin(2t) = T\/— =2 = cos 2t + V3 sin(2t) = V2
OnposeZ=1+iV3=|Z|=2 et argZ=£+2k7T=> cos(2t—£) =g= cosE:
T 7 7 7
2t—5=—-+2k =_ =
n3 7 T _ 2t 3+ +2kn 12+2k1‘r:> 24+k1'r
n T 7
2t—==——+2k =__ — "
3 2 T 2t 3 4+2kn’ 12+2k1T 24+k7l'
_ ——+kn § 7n k.
MaisInx =t = x = €' alors {x - ez,f o dou § = {e24+k”; ez4+""}
X = ez

T i o B L A m
EXERCICE 3:

Soit la fonction f définie par: f(x) = 1 + —= \/_ et (C) sa courbe représentative

1) Etudier les variations de f

2)  Montrer que (C) admet un point d’inflexion Q dont on précisera les coordonnées

3) Etudier les branches infinies de (C)

4)  Montrer que I'équation f(x) = x admet une unique solution a € ]1; 2[

5) Montrer que f réalise une bijection de 'ensemble J que I'on déterminera

Donner le domaine de définition de £~ bijection réciproque de f

6) Déterminer f~1(x)

7)  Soit (C1) la courbe représentative de f~1
Construire dans un méme repeére les courbes (C) et (C1)
++++++++++++++++++++++++RESOLUTION++++++++++++++++++++++++++

Soit la fonction f définie par: f(x) =1+ \/_ et (C) sa courbe représentative

1) Etudions les variations de f
eDomaine de définition : Dy = R = ]—eo; +e0[

eCalcul de limites :

— lim f(x) = lim (1+ =0
xX——oo X—>—o00

x x x
—— )= lim (1+—)= lim (1 +—)
m) xome U V2] e U
. o x . XN X\
—Jm £6) = Jim (14 =) = i (14 75) = i (1477) =2

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



147

, T 2X x2+1-x2
4 . _ X _ 2Vx2+1 . xZ+1 1
*Dérivonsf: f () = (1 + x2+1) - x?+1 Tox1 T (240l =
, 1
X)=—>0
4 (xZ+DVx2+1
eTableau de variations :
X —00 + oo
f'(x) +
2
f(x) /
0
2) Montrons que (C) admet un point d’inflexion Q dont on précisera les coordonnées
N 1 _ ((x2+1)\/x2+1)'
Pour cela on calcule f (x): f (x) = ((x2+1)\/x2—) = =G
2V T4+ 2x(x?+1) 2x(x?+1) + x(x2+ 1)
£ = — 2Vx2+1 _ VxZ+1 _4
(x2+1)3 (x2+1)3
Y _ 3x(x2 +1) " _ i 3x =0 B
F 0 = G e P /@)= 0 ona: Ly ==

Avec f(0) =1 d'ou Q(0;1)
3) Etudions les branches infinies de (C)
oAV n’existepas carD=R @®AH y=0a—oc et y=2 a+o°
eAO n'existe car a=0 mais (C) admet une branche parabolique de direction (Ol)
4) Montrons que I'équation f(x) = x admet une unique solution a € |1; 2|
f(x) =x = f(x) —x =0 onpose gx) = f(x) —x
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiairesona: g(1) X g(2) <0

g(1)=f(1)—1:1+i2—1:@:0'7

) V2 2 alors 0,7(—0,11) = —0,077 < 0
2)=f2)-2=1+—=-2=089-1=-0,11
|8 ) =1f(2) 7
5) Montrons que f réalise une bijection de R vers ’ensemble J que I’on déterminera
Comme f est strictement croissante sur R alors elle réalise une bijection de R vers
f(R)=]=10;2[
Le domaine de définition de f~* est ] = ]0; 2[
6) Déterminons f~1(x)

_ X —1)2
On pose f(x) = y$1+\/T VR =Y 1= 2+1 =@y-1)=

P2+ DO - =2 =0 -1+ (- D=

x2(1— (v — 1)2) = (v — 1)2 (y-1? _G-1?
A--D)=@F-1*=x? T—y+DA+y-1 y2-»
O-1_ y=1 _ gy %1

Y-y y(2 —y) Jx(2 = x)

7)  Soit (C?) la courbe représentative de f1
Construisons dans un méme repére les courbes (C) et (C%)
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eBranches infinies: AV: 4 ;AH:y =0 et y=2 AO A
eIntersection avec les axes :
(@O n(y0y):x=0=£(0)= dou A(0; 1)

—(0) n (x'0x):f(x) > 0 = pas d’intersection
A i
[l

)

N W b O

g

/ | -

6 5 4 -3 -2 -1 ,'I 2 3 4 5 6
-1] s

1
-2,
1
_3I
I
|

-4

T i o B L e R m
EXERCICE 4:

Soit la fonction f définie par : f(x) = /|x® — 6x + 5| et (C) sa courbe représentative

1)  Exprimer f(x) sans le symbole valeur absolue

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition, (C) admet-
elle des tangentes aux points d’abscisses 1 et 5 ?

3) Etudier les variations de f

4) Démontrer que les droites d’équations y = x — 3 et y = —x + 3 sont asymptotes a (C)

5) Tracer (C) et démontrer gu’elle admet un axe de symétrie, dont on précisera
I’équation.

6) Démontrer que, pour tout nombre réel x de 'intervalle [1; 5] le point M (fécx))

est une distance constante du point Q ((3)) En déduire la nature de (C) sur 'intervalle [1; 5]
+++++++H - HRESOLUTION ++++++H++ 44+ ++

Soit la fonction f définie par : f(x) = /|x?— 6x + 5| et (C) sa courbe représentative
1) Exprimons f(x) sans le symbole valeur absolue
x2—6x+5=0=>x=1o0oux=5

X —00 1 5 + oo
x*—6x+5 + - +
[x2—6x + 5| x2—6x +5 —x24+ 6x—5 x2—6x+5

f(x) Jx?—6x+5 | J-x*+6x—5 Jx?—6x+5

fx) =vVx?—6x+5 si x €]—o0; 1[U]5; +oo[
D’ou fx)=Vv—x2+6x—5 si x€]1;5[
f=fG)=0

2) Etudions la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition,
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eContinuité : Comme Dy = R et que f(1) = f(5) = 0 alors f est continue sur son
ensemble de définition
e Dérivabilité en 1 et 5:f est dérivable en x, si et seulement si f'4(x,) = f';(x,) =1 avec 1€ R

Dérivons la fonction f :

) =l 173 i xel-on 1[5+l
x) = = si x € ]—oo; ; oo
{ 2Vx2—6x+5 Vx2—6x+5
£ —2x+6 —x+3  x €L
X) = = si x ;
{ 2V—x24+6x—5 V—x24+6x—5

, 1-3 2
fg(l)=«/12—6+5=_o_+=_°° -
143 2 alors f n’est pas dérivable en 1

D= ==t

, —5+3 2
O =Fm= e

, 5-3 2
fa® =Fmm ==t

(C) admet des demi-tangentes verticales aux points d’abscisses 1 et 5
3) Etudions les variations de f
eDomaine de définition : Dy = R

+Enlona:

+EnS5ona: alors f n’est pas dérivable en 5

eCalcul de limites :
1 = 1 2— = 1 2 = i = oo = oo
Am fG) = lim |x? — 6x + 5] Am 2] xllglwlxl |£oo| = +

eTableau de variations : comme
. X =
f1(X) = ———= si XE€ |—o9;1[ U ]5; +o=
1(%) TS ] [u] [

“x43 onposef(x) =0=x=3

k £209 =v—x2+6x—5
Avec f(3) =/[32=6(3) + 5| =/[9-18+5| =V4 =2

si x €]1;5[

X —00 1 3 5 + oo
+
' - + +
+oo 2 4 oo
fx) \ / \ /
0 0
4) Démontrons que les droites d’équationsy =x—3 et y = —x+ 3 sont

asymptotes a (C)
ePoury =x — 3;0na:
lim (f(x) —y) = lim (\/XZ —6X+5—x+3) = lim (x| = x) = lim (x—x) =0
X—>+too X—otoo X—too X oo
D’ou li{rn f(x)—y) =0 cqfd
ePoury = —x + 3;o0na:
lim (f(x) —y) = lim ( x2—6x+5+x—3) = lim (x| +x) = lim (—x+x) =0
X—>—o00 X—>—oo X—>—o0 X—>—o0
D'ou lim (f(x) —y) =0 cqfd
5) Tragons (C) et démontrons qu’elle admet un axe de symétrie, dont on précisera
I’équation.
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Sur le graphique on voit que I'axe de symétrie a pour équation x = 3
Démonstration :
1¢re Méthode : f(a + x) est paire
fB+x)=/I3+x)2—-63+x)+5| =\/|x2+6x+9—18—6x+5| =/|x2 — 4|
On pose g(x) = \/)(27 [;g(—x) = \/I( x)2 — \/lxz — 4| = g(x) alors g est paire
2éme Méthode : f(2a — x) = f(x)

f(6—x) =16 —x)2—6(6—x)+5|=+/|x2—12x + 36 — 36 + 6x + 5|
£(6—x) =+/|Ix2 —6x+ 5| = f(x) douf(6—x) =f(x) cqfd

2¢me Méthode : f(a — x) = f(a + x)

fB+x)=/IB3+x)2—-6(3+x)+5|=+/|x2+6x+9—18—6x+5| =+/[x2 —4]

fB—x)=/IB-x)2-6(3—x)+5|=+[x2—6x+9—18+6x +5| = /|x2 -

D'ol f(3 —x) =f(3 +x) cqfd
6) Démontrons que, pour tout nombre réel x de I'intervalle [1; 5] le point

M( p ) est une distance constante du pointQ (3)
f(x) 0/

Pour cela calculons la distance QM:

aM = /Gy = x0)? + i = ¥)? = (x =32+ (f(x) ~ 0)% = /(x -3)2+ (f(x)°

QM=\/x2—6x+9+(\/—x2+6x—5)2=\/x2—6x+9—x2+6x—5=2a10rs QM =2

Déduisons-en la nature de (C) sur l'intervalle [1; 5]
(C) est un demi cercle de centre Q et de rayon R=2

A

C A o N

[ e)

I
EXERCICE 5:

x*+ax+b
x*=2x+2

Soit la fonction f définie R par : f(x) = et (C) sa courbe représentative

1)  Vérifier que f définie sur R
2) Calculer les nombres réels a et b pour que (C) passe par le point A(2 ; 0) et admette

au point B d’abscisse 1 une tangente paralléle a la droite d’équation y = —2x
(x-2)
X2—2X+2

3)  On considére la fonction g définie sur R par g(x) =
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a) Etudier les variations de g et les limitesde g
b) Montrer que la courbe (C) représentative de g admet une asymptote
c) Montrer que le point I(1 ; 1) est un centre de symétrie
d) Construire (C) dans un repere orthonormal
4) a) Soit m un nombre réel. Utiliser (C) pour résoudre graphiquement I'équation ou
inconnueestx: x?(m—1)+2x(2-m)+2(m—-2)=0
b) Vérifier ces résultats par le calcul
++++++H+H b RESOLUTION +H++++ 4
1) Vérifions que f définie sur R
D ={Vx €ER:x*—2x+2+#0}; A=4—-4Xx2=-4<0 alors Df =R
2) Calculons les nombres réels a et b pour que (C) passe par le point A(2 ; 0) et admette

au point B d’abscisse 1 une tangente parallele a la droite d’équation y = —2x
(C) passe par le point A(2; 0) siet seulementsi f(2) =0=22+2a+b=0=
2a+b=-4

o(C) admet au point B d’abscisse 1 une tangente paralléle a la droite d’équation y = —2x
—(2+a)x?+(4—2b)x+2a+2b
(x2—2x+2)2

Sietseulementsif'(1) = -2 = f'(x) =
, —2—a+4—-2b+2a+2b
fay= Z-2+2° =-2=a+2=-2=>a=-4

Alors2(—4)+b=—-4=b =4 dou f(x) =

x*—ax+4 _ (x-4)?
X2=2X+2 | XP—2X+2
(x=2)*
X2-2x+2

3)  On considére la fonction g définie sur R par g(x) =
a) Etudions les variations de g et les limites de g
eDomaine de définition : D, = R
eCalcul de limites : XETM gx)=1

e Lo _ —(2+a)x*+(4—2b)x+2a+2b _ 2x?-4x oo _2x%-4x
eDérivéede g: g (x) = —zxr2)? = onts dou g(x) = ERT—
On pose g’(x)=0 ona : x=0 ou x=2 avec g(0) =2 et g(2) =0

X —00 0 2 + oo

g (X + | - [ +

g(x) ) / 2\ o /

b) Montrons que la courbe (C) représentative de g admet une asymptote
Comme lirE g(x) = 1alors la droite d’équation y = 1 est asymptote a (C)
X—too

c) Montrons que le point I(1; 1) est un centre de symétrie
Vérifions si g(2a — x) + g(x) = 2b

(2 —x—2)2 (x — 2)?
B0+ e) = e g0tz T2
x? (x—2)? x? (x —2)?

4—4x+x2—44+2x+2 x2—-2x+2 x2—-2x+2 x2-2x+2
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4+ (x—-2)2 x*+x?—4x+4 2(x*-2x+2)

X2 —2x+2 x2—2x+2  x2—2x+2
d) Construisons (C) dans un repére orthonormal

eBranches infinies: AV: 4 ;AH:y =1 et AO A

eIntersection avec les axes :—(C) N (y'0y):x = 0 = g(0) = 2 d'ou B(0; 2)

=2=.g2-x)+gkx) =2

, (x —2)?2 ,
—(C) N (x 0x): =0=>———"—=0=x=2dotA(2;0
(©) N (x 0x):8(x) Z—2x 12 x ol A(2;0)
3
()
. \I\/
-3 -2 -1 O 1 2 3 4>
4) a) Soit m un nombre réel. Utilisons (C) polr résoudre graphiquement I’équation ou I'inconnue

estx:x’(m—-1)+2x(2-m)+2(m—-2)=0
mx?—x?+4x—-2mx+2m—-4=0=>m(x*-2x+2)=x>—4x+ 4=
x?—4x+4 (x—2)2
x2—2x+2 x?—2x+2
eSim € ]—eo; 0[ U ]2; +=[ l'équation n'a pas de solution

m= = (0 = () =m

eSim € ]0; 2[ I'équation admet deux solutions
eSim = 0 ol m = 21'équation admet une solution
b) Vérifions ces résultats par le calcul

x2(m—-1)+2x2-m)+2(m—-2)=0= A= (4-2m)*> —4(m—1)(2m —4)

A= 16 — 16m + 4m? — 4(2m? — 4m — 2m + 4) = —4m? + 8m
—-4m=0=>m=0
m—-2=0=>m=2
m — 0 2 + oo
A - | + | -
eSim € ]—eo; 0[ U ]2; +oo[ 1'équation n'a pas de solution car A< 0
oSim € ]0; 2[ 1'équation admet deux solutions car A> 0 avec VA= /4m(2 —m) =

_ —4+2m—-2m(2-m)

Etudions le signe de A: On pose A= 0; —4m? +8m = —4m(m—-2) =0 = {

X1
2(m—1
VA= 2./m(2—m) et (m=1)
_ —4+2m+2ym(2-m)
(*2= 2(m—1)
eSim = 0 ol m = 21équation admet une solution car A= 0 avecx, = X, = Z_(:f?;

—m=_0alorsx=2 et m=2 alorsx=0
B B B o T

EXERCICE 6:
x2+|x-2|
|x+1]|
1) Etudier la continuité et la dérivabilité defen -1 et 2

2)  Etudier les variations de f et tracer (C)

+++++++H++H b RESOLUTION H++ b+

Soit f la fonction définie par f(x) = et (C) sa courbe représentative
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1) Etudions la continuité et la dérivabilité de fen -1 et 2

Ecrivons d’abord f sans le symbole « valeur absolue »

x —00 -1 2 + oo
x+1 - + +
[x + 1] —x -1 x+1 x+1
x—2 - - +
[x — 2| —x+2 —x+2 x—=2
) x2—x+2 x2—x+2 x24+x—2
—x—1 . x+1 x+1
(f(x)=% si x € J—eo; —1[
D’ois f(x)=% si x€]-1; 2[
f(x)=x1+#ﬁ2 si x €]2; 4o

x+1
eContinuité : En-1ona: limlf(x)zf(1)=l;(lER)
x-—
X%+ |x — 2| _(—1)2+|—1—2|_1+3_+
x+1] )~ -1+ 1] -0t

xlirzl1f ()= leIE <
Alors f n’est pas continue en -1
eContinuité :En2ona: LIL’I% f)=f2)=1;(€R)
x2+|x—2|>_(2)2+|2—2| 4

4
=—€eR f@2)=-
lx+1] 2+1] 3 f@ =3

im0 = b
Alors f est continue en 2
eDérivabilité : En-1ona :f’g(Z) =f,2=f@)=1;I€eR)
Comme f n"est pas continue en -1 alors elle n’est pas aussi dérivable
eDérivabilité : En2ona:f,(2) =f4(2) =f(2) =1; 1 €R)

( X2 —x+2 4 3x2—3x+6—4x—4
, =) x+1 3 _ 3(x+1)
Fe@ = lim ——>—= lim —————==lim x—2
2tx—2 4 3x24+3x —6—4x — 4
, -t . Tx¥1 "3 . 3(x+1)
\fa(@) = lim ——=—= lim ———">—== lim x—2
1
[ 3x2—7x+2 S(x—g)(x—Z) (3x—1)
Cn oo 3G +¥D 3+ a3 />
fg(2) = lim ——=—= lim —— = lim =3
3(x+2)(x-2
3x2—x—10 (x+§)(x— ) (3x+5)
) - 3x+1) . 3x+1) _ms 3 J_ 11
(Fa@ = lim — === lim ————— = lim =~ =

Comme f'y(2) # £ 4(2) alors f n’est pas dérivable en 2
2) Etudions les variations de f et tragons (C)
eDomaine de définition : Dy = R\ {—1} = |—eo; —1[U]-1; +eo[

eCalcul de limites : lim f(x) = lim X—Z_XEZ = lim (—x) = +eo alors lim f(x) =
X——o00 X——o00 —X— X—>—o0 X——o0
+oo
li li Xtx -2 li +eo al li +
= = = oo = ©o
x—1>r+r-1->°f(x) x—1>r+r-1°° x+1 x—1>r+r-1>°(x) alors x—lglaf(x)
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Cz+u—20_(—ULH—1—ﬂ_1+3

lim f(x) = lim = 4oo lim f(x) = +oo
x—--1 X x——1

--1 |x + 1] -1+ 1] =oF
” _ —x’-2x+3 ) o
fl(x)_ (ZH)Z SLXE] ' 1[ x=1;x=-3 et x+ -1
eDérivéedef:{ f,'(x) = X(:f)—: six€]-1;2[ ={x=1; x=-3 et x#-1
' - >0
fz(x) = x(:i:;g si x €]2; +oof fi (@)
fll(x) - + + = —
fo'(x) + = _ n T
f3'(x) ar 45 T n n
60 - - - * :
elesvariationsdef: f(-3) =7 et f(1) =1
X —o0 _3 1 1 > —
[ - [+ F - T + [ +
+oo + oo foo .
3
7 1

Branches infinies : AV:x = —1 AH: A et AO:y=—x+2a—cc et y=x a +o°
eintersection avec les axes :
—(O)Nn(y0y):x=0=1(0)=2 dou A(0; 2)

©) N x0x):f(x) =0= (x—2)* =0 = x =2 douA(2;0)
xR0 = x2—2x+2" X = aoudis
A
8
6
5 ()
4
J
-8 .7 6 -5 -4 -3 2 |2\3455=

o
EXERCICE 7:

1+sinx

Soit la fonction f définie par :f(x) = et (C) sa courbe représentative

1-cosx

1) Déterminer Ds;Justifier que I'ensemble d‘étude de f peut étre réduit a I'intervalle
[—m; 7]

, , \/Ecos(x+§)—1

2) a) Démontrer que : Vx € Dy,on a f'(x) = ~comy

b) Dresser le tableau de variations de f sur [—m; 7]
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c) Vérifier que sur cet intervalle (C) présente une seule branche infinie, dont on
précisera la nature
3) a) Tracer (C) et préciser les coordonnées des points ou la tangente est paralléle a (Ol)
b) Déterminer une équation des tangentes aux points d’abscisses —m et
++++++ 4 HRESOLUTION +4++ 4+ 4+ 4+ 4+

Soit la fonction f définie par :f (x) = Lsinx

Pp— et (C) sa courbe représentative
3) Déterminer Dy; Dy = {VvxeR;1—cosx+0};cosx+1+*cos0=
x # 2km Dy = R\ {2kn}
Justifions que 'ensemble d‘étude de f peut &tre réduit a 'intervalle [—; T]
Cette fonction est périodique de période 21 alors I’étude de cette fonction peut etre
réduite dans un intervalle de longueur 27 avec [-m; 7]
\/Ecos(x+%)—1

4) a)Démontrons que : Vx € Dy, ona f(x) = ey

GO = (1 + sinx>' _ cosx(1 — cosx) — sinx (1 + sin x) _
fo) = 1 — cosx (1 — cos x)>? B
) = cosx — (cos x)? —sinx — (sinx)> cosx —sinx—1
fe) = (1 — cos x)? ~ (1 —-cosx)?
VZcos(x+Z)-1
i3
mais cosx — sinx = V2 cos (x + Z) alors f(x) = a —(cos:))z cqfd
c) Dressons le tableau de variations de f sur [—7; 7]
Sur [-m;];onax # 0:
L . 1+sin0 1 .
eCalcul de limites : il_r}})f(x) = T or 0= }(l_I:I(l)f(X) = too
1
fm) = f-m) =5
, V2 +5)-1 ,
eEtude de variations : f (x) = (C:_SC(+;))Zon pose f (x) =0 =
s s ™ V2 T
\/Ecos(x+z)— 1=0 =>\/§cos(x+z) =1 :;cos(x+z) =7= COSZ=>
X+o=2+2kn x # 2km ) . . 1+sin(—§)
{x+§4: —4§+2k71 {x=—§+2knszk= 0 alors x # 0 ol x = -3 anrsf(—g) =TS(_§)= 0
i3
x -7 -5 0 T
f(x) - + —
f@ | 2 7
0 1
2

c) Vérifions que sur cet intervalle (C) présente une seule branche infinie, dont
on précisera la nature
Comme lin(l) f(x) = +e< alors la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a (C)
X—

sur cet intervalle
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3) a) Tragons (C) et précisons les coordonnées des points ou la tangente est paralléle a
(on
Les points ou la tangente est paralléle a I'axe (Ol) se déterminent comme suit :
, s s 1+sin(—%+2kn)
f(x)=0 avec x = — -+ 2km et f(——+2k7r) =—FF—<=0
2 2 1—cos(—7+2krc)
D’ou les coordonnées de ces points sont (—% + 2km; 0)

b) Déterminons une équation des tangentes aux points d’abscisses —m et @

(, ﬁcos(—n+%>—1 1
{y:f’(—n)(x+n)+f(—7r) avec !f(—n)— (1 — cosm)? T2
y:f(T[)(X—T[)‘f‘f(ﬂ') , ﬁcos(n’{—%)—l 1
l fm= (1 — cosm)? -T2
1 1 1 T 1 1 T 1
y——;(x+n)+5——5x—;+gz> En—n-y——;x—;+;
1 1 1 T 1 1 T 1
y——;(x—n)+z——5x+;+5 En m: y——;x+;+;
A
7
C) 111c (C)
J
/ |-
216 5 4 2 40 1 2 T4 5 6|20 =
1
2
-3

B S e

EXERCICE 8:

Soit la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = xlnx — x*
1) a) Déterminer la fonction f’' de f

b) Etudier les variations de f’

c) En déduire le signe de f’
2) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
3) Dresser le tableau de variations de f et tracer sa courbe représentative dans le plan muni
d’un repére orthonormé (O, |, J)
++++++ 4 RESOLUTION +++++ 4+ 44+ -+ 4++

Soit la fonction f définie sur ]0; +ee[ par f(x) = xlnx — x?
1) a) Déterminons la fonction f de f
F)=kxhx—x*)=nx+1-2x= f(x) =Inx+1-2x
b) Etudions les variations de f’
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eDomaine de définition : Dy = ]0, +oo[

eCalcul de limites :

xlgr(r)l)ff x) = xllrzr)k(lnx +1—=2x)=—00 = J}H}}J,f (x) = —oe
lim £(O) = lim (nx+1-2x) = lim x (42 _2) = — e = lim f/(x) = —eo
Jm 0 = Jim (na-+1-20) = i x (S5 4+ -2) == = i £9 = -
eDérivons F(x) : f'(x) = (lInx + 1 — 2x) = % -2= 1;2’( = f'(x) = 1;2x

" 1 (1 1
On pose f (x)=0alorsx=5 et f (5)=1n5+1—1=—1n2

X 1
, 0 E + oo
£ + | -
> In 2
f'x) / \

c) Déduisons-en le signe de f’
Comme le maximum de f’ est —In 2 alors f'(x) < 0

2) Déterminons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
J}Lrél+f(x) = )}Lr(r)l+(x Inx—x)=0 = ’}LI;I)1+f x)=0
, Inx
i =l — = |i 2 —— — = — oo i = —oo
Jm £ = Jim (anx -9 = lim #(=ZE=1) == = i £
3) Dressons le tableau de variations de f et tragons sa courbe représentative dans

le plan muni d’un repére orthonormal (O, I, J)

X 0 + oo
r@ -
0
f) \

eBranches infinies: AV: 4 AH: 2 AO:y = ax+b avec a = —oo alors AO n’existe
pas mais (C) admet une branche parabolique de direction (OJ)
A

v

! ()

s A Gn SRR e

EXERCICE 9:
Soit la fonction f définie par : f(x) = xIn|x| six# 0 et f(0) =0
1) Justifier que f est continue en 0

2) Démontrer que f est impaire
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3) Etudier f et tracer sa courbe représentative
+H++++HHHHHH - RESOLUTION H+++++++++ -+ -+
Soit la fonction f définie par : f(x) = xIn|x| six# 0 et f(0) =0

1) Justifions que f est continue en 0
f est continue en 0 sj et seulement si : lir(r)1+f(x) = lir(r)l_f(x) =f(0)=1;l€eR

X— X

lirgf(x) = li%1+f(x) =0In0 =0 = f(0) € R alors f est continue en 0
x— x>

2) Démontrons que f est impaire. Vérifions si f(—x) = —f (x)

{f(_x)_zfz;c)h;'__zll;x_lx Inx| d'ot f(—x) = —f(x) = —xIn|x| cqfd

3) Etudions f et tragons sa courbe représentative
eDomaine de définition : Dy = R

eCalcul de limites : lim f(x) = —eoln|—ee| = —eo alors lim f(x) = —oo
X——o0 X—>—o0
xliT f(x) = 4+eeln|+ee| = +oo alors xlitp f(x) = +oo

eDérivons f(x) :f (x) = (xIn|x|)" = In|x| + xi alors f'(x) = In|x| +1

Onposef(x) =0=1In|x|+1=0=In|x|=-1= |x|=e ! = x = +e!
feD)=ellnel=—e1et f(—e!)=—-etln|-et=e?
x —o0 —e! e! + oo
f'&) | S | +

T
el + oo
f(x) _w////' \\\\\\‘—eﬂ////'

eBranches infinies: AV: 4 AH: 2 AO:y =ax+ b avec a = 4o alors AO n’existe pas
mais (C) admet une branche parabolique de direction (0J)
elntersection avec les axes : —(C) N x'Ox:y = f(x) = 0 alors x =
+1 avec A(1;0) et B(—1;0)
—(C) ny'Oy:x =0 etf(0) =0 alors 0(0;0)
A

2

B ©

e A mn AR e e

EXERCICE 10:
Soit la fonction f définie par : f(x) = 1 + In(1 + e*). On désigne par (C) la corbe
représentative de f dans le repére orthonormal (unité graphique : 3cm)
1) a) Etudier le sens de variations de f
b) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0
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c) Tracer la courbe (C) et la tangente (T)
2) En utilisant la fonction g définie sur [0; +e[ par g(x) = e* — f(x)
Démontrer que I'équation e* = f(x) a une solution unique a, et a appartient a I'intervalle
[0,7;0,8]
++++++++++ -+ RESOLUTION++ 4+ 4+ 4+ + 4+
Soit la fonction f définie par : f(x) = 1 + In(1 + e*). On désigne par (C) la corbe
représentative de f dans le repére orthonormal (unité graphique : 3cm)

1) a) Etudions le sens de variations de f
X ex

) =1 +In(1+eY) = 1j—ex =) =

T3 or avee f(x)>0

Alors f est strictement croissante
b) Donnons une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0

0

, , e 1
y = (0)(x) + f(0) avec f(0)=1+e° =3 etf(0)=1+In(1+e®)=1+1In2

D’ko=§x+1+ln2
c) Tragons la courbe (C) et la tangente (T)
eDomaine de définition : Dy = R
eCalcul de limites : xl_i)r}lmf(x) =1+In(1+e ) =1 alors xl_i)tpmf(x) =1

xliT f(x) =1+In(1+e**) = +eo alors xliIP f(x) =40

eTableau de variations :

X —00 + oo

f) +

fG) —
1

eBranches infinies: AV: 4 AH:y=1ag—o°
AO:y =ax+b avec a= lim @zlim leim =1 b=
X—>+oo X X—+oo X X—+oo X

lirP (f(x) —ax) = liT I+x+In(1+e™*)—x) =1Dou y=x+1
X—+oo X—+oo

1+x+In(1+e7%)

e|ntersection avec les axes :

—(@©nx0oxy=f(x) =0alors In(1+eX)=-1=1+e*=e1=e*>e1-1
—(©) Ny 0y:x=10 etf(0) =1+1In2 alors A(0;1+1n2)
2) En utilisant la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(x) = e* — f(x)
Démontrons que I’équation e* = f(x) a une solution unique a, et a appartient a
Vintervalle [0, 7; 0, 8]
Etudions les variations de la fonction g :Calcul de limites de g :

liI‘r(l) gx)=e’—1-In(1+e% =—In2 alors lir% g(x) =—In2
X X

1 In(1+e™)
: — ot — ——— ") = 400 i = T
xl—l>IPm g(X) =€ (1 et et + alors Xl—1>I—n'><’ g(X) +
) . e* e*(1+e*)—e* ¥
— (X _ — X _ = =
00 = ("~ f09) =e 1+e* 1+e* 1+e">O

Alors g est strictement croissante
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X 0 + oo
g +

gx) /
—1In2

=fx) =e*—fx)=0=gx) =0
Comme g est strictement croissante sur R alors elle réalise une bijection de R vers
g([0; +oo]) = [-In 2; +oo[ et que a € [0,7;0,8] € ]—In2; +eo<[ alors d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires : g(0,7) x g(0,8) < 0 avec g(0,7) <0 et g(0,8) >0

+ oo

A
7
6
N (c)
a m
3
s
—
6 5 -4 210'234‘567:

-1
-2
-3

e e e B B B T
EXERCICE 11:

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[par f(x) = % et (C) sa courbe représentative

1) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation

2) a) On note A le point de (C) d’abscisse 1. Trouver une équation de la tangente T a (C)
enA b) Construire T et (C)

3) M est un point de (C) d’abscisse u. Démontrer que la tangente T, a la courbe (C) en M

est paralléle 3 la droite d’équation y=x si et seulement si: u®> — 1+ 2Inu=0; (1)

4) En résolvant I'équation (1), démontrer que A est le seul point de (C) en le quel la

tangente est paralléle a la droite d’équation y = x

++++++++++++++++++++++++RESOLUTION++++++++++++++++++++++++++

Soit f la fonction définie sur ]0; +eo[ par f(x) = — et (C) sa courbe représentative

1) Etudions les variations de f et dresser son tableau de variations
eDomaine de définition : Dy = ]0; +oo[
Ino

eCalcul de limites : 11m fx) = = —oo qglors lim f(x) = —oce
X——o0

+oo
11m f(x) =0 alors lirp fx)=0

(+ (+29)?
eDérivons f(x f (x) _ (ln_x) _ xx jiclnx _ x—2;c41nx — 1—iinx d oil f (x) 1- Zlnx
On pose f'(x) = 0 = 20X zmx—Ozl—Zlnx:Oﬁx:\/E
1
InvVe _2
f(‘/_) (\/_)z =>f(\/E)_2—

eTableau de variations :
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x 0 Ve + oo
f&x) + | -
1

F(x) / 2e \

—o 0
2) a)On note A le point de (C) d’abscisse 1. Trouvons une équation de la tangente
Ta(C)enA
, f'(1)=1 ilnl=1
y=f(x—-1)+fQ) avec In1 >y=x—-1
fa= 0= 0

b) Construisons (T) et (C)
eBranches infinies: AV: x =0 AH: y=0

elntersection avec les axes : —(C) Nx'Ox:y = f(x) = =0=x=1 A(1;0)

—(©) Ny'0y:x =0 etf(0) = —oo alors pas d intersection
A

w

3) M est un point de (C) d’abscisse u. Démontrons que la tangente T, a (C) en M

est paralléle a la droite d’équation y=x si et seulementsi: u3 — 1+ 2Ilnu = 0 (1)

1- zlnu_1:>1_21nu=u3:>u3_1+21nu=0

Onpose f(u) =1=
4) Enrésolvant I’equatlon (1), démontrons que A est le seul point de (C) en le quel
la tangente est paralléle a la droite d’équation y = x

Pour cela étudions les variations de la fonction g(x) = x3 — 1 + 2Inx

_ 3342
g (%) = 3% + X —— > 0 g est strictement croissante

Comme g(0) = —eo et g(+°°) = +°° d’aprés le théoréme es valeurs intermédiaires on
a:g(0) x g(4+2°) < 0 avec u € ]0; +oo[ et g(1)=0 alors le point A(1; 0) est le seul point
en le quel (T) est paralléle a la droite d’équation y = x

e m i o R oo & o = = TS S AR R Y

EXERCICE 12:

On considere la fonction fde R \ {In 2} vers R définie par
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e* . .
fx)=x+ Y et C sa courbe représentative

1) Démontrer que la droite d’équation x = In 2 est une asymptote verticale a la courbe
(@)
2) a) Déterminer la limite de f en — oo

b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C) de f en —oo
1
ex-2

3) a) Démontrer que pour tout x distinct de In2 f(x) = x + % +
b) En déduire la limite de f en +o< et justifier que la droite (A) d’équation y = x +% est

asymptote a la courbe (C) de f en 4o

c) Démontrer que pour tout x distinct de In2 f’(x) = %

4) En déduire les variations de f

5) a) Représenter graphiquement la courbe (C)

b) Etudier graphiquement, suivant les valeurs du parametre réel m, l'intersection de (C)
avec la droite d’équationy = x +m

c) Retrouver algébriquement ces solutions

+H++HH+ A RESOLUTION +H+++++H+ b+

On considere la fonction fde R \ {ln 2} vers R définie par

ex
fx) =x+ D)

1) Démontrons que la droite d’équation x = In 2 est une asymptote verticale a la
In2

et C sa courbe représentative

e

i = i —ex = — oo
courbe (C) xl_l){ng(x) —x1_1)11’22 (x + z(ex-z)) In2+ o) +
dot lim f(x) =+ o cqfd
x-In2
2) a)Déterminons la limite de f en — oo
: et dou i - -
Am fO) == tom—gy dot lim f(x) =

b) Démontrons que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C)
defen —co
Vérifions si lim (f(x) —y) =0
X——oo

li =1 e’ =1 e” = e =0
Am (0 =y) = lim ( WCEDE ) = Am, (W = 2)) R CGREDN
D’ou xl_i)rzlx(f(x) —y)=0 cqfd

3) a) Démontrons que pour tout x distinct de In2 f(x) = x + % +

1

eX-2
e* e*—2+2 e* -2 2
) =x+ o = 3=~ * e T2 =D
Dol f(x)=x+%+ex_2 cqfd
b) Déduisons-en la limite de f en +oo
_ _ 1 1 1
Jim £ = Jlim (x4 54 Grmg) = g g

D'ol  lim f(x) =+ oo
xX—+oo
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Justifions que la droite (A) d’équation y = x +§ est asymptote a la courbe (C) de f en +oo

Vérifions si liT fx)—y)=0
xX—>+oo

b (OO — ) — 11 N Ly,
Jim (G =) = lim (x+5+ g —x—5) = Jim (55) = ey =
D’ou + lirp (f(x)—y) =0 cqfd

c) Démontrons que pour tout x distinct de In2 f'(x) = (Gl Cane)]

(e¥-2)?
, 1 e* (e*=2)2—e* (e*—1)(e*—4)
f(X)z(x+§+ex—2)=1_(e"—2)2= (e* — 2)2 - (e* —2)2

D'ou f(x) = % cqfd

4) Déduisons-en les variations de f

Onpose f'(x) = 0 = (e* — 1)(e* 4)—0:{ _1:%=x=0 ot x =2In2
f() = —% et f(2In2) =2In2+1 D’ou le tableau de variations :
x —0 0 In 2 2In2 + oo
£ - |I— [+

"
f@) /' \ 21nz+1/'

5) a) Représentons graphiquement la courbe (C)
Branches infinies: AV:x =1In2 , AH:3 et AO:y=xa—o0 ety=x+% a+ oo

A
= (©)
a
3
210241
2
J
B
-6 -5 -4 -3 -2 -1 R B2m2 2 3 a 5 6 i didd
/ -1
-2
(C)
-3
-a
-5

b) Etudions graphiquement, suivant les valeurs du paramétre réel m, I'intersection de (C)
avec la droite d’équationy = x + m

eSim € |—eo; O[U E, +°°[ il y’a un seul point d’intersection
eSim € [0; %] il n’y a pas d’intersection

c) Retrouvons algébriquement ces solutions : On pose f(x) =

T, Xxtm

1 1 1 1
pramr il (e ) m > e*(m-3 +2m
. 2m - 2m - ( 4i4m ) -1 ( i4m )
e = 1X=m 1) " \2m-1 S S
m—i m—?
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m

4m - +
2m—1 - -
4m + —
2m—1

4m +
() ]

eSim € |—oo; O[ U ]l; +°°[ il y’a une seule solution x = ln( dm )
2 2m-1

+ |+ [+

eSim € [0; %] il n’y a pas de solution
e e B B T
EXERCICE 13:

e?* . .
1 et C sa courbe representatlve

Soit f la fonction définie par f(x) = "
1) Déterminer I'ensemble de définition de f et Calculer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition
2) Démontrer que la courbe (I') d’équation y = 1 + e* est asymptote a (C) en +oo
Préciser la position relative de (C) et (I)
3) Etudier les variations de f et tracer (C) et (I
+++++++H+++HHHH - RESOLUTION H++++ -+
1) Déterminons I'ensemble de définition de f et Calculer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition

Df={Vx€R; e*—1+#0} e¥X#1=x#0 dou Dy =R\ {0}

e2x 2(=2°)

oxl_l)l_nmf(x) llm (e" 1>=e_m_1=0=>xl_1)1_nmf(x)=0
e2x e* e(+=)

« lim f(x) = lim (e"— 1) = lim (1 _e_x> == e lim f(0) = +ee

P x—+oo

e2x 2(0) 1
lipi0 = i (=) =iy =g = = = fim ) =
e2x e2(0) 1 ]
ohmf(x)-llm(ex 1)=e0_1=07=+mzxgm°f(x)=+w

2) Démontrons que la courbe (I) d’équation y = 1 + e* est asymptote a (C) en
+o0 Vérifions si lirP Ffx)—y)=0
X—+oo

e?* e?* —e?* +1 1
i —_— = 1 _— x = = =
Jim (FG) —y) = lim <e" — (A +e )) 1111;( pra ) =70
D'ou lim (f(x) —y) =0 cqofd
X—>—oo
Précisons la position relative de (C) et (') : Onpose g(x) = f(x) —y = ex1_1

Comme Vx € ]0; +oo[; e ou (C) et au dessus de (I)

3) Etudions les variations de f et tragons (C) et(r)
, e\ 2e?X(eX — 1) —e* x e eZX(2e* -2 —¢e¥) e?X(eX —2)
f(")‘< 1) - (e —1)? ST ey Wy
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Onpose f(x) =0=e*—2=0=x=1In2 et f(In2) =4
X —00 0 In 2 + oo
f'(x) +

- - |
0 Foo + oo
f(x) \ ﬂ \4/

Branches infinies :AV:x =0 AH:y =0 g —o°

La courbe de (r) est la translation de la courbe de la fonct'/on e* par le vecteur J
4

v

T i o L N o
EXERCICE 14:

Soit f la fonction définie par f (x) = In|lnx| et C sa courbe représentative
1- Etudier f et tracer sa courbe (C)
2- Démontrer que pour tout nombre réel m, I’équation In|In x| = m admet deux
solutions x; et x,
3- Calculer le produit x;.x;
++++H++ - HRESOLUTION +H+++++++ 4+ +++
Soit f la fonction définie par f(x) = In|ln x| et C sa courbe représentative
1- Etudions f et tragons sa courbe (C)
Domaine de définition : Dy = {Vx € R:x > 0;Inx # 0} = Dy =]0; 1[ U ]1; +oo[
Calcul de limites : }Ci_rgf(x) =In|ln0| = In|—oo| = +o0 )lci_r}(ljf(x) = 400

lin}f(x):lnllnll =In|0] = — lin}f(x)=—00

x— x>

lim f(x) =In|ln+oo| =In|+oo| = +0 lim f(x) = +oo
X—+00 X—+0co

1 1

Dérivons f(x): f'(x) = (In|lnx|)" = nx) _ i —

! —
Inx  Inx xlnx =>f (x) ~ xlnx
Tableau de variations
X 0 1 + o0
£ - I +

400 +oo

o | T~ _—

—00 —00

Branches infinies: AV:x =0 et x =1 AH:3 AO:a =0 alors (C) admet une
branches parabolique de direction celle de (Ol)
Intersection avec les axes :
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—(©) Nnx'0Ox:y =f(x) = 0alors In|lnx| =0 = |Inx| = 1= {

A(e;0) et B(e™1;0)
—(©) Ny 0y:x =0 etf(0) = +oo alors pas d'intersection

Inx=1 X=e
lnx=—1=>{

(C) (C)

v

2- Démontrons que pour tout nombre réel m, 'équation In|ln x| = m admet deux
solutions x; et x,

— o —ae™
1n|1nx|=m:|1nx|=em:{lnx_e :{

Inx = —e™ XX:: ee—em =l =1[{e"; e}
3- Calculons le produit x;. x5
X%, =€ e = e " = 1 =S Ry.x; =1
++++++++
EXERCICE 15:
Le repére (O, I, J) est orthonormé
Soit f la fonction définie par f(x) = (1 — x)(1 + e*) et C sa courbe représentative
1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
2) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f
en —ee  Préciser la position relative de (C) et (D)
3) Etudier les variations de la fonction dérivée f' et en déduire les variations de f
4) Tracer (C)
++++H++ A RESOLUTION +++++ 4+ + 4+ -+ ++
Le repére (O, |, J) est orthonormé
Soit f la fonction définie par f(x) = (1 — x)(1 + e*) et C sa courbe représentative
1) Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
Dr =R = ]—co; +eef
Xl_i)r_nm f(x) = Xl_i)r;nm(l -x)(1+e¥ = XEIPM(—X(l +e9))=+oo(l+e™) =+oo=

lim f(x) = lim (1-x)(1+e9) = lim (—x(1+€9)) = —eo(1+e*") =— o0 =
X—+oo X—+oo X—+oo

im f(x) = —od9
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2) Démontrons que la droite (D) d’équation y = —x + 1 est asymptote a la courbe (C) de
fen —
Vérifionssi lim (f(x) —y) =0
X—>—oo
lim ((1—-x)(1+e*) — (1 —x)) = lim ((1 —-x)(1+e*— 1)) = lim ((1 - x)(ex)) = Fo0e™”
X——oo X——o0 X——o00
d'ou [Tim (FG)=y) = 0 Jeqfd
Précisons la position relative de (C) et (D)

Pour cela étudions le signe de g(x) = f(x) —y = (1 —x)(e¥) ona:
gx)=0>=>1-x)(eH=0=>x=1

X —00 1 + oo
8(x) + -
Positions La courbe (C) est au La courbe (C) est au
relatives dessus de la droite (D) dessous de la droite (D)

Si x=1 alors (C) et (D) sont confondues

3) Etudions les variations de la fonction dérivée f' et en déduire les variations de f

f(N=1-xA+e)=>fx =-1+e)+(1—-x)e*=—1-—e*+eX—xe*
=—xe*—1=f(x) = —=xe*—1

Df = R = J—eo; o0

définition

, et calculons les limites de f'(x) aux bornes de son ensemble de

Xli[nw f(x) = Xlier(—xeX —1)=4ee™—-1=-1 et x]iTm f'(x) = XETN(_XeX -1)
= _copt® _1 = —oo
Dérivons f'(x) :f (x) = —xe* — 1= f'(x) = —e* —xe* = (-1 —x)e* =
f'(x) = (=1 —x)e* alorsf’(x)=0 onax = —1f(—1) = e~ — 1d’ou le tableau de
signe et le tableau de variations :

x —00 1 + oo
(%) + | -
e71-1
0 | —— T
_1 — oo

D’ou dans le tableau de variations on constate que : Vx € R; f'(x) < 0
Tableau de variations de f(x) :

x —00 + oo
') -
+ o2

o | TT——

—00
4) Tragons (C)
Branches infinies :AV:A4 ; AH: A ; AO:y=—x+1d—o etcherchonsa+ o

(1-x)(1+e*) _
—Y=

a= lim 22 = |im
Xoteo X X—+too

xl_i)rllm(—(l + e¥)) = —eoalors (C) admeta +eo une branche
parabolique de direction (0J)
Intersection avec les axes :—(C) N (x'Ox):f(x) =0=>x=1= A(10)

- n(y0y):x=0= f(0)=2= B(0;2)
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o i i L s
EXERCICE 16:
Soit f la fonction définie par : f(x) = In |sin2 x+V3sinx — z| et (C) sa courbe
représentative dans un repére orthonormé , unité graphique : 2cm
Partie A :
On considére par g la fonction définie par : g(x) = sin?x + /3 sinx —%
1- Montrer que g est périodique de période 2w
2-  Etudier les variations de g sur [0; 27]
3-  Résoudre dans R I'équation g(x) = 0
4-  Endéduire le signe de g sur [0; 27]

1- Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f
2-  Montrer que f est périodique de période 2m
3-  Endéduire I'ensemble d’étude de f

4-  Montrer que f'(x) = %

5-  Montrer que les droites d’équation x = g + 2km sont des axes de symétrie de (C)
6- Construire la courbe (C) et ses axes de symétrie dans l'intervalle [—31; 37]
++++++ A RESOLUTION ++++++++ 4+ b+
Partie A :
On considére par g la fonction définie par : g(x) = sin®x + /3 sinx —%
1-  Montrons que g est périodique de période 21
Vérifions si g(x + 2m) = g(x):
g(x + 2m) = sin?(x + 2m) + V3 sin(x + 2m) — % = sin?x + V3sinx — Z =g(x)

D'ol g(x+ 2m) = g(x) cqfm
2-  Etudions les variations de g sur [0; 27|
Calcul de limites :

9
lim g(x) =sin%0 +vV3sin0 — > = —=
x-0 4
. . . 9 9
lim g(x) =sin?2n+V3sin2n—-= —=
X—2T 4 4

Dérivons g(x) :
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I

9
gx) = (sin2x+\/§sinx—z) = 2 cosxsinx + V3 cosx = (Zsinx+\/§)cosx

, V3
. _ sinx = ——
g’(x)=0=(25inx+\/§)cosx=0=>{25mx+\_/§_0=> 21_[:
cosx =0 x=(@k+13
T 41
X={——+2k‘l‘[;—+2k‘l‘[} T 37 41 S5m
3 311 =>sur[0;2n];ona:x={5;7,?;?}
X=(2k+1)E
(ﬂ)_.z“+@-“ 9_1+\/§ 9—\/5 5—173 1,25 = 0,48
glz) =sin"3 sinz — = i i a0 =0,
31 2T 3t 9 9 5
) = in? — in———= —_ —_——_——= - —_——_——= — —_ = —
g(z) sin”— +/3sin 571 V3 2 V3 7= "173-125=-298
41t 41t 4t 9 3 V3 9 3 3 9 12
— ) =5si 2_ in———=—— —_———_— = ——— — — = —— = —
g(a) sin’ -+ V3sing -y =g~ V3o =45 =g =3
5T 51 5m 9 3 V3 9 3 3 9 12
—__ | = ia2 7 in—— — = — — — e S = ——= —
g(a) sin’ 3 +V3sin - -7 =7 - V8- —g=0-5-g=-F=-3
X 0 T 41 3 51 2
3 2 3 "
2sinx ++3 + + - - +
COS X + = - + +
g'® + S + - +
0,48 -2,98 -2
£09) / \ / \ /
_2 -3 -3
4

3-  Résoudre dans R I'équation g(x) = 0
9 9
sin?x+ VBsinx — 2 = 0 = A= («/§)2—4(—Z):3+9:12:>x/5: 23 =

, —/3-2v3  3V3
T T ok k]
_\/§+2\/§ \/g T[=>X— 3+ 7?.',3+ T
\SianfZTZSing
D'ou g(x) = (sinx + ?) (sinx — ?)
4- En déduisons le signe de g sur [0; 2]
T 2m
x 0 3 = 21
8(x) - [+ [ -
Dol VXE[O;E]U[Z?“;ZR] ; gx)<0
ol

2
VX € E,?ﬂ] ; gx) =0
Partie B :

1- Déterminons I'’ensemble de définition de la fonction f : f(x) = In |sinZ x+/3sinx — ;|

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



170

2
Df—R\{ + 2km; — 3 +2kn'}

2- Montrons que f est périodique de période 21
Vérifions si f(x + 2m) = f(x)

9 9
f(x + 2m) = In [sin®(x + 2m) + /3 sin(x + 2m) — Z| = In|sin? x + /3 sinx — Z|

Dot f(x+ 2m) = f(x)
3- Endéduisons 'ensemble d’étude de f

Comme f est périodique de période 21 alors f a pour ensemble d’étude D = [0; 2m] \ {22?"}

4- Montrons que f'(x) = %

Comme f(x) = In|g(x)| alors f'(x) = g0 _ (2sinx+v3) cosx

gx) g(x)
2sinx +/3) cos X
d'ou [f'(x) = ( )
g(x)

5- Montrons que les droites d’équation x = §+ 2km sont des axes de symétrie de (C)
?
Vérifions si f(2a —x) = f(x) = f(Z (g + Zth) — X) = f(x) = f(w + 4k —x) * f(x)
9
£+ 4kt = ) = (1 + 4107 = x) = In[sin? (1 + 4Ky = ) + V3 sin((1 + 4w — %) - -]
Mais sin((l + 4K)T — X) =sin(1 + 4k)mcosx — cos(1 + 4K)Trsinx = sinx alors ona:

f((1+4K)m—x) =1In = f(x) = f((1 + 4k — x) = (%)

O
sin2x+\/§sinx—Z

D’ou les droites d’équation x = g + 2km sont des axes de symétrie de (C)
6- Construisons la courbe (C) et ses axes de symétrie dans l'intervalle [—3; 3]

Calcul de limites : lim f(x) =1n |sin2 0+ +3sin0 — §| =In |— %| =1n2,25~ 0,8
X

9 9
Jim G =1n|sin2 27 + V3 sin 21 _Z| =In |_Z| =1n225~0,8

lim f(x) = 11m f(x) =In |sm =+ \/_51n 4| —o = lim f(x) = 11m f(x) =—
x—>§ —>§
(Zsmx+\/—)cosx g' (%) T, 3m 4m 5|
Commef(x)_—(x) g()alors onax—{z, . 3,3}
x T T 21 4m 3 51
0 — 5 — — — — 21
g'(x) + + - - + - +
2(0) : E I I I -
f'(x) — + - + - + -
0,8 -0,73
f(x) \ / \ / \ / \
= - 1,09

TC
f(z) In |sin —+\/_sm———| In|0,48| = —0,73
31 2T 3t 9
= i 2— in———| = —_ =
f(z) In [sin > ++/3sin > 4| In|-2,98| = 1,09
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4t 4 4m 9
— ) = in2 — in———| = — =
f( 3) 1n|sm 3 + V3 sin 3 4| In|-3] =11
5T 51 5 9
— . 2 . — — — —
f<—3) 1n|sm 3 ++v3 sm—3 4| In|-3] =11

La courbe (C) est translation de la courbe de I'intervalle [0; 2m] par le vecteur 211 dans
les autres intervalles

=y
-

/

©

-]

4G

=)
P
T

(%]

I
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—
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EREICES PROPOS

APPRENTISSAGE

+HH+HHHH R EXercice 1o

Résoudre dans R les équations suivantes :

1) 2Inx = In(2x? + 8x) 2)%ln2x =In(3—x) —Invx+1
3) In(e*—2)=3 DHIn[(x—2e)(x—e)] =2In2 +2
5) 2log(x — 1) = log(x — 2) 6) (Inx)? = Inx?
7) (2Inx)? + 10lnx — 6 = 0; 8) 2In3(x+ 1) —In?(x+ 1) = 3In(x + 1) + 2 = 0;
9 In(x?—4x+5)=1 10) In(2x + 1) + In(3 — x) = In3 + In(1 — 3x)
11) log(3x% —4x+ 1) =1 12) 2Inx+In(2x—3) =In(3x—2)
13) 6 — 5log?x = 13logx 14) In|2x — 5| + In|3x + 2| = In|x + 1]
—x—11
15) 3In’x — 5Inx+2 =0 16) In(—2 —x) =In —
17) In’x + (1 — 2In2)Inx — 2In2 = 0 18) In3x + 2In>x + Inx + 2 =0
19) 32+xlog5 — |5i+xlogs _ 14| 20) (In(Inx))* — 25(In(Inx))? + 144 =0

+HHtHH R EEXErCice 2 b

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1) In2x —e) > 1 2) In(2 —x) +1In(x + 4) > In(3x + 2)
3) |lnx| <2 4) In(x+2) <In(x + 3)
5) In(x + 2) < In(x?—4) 6) In(x—3)+In(x—1) <In(2x +3)
7) In(x+e)+In(x—e)<2+In3 8)In(3x%?—x) <Inx+ In2

1
9) In(—x%+4x+5) + lng >0 10) (Inx)>+1Inx >0

3
11) log(x + 1) + log(x + 2) = log3 + log <Ex + 1)

12) log: (log7 x2—5x) <0
5

x+4
+++tt R EXercice 3 it

Résoudre dans R X R les systémes d’équations suivants :

4/y? 43 5 = a2
1 log3;/—\/}_,_+log33—=§ 2) Xy 35 { Inxy =5
X vy In?x + In?y = =In%a (InxIlny)* =36
x? +y? =738 2
4 { 2logx—3logy =9 5 { x+y=2 Xy = 256
) —6logx + 5logy = —19 ) Inx—Iny=1In3 ) 7(10gyx+logxy)=50
7){lny+1ny=—1 ){ x2+y%2=29
InxIny = -30 Inx+Iny=1In10
2X22Y — 64 Inx+Ilny=1 Xy=e
) { ) oy amixes D1 _
Inx+2Iny=In4 2In%y +2In2x =5 2(logy x +logyy) =5
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2
ll’l(x—3)=9 XY—yX:O
12) v 13) {X4 IR
In(xy®) = - y
e EXETCICe 4 R

Calculer les limites suivantes :

o Inx—1 . xlnx—e . In(2-x) . Inx+3
VimS—e Piloe 9ot Okt
.~ cos(Inx) . xInx . In(x + 1) xInx
VT 9dRanr PR (17)
o) lim Vcos x — v/ cos 2X
x—0 x2

B B B L

FONCTIONS RATIONNELLES ET IRRATIONNELLES

++++tt R EXercice 5o

On considere la fonction définie sur ]1, +ee[parf(x) = ;ﬁ—%rw et (C) sa courbe

représentative

1) Démontrer que pour tout x appartenanta ]1,4+eo[ ona:f(x) =x—6+ ;Tl

2) Déterminer la fonction dérivée f’ de f. En déduire le sens de variations de f

Déterminer les limites de f aux bornes de |1, +e<[. Dresser le tableau de variations de f

3) Démontrer que la droite (D1) d’équation y = x — 6 est asymptote a la courbe (C).

Donner une équation de I'autre asymptote a (C), notée (D2)

4) Déterminer une équation de la droite T tangente a la courbe au point d’abscisse 2.

5) Construire (D1), (D2), T et la courbe (C)

++++++ R EXercice 6

— |x3+x|+1
|x|+1

1) Etudier la continuité et la dérivabilité defen-1;0 etl

2) Etudier les variations de f et tracer (C)

Soit f la fonction définie par f(x) et (C) sa courbe représentative

++++++++++ - EEREEXeErcice 7 bbb
Le plan est muni d’un repére orthonormé

On donne la fonction f définie par : f(x) = —§x3 + %xz +2x—1

1-Etudier les variations de f et construire sa courbe représentative (Cr)

2-Soit (D,,) la droite d’équation: y = mx — 1

Discuter suivant les valeurs de m le nombre de points d’intersection de (Cf) et (Dy,)

3- Déterminer les points de la courbe (Cy) ou la tangente est paralléle a la droite
d’équation y = 2x

++H++HHH R EXercice 8t

Le plan est muni d’un repére orthonormé
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s . P 3x°+ax+3
On considére la fonction définie par: f(x) = —/————
3x“+2x+b

1-Déterminer les constantes a et b de tel sorte que la fonction présente pour x = —1 un

minimum égal a -1

2-Etudier f et tracer sa courbe représentative (C) poura =10 et b =3

3-La courbe (C) coupe I'axe (XOx) enR et S

Montrer que les tangentes a (C) en R et S se coupent orthogonalement en un point T
4-Trouver l'aire d triangle RST

R m o (e (oo R B e e

ax+b
x%=1

On consideére la fonction rationnelle définie par : f(x) =

1- Déterminer I'ensemble de définition de f

2-  Calculer la dérivée de f
A quelle condition portant sur a et b la fonction f est strictement monotone sur
chaque intervalle ou elle est définie

3- Déterminer a t b pour que la courbe représentative (Cr) de f passe par le point de

coordonnées A (0; - %) et admette en ce point une tangente de coefficient directeur%

4- aet b ayant les valeurs trouvées dans la question 3) étudier les variations de f.
Déterminer les points d’intersection de (Cr) avec les axes de coordonnées et donner
les équations de s tangentes en ces points

5-  Tracer (Cy) avec ses tangentes en A et aux points d’intersection aves axes de
coordonnées

6 Discuter graphiquement I'existence et le nombre de solution de I'équation : mx? +
2x — (4m + 5) = 0; (ou m est un parameétre réel). On précisera la position des
solutions par rapport aux nombres 1 et 4

++++++HHH R EXercice 10 b

Soit la fonction f définie par : f(x) = VxZ+ x — 2 et (C) sa courbe représentative
1) Déterminer I'ensemble de définition de f
2) Etudier les variations de f
3) Etudier la dérivabilité de f aux points d’abscisses -2 et 1
4) Déterminer les asymptotes a la courbe (C)
5) Tracer (C) et ses asymptotes dans un repére orthonormé
++++++ e EEXercice 11 bbb

2
On considére la fonction f définie par: f(x) = %

1-  Etudier les variations de f. Déterminer I'asymptote verticale de (Cf)

2-  Trouver les nombres réels a,b et ¢ telsque: f(x) =ax+ b + i

En déduire que la représentation graphique (Cf) de f admet une asymptote oblique
dont on précisera une équation
3-  Démontrer que le point de concours des asymptotes est un centre de symétrie de (¢;)
4-  Construire (Cf)
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5-  Soit (D,,) la droite d’équation : y = mx — 1. Discuter suivant les valeurs du

paramétre m le nombre de points d’intersection de (D,,) et de (Cf)
2x+3

x+2 | |

a- Ecrire g sans le symbole « valeur absolue »

6- On considere la fonction g définie par g(x) =

b-  En déduire une représentation graphique de g puis tracer (Cg)
+H+HHH R EXercice 12
Soit la fonction f définie par : f(x) = 2xV1 — x? et (C) sa courbe représentative
1) Etudier et représenter f
2) Etudier la dérivabilité¢ defen-letl

+HHH e EXercice 13

Soit la fonction f définie par: f(x) = x /i—;i et (C) sa courbe représentative

1) Déterminer I'ensemble de définition de f
2)  Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 1
3) Etudier les variations de f
4)  Etudier les branches infinies de (C)
5)  Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution a € ]1; 2[
6) Tracer (C)
++t b EXercice 14 bbb

Soit la fonction f définie par : f(x) = Ex(6 — x) et (C) sa courbe représentative

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition, (C)
admet-elle des tangentes aux points d’abscisses 0 et 6 ?
2)  Etudier les variations de f et tracer (C).
Démontrer que cette courbe admet un axe de symétrie

+++tHt b EEEXercice 15t bbb

Soit la fonction f définie par: f(x) = %,/(x + 3)(x — 5) et (C) sa courbe représentative
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition, (C)
admet-elle des tangentes aux points d’abscisses -3 et 5 ?
2)  Etudier les variations de f et préciser I'allure de (C) en +o0 et — oo
3) Tracer (C) et démontrer qu’elle admet un axe de symétrie.
++++++ R EEXercice 16+

3
Soit la fonction f définie par : f(x) = ,i et (C) sa courbe représentative

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition. En déduire
que (C) admet une demi tangente paralléle a I'axe (Ol) au point d’abscisse 0.

2)  Etudier les variations de f. Démontrer que (C) admet trois asymptotes

3) Tracer (C)

+HHtHH R EEEXercice 174
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Soit la fonction f définie par : f(x) = ’g et (C) sa courbe représentative

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition. En déduire
que (C) admet une demi tangente paralléle a I'axe (OJ) au point d’abscisse 2.

2)  Etudier les variations de f. Démontrer que (C) admet deux asymptotes

3) Tracer (C)

+H+HHH e EEEEXercice 18

1)  Soit la fonction f définie par : f(x) = x + m et (C¢) sa courbe représentative
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition, (C)
admet-elle des tangentes aux points d’abscisses 1 et -1 ?
b) Démontrer que (Ct) admet deux asymptotes que I'on précisera
c) Etudier les variations de f et tracer (Cs).
2) Soit g la fonction définie par : f(x) = x —/|x? — 1] et (Cg) sa courbe représentative
a) Démontrer que (C) et (Cg) sont symétriques par rapport au point O
b) Construire (Cg) sur le méme graphique (Cy)
+++++++H+H R EXercice 190t
X

Soit la fonction f définie sur R* par: f(x) = g — et (C¢) sa courbe

représentative

1) Etudier la parité de f ; en déduire I'intervalle d’étude

2) a) Etudier la dérivabilité de f en 1, et sur I'intervalle ]0; 1[ et ]1; +oo[

b) Quel est le signe de f'(x). On peut poser si nécessaire u = VxZ—1
3) a) x étant un nombre réel supérieur a 1, mettre f(x) sous la forme f(x) = % -1+ (),
0u 10gy 400 p(x) =0
b)En déduire une équation d’une asymptote a la représentation graphique (Cy)
4) Construire (Cy)
B B B o & B N B S B

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

++++++ R EXercice 20
Soit la fonction f définie par :f (x) = 2 coss?x —3cosx
1) Justifier que I'ensemble d‘étude de f peut &tre réduit a I'intervalle [0; 27]
2) Démontrer que:Vx € R,on a f'(x) = 2sinx.sin2x
3) Dresser le tableau de variations de f sur [0; 2]
4) Tracer la courbe représentative de f
+H+HHHH R EXercice 21 b

Soit la fonction f définie par :f (x) = sinx — %sian et (Cs) sa courbe représentative

1) lustifier que I'ensemble d‘étude de f peut étre réduit a I'intervalle [0; r]
2) a)Démontrer que: Vx € R,on a f'(x) = 2sinx. sin2x
b) Dresser le tableau de variations de f sur [0; 7]
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3) Tracer (C) et préciser les coordonnées de ses centres de symétries et des points ou la
tangente est parallele a (Ol)
+++++H+H R EXercice 22

sinx+sin2x

Soit la fonction f définie par :f (x) = et (C) sa courbe représentative

1+cosx
1) Déterminer Ds; Justifier que 'ensemble d‘étude de f peut étre réduit a I'intervalle

[0; 7]
2) Démontrer que: Vx € Dy, ona f'(x) =

2cosx
1+cosx
3)  Vérifier que sur[0; ], (C) présente une seule branche infinie, dont on précisera

la nature
4) Dresser le tableau de variations de f sur [0; 7]
5) Tracer (C) sur 'intervalle [—21; 27]; préciser les coordonnées de ses points
d’inflexion.
+++++++H+H e EEXercice 23 bbb

4sin’®x—3sinx

Soit la fonction f définie par :f (x) = et (C) sa courbe représentative

sinx—1
s . . . , b s 3T
1) Déterminer Ds. Démontrer que les droites d’équations x = 3 etx = > sont

axes de symétries de (C)

A quel ensemble peut-on réduire I'étude de f ?
cos x(2sinx—3)(2sinx—1)

2) Démontrer que: VX € D onaf'(x) =

(sinx—1)?
. . . 3
3) Etudier les variations de f sur I'intervalle E, 7”

Démontrer que sur cet intervalle (C) présente une seule branche infinie, dont on précisera
la nature

4)  Tracer (C) sur l'intervalle [—3m; 37]
++++++++++H

FONCTIONS LOGARITHMES NEPERIENS

++++++ R EEXercice 24 bbb

1) Etudier et représenter dans le repére orthonormé (O, |, J) la fonction définie sur R par
f(x) =In(x2+1)

2) Endéduire les variations et la courbe représentative de la fonction

g définie sur R par g(x) = In (L>

x2+1
++++++ R EXercice 25 b
. . , . e . +1
1) Déterminer I'ensemble C des solutions de I'inéquation XT >0

2) Etudier et représenter dans le repére orthonormé (O, |1, J) la fonction définie par
x+1
x) =1In ( )
£ .
+H+HHH e EXercice 26: b

Soit la fonction f définie sur |—o0; —2[ U ]0; +eo[ par
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f)=x+1+1In (1 + )Z—C) et (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé

Etudier les variations de f

Démontrer que (C) admet pour asymptote quand x tend vers oo une droite (D) dont
on déterminera son équation. Préciser la position de la courbe (C) par rapport a (D)
Démontrer que (C) admet le point A(-1 ; 0) comme centre de symétrie

Tracer (C) et (D)

+++++H+H R EXercice 27 b

Soit la fonction f définie sur I1=]0; +e<[ par f(x) =x—4+1n (xx?)
1) Démontrer que f est strictement croissante sur |
2) a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x — 4 est asymptote a la courbe
(C) de f au voisinage de +oo
b) Préciser la position de (C) par rapport a (D)
c) Tracer (C) et (D)

+HHtHH bR EXercice 28 H bbb

Soit la fonction f définie sur 1= ]0; +e<[ par f(x) = x —In (2 + i)
1) a) Etudier les limites de f aux bornes de .
b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x — In 2 est asymptote a la courbe (C)
de f au voisinage de +o°
c) Préciser la position de (C) par rapport a (D)
2) Tracer (C) et (D)

++H+HHt b EXErcice 29 bbb

Soit la fonction f définie surR \ {—1; 0} par f(x) = x +1In |x7+1 et (C) sa courbe

représentative dans le repere orthonormé unité graphique : 2cm

1) Etudier les limites de f aux bornes de I.

2) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C) de f
Préciser la position de (C) par rapport a (D)

3) Démontrer que (C) admet le point A (—;; — %) comme centre de symétrie

4) Donner une équation de la tangente a (C) en A puis tracer (C) et (D)

++++HHH bR EXercice 30

Soit la fonction f définie par : f(x) = In(x + 1) — In(3 — x)
1) Etudier f et tracer sa courbe représentative (C)
2) a) Démontrer que (C) coupe (Ol) en un seul point Q dont on déterminera les
coordonnées
b) Démontrer que Q est un centre de symétrie de (C)
c) Donner une équation de la tangente (T) a (C) en Q
3) Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une solution unique dont on
déterminera un encadrement a 10! prées
4) Résoudre graphiquement I'inéquation x — 1 < f(x)
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++HtHH R EXercice 31 b

1) Soit la fonction g définie sur I= ]—1; +eo[ par g(x) =In(x + 1) — ﬁ

a) Etudier les variations de g
b) En déduire que, pour tout nombre réel x € ]—1; +oo[; g(x) =0
3) Soit fla fonction définie sur D = ]—1;0[ U ]0; +eo[ par: f(x) =

x
In(x+1)

a) Vérifier que sur D f'(x) et g(x) ont de méme signe
b) Etudier f et tracer sa courbe représentative (C)
++H+HHHHH R EEHEEEXErcice 32 H R
1) Soit la fonction g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = —x?+1—Inx
a) Etudier les variations de g. Préciser la limite en 0 et + oo
b) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x (on calculera g(1))

2) Soit lafonction f définie sur ]0; +eo[ par f(x) = —%x +1+

Inx
2x
a) Etudier la fonction f (dérivée, limites en 0 et +oo, tableau de variations)
b) Prouver que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions réelles a et § (a < )
Indiquer chacune d’elles, par une valeur approchée a 101 pres
c) On désigne par (D) la droite d’équation y = —%x + 1 et (C) la courbe
représentative de f dans le plan rapporté au repere orthonormal (O, |, J)(unité
graphique : 4cm)
Etudier le signe de d(x) = f(x) — (—%x + 1) et en déduire la position de (C) par
rapport a (D)
d) Démontrer que (D) est une asymptote a la courbe (C) . Tracer (D) et (C)
++++++ R EXercice 33
Soit la fonction f définie par: f(x) = = six #0 et f(0) = 0et (C) sa courbe

" Inx
représentative
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0
2)  Etudier les variations de f et tracer (C).
+++++++HH R EXercice 34 b
Le repere (O, I, J) est orthonormé
1)  Soit la fonction f définie par : f(x) = >:_1 + In|x — 1]
a) Etudier f et dresser son tableau de variation
b) Calculer f(0) ; en déduire le signe de f
2) Soit lafonction g définie par g(x) = xIn|x — 1]
a) Etudier g et tracer sa courbe représentative (C)
b) Soit A le point d’intersection de (C) et (Ol), d’abscisse non nulle.
Démontrer que A est un point d’inflexion de (C) et écrire une équation de la
tangente (T) a (C) en A.
3) Ondésigne par h la restriction de g a I'intervalle ]1; +eo[. Démontrer que h est
une bijection de ]1; +eo[ sur R et construire sur un autre graphique les courbes

représentative de h et h-
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+H+HHHH e EXercice 35
Soit la fonction f définie par : f(x) = %(x + 1+ 3ln |i—: ) et (C) sa courbe représentative
1) Etudier les variations de la fonction f
2) a) Démontrer que (C) admet un point d’inflexion Q et que Q est un centre de
symétrie de (C)
b) Déterminer I'asymptote oblique (D) de (C) et vérifier que Q appartient a (D)
c) Tracer (C)
+H+HHH e EXercice 36
1) Soit la fonction g définie par g(x) =x3—x+1—2Inx

Etudier les variations de g et en déduire le signe de g(x)
x+Inx

2) Soit la fonction f définie par f(x) =x+ 1+ et (C) sa courbe représentative

22
Démontrer que la droite (D) d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f
Etudier la fonction f et tracer (C)
3) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dont on
déterminera une valeur approchée a 102 pres
4)  Soit la fonction h définie par :h(x) = x + In x . Etudier la fonction h et en
déduire que (D) coupe (C) en un point unique dont on déterminera I'abscisse a a
102 prés
+HHHHH R EXercice 37
Le repere (O, I, J) est orthonormé
Soit la fonction f définie par : f(x) = In|e® — 1| et (C) sa courbe représentative
1) a) Déterminer 'ensemble de définition D de f
b) Démontrer qu’il existe une fonction ¢ telle que Vx € D; f(x) = x +
p(x) et lim @(x) =0
X—oo
c) Compléter I'étude f et tracer (C)
2) On désigne par g la restriction de f a I'intervalle ]0; +oo[.
a) Démontrer que g réalise une bijection de ]1; +e<[ vers R
b) Tracer sur le méme graphique que (C) la courbe représentative (C’) de la réciproque de g
++++++ R EXercice 38 b
1) Soit la fonction f définie par : f(x) = x — 1 + In(3 — x)et (C) sa courbe représentative
a) Déterminer I'ensemble de définition Dy de la fonction f
b) Etudier les variations de f en présentant les limites de f aux bornes de Dy et
établir son tableau de variation
c) Soit (D) la droite d’équation y = x — 1. Etudier la position relation relative de (C)
par rapport a (D) ; déterminer les coordonnées de leur point d’intersection
d) Construire (T) et (C)
2) Soit E le domaine délimité par la courbe (C) d’équation x = 0 et la droite (D). Calculer
I'aire A de E.
e L A mm s B RS L BE A B
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FONCTIONS EXPONENTIELLES

+++++H++HHH R EXercice 39 b
Résoudre dans R les équations suivantes :
eX

1) ———= 2

) 1—2eX ) 2+eX
4) eX —5eX+4=0 5)4e*—eX+2=0 6) e2*—2e¥—3=0
7)2e* —2eX—-3=0 8) (e*=2)(e*+1)=0 e *(eF*-4)=0
+++++H+ R EXercice 40

=2e7X 3) e ¥ —7e*+6=0

Résoudre dans R les équations suivantes :

4
1) 45+2*1-3=0 2) 3**14+2x37%=7 3) x3=—

Vx
2 1 s s
4) x5—-3x5+2=0 5) Yx2—3x—-2=0 6) 2%%*+3 _3x 2%l +1=0
7) 7% —5x7*4+6=0 8) 5245 —-2=0 9) 22+1 4 2¥ _ 105 =0
10) 32x-1 = 27 11) aloga b+log, sinx + blogb a+logy, cosx — c

++HtHH R EXercice 41 b

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1) 22X —3e* +2 >0 2) (¥ =3)(2—e¥) 20
1
3) e¥' 2 < et 4) (e7*-2) (e_x - E) 20
5) e*(e* —2) = 2(e* - 2) 6) 3e?*+e*¥*—4<0
1\ 2%-1 2 1
7 (3) >3x2 8)x5—3x3+2>0

++HtHt b EEXErcice 4244 H b

Résoudre dans R X R les systemes d’équations suivants :
{3c052x+coszy =1 2) {Xy — yx =0

4C05X.C05y = 2 X‘l’ — y8 = 0
3){ xy = 14 ){ex+eY=5 5){lnx+lny=0 6) {X:yzz
eXxey =e° e2(+y) = 36 eX x Xty = ¢3 % =
7){1n(y+6)—lnx=3lnx 8){ 2X—-2y=8 9){ 4% = 4 ,
efey = e~ 2542V =22 4X 1 =yxt

Y _ 52x+1 X92y —
10) {8X+(\/E) = 2% 11){ 2%2% = 64
3X 4 7Y = gy+l Inx+2lny =1In4

+++HHH R EXerciced 3 b

Calculer les limites suivantes :

X _ x-1 _ X _ a2 2x _
DT dmSoT dmTy AT
1\* 2\% 3\* 1\* 2\* 3\*
5) XEEL«E) +(z) () ‘5) 6) XE&<(§) +(5) () ‘5)
7) lim X]i 8) lim (M)Xlnx
x—+eo (In X)X X—>+oo Inx
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yvcosx — v/ cos 2x 1
9 lim———— 10) lim(cos? x)¥?
x-0 X x—0
n fois
1 sin(sin(...sinx) ...
12) lim(cos x)x? 13) lim (sin( ) ) (n€N)
x—-0 x-0 X

+H+HHHH e EXercicedd
On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = e?* — x — 4 et Csa courbe
représentative
1) Déterminer la limite de f en — oo
2) Etudier le comportement de f en + oo (mettre x en facteur dans I'expression de
f(x))
3) a)lustifier la dérivabilité de f sur R et donner I’expression de f'(x)
b) Déterminer les variations de f sur R
4) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x — 4 est asymptote a la courbe
(C)defen —oo
Construire (C) et (D)
+++++++HHH e EEXErcice 45 bbb
On consideére la fonction g définie sur R par: g(x) = xe* — 1
1) a) Etudier les variations de g
b) En déduire qu’il existe un unique réel a tel que ae® = 1. Donner un
encadrement de a a 10! pres
2) Onnote f la fonction définie sur ]0; +eo[ par: f(x) = e* —Inx

9
X

a) Vérifier que pour tout x > 0; f'(x) =
b) Etudier les variations de f
3) Construire dans un repere orthonormé la courbe représentative de f
+++++++++HH R EEXercice 460
On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = 2e* — 2 — xe* etCsa
courbe représentative
1) Etudier la fonction f, (la limite en — oo et en 4o ; variations)
2) Déterminer une équation de la droite (A), asymptote a (C) en —eo, puis
I'intersection de (C) et (A) et enfin les positons relatives de (C) et (A)
3) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions dans R dont I'une,
notée a, appartient a l'intervalle[1,5; 1,6]
Quelle est la valeur de I'autre solution ?
4) Tracer (C) et (4)
+H+HHH e EXercice 47 b
Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (O, 1, J)(unité graphique 2cm). On
note E le point de coordonnées (In2 ; In2)

1) Soit a et b deux nombres réels, on désigne par g la fonction de la variable réelle x
4e*
eX+2

définiesurRpar: g(x) =ax+b—
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eCalculer la dérivée de g
eDéterminer les réels a et b pour que la courbe représentative de g passe par le point E et

admette en ce point une tangente paralléle a I'axe des abscisses
4e*
eX+2

2)  Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x + 2 —
8

e*+2

b)  En utilisant I'une des formes de f(x), calculer xlimwf(x) et xl_i)Tmf(x)

a) Prouver que pour tout nombre réel xona: f(x) =x—2+

Démontrer que la droite (D1) d’équation y = x — 2 et (D) d’équation y = x + 2 sont
asymptotes a la courbe représentative (C) de f dans le plan P
c) Calculer la dérivée de f, étudier son signe et en déduire le tableau de variations
def
d) Tracer (C), sa tangente en E et ses asymptotes
+++++++HHHHHH R EEEEEXercice 48R
Le repere (O, |, J) est orthonormé
Soit f la fonction définie par f(x) = (1 — x)(1 + e*) et C sa courbe représentative
1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
2) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x + 1 est asymptote a la courbe
(C)defen —oo
Préciser la position relative de (C) et (D)
3) Etudier les variations de la fonction dérivée f* et en déduire les variations de f
4) Tracer (C)
+++++++H+H e EEXErcice 49 bR

2x
Soit f la fonction définie par f(x) = ;—_1et C sa courbe représentative

1) Déterminer I'ensemble de définition de f et Calculer les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition

2) Démontrer que la courbe (I') d’équation y = 1 + e* est asymptote a (C) en +oo

Préciser la position relative de (C) et (I

3) Etudier les variations de f et tracer (C) et (I
++++++ b EEXercice 50 bbb
e*—1
eX+1

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x + et C sa courbe représentative dans un

repere orthonormé
2e*
e*+1

2
eX+1

et fx)=x—1+

1) Veérifier que pour tout réel x, f(x) =x+ 1 —

2)  Calculer les limites de f en —eo et en 4o

3) Démontrer que la droite (D1) d’équation y = x + 1 et (D;) d’équationy =x—1
sont asymptotes a la courbe représentative (C) respectivement en —eoo et en +o°

Préciser les positions relatives de (C) par rapport a aux droites (D;) et (D3)

4) Démontrer que la fonction f est impaire

5) Etudier les variations de f sur [0; +oo[

6) Tracer (C), sa tangente en x=0 et ses asymptotes
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7) Démontrer que I'équation f(x) =1 admet une solution unique a. Déterminer
un encadrement de a 102 pres

+++++H++HHH R EXercice 51
4
e*+1

Soit f la fonction définie surRpar f(x) =x — 1+ et C sa courbe représentative dans

un repére orthonormé

1) Calculer les limites de f en —oo et en +oo

2) a) Démontrer que la droite (D;) d’équation y = x — 1 est asymptote de f en +oo
b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x + 3 est asymptote de (C) en —eo
3) Dresser le tableau de variations de f
4) Construire sur un méme graphique (C) et ses asymptotes
+H+HHH e EXercice 52 bbb
On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = 2x + 1 — xe* ! et (C) sa courbe
représentative

1) Calculer les limites de f en —ee et en +e° (on pourra écrire xe*~1 = ixex)

2) Démontrer que la droite (D) d’équation y = 2x + 1 est asymptote de f en —oc et
péciser la position relative de (C) par rapport a la droite (D)

3) a) Calculer la dérivée f’ et la dérivée seconde f”’ de la fonction f
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f’ en précisant la limite de la fonction '
en —oo c) Calculer (1) et en déduire le signe de f'(x) pour tout réel x
d) Dresser le tableau de variations de la fonction f
4) Soit | I'intervalle[1,9; 2]. Démontrer que, sur | I’équation f(x)=0a une solution unique a
5) Tracer (C) et la droite (D) (unité graphique : 2cm)
++++++ b EEXercice 53 bbb bbb

f est la fonction définie sur I'intervalle ]—1; +o<[ par f(x) = et (C)sa courbe

€
(x+1)?
représentative
1) a) Déterminer les limites de f aux bornes de |

b) Que peut-on en déduire de la courbe (C)
2) Calculer f'(x) pour tout x dans |, et démontrer que son signe est celui de %
3) Dresser le tableau de variations de la fonction f 4) Tracer la courbe (C)
+++++H+H b EXercice 54

Le plan est muni du repere (O ;I ;J) (unité graphique :1cm)
2xe*—2x+1
2(e*-1)
1) Déterminer deux triplets (a; b; c)et (d; B; y)tels que :
c yeX
f(x) = ax+b+ex_1 = dX+B+ex_1
2) En déduire que la courbe représentative C de f admet deux asymptotes obliques :

Soit f la fonction définie par; f(x) =

(Dy):y = ax+blorsque x = +oo et (D,): y = dx + B lorsque x - —oo
3) En déduire les variations de f et établir son tableau de variations
4) Tracer la courbe C de f
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5) Déterminer I'aire S(k) de I'ensemble des points M du plan (P) dont les coordonnées (x ;y)
In2 < x < Ink

X<y < S(k) a-t-elle une limite finie

dans le repeére (O ;I ;J) vérifient {

lorsque k tend vers +oo
6) Résoudre dans R? le systéeme
o T L S B B e

FONCTIONS PAR INTERVALLES

+++++++HHH R EXercice 55
Soit f la fonction définie par : R vers R, qui a tout x associe f(x) telle que :
f(x) =a+xe* ,six<0
{f(x) =2—xlnx ,six>0
1) Déterminer I'ensemble de définition de f Dy
2) Déterminer le nombre réel a pour que f soit continue au point d’abscisse 0
Dans la suite de I'exercice, on donnera a < a 3 la valeur ainsi trouvée
3) Lafonction f est-elle dérivable en 0 ?
4)  Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation
5) On note (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére
orthonormé
a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = 2 est asymptote a (C)
b)  Tracer la courbe (C), on placera les points d’abscisses 1;2;3;4;5et8
c) Calculer I'aire de ’'ensemble des points dont les coordonnées vérifient
—3<x<-2et0<y<f(x)
++++++ R EXercice 56: R

—x? 2 .
f(x)=% six<0

fxX)=1+xln(x+1) ,six*>0
1) a) Déterminer I'ensemble de définition de f D¢

Soit f la fonction définie par :

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point xo = 0
2) a) Déterminer le signe de In(x+1) sur [0; +e<[ et en déduire que Vx €
X

[0; +oo[; 7 +In(x+1) 20

b) Dresser son tableau de variation et tracer sa courbe représentative
3) Calculer I'aire de I'ensemble des points dont les coordonnées vérifient

—1<x<0et0<y<f(x)

4) Résoudre graphiquement I'équation f(x) —m =0
++H+HH e EEXercice 5T i
f(x) = —x+ 1+ 2logx six€]0;1[

f(x) =x—2+el™™ six € [1; +oo[

1) a) Montrer que f est continue au point x = 1

Soit f la fonction définie sur ]0; +e<[ par {

b) Montrer que f est continue sur ]0; +oo[
2) Montrer que f est dérivable a gauche et dérivable a droite au point x=1. f est-elle
dérivable en ce point ?
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3) a) On désigne par ' la dérivée de f. Calculer la dérivée f'(x) lorsque x € ]0; 1[ puis
lorsque x € [1; +oo[

b) Etudier les variations de la fonction f

4)Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan euclidien (P) rapporté a un repére
orthonormé (O, |, J)(unité graphique: 3cm)

a) Démontrer que la droite D d’équation y = x — 2 est asymptote a C.

Déterminer I'autre asymptote de (C)

b) Tracer (C) et ses asymptotes et ses deux demi tangentes au point Q (1 ; 0) de (C)
+H+HHH e EEEEXercice 58 bbb

Soit f la fonction définie par : R vers R, qui a tout x associe f(x) telle que :
fx) =xV3—x ,Si x € |—o0; 3]
(x)=e*3 +x—4 ,six €]3; +oof
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan euclidien (P) rapporté a un
repére orthonormé (O, |, J)(unité graphique: 2cm)
1) a) Montrer que f est continue au point x = 3
b) Calculer la dérivée f'(x) lorsque x € ]—eo; 3] puis lorsque x € ]3; +oo[
La fonction f admet-elle au point x=3, un nombre dérivé a droite et un nombre dérivé
a gauche ?
Préciser les demi-tangentes a (C) au point d’abscisse 3
c) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation
2) a) Démontrer que la droite D d’équation y = x — 4 est asymptote a C.
Préciser la position relative de (C) par rapport a D sur x € |3; +oo[
b) Calculer f(0) et f(2). Etudier la position de (C) par rapport a la droite A d’équation y = x
sur I'intervalle [0; 2]
c) Construire la courbe (C) ; on fera sur la figure la tangente a (C) au point d’abscisse 2 ; les
demi-tangentes au point d’abscisse 3 ainsi que les droites D et A
+++++++HH R EXercice 59
Soit f la fonction définie par : R vers R, qui a tout x associe f(x) telle que :
f(xX)=1—-In(x?*+1) ,six <0
{ fx)=—x%2+e7* ,5ix>0
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan euclidien (P) rapporté a un
repére orthonormé (O, |, J)
1) Etudier la dérivabilité de fen 0
2) Etudier les branches infinies de (C) ; démontrer que la parabole (') d’équation
y = —x2est asymptote a (C) en +oo
3) Compléter I'étude de f et construire (C) et (I)
4) a) Déduire de cette étude que (C) coupe (Ol) en deux points dont I'un a une
abscisse négative que I'on calculera
b) Déterminer une valeur approchée a 101 prés de I'abscisse du deuxiéme point
d’intersection
++++tHb bR EXErcice 60 bbb
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Soit f la fonction définie par : R vers R, qui a tout x associe f(x) telle que :

f(x) =x— 1+§ ,six<1
fx) =1—-(Inx)? ,six>1
1) a) Démontrer que f est continue et dérivable au point x = 1
b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser
les branches infinies de la courbe représentative (C) de f
c) Etudier les variations de f. Démontrer que le point d’abscisse e est un point
d’inflexion de (C)
d) Tracer (C)
2) Soit h la restriction de f & I'intervalle ]1; +eoo[
a) Démontrer que h réalise une bijection de ]1; +e<[ vers un intervalle que I'on
précisera
b) En déduire que h admet une fonction réciproque h-! dont on précisera le sens
de variation de.
Tracer la courbe représentative de h!
++++t bbb EXercice 614 bbb
Soit f la fonction définie par : R vers R, qui a tout x associe f(x) telle que :
f(x) =eX—x six € ]—o0;0[
f(x) = cosnx  six €]0;1]
fx)=1 +1r17x Six € [1; +oof
1) Etudier la continuité defenOet 1
2) Etudier la dérivabilité defenOet1
3) Etudier les variations de la fonction f
4)  Montrer que le droite D d’équation y = —x et la droite A d’équation y = 1 sont
respectivement des asymptotes en —oo et 4 oo
5) Construire la courbe représentative de f et ses asymptotes dans le plan du repére
(0, 1,1))
+++++++++HHH - HEEEEXErcice 620+
Soit f la fonction définie par : R vers R, qui a tout x associe f(x) telle que :
fx) =0 six€]—oo;—1]
fx) = eﬁ six€e]-1;1]
f(x) =x*+ax+b six€[1;+oo[

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point x = —1
2) Déterminer les réels a et b de maniere que f soit continue et dérivable au point
x=1

3) Etudier les variations de f pour les valeurs de a et b obtenues, et construire (C)
dans le plan rapporté a un repere
++H+HHH e EXercice 63

Soit f la fonction définie par : R vers R, qui a tout x associe f(x) telle que :
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(f(x)=2*+ax+b six<0
1 m .
f(x) = SC0soX  six € [0;1]

lf(x) = ;logz X Six €]1;4eo[
1- Déterminer a, b et « réels tels que f soit dérivable sur R
2-  Déterminer le point d’inflexion de la courbe (C) représentant f, et une équation
de la tangente en ce point
3-  Déterminer une équation de (A), tangente a (C) au point d’abscisse x = 2
Démontrer qu’il existe deux autres points de (C) ol la tangente est paralléle a (A)
4-  Tracer sur un méme graphique, les courbes :

1
(€ : y=2x—xln2—§ six< 3

1 n
(Cy): y =5c0s5X six € [-2;4] six<3

(5 T x>
: y=——Ilog,x six>-—
3 y Ix 82 )
En déduire la courbe de (C)
o e e B B

FONCTIONS PARAMETRIQUES

++++++++++++++++++++++++w+++++++++++++++++++++++++++
Soita un élément de [—g; g] et f, la fonction définie par :f,(x) = In(4x? — 4xsina + 1)
On désigne par (C,) la courbe représentative de f,
1) a) Déterminer suivant de a I'ensemble de définition de f,
b) Démontrer que la droite d’équation x = ésina est un axe de symétrie de f,
c) Démontrer que (C,) et (C_,) sont symétriques par rapport a (0J).
2) a) Etudier fypour a = g, et tracer sur le méme graphique les courbes (C_g) et (Cg)

b) Démontrer que pour tout a = —% I'équation f, (x) = x admet une solution unique
dans l'intervalle ]0; +<<[ et donner une valeur approchée a 10! prés de cette solution
++++++HHH R EEXercice 65 4+

Le repere (O, |, J) est orthonormé
Soit m un nombre réel strictement positif et f,, la fonction définie par :

fin(x) = In(mx) + %
On désigne par (Cp,) la courbe représentative de f,,
1) a) Déterminer I'’ensemble de définition de f,, et étudier les branches infinies de (C,;,)
b) Déterminer la dérivée de f,,, et démontrer que I'ensemble des extremums de (C,,) ,
lorsque m décrit ]0; +oo[, est la courbe (I') d’équation : y = 2In(x|In x|)
c) Etudier la fonction x — 2In(x|In x|) et tracer ()
Dans la suite du probléme, on suppose que m=1
2) a) Etudier la fonction f; et tracer sa courbe (C3)
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b) On désigne par g la restriction de f; a 'intervalle [e; +oo[

Démontrer que g admet une fonction réciproque g dont on précisera I'ensemble de

définition

Tracer la courbe représentative de g1

3) a) Démontrer que (C1) admet un point d’inflexion dont I'abscisse a est solution de
I'équation (Inx)3> —lnx —2 =10
a) Déterminer une valeur approchée de a a 102 pres

+H+HHH e EEEEXercice 66 R

La partie B peut étre traitée indépendamment de la partie A

Le plan est muni d’un repere arthomormal (O ;|;J); unité graphique : 2cm

. ‘s : fe . _ e
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f, définie sur R par: f,(x) = e
On désigne par (C,,) la courbe représentative de f;, dans le repére (O; 1 ; J)

Partie A :

Dans cette partie, on s’intéresse seulement aux fonctions f; et f; correspondant

respectivement a n=0 et n=1
ex
Ttex
1-  a- Déterminer la limite de fy(x) lors que x tend vers —oo
b- Déterminer la limite de f;(x) lors que x tend vers +o

c- En déduire les asymptotes de C,

on considére d’abord la fonction f; définie sur R par: f(x) =

2-  Montrer que le point K (0; i) est un centre de symétrie de C

3-  Etudier les variations de f;(x)
4-  a- Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C au point K
b- Justifier que pour étudier la position de C, par rapport a la tangente T, il suffit
d’étudier sur R le signe de g(x) ou g(x) = 2e¥ —xe¥* —2 —x
c- Calculer g’(x) et g”(x)
d- Déterminer, en les justifiant, les signes de g”’(x) ; g(‘x) et g(x) suivant les
valeurs de x
e- En déduire la position relative de la tangente T par rapport a courbe C
5- Tracer la courbe C, et la tangente T dans le repére (O ; | ; J)
6- a- Montrer que pour tout réel x, les points M(x; fo(x)) et M’(x; fl(x)) sont
symétriques par rapport a la droite d d’équation y = %
b- Comment obtient-on C; a partir de Cy, ? Tracer C; sur la méme figure
Partie B :
Etude de la suite u définie pour tout entier naturel n, par u,, = fol frnCo)dx

1- Montrer que uy = In (%)

2-  Montrer que ug + uq = 1. En déduire u,
3-  Montrer la suite u est positive

4-  Onpose k(x) = frp1(x) — fo(x)
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1-e*
e (1+e%)

b- Endéduire le signe de k pour tout x € [0; 1]

a- Montrer que pour tout x réel, k(x) =

c- Endéduire que u est décroissante

5- a- Montrer que pour tout entier n supérieur ou égala 2,ona:
1—e (D
Up 1+ Uy =———
n-1 n n—1
b- Calculer u,
6- Soit v la suite définie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, par
Up_1 + Uy
U T ———
n 2
a- Calculer lalimite de v quand n tend vers +oo
b-  Montrer que pour tout entier n supérieur ou égala2,ona:0<u, <v,
c- En déduire la limite u quand n tend vers +o
+++t b EEXercice 67 bbb
PARTIEA :
On note f; la fonction numérique de variable réelle x définie sur |—oo; —2[ U ]—2; 40|

1+x
par: f,(x) = (;—z)n pour tout n entier naturel non nul. (C,,) désigne la courbe

représentative de f,, dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J) L'unité
graphique : 2cm
1) Etudier les limites de f,, en — oo et + oo
2) a) Etudier suivant la parité de n, la limite de f,, en — 2
b) Calculer f’n(x) ; puis étudier son signe suivant la parité de n
c) Dresser le tableau de variations de f;,
3) Démontrer que toutes les courbes (C,,) passent un point fixe A

Déterminer une équation de la tangente (T;,) @ (C,,) en A
fn(x)

X

4) a) Calculer 11111 puis interpréter graphiquement le résultat
X—>+oo
b) Démontrer que pour tout entier n non nul, et pour tout nombre réel x #
—2,0ona: f’n(x) = fn (%) = nfper (%)
c) En déduire les positions relatives des courbes (C;) et (C;) (pour n=1 et n=2)
Représenter graphiquement (C;) et (C,)
PARTIB :
. . e 0
Soit la suite (Uy,) définie par: U,, = f_lfn(x)dx
1) Démontrer que la suite (U,) est décroissante et que pour tout n non nul, on
a U, = 0. Que peut-on en déduire ?
2) a) En utilisant une intégration par partie, démontrer que pour tout entier
e
natureln = 2ona: nUp, =1+U, — o

b) Retrouver ce résultat en utilisant la relation de la question 4-b) de A
dédui li 0 nel** 1
c) En déduire que im_ I, e

PARTIEC :
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On consideére la fonction g définie sur [0; +eo[ par: g(x) = fi(x — 1). On note (1) sa
courbe représentative dans le repére (O;l ;J)
1)  Construire la courbe () a partir de la courbe (C;). Justifier la construction
2)  On considére la fonction ¢ définie sur [0; +e°[ par ¢(x) =1+ In(1 + x)
a) Démontrer que I'équation @ (x) = x admet une unique solution a dans
Iintervalle I = [2;3]
b) Démontrer que pour x positif, I'équation @ (x) = x est équivalente a g(x) = e
c) Démontrer que pour tout x de |l ; |(p'(x)| < §
3) Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel npar: vy =2 et vpeq = @(vy)
a) Montrer que la suite (v,) est croissante et majorée par a. Conclure
b) Démontrer que (1) c I
c) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n ; (v,,) appartient a
I'intervalle |

. . 1 )
4) a) Démontrer pour tout entier natureln,ona: |v,4 —al < 3 |v,, — a| puis que
1
&= vpir < 3@ =)

n
b) Démontrer que pour tout entier naturel : @ — v, < (g) et que la suite (v,,) converge

vers a
c) Déterminer un entier naturel p pour lequel v, est une valeur approchée de a a
1073 prés. Calculer cette valeur approchée

+++t b EEXercice 68 bbb

On désigne par n I’entier naturel supérieur a 2, on con sidere les fonctions f,, qui sont

définies sur ]0; +oo[ par: f,,(x) = HZ#

Partie A : |- Etude des fonctions f,
1) calculer f’n(x) et montrer que I'on peut écrire le résultat sous la forme d’un
quotient dont le numérateurestn —2 — 2nlnx
2)  Résoudre I'équation f'_ (x) = 0. Etudier le signe de f'  (x)
3) Déterminer la limite de f;, en +o
4)  Etablir le tableau de variation de la fonction f,, et calculer sa valeur maximale en
fonction de n
II- Représentation graphique de quels que fonctions f,
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, |, J) ; (unit é graphique 5cm)
On note (C,,) la courbe représentative de f, dans ce repére
1) Tracer (C,) et (C3)
2) a)Caleuler fi14(x) — fp(x)
Cette différence est-elle dépendante de I'entier n ?
b) Expliquer comment il est possible de construire point par point la courbe (C,)
a partir de (C,) et (C3). Tracer (C,)

Partie B : Calculs d’aires

_ e 1
1) Calculer, en intégrant par parties, l'intégrale I = ff%dx
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2) Endéduire I'aire, en unité d’aires du domaine plan par les courbes (C,,) et (Cp,4+1)
et les droites d’équationsx =1 et x = e
3) On note A, laire, en unité d’aires, du domaine plan limité par les courbes (C,,) et
les droites d’équationsy =0;x =1 et x =e¢
a) Calculer 4,
b) Déterminer la nature de la suite A, en précisant I'interprétation
graphique de la raison
Partie C: Etude sur I'intervalle ]1; +oo[ de léuation f,(x) = 1
Dans toute la suite, on prend n > 3

n—2

1) a) Vérifier que, pourtoutn; ez >1 et f, (nz_—nz) >1

b) Vérifier que I'équation f;, (x) = 1 n’admet pas de solution sur
n-2
I’intervalle]l; 67[

n-2

2) Onadmet que I'équation f,,(x) = 1 admet sur l'intervalle [e n; +00[exactement
une solution notée @,
3) On se propose de déterminre la limite de la suite (a;,)
Calculer fn(\/ﬁ) et montrer que, pourn > e% ona fn(\/ﬁ) >1
En déduire que, pour n = 8, on a @, = /n et donner la limite de la suite (a,,)
B S L R m N R BE A S A

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

++++++ R EEXercice 69
PARTIE A : On donne la fonction g définie sur R par : g(x) = e?* — 5e* + 4
1) Résoudre I'équation : Vx € R; g(x) =0
Vx € ]—eo;0[ U ]In4; 4o g(x) >0
Vx €]0;In4[; g(x) <0
PARTIE B : Soit f la fonction définie sur Rpar f(x) =x — 1+

Démontrer que : {

1
eX—2

et C sa courbe
représentative (unité graphique : 2cm)

1) Déterminer I'ensemble de définition de f Dy

2) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Dy

8(x)
(e*-2)

b) Etudier le signe de f'(x) et en déduire le tableau de variation de f(x)

a) Démontrer que Vx € Dy ; f'(x) =

3) Démontrer que la droite (D1) d’équation y = x — 1 est asymptote de f en oo
4) Etudier la position relative de (C) par rapport a la droite (D;)

3 e*

2t 2(e*-2)

5) Démontrer que Vx € Drona f(x) = x —

6) Démontrer que la droite (D;) d’équation y = x — ; est asymptote de (C) en —oo

7) Etudier la position relative de (C) par rapport a la droite (D) sur I'intervalle
]=e0;In 2]
8) Construire (C) et ses asymptotes
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PARTIE C : SoitA un réel strictement négatif

1) Exprimer en fonction de A I'aire du domaine délimité par: x = 0;x = detla
droite (D) avec la courbe (C); en cm?

2) Calculer lgrpm A

+++++H+HH e EEXercice 70+

1) Soit la fonction g définie sur Rpar: g(x) = e* + x + 1

a) Etudier le sens de variation de la fonction g et ses limites en — oo et en +o°

b) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution notée a appartient a
I'intervalle[—1,28; —1,27]

c) Endéduire le signe de g(x) sur R

2) Soit f la fonction définie par f(x) = e)iil et C sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (unité graphique : 4cm)
a) Montrer que f(x) = ;xg:f))z . En déduire le sens de variation de f

b) Montrer que f(a) = a + 1 et en déduire un encadrement de f(a)

c) Soit (T) la tangente a (C) au point d’abscisse 0. Donner une équation de (T) et étudier la
position de (C) par rapport a (T)

d) Calculer les limites de f en —eo et en +oo

Démontrer que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C) et étudier la position de
(C) par rapport a (D)

e) Faire le tableau de variation de f

f) Tracer sur un méme graphique (C) (T) et (D)

+H+t b EEXercice 71 bbb
On considére I'application de ]—1; +e<[ dans R définie par:

1 +1
f(x)=¥ six# 0 etf(0)=1

PARTIEA :

1) Etudier la continuité de f sur |—1; +oo[

2)  Etudier la dérivabilité de f sur ]|—1; +e<[. Expliciter la fonction f’.

3)  On note g l'application de ]—1; +eo[ dans R définie par: g(x) = ﬁ —In(1+x)
b)  Etudier les variations de g et le signe de g(x) (On ne demande pas I'étude de la

limite de g en -1)

c) Endéduire les variations de f

4) Etudier les limites de f aux bornes de |—1; +eo[

5) Construire la courbe (C). Préciser les asymptotes et la position de (C) par rapport a
I’axe des abscisses

6) Déterminer une équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 0 et étudier la
position de (C) par rapport a la tangente. (On étudiera les variations de

h(x) = x? (% + f’(x)) puis le signe de h(x))
PARTIEB :
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1) Démontrer qu’il existe un unique nombre réel a de l'intervalle
10; 1[ tels que f(a) =«
On ne demande pas de calculer a
U, =1
2) On considére la suite (U,) définie par { 072
vn € N; Upyr = f(Un)
a) DémonterqueVneN,0<U, <1
b) Démontrer que Vn € N, |Upq — a| < %IU71 — al( on remarquera que
Upsr — a = f(Uy,) — f(a) et on utilisera le résultat : —% <f'(x) £0.)
c¢) Endéduire que la suite (U,,) converge vers a
++H+HHHHH R EEXErcice 72
Le repére (O, 1, J) est orthonormé
2x? 2
m In(1 + x4)

1) Démontrer que sur ]1; +eo I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a

PARTIE A : Soit la fonction g définie sur ]0; +e°[ par g(x) =

et donner un encadrement de a a 10! prés
2) Préciser le signe de g(x) sur l'intervalle ]0; +oof
PARTIE B :Soit la fonction f définie sur ]0; +eo[ par

In(1+x2
f(X)=M six> 0 etf(0) =0

quand x tend vers 0

1) a) Quelle est la limite de w

b) Déduisez en que f est dérivable en x=0 et trouver une équation de la tangente (T) en x=0

a la courbe (C) représentant de f
2inx

2) a) Démontrer que pour tout x > 0; f(x) = -t %ln (1 + xiz)
b) Déduisez en la limite de f en +oo
3) a) Démontrer que pour tout nombre réel x > 0; f'(x) = %

b) Déduisez en les variations de f
c) Construire (T) et (C)
+++++++H R EXercice 73

Le repere (O, |, J) est orthonormé

PARTIE A : Soit la fonction g définie sur ]0; +ee[ par g(x) = % —Inx

1) a) Etudier le sens de variationde g
b) Calculer g(1) et g(2)
c) Démontrer que sur I’éguation g(x) = 0 admet une solution unique a sur
I'intervalle ]0; +oo[
Trouver un encadrement de a d’amplitude 10!
d) Déduire le signe de g(x) sur l'intervalle ]0; +oo[

PARTIE B :Soit la fonction f définie sur ]0; +ee[ par f(x) = 2n

X On notera (Q
+x

XZ
la courbe représentative de f

2(2x+1)
(x2+x)2

1) Démontrer que pour tout nombre réel x > 0; f'(x) = gx)
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2) Etudier les variations de f

3) Endéduire les variations de f et démontrer que : f(a) = a(22+1)

4)  Construire la courbe (C)
++++++HH e EEXercice 74
Le but du probleme est d’étudier la fonction f définie par :

2
Inx

Vx €]0;1[U]1l.4+o[; f(x) =
fO=0et f(1)=1

On notera C la courbe représentative de f relativement a un repere orthonormé (O ;1;J)
d’unité 5cm

x—1

PARTIE A : On consideére la fonction g dérivable sur ]0 ; +e<[ et définie par
gx)=(x—-2)Inx+ (x—1)

1) Démontrer que pour tout réel x élément de ]0; +oo[: g'(x) = el

g + Inx
2) Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation
3) Déduire de 2) que g(x) est positif pour tout x élément de |0 ; +eof

PARTIE B : 1)a) Calculer : lirp fx)
X—+oo

b) Démontrer que f est continue a droite en 0, et continue en 1
c) Calculer le nombre dérivé de f a droite en 0

Donner une interprétation graphique de ce résultat

d) On admettra ici que f est dérivable en 1 et que : £'(1) = %

En déduire une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1
2)a)On admet que f est dérivable sur ]0; 1[ U ]1. 4oo[
Démontrer que pour tout x appartenant a ]0; 1[ U ]1. +eo[ : f'(x) = (xf—l)zg(x)

b) En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation
c)Démontrer que pour tout réel x appartenanta [0;1],0na0 < f(x) <1
d) Dans le repére (O ;1 ;J) , tracer la de tangente a C au point O, la tangente a C au point B
de coordonnées (1; 1) et la courbe C.
Ondonneln2 = 0,69 et In3 =1,1
++++++ R EXercice 75 b
PARTIE A:La fonction g est définie sur R par: g(x) = 2e* —x — 2
1) Etudier les limites de g en —oo et en + oo
2) Etudier le sens de variations de g sur R et dresser son tableau de variation
3) On admet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles
a) Vérifier que 0 est I'une de ces solutions
b) L’autre solution est appelée a. Montrer que —1,6 < a < —1,5
4) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x.
PARTIE B:La fonction f est définie sur R par : f(x) = e?* — (x + 1)e*
On note C sa courbe représentative dans un repere (unité graphique 2cm)
1) Etudier les limites de f en —oo et en + oo
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2) Calculer f'(x) dérivée de f et montrer que f'(x) et g(x) ont le méme signe. Etudier
le sens de variation de f(x)
_ etz
4
OuU a est définie dans la premieére partie. En déduire un encadrement de f(a)
4) Etablir un tableau de variation de f
5) Tracer (C)
PARTIE C: Soit m un nombre réel négatif

3) Démontrer I'égalité f(a) =

1) Interpréter graphiquement j;flf(x)dx

2) a) Calculer a I'aide d’une intégration par partie fn01 xe*dx
b) En déduire f::lf(x)dx
3) Calculer la limite de f:lf(x)dx lors que x tend vers —eo

+HHtHH b EEXercice 76 H

On consideére la fonction f définie sur R par : f(x) = x%e*~! — x; et (C) sa courbe

représentative
PARTIE A:La fonction g est définie sur Rpar: g(x) = (x + 2)e* 1 —1
1) Déterminer f'(x) et exprimer f'(x) en fonction de g(x)
2) Etude de signe de g(x)
a) Calculer les limites de g(x) en —ec et en + o=
b) Calculer g’'(x) et étudier son signe suivant les valeurs de x
c¢) Endéduire le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation
d) Montrer que I'équation g(x)=0 admet sur R une solution unique a € 10,20; 0,21
e) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x
PARTIE B: 1) Etudier suivants les valeurs de x le signe de f'(x)
2) En déduire le sens de variation de f

—a3
3) Montrer que f(a) = ey
.3
4) On considére la fonction h définie sur [0; 1] par h(x) = 2(;2)

a) Calculer h’(x) pour tout x élément de [0; 1] puis déterminer le sens de variation
de hsur [0; 1]
b) En déduire un encadrement de f(a)
5) a) Déterminer les abscisses des points d’intersection de la courbe (C) avec I'axe (x’x)
b) Préciser alors la position de la courbe (C) par rapport a I'axe des abscisses
6) Tracer la courbe représentative (C) de f
++++t bR EXErcice 77 i
Dans tout le probléme on se place dans un repére orthonormé (0;7; J)I'unité est 2 cm
A:Soit g la fonction définie sur ]0;+eoo[ par: g(x) =xlnx —x+1 et C sa courbe
représentative
1-)Etudier les variations de g et en déduire son signe en fonction de x
2-)On note €’ la courbe représentative de la fonction x — Inx dans le méme repere
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Monter que C et C’ ont deux points communs d’abscisses respectives 1 et e et que pour
tout élémentde [1;e] ona: xIlnx —x + 1 < Inx, on ne demande pas de représenter C
etC

3-a)Calculer a I'aide d’une intégration par partie, I'intégrale : | = fle(x — Dinx dx

b) Soit A le domaine plan défini par:§ L =*=€  patermi 2 'aire de A
Ol e domaine plan detini par: g(X)SySlnX eterminer encm aire ae A.

Donner une valeur décimale approchée a 10~2prés de cette aire.

B : Soit f la fonction définie sur ]1; +ee[ par f(x) = ﬁlnx

1-)Etudier les limites de fen +oc et en 1

2-a) Ecrire f'(x) en fonction de g(x) b-) Déterminer le tableau de variations de f
3-)Tracer la courbe représentative de f dans le repere

C-)1-) Montrer que I'équation f(x) = iadmet une unique solution a € ]3,5; 3,6

2-)Soit h la fonction définie sur ]1; +e[ par h(x) = Inx + %x + %

a-) Montrer que a est solution de I'équation h(x) = x

b-) Etudier le sens de variations de h(x)

c-) On pose I = [3 ;4] Montrer que pour tout x élément delona: h(x) € Iet |h'(x)| < 2
1-  On définie la suite (Uy) par: U, = 3 et pour tout n = 0; Up,, = h(Uy,)

Justifier successivement les trois propriétés suivantes :

a-) pour tout entier naturel n : |U,,; — a| < % U, — | ;

. 5\"
b-) pour tout entier naturel n: |U, — a| < (E)

¢-) la suite (U,) converge vers o
++++HHHHH R EEXErCice 78
1)  Etudier et tracer la courbe de la fonction ¢ définie sur ]0; +eo[ par ¢(x) = In(2x)

2) Démontrer que, pour tout nombre réel x, x + 1+ x? > 0
3) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In(x + V1 +x2)
a) Déterminer f'(x) et en déduire le sens de variation de f

b) Démontrer que f est impaire

c) Calculer lJirg}f puis lim f

4) a) Démontrer que pour tout x > 0 ona f(x) = In(2x) + In [% (1 + /1 + x%)]

b) On pose g(x) = f(x) — In(2x). Déterminer lJirmg

On désigne par I la courbe représentative de f dans le méme repéere

Que peut on dire des courbes I et (C) en 4o

c) Etudier la position relative de I par rapport a sa tangente a I'origine

On pourra étudier les variations de la fonction h(x) = f(x) — x

d) Tracer la courbe I

+HHHHH e EXercice 79
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eX-2
e*+1

On consideére la fonction f dérivable sur R et définie par f(x) =

et (C)sa

courbe représentative dans un repére orthonormé (O, |, J) unité graphique : 2cm

Partie A:
1) a)Déterminer: lim f(x) et liT f(x)
X—>—o0 X—o+oe

b) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations
2) Démontrer que le point A de (C) d’abscisse 0 est un centre de symétrie de (C)
3) Tracer la courbe (C) . On construira en particulier la tangente a (C) au point A
4) a) Démontrer que la fonction f admet une bijection reciproque f 1
Préciser I'ensemble de définition de f~!
b) Donner une expression de f~1(x)
c) Tracer dans le méme repére que (C), la courbe (I) de f~?1

5) a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout réel xon ait: f(x) = a +
b) Onpose A€ R; I(A) = flﬁzf(t)dt. Déduire de 5) a) que :

I(A) =-21+3In(e* +1) + ln%
6) a) x étant un réel de I'intervalle [0; 1[ ; établir 3 I'aide d’une considération
géométrique que: I(f~1(x)) + foxf‘l(t)dt =xf~1(x)
b) En déduire une expression de foxf‘l(t)dt

Partie B :
1) a) Etudier le sens de variation de f*

b) En déduire que pour tout réel x: 0 < f'(x) <

A w

2) On pose, pour tout réel x, p(x) = f(x) —x
a) Démontrer que la fonction ¢ est une bijection de R vers R
b) En déduire que I'équation f(x) = x admet une unique solution , que I'on notera «
c) Démontrerque —1,5 < a < —1,4

3) On défint la suite numérique (U,,) par son premier terme U, et la relation de
récurrence: Vn € N; Upiq = f(Uy)

be*

e*+1

a) AlVaide de I'inégalité des accroissements finis , établir que pour tout entier

naturel n: Uy — al < %IUn —al

n
b) Endéduire que pour tout entier naturel n: |U, — a| < (%) Uy — «|
En déduire que la suite (U,) converge vers a

n
c) Ondonne Uy = —1.Justifier que: Yvn € N; |U, —a| < %G)

A partir du quel rang n est t-on sar d’avoir : |U, — a| < 1073

++++tH bR EXErcice 80 bbb

On considere f la fonction définie sur R par f(x) = In(x? — 2x + 2)

On considére par C la courbe représentative de f dans le repére orthonormé (0, 7, )), unité

graphique : 3cm
PARTIE A : 1) Justifier que ; pour tout réel x : x> — 2x +2 > 0
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2) Déterminer la fonction dérivée f’ de f et étudier le sens de variations de f sur R

3) Déterminer les limites de f —oo et en + oo

4) Représenter C et la droite A d' équationy = x ; on montrera que la droite d’équation

x = 1 est un axe de symétrie de C et on précisera les points d’abscisses 0 et 2 ainsi que les

tangentes a la courbe en ces points ?

PARTIE B : On s’intéresse a l'intersection de C et de A. On pose pour tout réel x :
p(x)=f()—x

1) Déterminer la dérivée ¢ 'de . En déduire que ¢ est strictement décroissante sur R

2)a)Déterminer la limite de ¢ en — oo

. . . 2inx | 1_3‘*‘%)
b) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, (x) = x -t + -1

En déduire la limite de ¢ en + o
3) Montrer que ¢ est une bijection de R sur R
En déduire que la droite A coupe C en un seul point et un seul ; on désigne par a I'abscisse
de ce point. Montrerque 0,3 < a <04
PARTIE C: On pose /] = [0,3;0,4]
1) Montrer que la fonction x - x?— 2x + 2 est décroissante surJ
En déduire que si x appartient a J alors f(x) appartient aJ
2) a)Prouver que pour tout x deJ |f'(x)| < 0,95 ; (on pourra montrer que f est
croissante sur J)
b) En déduire que pour tout xdeJ, |f(x) — a| < 0,95|x — a|
3) On définit la suite (U,,) par Up=0,3 et pour tout entier natureln: U, = f(Uy,)
Prouver que pour tout n :
mU,€]; m|Uypq—al <£095|U, —al etm|U, —al <0,1x(0,95)"
En déduire que la suite (U,) converge vers a
PARTIE D : On désigne par A I'aire de la partie du plan comprise entre les droites
d’équations x = 0,x = i; I’axe des abscisses et courbe C. On se propose de déterminer
une valeur approchée de A en unités d’aire.
1) Montrer que la tangente (T) a la courbe C au point d’abscisse i a pour équation
24 6
y = —ﬁx + E + lTL1—6
2) Soit les points E d’abscisse 0 et F d’abscisse %de la courbe C. Montrer que la

droite (EF) a pour équationy = 2 (lng) x + In2.
3) On admet, que sur [0;%], la courbe C est au dessus de (T) et dessous de (EF)
1o 24 6 25 1 5
a) Montrer que foz (—gx ot lng) dx <A< foz (2 (lng) x+ an) dx
b) En déduire que,ln% <A< %lng.
c) Donner une valeur approchée de A a 5.103 prés.
+H+HHH e EXercice 81 bbb

PARTIE A : La fonction g est définie sur R par : g(x) = 2e* + 2x— 7
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1) Etudier les limites de g en —0 et en + oo
2) Etudier le sens de variations de g sur R et dresser son tableau de variation
3) Justifier que I’équation g(x)=0 admet sur R une solution unique a € ]0,94;0,941]
4) Etudier le signe de g sur R
PARTIE B La fonction f est définie sur R par: f(x) = (2x —5)(1 —e™)
On note C sa courbe représentative dans un repére
1) Etudier le signe de f sur R
2) Etudier les limites de f en —co et en + oo
3) Calculer f'(x), ou f’ désigne la fonction dérivée de f, et vérifier que f'(x) et g(x) ont le

méme signe.
Dresser le tableau de variations de f
. P h o Nias (2a-5)2
4)a)Démontrer I'égalité f(a) = S
. . . PP 5 (2x-5)?
b) Etudier le sens de variations de la fonction h définie sur [—00; E] par: h(x) = Sy

En déduire, a partir de I'encadrement de a obtenu dans la partie A, un encadrement
d’amplitude 1072 de f(a)

5) Démontrer que la droite D, d’équation y = 2x — 5, est asymptote a C en 4o

Préciser la position de C par rapport a D

6) Tracer la droite D et la courbe C dans le repéere (O,1,J) ; (unité graphique 2cm)

PARTIE C : A I'aide d’une intégration par parties, calculer en cm I'aire de la portion de plan
délimitée par la courbe C, I'axe des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite d’équation

5
X ==
2

PARTIE D : Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a3, on considere les points Ay, By et
C,, d’abscisse n, appartenant respectivement a I’axe des abscisses, a la droite D etala

. . CuB
courbe C ;soit Uy le réel défini par : U,, = ">+
Aan

4 ; 4 . N 2n—5-f(n)

1) Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 3, ona; U, = — ———

2) a)Quelle est la nature de la suite (Uy) ?
+++++++H+HH R REEXercice 82+
Nombre de chiffres d’un entier naturel
Si n est un entier naturel, on note C(n) le nombre de chiffres de I'écriture décimale de n

1) Déterminer C(385243)

2)  Evaluer C(n) en fonction de log(n)

3) Déterminer le nombre de chiffres des nombres suivants :

a=9% . b= 1197 ;= 286242(86241 _ 1)

++++tH bR EXErcice 83 bbb
Partie A :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (ax + b)e* ou a, b et c sont des nombres
réels. On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, I, J)
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1- Calculer lesréels a, b et ¢ pour que (C) passe par le point A (—%; 0), par le point

B(0; 1) et qu(elle admette en B une tangente ayant un coefficient directeur égal au
nombre 1
2-  Onsupposera désormais que f est définie sur Rpar: f(x) = (2x + 1)e™*
a- Déterminer la limite de f en —oo et en + oo. En déduire I'existence d(une
asymptote e (C)
b-  Etudier les variations de f sur R
3-  Résoudre sur R, I'équation f(x) = 0 et en déduire le signe de f sur R

. 1 ) . . !
4-  Montrer que, sur l'intervalle [E; 2], I’équation f(x) = 1 a une solution unique «

En déduire que 1,3 <x< 1,4
5-  Ecrire une équation de la tangente (T) a (C) au point B .
6- Tracer (C) et (T) dans le repére (O, |, J) . Unité graphique 2cm
Partie B:
Soit F la fonction définie sur R par F(x) = (—2x — 3)e ™™ + 3
1- Montrer que F est une primitive sur R de f qui s’annule pour x = 0
2-  Calculer en cm?, la valeur exacte de 'aire de la partie du plan limité par la courbe
(C), 'axe des abscisses et les droites d’équation x = —% et x=1
Donner une valeur approchée de cette aire 8 1072 prés
++++ b EXercice 84 bbb bbb
PARTIEA :
On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = x + Inx. On note (') sa courbe
représentative dans un repeére orthogonal (O, | ; J) du plan
1-  Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative (I)
2-  a- Montrer que pour tout entier naturel n, I’équation f(x) = n admet une unique
solution dans ]0; +oo[
On note o, cette solution. On a donc pour tout entier naturel n; <, +In «,, = n
b- Préciser la valeur de o;
c- Démontrer que la suite (o¢,,) est strictement décroissante
3-  a- Déterminer I'équation de la tangente (A) a la courbe (I') au point A d’abscisse 1
b- Etudier la fonction h définie sur ]0; +o[ par: h(x) =lnx —x + 1
c- En déduire la position relative de la courbe (I") par rapport a (A)
4-  Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, nTH <,

Déterminer la limite de la suite (o<;,)
PARTIEB :
On considére une fonction g continue, strictement croissante sur ]0; +oo[ et telle que :
limg(x) = —o0 et lim g(x) = +oo
x-0 x—+0o0
On admet que I'on peut, comme on I'a fait dans la partie A, définir une suite (8,) de réels
tels que : g(B,) = n, et que cette suite est strictement croissante
1- Démontrer qu’une suite croissante non majorée tend vers +oo
2-  Montrer que la suite (8,,) tend vers +oo
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++++++++++++++++++++++++M+++++++++++++++++++++++++++
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J)L’unit é graphique est 2cm
On consideére la fonction f dérivable et définie sur ]—eo; 1[ par f(x) = x*—1+In(1 —x)
On note (C) la courbe représentative de f
1) a) Calculer xl_i)mwf(x)
b) Calculer xl_i)rzlm (%) puis interpréter graphiquement le résultat
c) Calculer la limite a gauche en 1 puis interpréter graphiquement ce résultat
2) a) Pour tout réel x € ]—oo; 1[; calculer f'(x)
b) Démontrer que f est strictement décroissante sur |—oo; 1|
c) Dresser le tableau de variations de f
3) a) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique 8 € ]—o0; 1[
b) Justifier que —0,7 < f < —0,6
4) a) Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 est :

y=—x—-1
b) On donne le tableau de valeurs suivant :
X -2 -1,5 -1 -0,75 -0,5 | -0,25 | 0,25 0,5 0,75
Arrondid’'ordrel | 4,1 | 2,2 0,7 0,1 03 |07 |-1,2 |-14 |-18

de f(x)

Tracer (C) et (T)

On pourra faire la figure dans la partie du plan caractérisée par : {_3 Sx=5
—4<y<6

5) On désigne par A l'aire de la partie du plan délimitée par (C), la droite (Ol) et
les droites d’équations respectivesx = § et x =0

a) Calculer f; In(1 — x)dx aI'aide d’une intégration par parties

b) Démontrer que la valeur de A en unité d’aire est : A = %3 -28—-(1-B)In(1-p)
c) Déterminer en cm? 'arrondi d’ordre 2 de la valeur de A pour g = —0,65
6) Soit £~ la bijection réciproque de f et (C') sa courbe représentative dans le
plan muni du repére (O, 1, J)
a) Calculer f(—1)
b) Démontrer que le nombre dérivé de £~ en In 2 existe puis calculer le.
c) Construire la courbe (C’) et sa tangente (A) au point d’abscisse In 2 sur la
méme figure
++H+H e EEXercice 86 bR

X
A- On considére la fonction de la variable réelle x définie par : f(x) = Xe:

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J)

Unité graphique 2cm

4) a) Déterminer I'ensemble de définition D de f. Etudier les limites de f aux bornes de D.
Préciser les asymptotes de la courbe (C)

b) Etudier les variations de f ; dresser le tableau de variations de f. Déterminer une

équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0
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c) Construire avec soin (T) et la courbe (C)
2) On se propose de montrer que I'équation f(x) = x admet sur [0; 1] une solution unique
a) Etudier les variations de la fonction f'sur [0; 1]. Démontrer que pour tout x de
I'intervalle [0; 1], on a :% <f(x) < %
b) Etudier les variations de la fonction numérique g définie sur [0; 1] par: g(x) = f(x) — x
Démontrer que I'équation f(x) = x admet dans [0; 1] une solution unique «
Vérifier que : % <a< 2
3) On se propose de déterminer une valeur approchée de a

Uy =3
Uns1 = f(un)

. . 1 e
a) Démontrer par récurrence que : pour toutnde N ; > <u, < 5

Soit (u,) la suite définie par : {

b)  En utilisant I'inégalité des accroissements finis , démontrer que : pour tout n de N :
2
ltnes — al < Zfu, —al

B X 2 n 2 n+1
En déduire que pourtoutnde N ; |u, — a| < (g) lug — al < (E)

c) Démontrer que la suite (u,) est convergente. Quelle est sa limite ?
d) Déterminer un entier ng tel que sin > ng alors |u, —a| < 1072

4) Ne connaissant pas la primitive de la fonction f sur [0; %], on se propose de déterminer
1
un encadrement de l'intégrale : [ = foz fx)dx
a) Justifier I'existence de | et donner une interprétation graphique

1 1
b) On pose ] = [2(2 —x)e*dx et K = [2x*f(x)dx. Vérifier que 4] = ] + K

c) Calculer
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@™ Définition et propriétés :
On appelle suite numérique toute fonction de N vers R et on note (u,) avecn € N
.- Formes d’écritures d’une suite numérique :

Il'y’a deux formes d’écritures en suite qui sont :

eForme récurrente : Toute suite qui s’écrit sous la forme u, 41 = f(uy)

eForme explicite : Toute suite qui s’écrit sous la forme u,, = f(n)

o™ Monotonie d’une suite : Soit (u,,) une suite numérique et K un intervalle
oSiup 1 —u, 20 & Uy =2u, © Int1 > 1 alors la suite (uy,) est croissante sur K

n

. u ° . .
oSitUy —U, S0 © Uy Su, © <1 alorslasuite est (u,) décroissante sur K
n
Un+1

oSiUy U, =0 & Uy =u, & =1 alors la suite (u,) est constante sur K

n

@ SUITES ARITHMETIQUES :

Soit r la raison et u, le premier terme da suite arithmétique (uy,)

eFormule récurrente : U, .1 = u, + 17
eFormule explicite : u,, = u, + (n — p)r
eSomme des termes d’une suite arithmétique :
nombre de termes
ne 2
. n+1
Si Sp=1uptuy+-tu, =—(up+uy)

(1°"terme + dernier terme)

Si Sp=up+tUppq+ ot U, = "_ZH (up +u,) avecp # 0

Démonstration :
Commeu; =Ug+7; Uy =Ug+ 27 ; v e e Up1=Ug+(n—Dr ; u, =ug+nr
Sp=uUg+tug +-F Uy +u, =ug+ (ug +1) + (wo + 2r) + - + (o + nr)
Sp=m+VDuyg+1+24+3+-+n)r=mn+Duy+A,r
Ap=1424+4+M—-1D+n
{An=n+(n—1)+~-+2+1

20,= (n+ 1)+ (n+1) + ...+(n+1)+(n+1)=”(”+1)‘:’A"=n(n2+1)
Sn=(n+1)u0+wr=(n+1)(uo+gr)=(n+1)(W)
=(n+1)(u0;un) ‘:’Snz(nzl) (ug + uy)

®Progression arithmétique : a ; b et ¢ forment une progression arithmétique si et

seulementsi2b=a+c
eSens de variations :
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Sir > 0 alors la suite (uy,) est strictement croissante

Sir < 0 alors la suite (uy) est strictement décroissante

Sir = 0 alors la suite (u,) est strictement constante

elnsertion de n moyens arithmétiques entre deux nombres donnés a et b

Insérer n moyens arithmétiques entre deux nombres donnés a et b, c’est déterminer une

progression arithmétique de n + 2 termes dont les termes extrémes soient a et b

. . . b-a
La raison de la progression cherchée est r = —

n+1
@ SUITES GEOMETIQUES :

Soit q la raison et u, le premier terme da suite géométrique (u,)

eFormule récurrente : u,,.1 = q X u,
eFormule explicite : u,, = u, x q"7?
eSomme des termes d’une suite géométrique :

1-— nombre de termes
S, = 1"terme
n 1 _ q

. 1_qn+1
Si S,=ugt+u+-+u,=u =

. l_qn—p+1
Si Sp=uptup+tu, =1, = avecp # 0
Démonstration :
Comme Uy = qUg ; Uy = G2Ug; wrvevee Upoqg = GV YUy 5 Uy = q™Ug

Sp=Up+up + 4 Upq F Uy = U+ qUy + G2y + -+ GV MU + g™y
Sp=ug(1+q+q*++q""" +q") = uhy
{ Ap=1+qg+q*>+-+q"1+q"

—qbp=-q—q*—¢*—-—q" —q"*"*
1 —_ qn+1
Ay —qhp=1-q"" & (1 - @A, =1-q"" & A= 1-q
1— qn+1 1-— qn+1
Sn = U, = uoﬁ@ Sy = uoﬁ
oProduit des termes d’une suite géométrique :
(n—-k)(n+1-k) ,
P, = (1" terme)nembre de termes . (rajgon) 2 ou k estl'indice du 1er treme
n(n+1)
Si P,=ugxuyX..xu, =) x(q) 2
—p+1 (n—-K)(n—k+1)
Si Py = U X Upyq X .o X Uy = ()" Pl aveck # 0

eProgression géométrique : a ; b et ¢ forment une progression géométrique si et

seulementsib’>=a X c

eSens de variations :

Si g > 1 alors la suite (u,,) est strictement croissante

Si g < 1 alors la suite (u,) est strictement décroissante

Si g = 1 alors la suite (u,) est strictement constante

e|nsertion de n moyens géométriques entre deux nombres donnés a et b
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Insérer n moyens géométriques entre deux nombres donnés a et b(a et b non nuls), c’est
déterminer une progression arithmétique de n + 2 termes dont les termes extrémes
soient a et b. La solution du probléeme est donnée par la détermination de la raison q:

. - . n+ b
Sin est pair ; il y’a une seule solution: q = \/;

% < 0 alors pas de solution

Si n est impair : ) w1 [p
-> 0 alors il y a deux solutions q = + \/;

@™ suite de la forme alU,,,, + bU,.1 + cU, = 0 (E)

Le terme général de cette suite est la somme de deux suites géométriques

n+1 n+2

Pour I'obtenir, on pose :U,, = Uyq™ ; soit U, 1 = Uyq et Upipy = Upq
Dans (E) ona: alyq™q? + bUyq™q + cUpq"™ = 0 = Uyq™(aq? + bqg +¢c) =0
Soit aq® + bq + ¢ = 0 I'équation caractéristique ; on a : A= b? — 4ac

-b—VA ¢ _ —b+VA
2a_ et d2=

®SiA>0;ona: q = alors U, = aq™ + Bq,™ avecn>1

Uy = aq; +Bqz
Uz = aq,* + Bqy?
eSiA=0;ona: q; =(q, =;—: alors U, = (a +nB)q" avecn > 1

U; = (a+PB)q
U, = (a + 2B)q*

Pour déterminera et 3, il suffit de résoudre le systeme :{

Pour déterminera et 3, il suffit de résoudre le systeme :{

eSiA< O;ona: q; = pe® et q, = pe™i® alors
U, = p"(acosnb + BsinnB) avecn =0
U; = p(acosB + BsinB)

Pour déterminera et 3, il suffit de résoudre le systeme :{Uz — p2(acos 20 + B sin 26)

@™ Inégalité des accroissements finis :

Soit y = f(x) une fonction continue et dérivable sur [a; b]. Dans ces conditions, il existe
f)-f(@)

un point ¢ € [a, b] tel que : f'(c) = -
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EXERCICES RES

EXERCICE 1 :
U est la suite définie par : U, = g etvneN onaU,,, = U + ‘;—?
1) Calculer U; et U,
2) Vestlasuite définiepar:Vn € NonaV, = U,vV2 —n
Démontrer que V est une suite géométrique
3) Calculer V, puis U, en fonction de n. Etudier la convergence de la suite U
Calculer lasomme S, = Uy + Uy + -+ U, et nl—i>r-il:loo Sn
+++++++H+++HHHH A RESOLUTION HH+++ -+ -+
1) Calculons U, et U,

Pourn=0;onau == UO I AVE S I S D u1=1+£
2\/— 372 2 3 2 3 2
-1 _1 ﬁ___ﬁi_\/—i'\ =1
Pourn—1,onau2—2U1+2ﬁ—2(3+ )+2\/_ 6+ + dou u2—6+\/7

2) Vestlasuite définiepar:vn € NonaV, =U,N2 —n
Démontrons que V est une suite géométrique

1 n+2 V2 n+2
Vn+1=Un+1\/§—(n+1)=\/§<5Un+ﬁ)—(n+1)=7Un+T—(n+1)

V2 n+2-2n—-2 2 1

Vars = 5 U+ R B = 2= S (U2 =) = 3

, 1
dot Vyyq = EV" cqfd

P, . 1 22
Alors V est une suite géométrique de raison q = et de 1*" terme Vo = Upv2 = ‘TF

3) Calculer V, puis U, en fonction de n.

eD’apres la formule explicite de V, ona:V, =V,q"? = V,q" = 2‘—F(2) 32;/;
, s _ 2
Dot Vy =—0
= _ -1 (2 -1 4n
eComme V, = U,v/2 —nalors U, = ﬁ(Vn +n) = ﬁ(3xzn-1 + n) =5t
, . Wi n
Dot Uy =50 7
Etudions la convergence de la suite U
1 +oo T
i Un =g g T don i Un =

Alors u n’est pas convergente
Calculons lasomme S, = Uy + Uy + -+ + Un et lim Sh

CommeUn=%(Vn+n) alors S, = = (V0+0)+ (V1+1)+ +—(V +n)

s = 1(V+0+V+1+ V) = V0+V1+ +V;l+0+1+2+~~-+n
n—ﬁ 0 1 m TN _\/i A, L,
1— q""‘l 2V2 1-(3)"+1 w3 [(1—gmm 42 1
_ 2v2 2 _ vz onFl | __ AV2 _
oA =Vo+Vi+ -tV =Vyg——— 1-q 3( 1_% >_ 3< % >_ 3 (1 Zn+1)

- W2 o W2 42 V2
Dot b= =S =73 “3x ot
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n(n+1)
2

Alors S, = %(An +r,)= i(wE ACA M) =1 L nrl)

of,=0+1+2+-+n=

Vz\ 3 3x2n-2 2 3 3x2n2 2v2
P _ 4 1 n(n+1)
Dot S, = 3 3x2n-1 2v2
lim Sy = = ! T HD e alors lim Sy =+
A S =3 gt gyt alors Jlim S =

i A mm T e
EXERCICE 2:

On considere la suite U définiepar: Uy =8 etVn €N ona Uy, = %Un +2

1) Etablir un tableau de valeurs de la suite pour n variant de 0 a 9. Tracer la
représentation graphique en «chemin» de la suite. Donner une conjecture de la
limite éventuelle de la suite U
2) Déterminer la fonction f telle que U, 1 = f(U,)
Résoudre I'équationf (x) = x. Faire apparaitre la solution sur le graphique
3) OnposelV, = U, —4.Montrer que la suite V est une suite géométrique

n
4)  Exprimer I}, en fonction de n et en déduire que U,, = 4 + ;n
5) Déterminer la limite de la suite (U,)
6) Exprimer en fonction de nlasomme:S, = Uy +U; + -+ U, et lirll Sn
n—-+oo
+++++H++H+HH - RESOLUTION 44+ 4+ -+

1) Etablissons un tableau de valeurs de la suite pour n variant de 0a 9.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
U, 8 6 5 4,5 4,25 | 4,125 4,0625 4,03125 4,015625 4,0078125
Tragons la représentation graphique en «chemin» de la suite.

Voir figure
Donnons une conjecture de la limite éventuelle de la suite U
On consideére la droite (A) d’équation y=x
Voire la figure ci-dessus pour la conjecture et on constate que hT u, =4
n—-+oo
2) Déterminons la fonction f telle que U, = f(U,)
Onpose U, = xetona: f(x) =§x+2
Résolvons I'équationf(x) = x. Faisons apparaitre la solution sur le graphique
1 1
fW=x=-x+2=x=-x-x=-2=x=4
3) OnposeV, = U, — 4. Montrons que la suite V est une suite géométrique
1 1 1 1 1
Vn+1=Un+1_4=EUn+2_4=EUn_2 =E(Un_4)=EVn=>Vn+1 ZEVn

D’ou la suite V est géométrique de raison g = % etdeletermeVy=Uy—4=8—-4=4

4) Exprimons V,, en fonction de n et en déduire que U,, = 4 + ;ﬂ

n
eD’apres la formule explicite de Vona: V, = 1,q" 7P = Voq" = 4(%) =1, = %

eComme V= Up —4 = Uy =V, +4 = Uy = 4+ cqfe
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5) Déterminons la limite de la suite (U,,)

4 ,
lim U, =4+-—==4 dou liT Uu,=4
n—+oo

n—+oo 2+
6) Exprimons en fonctionde nlasomme:S, = Uy +U; + -+ U, et liIP Sn
n—-+oo
CommeU, =V, +4alorsS, =V, +4 +V;+4 +--+V, +4 =
1-— qn+1
Sn=%+Vf%~+mr+qn+D=V¢?—7r+4m+1ﬁ:

Sp =4 1 +4(n+1) =4

1=3

1 n+1 1
11&2—- 1:221 +Mn+Dzﬂ%1—;L)+4m+l)
1 2n+1
2

1
=>Sn=8—F+4(n+1)

lim S, =8 — —— +4(+o + 1) = +e> d'oy lim S, = +e

oo +oo—2

A

|~

]

7 >

i B A m T R
EXERCICE 3:

On consideére la suite (U,,) définie par U,, = In (ﬁ)

a) Calculer nl—i>rfm U,

b) Démontrer que la suite (U,)est strictement croissante

c) SoitlasommeS, = U; + Uy + -+ Uy. Prouver que S, = —In(n + 1)
d) Endéduire la limite de la suite nl—i>To< Sn

++++++ 4 HRESOLUTION +++++ 4+ 444+ ++

On considére la suite (U,,) définie par U,, = In (n_:—ll)
a) Calculons lim U,
n-+eo
n n
n1—1>r-}-lo<» Un = n1—1>r-}—lo<: (ln (n + 1)) = nl—IIfI-loo (ln (E)) = nl—lyToo Un =0
b) Démontrons que la suite (U,,)est strictement croissante
1¢re Méthode : Vérifions si Uy — Up > 0
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U U =1 <n+1) l ( n )—l (n+1)? =1 n?+2n+1
it T O =) T T ar ) T nn+2)) "\ r

2+2n+1
Comme n? +2n + 1 > n? + 2n alors “aor
nc+2n

n?+2n+1
n n?+2n

n?+2n+1
n?+2n

>1=>ln( )>1n1=>

>> 0 cqfd

X

2éme Méthode : Etudions le sens de variations de la fonction f(x) = In (m)

x + det H (1) 1 1
! = l = = dl () ’ = 0
f & ( n (x + 1)) x(x+1) x(x+1) ot f(x) x(x+1)
Alors la suite (U,,) est strictement croissante
c) SoitlasommeS, =U;+ U, + -+ U,.Prouvonsque S, = —In(n+ 1)

1 2 3 n—1
Sn=Ul+U2+---+Un=1n§+ln§+lnz+~--+ln +lnn+1=>
Sp=—In2+In2-In3+In3—-In4+--+In(n—1)—Inn+lnn—-In(n+1) =
Dot S,=-In(n+1) cqfp

d) Déduisons-en la limite de la suite nl_i,T,,, Sa
lim S, = —In(+e°) = —ec dot lim S, = —eo
n—+oo n—-+oo

T i L T o o W R A
EXERCICE 4:

1) Soit n un entier naturel

Résoudre dans R I'équation d’inconnue x:  In(7™.x) = 2n

2) On consideére la suite (U,,) définie par:  In(7™.U,) = 2n

a) Calculer Uy et Uy

b) Démontrer que la suite U,, est une suite géométrique et déterminer sa raison

3) La suite (U,)admet-elle une limite ?

4) Déterminer un entier ng tel que pour tout entier n > ngy; U, > 100

+++++++H+++HH b RESOLUTION H++++ -+

1)  Soit n un entier naturel. Résolvons dans R I’équation d’inconnue x : In(7™.x) = 2n

eZn

771
2) On considére la suite (U,,) définie par: In(7".U,) = 2n

a) Calculons Uy et U4

(7" x)=2n=7"x=e" = x =

eZn
On constate que U, =

[ 2
OPourn=0=>Uo=‘;—o=1=>Uo=1 OPourn=1=>U1=e7

b) Démontrons que la suite U,, est une suite géométrique et déterminons sa raison
en e?\™ . , s . e?
Comme U, = = U, = (7) alors U,, est une suite géométrique de raison q = -

3) La suite (U,,)admet-elle une limite ?

2
Oui U, admet une limite car g = % > 1 etsalimiteest: lirP U, = +e°
Nn—o+oo
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4) Déterminons un entier n, tel que pour tout entier n > nqy; U, > 100

e2\" e2\" e?
Un>100$(7) >100=>1n<7> >1n100=>n1n7>21n10ﬂ

4,605

0,054

e S  a G R T
EXERCICE 5:

Les termes d’une suite arithmétique vérifient S5 = u; +u, + -+ us =45 et ug =6

n(2 —

a) Calculer uy et laraisonr

b) Trouverntelque:s, = 66
++++++ A RESOLUTION + 4+ 4+ 44+ 4+ ++
Les termes d’une suite arithmétique vérifient Ss = u; +uy + -+ us =45 et ug =6

a) Calculons u; etlaraisonr
eD’apres la formule explicite, ona: u, = u, + m-pr=wuy +n-Dr
Pourn=9,0na:us=u; +8r=6 doii u; +8r==6
eD’apres la formule de la somme, on a:

Sp = w(up + un) = —(u1 +u,) = (2u1 +(n—-1Dr)=

Pourn=5,ona:55=E(2u1+4r)=45 d'ou u1+2r=9
u +8r==6 {—u1—8r=—6

u+2r=9 u+2r=9

Alors u1+8(—%)=6$u1=4+6=10=> u; =10

D’ou Iesystéme:{ =6r=—3=r=—%

b) Trouvons ntel que: s, = 66

=—(2u1+(n— Dr) = <z(1o)+(n—1)(—1)> =g(20—%n+%> - 66 =

(40—n+1
nf————

5 )=132$n(41—n)=264$—n2+41n—264=0z

n’—41n+ 264 =0 =n = {8;33}
+HHHH
EXERCICE 6:
1) Soit la suite géométrique v, vérifient vy =54 et v, = 16
Calculer la raison q et la somme S5 = vy + vy + -+ vg
2) Soit la suite géométrique telle que : v; = 3 et vg = 3%
a) Calculer la raison q et le premier terme v,
b) Calculer lasomme S;g = vy + v + -+ + vy
++++++ A RESOLUTION +++++ 4+ + 4+ 4
1) Soit la suite géométrique v,, vérifient v, = 54 et v, = 16
Calculons la raison g et lasomme S5 = v + v, + -+ V5
D’aprés la formule explicite, ona: v, = v, X ¢"P = v; X q""! = 54¢™*
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= —E443 = —1_1 =1
Pourn =4 ona:v, = 54q 16 = q° = =L 047,
Calculons la somme Ss:
1y° 25-1
P bt A 1-(3) =542 —108(31)=
5 =" ) Vs =1 1_q - 1_1 - 1 - 25
2 2
5—27x31—837d 837
5T g~ g <% 8

. . ST 3
2) Soit la suite géométrique telle que : v3 = 3 et vg = o

a) Calculons la raison g et le premier terme v,
D’aprés la formule explicite, ona : v, = v, X q"7P = vy X q"
— . — 3 _3
Pourn = 3 ona: vz = vyq —3=>U0—E

3
Pourn=8ona:vg =vyq® === v, =

32 32q8
Onpose vy =V ;0Na: ——=—>=¢g5 =~ =q=—
p 0= 0> "32¢8 7 @3 7 =3 =3
3 3 fy
Alorsvy ===-—==3X8=24 dou vy,=24

v 06

c) Calculons lasomme S1g = vy + V1 + -+ Vqy

1—g10+1 1—(—)11 2111 2114
510:U0+U2+"'+U102U0 ! :24'( 121 >:24%:48(—):> 510:

1-q —= 5 211
2047 _ 6141 614—1
27 128 128

e

EXERCICE 7:
On considére la suite (U,) définie par: U, =e*etvn €N onaU,,; =e,/U,
1) Calculer Uy ; Uy; Uz et Uy
2) Onposev, =InU, —2
a) Démontrer que la suite v, est géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme
b) Exprimer v, en fonction de n, puis U, en fonction de n
3) Endéduire lalimite de (Uy,)et (v,)
+++++++H+++HH - RESOLUTION H++++ -4+ +
On considere la suite (U,) définie par :Uy = e3 et Vn €N ona U,,q = e\/U_n
1) CalculonsUq;U,;UzetU,
ePourn=0ona: U; =e,/U, = eve? = exe = U; = eX/e

ePourn=1ona: U2=e\/71=e\/e2 =e2\/_:U2=e2\/_

ePourn=2ona: U;=eyU,=¢ e Ve = e? $U3—e
ePourn=3ona: U, =e 3=e/2 = :Ul—e2

2) Onposev, =InU, —2
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a) Démontrons que la suite v,, est gé¢ométrique dont on précisera la raison et le
premier terme

1 1 1
Vpy1 =InUpyy —2 =1In(e/U,) -2 = 145Uy —2=5Inly -1 =E(ann—2)

1
Vn+1 = Evn qud
D’ou V est une suite géométrique de raison g = % etdeletermevy =InUy,—-2=1
c) Exprimons v, en fonction de n, puis U, en fonction de n

b .. _ 1\1
eD’apres la formule explicite de Vona v, = v, X q"P = vy X q" = (5) alors v, = =

24—

1
2 L ES
=e?Xez® dou U,=e" 2"

1
eComme v, = InU, — 2 alors U, = e’n*2 = gz@*+
d) Déduisons-en la limite de (U,,)et (v,,)
1
e lim v, = lim —=——==20 alors lim v, =0
nodee B potee 2N 2Hee notoe D
1
e lim U, =e?xe2™ =e2x e’ =¢? alors lim U, = e?
n—+eo n—+ee

T i B L R m oo
EXERCICE 8:

On consideére la suite (U,,) définiepar:U; =3 etVn € N* ona Uy, =U,—n
On considére la suite (1,) définie par: v, = Upy1 — U, (1)

1) Exprimer v, en fonction de n

2) Endéduirelasomme S, =V, +V,+ -+ 1,

3) Utiliser la relation (1) pour trouver une autre expression de S,
En déduire (Uy,) en fonction de n

4) Calculer lim U,

n—o+oo

++++++HH - RESOLUTION +++++++ 444+ ++
On considére la suite (U,,) définie par:U; =3 etvne N onalU,,, =U,—n
On considére la suite (v,,) définiepar:V, =U,.1 — U, (1)

1) Exprimons v, en fonction de n

Vy=Up1—Up,=U,—n—-U,=-n dou V,=-n
2) Déduisons-enlasomme S, =V, +V,+---+V,
nn+1) nn+1)

5ﬁ=m+w+m+%=—m+1+2+m+m=——7r—cwuxz >

3) Utilisons la relation (1) pour trouvons une autre expression de S,,
CommeV, =Upq — U, alors S, =U, —Ug+ Uy —Uy + -+ Uy, —Up_1 +Upyq — Uy

D'ou S, =-Uy+Upy1=-3+Up;1=—3—-—n+U,= S,=-3-n+U,
Déduisons-en (U,) en fonction de n
OnposeS, =S, = -3 —-n+U, = —_ne Up=n+3- n(n;l) = —n2+2n+6
4) Calculons nl_i)lllw U,
nli‘l‘w U, = ? = —oo qalors nl_i,Tw U, = —o0

e B T
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EXERCICE 9:
Calculer lasomme:s, =1+11+ 111+ --+11---1
Le dernier nombre de cette somme étant formé de n chiffres de 1

++++++ A RESOLUTION + 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ 4+

sp=1+11+4+1114 -4 11---1 en multipliant les deux membres par9;ona:
95, =9+99+999+-+99--9=(10—-1) + (102 = 1) + ---+ (10" = 1)
1-10" 10 —10™*?!
1-10 "7 9 "7
9s :10"“—10_n:10”“—10—9n:S :10"+1—10—9n
n 9 9 n 81

i i i o

EXERCICE 10:

Po=¢o=1
A -) Soit (pp)et (qyn) les suites définies par : {Vn € N; p,.1 =p, + 2q,
VREN; qny1 =Pt qn

9s, =10+ 102+ 103+ -+ 10" —n = 10

1) Compléter le tableau suivant :

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Pn
qn
2) a) Démontrer que : Vn € N; p2 — 2¢2 = (—1)"*!
b) Conjecturer les limites des suites (p,,)et (qn) ; en déduire que : nliTwZ_: =2

3) Soit(U,,) la suite de terme général : U,, = Z—"

n
a) Exprimer Uy, en fonction de U,, et donner une définition par récurrence de la suite
Un)
b) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite (U,,), puis démontrer que
cette suite converge vers V2
ao = bo =1
B-) Soit (a,)et (by,) les suites définies par: {Vn € N; a,,; = a2 + 2b? et la suite (vy,)
vneN; b,y = 2a,b,
n

d snéral _a
e terme general v, = b_

n

Donner une définition par récurrence de la suite (1), puis démontrer que cette suite
converge également vers V2
+++++++H++H - RESOLUTION +H++++ b+

1) Complétons le tableau suivant :

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Pn 3 7 17 41 99 239 | 577 | 1393 | 3363
qn 2 5 12 29 70 169 | 408 | 985 2378

2) a)Démontrons que : Vn € N; p2 — 2¢2 = (—1)**1
On démontre par récurrence :
eVérifions pour certaines valeurs de n que la relation est vraie :
Pourn=0;ona: p3—2q5=(—-1)"'=1-2=—1 alors — 1 = —1 vraie
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Pourn=1;ona: p? —2q? = (1) = 32-2(2%) =1 alors 1 = 1 vraie
eSupposons que la relation est vraie dans le rang de n : p2 — 2q% = (—1)"*+!
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans le rang de n+1 :

2
p121+1 - 2q121+1 = (_1)n+2 = (pn + an)z - 2(pn + qn)Z;(_l)Iﬁ—z =

Pi+1 — 20h41 = PR + 4Pndn + 497 — 2pF — 4Pndn — 297 = —pj + 295 =
—(pfi — 297)
D’aprés la 2éme étape on a : p2 — 2g3 = (—1)"! = —(p2 — 2q¢2) = (-1 (—1)"*?!
Dol piy1 — 2q541 = (=1)™*? cqfd
vn € N; p2 — 2q% = (—1)"*! la relation est toujours vraie
b) Conjecturons les limites des suites (p,)et (q,) ;
eD’apreés le tableau, on conjecture que nl—i»Too Pn = nl—i>Too qp =+ °°

eDéduisons que : lim Po_ 2

+o° qn

Comme pZ — 2¢2 = (-1 = p2 = 2¢2 + (-1 = (2“) =248 1) " alors

2 2 1)n+1
lim (k) = ( lim p_n) =2 car lim % =0 alors lim En =42
n-+ee \(, n—+ee n—+oo q n-+eo gy

n
3) Soit(U,,) la suite de terme général : U, = =2

n

a) Exprimons U, 1 en fonction de U,, et donnons une définition par récurrence
de la suite (U,)

Pn
U =pn+1=pn+2qn=Qn(qn+2)=Un+2 dou U =Un+2
" G et g, (Botq) Untd MU, 1
Adn
Ug=P=1
D’ou la définition de récurrence : o Uorn
VREN; Uy = un+1

b) Représentons graphiquement les premiers termes de la suite (U,,), puis
démontrons que cette suite converge vers v/2
Soit le tableau de quelques termes :

n 1 2 3 4 5 6 7
U, 3 7 17 41 99 239 577
2 5 12 29 70 169 408

Soit (A) la droite d’équationy = x ona:

Soit f la fonction définie par : f(x) = ii

xHl-x-2 _ 1
(x+1)2  (x+1)?

f étant une fonction homographique alorsona: f'(x) = (x—”) =

x+1
alors f est strictement décroissante sur |—1; +oo[
2
Onpose f(x) =xona: %=x=>x+2=x2+x=x2=2=xi\/7

D’oui la suite (U,) converge vers V2 avec lirf U, =2
n—+oo
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1\2

ag = bo =1

B-) Soit (a,)et (by) les suites définies par : {Vn € N; a4, = a2 + 2b2 et la suite (v,)
vn €N; b, = 2a,b,

3 . a
de terme général v, = b—”
n

Donnons une définition par récurrence de la suite (17,,), puis démontrons que cette suite

converge également vers V2

b2 (ﬁ)z +2
o Oms1_ant2bi bn P42 _ )’ +2
n+1 byi1 2a,b, 2a,b, 2v, n+1 72%
Vg = % =1
D'ouona: ) 3 %vn)2+2
. nt1 =, - 1 > 3
Soit le tableau de quelques termes : v, 3 17 £77
Soit (A) la droite d’équationy = x ona: 2 12 | 208
Soit f la fonction définie par : f(x) = X:(Z
Ly L (242) _ 2x(20)-2(x2+2) _ 2x-4 _ x*—2
AIorsona.f(x)—(X) T =

fest décroissante sur |0; V2| et croissante sur | V2; +eo[ et on a deux droites x =

Oety = %x comme asymptotes

v

Onpose f(x) =xona: X;—Jrz—X=>x2+2=2x2=>x2=2=>xi\/7

X
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D’oul la suite (v,,) converge vers v/2 avec ling vy =2
n—+oo
FHHE
EXERCICE 11:

. . . 3(n+2
Soit la suite u,, définie par:u; =—1 et up4q = ﬁ n ZE::S

1) Montrer, en raisonnant par récurrence, que la suite u,, est majorée par 3

pour toutn > 0

2) Etudier le sens de variations de la suite u,
3) On considere la suite v,, définie par pour tout entier naturel n non nul : v,, =
n(3 —uy)

Montrer que v,, est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme

4)  Exprimer v, puis u, en fonction de n
++++++ A RESOLUTION +4++ 4+ 4+ 4
_n_ 3(n+2)
2m+1) M 2(n+1)
1) Montrons, en raisonnant par récurrence, que la suite u,, est majorée par 3

Soit la suite u,, définiepar:u; = -1 et u,,q = pour toutn > 0

¢ Vérifions que la relation est vraie pour certaines valeurs de n :

Pour n=1:u; = -1 <3 (vraie)

* Supposons que la relation est vraie dans le rang de n, c’est-a-dire : u,, < 3
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans le rang de n+1 : u, .1 < 3
Pour cela, on étudie le signe de u,,; — 3 :

3 = n 3(n+2) _nun+3(n+2)—6(n+1)_nun+3n+6—6n—6
Uit = 2 = D T 2+ ) 0 2+ 1) - 2+ 1)
n(un - 3) n(un - 3)
= —3=— -
20+ T3 %me
B : Le signe de%dépend deu, —3;0ru, <3 alors u, —3<0
Donc vn € N*,|u,,+1 —3= % < O| alors la relation proposée est vraie dans le rang de

n+1:
D'ou Vn € N*, u, est majorée par 3
2) Etudions le sens de variations de la suite u,,

On étudie le sighede u, .4 —u,;0na:
n +3(n+2) _nu,+3(n+2)-2(n+ Du,
20+ D" 2 ) T 2+ D)

= ZDuntdntd) _ (D6 o vp e NYu, —3<0 = 3-u, = 0=
2(n+1) 2(n+1)

m+2)(3-uy)

|un+1 T T e -

Untr — Un =

>0 |; donc la suite u,, est strictement croissante

3) On consideére la suite v,, définie par pour tout entier naturel n non nul : v,, =
n3 —u,)
Montrons que v,, est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
n 3(n+2))

2(n+1) U + 2(n+1)

3- 1
=+ 1)(%):1},&1 :En(3—un) ﬁ
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Ceci montre que v, est une suite géométrique de raison q = %et de 1¢ terme v, =13 —uy) =3 —
(-D=4=>v, =4

4) Exprimons v,, puis u,, en fonction de n
eComme vyest une suite géométrique alors :

n-1
vo=vn g =y, =4(3) =22 =222 = 2 s = 2

o =) = =3 = =3 =3 2y = P

i
EXERCICE 12:

Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) =

e*+1
1) Déterminer une primitive de f sur R*
In(n+1)

2) Soit la suite (u,) définie pourn > 0 par: u, = J

f(x)dx
Exprimer (u,)en fonction de n
3) Montrer que (u,) est une suite décroissante positive. Que peut-on en déduire ?
Calculer la limite uy, lors que n tend vers +co
4) Onposes, =u;+u,+--+u,
a. Calculer sq, s, et s; et exprimer s,, en fonction de n
b. Calculer la limite s, lors que n tend vers +eo

++++++ 4+ HRESOLUTION + 4+ 4+ 4+ 444+
Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) = m
1) Déterminons une primitive de f sur R*

f(x) = ex—il (ee Y 5n ala forme de (In(U)) = —' alors la primitive de f(x) est

F(x) =In(e*+ 1) +c
. . — In(n+1)
2) Soit la suite (u,) définie pourn > O par : u, = | f(x)dx
Exprimons (u,,) en fonction de n
In(n+1)

u, = f f(x)dx = [In(e* + 1) " = In(e™™+D 4 1) — In(e™™ + 1)
Inn
n+ 2 n+2
zln(n+1+1)—ln(n+1):ln(m—l):un:ln(n+1)
3) Montrons que (u,,) est une suite décroissante positive.

1% méthode : Pour cela étudions le sens de variation de la fonction f(n) = In ("+2)

n+1
, + 20\ det| | 1-2 1
fo = () ~ariet s eroes” GToeTs <

Alors (uy,) est strictement décroissante
2éme méthode : Etudions le signe de u,,, 1 — u,
_l<n+3 1(n+2)_l n+3 (n+1 - n?+4n+3
tn+1 lln_nn+2) "n+1 _r%n+2)n+2)_rln2+4n+4
. n? + 4n + 3 n? +4n+ 3
mais¥n>0;n*+4n+3<n’+4n+4=—-———<l=h5;——<0=
n? + 4n + 4 n? + 4n + 4
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douuyq—u, <0
Alors (uy,) est strictement décroissante

oCommeunzln(%); Vn>0;n+2>n+1:>“—i>1:>ln("—i)>0:>un>0
n n n

D’ou u,, est positive
On peut-on en déduire que comme (u,,) est une suite décroissante positive
alors elle minorée.
4) Onposes, =u; +u, +--+u,
a) Calculons sq,s; et s3 et exprimons s,, en fonction de n

3
51=u1=1n5=>sl=1n5

3 4
sz=u1+u2=1n§+1n§=1n3—ln2+ln4—ln3=ln2=>sZ=ln2

5 5
s3:sz+u3:1n2+an:lnE:> s3:lnE

3 4 5 n+1 n+ 2
lsn=u1+u2+---+un=ln5+ln§+ln1+-~~+ln< )+ln< )
n

n+1
3 4 5 n+1 n+2 n+2 n+2
(2 x 2 x B BH) B2 g (152)
2 3 4 n 2

n+1 2
b) Calculons la limite s, lors que n tend vers +o°
) +oo + 2 .
lim s, =lIn———=+c0= lim s, =+ o0
n—>-oo 2 n—>-+oo
B B o B o L L o B B T EEm =
EXERCICE 13:

1) Résoudre dans R I'équation: x2=x+1 (E)
2) Donner la valeur exacte a 102 prés de la racine positive
3) On note par ¢ cette racine positive, et on pose : 2 = ¢ + 1
a) Démontrer que @3 = 2¢ + 1
b) Déterminer deux réels a, et b, tels que : @* = a,@ + b,
4) Pourn = 2; 0n pose " = a,@ + b,

n+1

a) Exprimer @™+ en fonction de ¢ ; de a, et b,

Apy1 = an + by

b) En déduire que : { onposeag=a; =1

bpy = ay
c) Vérifierque : ap4y = apyq + ap
_ (1+\/§)n+1_(1_\/§)n+1
2n+1\/§
+++++++H+HH - RESOLUTION +H++++ b+
1) Résolvons dans R I'équation : x2 =x + 1 (E)
=x+1=x2-x—-1=0= A=(—-1)2—4(-1)=1+4=5=A=5
1-+5 14++5
=T -T2

2) Donnons la valeur exacte a 1072 preés de la racine positive

1+v5 1+1,72 272
TT 2 T2 T2
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3) On note par @ cette racine positive, et on pose : 2 = ¢ + 1
a) Démontrons que @3 = 2¢ + 1
Pr=9p+1 =3 =¢*+p 2> =¢p+1+9p=20+1=¢3=2¢0+1
c) Déterminons deux réels a, et b, tels que : ¢* = a,@ + b,
}=20+1 = ¢*=20"+9 2 ¢0*=2(@+1)+9=3¢p+2=¢@*=3¢ +2

4:
(P4 a4(p+b4@a4=38tb4=2
o*=3¢p+2
4) Pourn > 2; on pose " = a,¢ + b,
n+1

a) Exprimons ¢
Ot = anp + by, & (pn+1 = an(Pz +bp = (P3 =app +a, +bpo = (an + b +a,
@™ = (a, + by +a,

en fonctionde ¢ ;de a, et b,

Qny = ap+ b,

_ onposeag=a, =1
bn+1 =a,

b) Déduisons-en que : {

O™ = ap1 @ + by

"1 = (a, + by + a,
Any1 = An + by

Comme " =a,p + b, © " =a, 10 + by & {

Par comparaison, on a : { b=
n+1 = Qn

c) Vérifionsque: a,,» = a,.1 +a,

a =a,+b a =a +b
Comme{ n+1 _n LOEPEN { n+2 nil n+1 Y + a,
bn+1 =04y bn+1 =an
A5 -Aa-V5)" 1
d) Montrons que:a, = PYESWS

Comme apyp =Apy1 + 0y S Apyp —Apyr —ap =0

s . _— 1-V5
Soit I'équation caractéristique : 1> —r—1=0& 1 = — et =——

ﬂ)" 4B (1+\/§

n
= 2) ;commeay=a, =1

Ona:an=A(

Pourn=0;ona:a0=A(¥)O+B(1+T‘/§)O=1<:>A+B=1=>A=1—B

1 1
Pourn=1;ona:a1=A(#) +B(1+2—\/§) =1 A(1-V5)+B(1++V5)=2

1-B)(1-V5)+B(1+V5)=2 ©1-V5-B(1-V5)+B(1+V5) =2

1++/5 1+v/5 1-4+5 —1++/5
2BV5=1+V5 < B = sA=1- = SA=——"
2+/5 245 245 24/5
<1 - ﬁ) <1 - ¢§>" s (1 + \/§> (1 + ¢§>" (1+v5)"" (1-v5)""
A, = — — —
" 2v5 2 2v5 2 2n+1,/5 2n+1,/5
L. _ (1+\/§)n+1_(1_\/§)n+1
Dou a, = TSN

e o o B o o
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EREICES PROPOS

APPRENTISSAGE

+HH+HHHH R EXercice 1o

Calculer les trois termes consécutifs a, b et ¢ d’une suite arithmétique tel que :

a+b+c=9 a+b+c=9 . , .
a) {Za tb—c=0 { abe = ? et la suite est décroissante
a+b+c=15
) {a +b+c=-3 .13 suite est croissante d){1 1 1 33etlasuite est décroissante
abc =15 E+E+Z:E

+++t bbb EXercice 2 iR bbb
1) Soit une suite géométrique décroissante v, telle que :

v+ v, +vs=3+2
{ ! z 3 Calculer v, v, et vy

V1.V.V3 = 2\/2
2) Calculer les trois termes consécutifs a, b et ¢ d'une suite géométrique telle que :
1
) atbtc=g ) {a+b+c=19
l+l+l=13' abc = 216
a b c

++++++HHHHH R EEXercice 3 iR
On considere la suite U définie par :U, etVn € N ona
Ups1 =aU, + b ola,b et Uysont des nombres réels donnés
1) Soita=1etb+#0
a) Quelle est dans ce cas la nature de la suite U,
b) Exprimer alors U,, en fonction de n et calculer nl—i»Too U,
2) Soita#0etb=0
a) Quelle est dans ce cas la nature de la suite U,
b)  Exprimer alors U,, en fonction de n
3) Soita#1etb+#0
a) Sionposelj, = U, + a, démontrer qu’il existe une valeur de a pour laquelle
la suite V,, est géométrique de raisona
b) En déduire I'expression de V,,, puis de U,, en fonction de n
c) Déterminer la limite de la suite V,, puis celle de U,, dansle casoul |a| < 1
++++tHHb bR EXErcice 4 bbb
Soit (tn)nen+ g1} 1a suite définie pour tout entier naturel non nul et différent de 1, par
Vn+1
Vn—-1
Calculer les trois premiers termes de la suite puis le 99%me terme de la suite
+H+HHH e EXercice 5o

Up = ="

Déterminer le sens de variations de la suite (n"e™") e
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+HHtHH R EEEXErCice 6 R
Déterminer le sens de variations de la suite (n — (Inn)?) ,ep-
+HHHHHH R EEXErCice 7

Déterminer le sens de variations de la suite (ln (1 + l))
n//nen*

+HHHHHHHEHHEHHEREEEHREEXErCice 8 R

Montrer que la suite (u,) ey définie pour tout entier naturel n par

_na.
e n*+n+1

est bornée

u, =

++H+HHH e EEXercice 9 bR
- . e 3

On considere la suite U définie par :U, = " etvneN onalUy,1 =30, -2

1) Etablir un tableau de valeurs de la suite pour n variant de 0 a 9. Tracer la
représentation graphique en «chemin» de la suite. Donner une conjecture de la
limite éventuelle de la suite U
2) Déterminer la fonction f telle que U, 41 = f(U,)
Résoudre I'équationf (x) = x. Faire apparaitre la solution sur le graphique
3) Onposel, = U, —1.Montrer que la suite V est une suite gé¢ométrique
4)  Exprimer V, en fonction de n, puis U, en fonction de n
5) Déterminer la limite de la suite (U,,)
+++++H+HHH R EXercice 10 b

2U,+3
Up+4

On consideére la suite U définie par: Uy = 2,5 et VR EN ona U, =

1) Déterminer la fonction f telle que U,y = f(Uy)
Montrer que I'équation f(x) = x a deux solutions a et B (avec a>B)

2) Donner un tableau de valeurs de la suite pour nvariantde1a 9

3) Etudier la fonction f sur I'intervalle | —4; +e[. Tracer la représentation
graphique en «chemin» de la suite U pour n variant 0 a 5

4) Donner une conjecture sur la convergence de la suite U

Up—1

5) Onposel, = -

Démontrer que la suite V est une suite géométrique dont on précisera la raison
et le premier termeV/,
6) Exprimer l}, et U,, en fonction de n
7) Démontrer que la suite (U,,) est convergente
++++++ R EXercice 1l st
4Up—1
Up+2

On consideére la suite U définiepar: Ug =6 etVn €N ona U, =

1) Déterminer la fonction f telle que U,4, = f(U,) et montrer que I'équation
f(x) = x aune solution a

2) Etudier la fonction f sur I'intervalle ]|—2; +eo[. Tracer la représentation
graphique en «chemin» de la suite U pour n variant 0 a 6. Donner une conjecture
sur la convergence de la suite U
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3) OnposeV, = ﬁ Montrer que V41 = % +V,
Donner une expression de (1;,) en fonction de n. En déduire une expression de (U,) en
fonction de n

4) Démontrer que la suite (U,) converge vers un nombre que I'on précisera
+HHHHH e EEEXercice 12 bbb
On considere la suite U définiepar: Ug =2 etVn €N ona U, = %Un +3n +£
1) On pose V,, = U,, — 4n + 3 . Démontrer que la suite V est une suite géométrique dont
on précisera la raison et le premier terme V, . Exprimer 1}, en fonction de n
2) Montrer que pour tout n, U, = 4% +4n -3
3) Déterminer la limite de la suite (U,)

+++++H+HHH R EXercice 13

4U, -3

3U,—2

1) Déterminer la fonction f telle que U, = f(U,) et montrer que I'équation
f(x) = x a une solution a

On considére la suite U définie par:Uy =5 et VR EN ona U, =

1 . - . ) -
2) Onposel, = T Démontrer que la suite V est une suite arithmétique dont on
o

précisera la raison et le premier terme Vj .
3) Exprimer V, en fonction de n, puis U, en fonction de n
4)  Etudier la monotonie de la suite 1,
+H+++H+HHH R EXercice 14

SUp+4
Up+2

On considere la suite U définiepar: Uy = 0,5 etVn €N ona U, 41 =

1) Déterminer la fonction f telle que U, 41 = f(Uy)
Montrer que I'équation f(x) = x a deux solutions a et B (avec a>B)

Un—4
2) Onposel, = TR

Démontrer que la suite V est une suite géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme V,

3) Exprimer V, en fonction de n, puis U, en fonction de n
4) Etudier la monotonie de la suite 1,
5) Donner la représentation graphique en chemin de la suite (U,,)

++HtHHH bR EEXercice 15 bbb
On considere la suite (U,,) définiepar: Uy =2 etVn € N ona Uy, = % -1
1) Calculer Uy; Uy; Uz et U,
2) (V) estla suite définie par: 1, = U, +§
a) Démontrer que la suite (1, ) est géométrique
b) Exprimer (V) explicitement en fonction de n
3) a) En déduire une expression explicite de (U,)
b)Etudier la limite de la suite (U,,)
4) OnposeS,=Vo+Vi+V,+-+V, et 2, =Uy+U; +Uy +--+ Uy,
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Exprimer explicitement S,, puis 2, en fonction de n

++H+tHH e EEXercice 16 R
s . e . 5UL+3
On considére la suite (Uy,) définie par:U; =4 etVn € N* ona Uy, = UL;
n
1) Dans le plan muni du repére orthogonal (O ; | ; J) étudier graphiquement le sens
de variation et la convergence de la suite (Up,)

2) (W) est la suite définie par: V, = Z";i avecn € N*

a) Démontrer que pour tout entier naturel n élément de N*, U,, # —1

b) Démontrer que la suite V est une suite géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme V3

c) Exprimer I}, en fonction de n, puis U,, en fonction de n

d) Endéduire la limite de la suite (U,)

w; = 3
e) Etudier les variations et la convergence de la suite (w,,) définie par :{W _ 5wpt3
n+1 —
Wy +3

++H+HHHH R EEEEEXErCice 17 it
On considére la suite (U,,) définie par : U, :S etvne N* onaU,,; = %ﬂﬂ
1) Calculer les trois premiers termes de la suite (U,,)

2) Démontrer que la suite (U,)est minorée par 1 et majorée par 3
3) Quel est le sens de variation de la suite (U,)

. . Up—1 . o
4) Démontrer que la suite Vn = ; e est geometrique
—Yn

5)  En déduire que (U,) converge vers 1

++++++ R EXercice 18 b
On considere la suite (U,,) définie par: Uy = —4 etVn €N ona U, = gUn—l -3
1) Déterminer a pour que V,, = U, + a soit géométrique
2) Calculer I, puis U, en fonction de n et leurs limites
3) Calculer:S, =Vo+Vi+Vo+-+V, et 2, =Uy+U;+U, +--+U,en
fonction de n et leurs limites
+HHHHH R EXercice 19 s
On considere la suite (U,) définie par :
Uy=6 etvyn€eN ona5U, —4U,_; = 5(R)
1) Déterminer deux réels a et 8 pour que la relation de récurrence (R) s’écrive :
Up—a) =pUp-1—a)
2) Onposely, =U,—«a
a) Démontrer que la suite V est une suite géométrique dont on précisera la raison
et le premier terme V
b)  Exprimer V}, en fonction de n, puis U, en fonction de n
c) Calculer:S, =Vo+Vi+Vy,+-+V, et X, =Uy+U; +U; +--+Uyen
fonction de n et leurs limites
+H+HHHH e EXercice20 bR
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Up+3
2

On consideére la suite (Uy,) définie par:U; =1 et Vn € N* ona Upyq =

1) Calculer U,; Uz et U,
2) Lasuite (U,) est-elle arithmétique ? géométrique ? justifier votre réponse.
3) Pourtoutn = 1,onposev, =3 —U,

a) Démontrer que la suite v, est géométrique de raison %

b) Exprimer v, en fonction de n, puis U, en fonction de n
c) Endéduire la limite de (U,)
+H+HHH R EXercice 21 b
On consideére la suite (U,,) définiepar: Uy =0 etVvn €N ona U, ; =U, + zin
On considére la suite (v,) définiepar: v, = Upy1 — U, (1)
1) Démontrer que la suite v, est géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme
2) Endéduirelasomme S, =V, +V, +--+ 1,
3) Utiliser la relation (1) pour trouver une autre expression de S,
En déduire (U,) en fonction de n
4)  Calculer lim U,
n—+oo

+++++++HH R EXercice 22 b
Sur une droite (D) muni d’un repére (0; 1), A, et B, sont les points d’abscisses respectives
—4 et 3. Pour tout entier naturel n, on note :
Apy4q le barycentre de {(A,; 1); (By;4) } et Byiq le barycentre de {(4,;3); (By; 2) }
1-  Placer les points Ay; Bg; Aiet By
2- Les points A,, et B, ont pour abscisses a,, et b, respectivement. Ainsi a; =
—4ethy=3
Démontrer que, pour tout nde N, a1 = %(an +4b,) et by = %(San + 2b,)
3-  a- Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : 3a,, + 4b, = 0
b- En déduire que : ap4q = —%an et by = —Ebn
4- a- Exprimer a,, et b, en fonction de n
b- Déterminer les limites de a,, et b, quand n tend vers 4o
c- Interpréter ce résultat a I'aide des points 4,, et B,

+H+++H+H b EXercice 23 bbb
.. . . 1
On considere la suite (U) définie sur Npar: uy =6 et uy4yq = JUn t 2 Onposev, =
u, —3
1- a- Montrer que la suite (V) est une suite géométrique dont on déterminera le

premier terme et la raison

b- Exprimer v, puis u, en fonction de n

a- Endéduire en utilisant la question précédente lim v, et lim u,

n—-+oo n—-+oo

b- Calculer lasomme s, = vy +v; + vy + -+ v,
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2-  On constante, que pour tout n appartient a N, v,, est strictement positif et on
pose w,, = In(v,,) . Démontrer que (wy,) est une suite arithmétique dont on
déterminera le premier terme wj et la raison

3- a- Exprimer w,, en fonctionden
b- Calculer la somme s,, = wg +wy; +w, + -+ w,

c- Pour quelle valeur de na-t-on:w, = —In27?2 —1n9?
++++++++++++++++++++++++w++++++++++++++++++++++++++
La somme des termes d’une suite arithmétique d’entiers impairs consécutifs (positif ou
négatif) est égal a 73. Quels sont les termes de cette suite
++++++++++++++++++++++++M++++++++++++++++++++++++++
On considére la suite (U,,) définie par: U, =a etvn€ N onaU,,, = %U“ +n2+n (R)

1) Déterminer un polynéme P(n) vérifiant (R)

2) Montrer que V, = U, — P(n) est géométrique

3) Exprimer V}, en fonction de n, puis U, en fonction de n

4)  En déduire la limite de (U,)

++++++++++++++++++++++++w++++++++++++++++++++++++++
On consideére la suite (U,,) définie par: U, =2 etVn €N ona U, —2U,,; =2n+3 (R)

1) Déterminer un polynéme P(n) vérifiant (R)

2) Endéduire U = oo — 2n+1

3) Montrer que V, = U, — P(n) est géométrique

4) Calculer: S, =Vo+Vi+Vo+--4V, et X, =Uy+U; +U; +--+U,en
fonction de n et leurs limites

++++++++++++++++++++++++M++++++++++++++++++++++++++
On considére la suite (U,) définie par: Uy, =2 et Vn €N ona U, =3U, —n?+n

1) Déterminer le polyndme P du second degré tel que la suite de terme général
a, = P(n) vérifie la relation de récurrence précédente

2) Démontrer que la suite de terme général Vj, = U,, — a,, est une suite
géométrique

3) Exprimer V, en fonction de n, puis U, en fonction de n

4)  Etudier la convergence des suites V,, et Uy,

+H++HH e EXercice 28 b
uy=1-et vy =12

1
Soit(uy)et (vy,) les suites définies par : { Y € N; Unyy = 3 (Un + 2vp)

VneEN; v, = %(un + 3v,)
1) On appelle w la suite définie pour tout entier naturel n parw,, = v, — u,
a) Montrer que w est une suite géométrique a termes positifs, dont on
précisera la raison
b) Déterminer la limite de la suite w
2) a) Montrer que la suite u est croissante
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b) Montrer que la suite v est décroissante

c) En déduire que pour tout entier naturel n, uyg < u, < v, < vy

3) Montrer que les suites u et v convergent et qu’elles ont la méme limite que

I'on notera [

4) On appelle t la suite définie pour tout entier naturel n par : t, = 3u,, + 8v,

a) Montrer que t est une suite constante. Déterminer cette constante

b) Déterminer alors la valeur de [
++++ b EEEEXErcice 29 H bbb
Déterminer une progression arithmétique, sachant que la somme s,, de ses n premiers
termes est quelques soit n ; égale 3 3n% + 4n
Certains termes de cette progression sont de carrés parfaits, donner I'expression générale
de ces termes et calculer les six premiers entre eux.
+++++H+HHH R EXercice 30
Soit A, B et C les mesures des angles d’un triangle compris entre 0 et
Montrer que cotA; cotB et cotC sont en progression arithmétique si et seulement si il
enest de mémesin? A4 ; sin? B et sin?C
+++++++HHH R EXercice 31 bbb
Montrer que, si trois nombres x; y et z sont en progression géométriques, on a ; quel que
soit I'entier n (positif ou négatif) non nul :

(D: ™+ y™ + 20 (™ — Y™ + 2") = x2 + y2n 4 Z210
Application : Déterminer trois nombres en progression géométrique, sachant que la
somme de leurs inverses est égale 26 et que la somme des carrés de leurs inverses est
égale a 364
++++++ R EXercice 32 b
Uy =2 et vg =4

Soit (u,)et (v,) les suites définies par : { VI EN; Unyy = %(un +3vn)
VneEN; vy = i(Sun + vy)
1) Calculer uq, u, et v; puis v,
2) Démontrer que la suite a,, = u, + v, est constante
3) Démontrer que la suite b, = u, — v, est géométrique
4) a) Exprimer b,, en fonction de n et en déduire u,, et v, en fonction de n
c) Montrer qu’elles convergent vers la méme limite
+H++HHH e EXercice 33 bR
On considere la suite (U,,) définiepar:U; =1 etVn€N onaU,,; =e?U, + 1
1) Déterminer la valeur de a pour que la suite (U,,) soit arithmétique
2) Déterminer dans ce cas la somme s, = u; +u, + -+ + u,, puis la limite de s,
3) Dans la suite de I'exercice on suppose que a > 0
a) Calculer Uy; Us; Uy et Us

b) Démontrer par récurrence que U, = 1 + e 4+ e22 + 32 4 ... 4 g(0-Da

4) Onposev, =U, —ﬁ
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a) Démontrer que la suite v,, est géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme
b) Exprimer v, en fonction de n, puis U, en fonction de n
5)  Etudier le sens de variation puis la convergence de (U,)
+++++H+HH R EXercice 34
Soit S I'ensemble des suites vérifiant : U, 4, — 6Up4q + Uy, =0; nEN
1) Trouver une suite géométrique de premier terme 1 et élément de S

2) Montrer que lasuite [, = n (%)n ;n € N estun élément de S

3) Soit U, la suite de S telle que : Uy = U; = 1. Exprimer son terme général U,, en
fonction de n

4) Quelle est la nature de U, ?

5) Si U, est convergente, déterminer sa limite

+++++++H+H e EXercice 35 b

ag=1 b, =8
Soient les suites (a,,) et (b,) définies sur N par; _ 2a,+b, et An+3by,
On1 =~ bpy = 2

1) Calculer a; et by
2) Soit la suite (d,,) définie sur N par: d,, = b, — a,
a) Démontrer que (d,,) est une suite géométrique
Déterminer le premier terme d,, et la raison q
b) Endéduire une expression de (d,,) en fonction de n
Puis en déduire que :¥n € N; d, >0
c) Calculer la limite de la suite (d,)
3) a)Démontrer que, Vn € N,a,41 — a, = d3—" et byyq — by, =——
En déduire les variations des suites (a,) et (b,)
b) Démontrer que Vn € N*: ay < a, < b, < by
c) Déduire des questions 3)a) et 3)b) que les suites (a,,) et (b,) sont
convergentes

4)  a) Déduire de la question 3)a) que : Yn > 1; a,, — ay = %(do +d;+--+dy)
b) Déduire la limite de la suite (a,) puis celle de la suite (b,,)
+HHHH R EXErCice 36 R
Soit @ un nombre entier

Soit la suite (a,) définiesurNpar:ay =a et apyq = T
n

On veut étudier la suite (a,) pour @ = 2, puis pour a = —i

1) Onposea =2;

On étudie la suite (a,), a termes positifs, telle que : ay = 2 et apyq = Toa,
ap-1
an+2

La suite (wy,) est définiepar:Vn e N w, =

a) Démontrer que la suite (wy,) est géométrique de raison —et calculer sa limite

éventuelle
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b)  En déduire I'expression de la suite a,, et w, en fonction de n ; puis calculer la
limite de la suite (a,)

1
2) Onposea = -3
A . 1 1

On étudie la suite (ay,), telle que : a, = —; et Apyq = v

. . 1
a) Démontrer par récurrence que Vn € N, a, # =3

- e 1
b) On considére (v,) la suite définie par: Vn € N, v, = ——
an E

Démontrer que la suite (v,,) est arithmétique de raison 2 et calculer son premier
terme
c) Exprimer (v,) en fonction de n
d) Exprimer I'expression de la suite a,, en fonction de v, ; puis en déduire
I'expression de la suite (a,) en fonction de n
e) Endéduire la limite de la suite a,
+++++++H+H R EXercice 37 bbb
Soit @ un nombre réel non nul. On considére la suite définie par :
u, =0, u =1
{Vn EN: aupyq = (a+ Duy — upy
1) Pour quelle valeur de a la suite U est —elle arithmétique ?
Dans la suite de I'exercice, on suppose que a est différent de 1
2)  Démontrer que la suite V définie pour tout entier naturel n par: V;, = u,,1 —u,
est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme
3) a) Démontrer que pour tout entier natureln,ona:u, =Vyg+V; + -+ V,_4
b) Pour tout entier naturel non nul n ; calculer u,, en fonction de netde a
c) Pour quelle valeur de a, la suite U est-elle convergente ?
Préciser alors la limite de U en fonction de a
4) Onchoisita = 2
Trouver le plus petit entier naturel p tel que : |up - 2| <1073
Ondonneln2 = 0,69 ; In5 = 1,61
++++++ R EXercice 38 b

PARTIE A : Construction d’une suite de nombres réels convergeant vers v2

1-  Vérifier que V2 — 1 est solution de 'équation x = ﬁ

2- Représenter graphiquement la fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = ﬁ
Uy = 0
Soit la suite (u,) définie par : {u _ 1
n+1 = o
3-  Montrer que pour tout entier naturel n, u,, € [0;1]

4-  Montrer que pour tout entier naturel n, |un+1 - (\/7 - 1)| = m |u,l -

(V2-1)|
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5- Endéduire que pour tout entier naturel n, |un+1 - (\/E - 1)| < % |un -
(\/i - 1)| puis que pour tout entier naturel n, |un - (\/f - 1)| < %n
6- Quelle est la limite de la suite (u, + 1) ?
PARTIE B : Propriétés de la suite (u,)
1- Calculer u, pourlesvaleurs1,2,3,4,5etn
2-  Montrer que pour tout entier naturel n, u,, est nombre rationnel
3-  Montrer que la suite (u,y,) est croissante et que (uyy,41) est décroissante

4- Onposepourn=1; u, = Z—" oup, et g, sontdes entiers naturels premiers
n

entre eux
(Rappel : deux nombres p et g sont premiers entre eux s’il existe deux entiers c et d tels
que cp+dg=1)
Sachant que po=0 et qgo =1
a- Montrer que si a et b sont premiers entre eux alors b et a+2b sont aussi premiers
entre eux . Cela revient a montrer qu’il existe deux entiers u’ et v’ tels que ;
(a+2b)u’+bv’=1 sachant qu’il existe deux nombres réels u et v tels que : au+bv=1
b- En déduire que pour tout entier naturel n, pps1 = qn €t Qi1 = 2qn + Dn
c- Calculer g, en fonction de n
+++++H+ R EXercice 39

PARTTIE A : Soit f et g deux fonctions définies sur [0; +oo| par :
2

) =In(1+x) —x et g =1n(1+x)+%—x

1-  Etablir les variations de f et g sur [0; +oo[
2-  Endéduire un encadrement de In(1 + x)
PARTIE B : On se propose d’étudier la suite (u,,) de nombre réel définie par :

3 1
Uy ZE et un+1=un<1+ﬁ)

1- Montrer que u, > 0 pour tout entier naturel n non nul
2- Montrer que pour tout entier naturel n non nul

1 1 1
Inu, = ln(l +z)+ln<1 +?)+---+ln(1+2—n)
1,1, 1 1 1,1 1 1
3- Onpose S, _E+2_2+2_3+m+2_“ et T, _Z+4_2+4_3+m+4_“
Montrer que : S, — %Tn <Ilnu, <S5,
4-  Calculer S, et T,, en fonction de n. En déduire lirP S, et liT Ty
n—-+oo n—-+oo

5- Etude de la convergence de la suite u,
a- Montrer que la suite u,, est strictement croissante
b- En déduire que u,, est convergente. Soit | sa limite
c- Endéduire un encadrement de |
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++++++++++ESSENTIEL DU COURS++++++++++++++

Définitions : Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle E et F sa
primitive sur E. On considére par a et b deux points de E
On appelle intégrale de a a b de la fonction f, le nombre réel | défini par :

I =F(b) —F(a)
Notation : | = fabf(x)dx ou I=[F(x)]%
Propriétés : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle E et a, b et c trois
points de E

of) f(X)dx = — [} f(x)dx
eRelation de Chasles facf(x)dx = fabf(x)dx + fbcf(x)dx
elLinéarité f:(f + g)(x)dx = f: fl)dx + f:g(x)dx

b b
f (af)(x)dx = aJ f(x)dx avec a €ER

Quelques formules usuelles des intégrales indéfinies:

1 axn+1
fadx=ax+c Jaxdx=—ax2+c jax"dx= +c
2 n+1
1 1 (ax + bp)"*?
f—dx=ln|x|+c f(ax+b)"dx=—x—+c
X a n+1
1 1
f—dx=2\/§+c fe“"+bdx=—e“"+b+c
Vx a
fcosxdx=sinx+c fsinxdx=—cosx+c
ftanxdx=—ln|cosx|+c fcotanxdx = In|sinx| + ¢
f chxdx = shx + ¢ f shxdx = chx
f thxdx = In|chx| + ¢ fcothxdx = In|shx| + ¢
1 1
f ch(ax + b)dx = Esh(ax +b)+c Jsh(ax + b)dx = ach(ax +b)+c
1 dx 1 x
Jth(ax + b)dx = —In|ch(ax + b)| + ¢ Jﬁ=—arctan—+c
a x2+a? a a
a* 1
J a*dx = na +c J coth(ax + b) dx = alnlsh(ax +b)|+c
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dx dx 1 xX—a
f—mzln(x+ x2+a2)+c f—xz_a2=51n|x+a|+c

dx X dx X
f—\/ﬁzarccosa+c fﬁzarcsma+c

1 1
fsin(ax+b)dx=——cos(ax+b)+c f—zdxztanx+c
a cos?x

1 1
f ——dx = —cotanx + ¢ fcos(ax+b)dx=—sin(ax+b)+c
sin? x a

1
ftan(ax +b)dx = —Elnlcos(ax +b)|+c

Calcul d’intégrales
eChangement de variables affines :

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a; b], @ et B sont deux réels tels que a # 0
b-pB
b b=
J, f®)dt = a [% f(ax + B)dx caronposet =xa + f = dt = adx
a

Pourt = a alors x =a;—ﬁ et pour t=>b alors x =

b=k
a

b-B
Dou [ f()dt = a [,% f(ax + B)dx

eIntégration par parties :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] ; on a;
b b

fudv = [uv]? — f vdu

a a
Démonstration :

Comme d(uv) = vdu + udv < udv = d(uv) — vdu

fudv=fd(uv)—fvdu@fudv=uv—fvdu

INTEGRALES DE TYPE [ d—" :
ax“+bx+c

Pour calculer I'intégrale de ce type, on procede comme suit :

2 b c b \? b\* ¢
ax +bx+c=a(x2+—x+—)=a (x+—) _(_) +-
a a 2a 2a a

ax*+bx+c= a((x+%)2 - <;/—az>2>

j dx _1J dx
2 - 2
ax“+bx+c a (x b2 (ﬂ)

+%>_%
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dx 1 1 x+£—ﬂ
i o _ = 2a  2a
mSi A> 0 alors,on a: =—-X In +ce
ax?+bx+c a _+A b A
22 Pt2at g
f dx 11 2ax+b—\/z+
— =—1Inl— | +¢
ax?+bx+c A [2ax+b+VA
dx 1 dx
.SiA<0alOT'S,OTla:J-m=aJ. 2@
by\? | (V1A
(x+ﬁ) +(2a
b
f dx _ 2a . x+52 feo 2a y 2ax + b
ax2+bx+c_\/marc an A c—\/marc an m
2a
J‘ dx _ 2a " 2ax + b b,
ax?+bx+c lAlarcan \/m ]
, dx 1 dx 1 b\ ?
lSlA=0alors,ona:f > =—j 2=—j(x+—) dx
ax*+bx+c a (x+b) a 2a
2a
b -1
dx 1(X+—) 1 dx |
J- 3 b = — 21(1 +c=— b(:)f 5 b = — b—|—c
ax“+bx+c a - ax+7 ax“+bx+c ax+7

INTEGRALES DE TYPE f

dx .
Jaxt+bx+c

Pour calculer I'intégrale de ce type, on procéde comme suit :

ax’+bx+c=a ((x + Zba)z - <§)2>

dx

fﬁzﬁw b)Z—(ﬂ)z

(x+2a 2a

1 b b
lSiA;thlors,onaf —In x+—+ x2 4+ — x+ +c
m va

mSi A= 0 alors, on a:

J‘ dx _ 1J‘ dx _lf dx
\/ax2+bx+c_\/a / b 2_\/5 x_|_b
— a

x + |+c
f\/ax2+bx+ \/_ |

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



234

mx+n
d

—aX
vax?+bx+c

Pour calculer I'intégrale de ce type, on procéde comme suit :

mx +n dx
f—dx:a\/ax2+bx+c+ﬁf—
Jax?+bx+c Jax?+bx+c

En dérivant membre & membre, ona:

INTEGRALES DE TYPE f

!

mx+n ! ! dx
( —dx) :(a\/ax2+bx+c) +B<f—>
vax?+bx +c vax?+ bx +c
mx+n 2ax +b 4 B
=q
Vax?+bx+c 2Vax2+bx+c Vax?+bx+c
mx + n 2aox + ob + 2 )
= Par comparaison:
Vax2 + bx+c 2Vax? +bx+c
m
{ bZaa2‘=82m2 N “zE
ap + =2n mb
B=n=5=

ax? +bx+c+

f mx +n J‘
n__
Jax? +bx+c a Jvax*+bx+c

Pp(x)
Jax?+bx+c
supérieur ou égala 2 (n = 2)
Pour calculer I'intégrale de ce type, on procéde comme suit :

P, (x) > dx
f—dx =P,_1(x)Vax +bx+c+,8f—
Jax*+bx +c vax* +bx + ¢

On dérive membre a membre et on fait la comparaison et on intégre

INTEGRALES DE TYPE [ dx ou B, (x)est un polynéme de degré

J Vax? +bx + ¢
E le : Calculons l'intégrale suivante : | f—2x2+5x_8 x
Xxempie : . —
S s e

2x° +5x—
X—(ax+b)\/3—6x—x2+ﬁf

V3 — 6x — x? \/3—6x—x2
( il ) (GxrovE—ex—2) +8([ o)
ax —6x—X
\/3—6)(—)(2 \/3—6x—x2
2x% + 5x — 8 (aX+b)(3+X) B
——— —a/3-6x-x2
3 — 6X — X2 V3 — 6x — x2 \/3—6x—x2
2x? +5x—8_3a—6ax—ax —3ax—ax*—3b—bx+
V3 — 6x —x2 V3 — 6x — x2
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2x*+5x—8 —2ax’—(%9a+b)x—3b—3a+

= Par comparaison, on a:
V3 — 6x —x2 V3 — 6x — x2
—2a=2 a=-1
{ —a+b)=5 =>[b=4 =
3b—3a+p=-8 B=1
2x> +5x— 8
——————dx = (—x+4){/3 —6x—x* +f
V3—6x—x V3 — 6x — x%
) dx
Malsf =J- =
\/3—6x—x2 J3—(x2+6x) J3—-(x+3)2+9
ox+3
f > A ZJ- =arcsmﬁ+c
V3 - (4 6) \/(2\/5)2—(X+3)2
Dot | = (—x + 4)v/3 — 6x — X2 + arcsin > +
ou [l =(—x —6xXx—X arcsin C
24/3

Application aux calculs d’aires :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] ; (0, 1,]) un repére
orthonormé du plan.

Propriétés fondamentales :

®Si Vx € [a,b]; f(x) = 0, 'aire géométrique A de I'ensemble plan défini par :
b

a<x<bhb
{0 <y < f(x) alors A = ff(t)dt

®Si Vx € [a,b]; f(x) < 0, I'aire géométrique A de I'ensemble plan défini par :

{f(ax)ssxyssbo alors A = —ff(t)dt

b
A= ff(t)dt

(o)

b
— f f®)dt

L’aire est exprimée en unité d’aire u.a = ||7]| X |[j]|
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NB : Si le domaine est limité par deux courbes (Cy) et (Cg) d’équations

respectives y = f(x) et y = g(x) sur un intervalle [a; b] alors son aire se

calcule comme suit :
b
as<x<b
{g(x) <y < f(x) alors A = f(f(t) - g(x))dt

4 Ce)

v

a{] b

Ch

Inégalité de la moyenne:
Si [m; M] (avec m < M) est I'image par f du segment [a; b] (a # b), alors :

b
1
<—— | f(H)dt<M
a

Valeur moyenne:

Il existe un réel c de ]a; b[ tel que : ﬁfab f(t)dt = f(c)

b
ﬁfa f(t)dt = f(c) est appelé valeur moyenne de f sur [a; b]
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE 1 :
Calculer les intégrales suivantes en utilisant I'intégration par parties :
2Inx

2 2
=J- In x dx Bzf In(4x — 1)dx C=J. —dx
1 1 1 X

5 x—
szln
3

12x +1 2 L T
G = —dx H=| (2x+4)e* dx I =| xcosxdx
-1 € 0 0
+++++++H+++HHHH A RESOLUTION HH+++ b+

1 1
E =f xe*dx F =J. (1 + x)e*dx
-2 -1

Calculons les intégrales suivantes en utilisant I'intégration par parties :
2 1 2
_ u=Inx du=-d _
o/ —fllnxdx posons {dvzdxz{ u X X = A= [xlnx]%—j1 dx
v=x
A=2In2-[x]?=2In2-2+1=2In2-1= A=2In2-1
2 4
B = f In(4x — 1)dx Posons {u =In(tx —1) _, Jdu = Ix—1 dx —
1 dv = dx V=
4x —1+1

dx=2In7—-1In3 — f—dx
4x —1

P [ ) ae=w® - [es T -]
T A 4x— 1) T T[Ty .

= [xIn(4x — 1)]? — f24

l49 (2+11 7—-1 1l 3> 149 1 11 7+11 3
= _— — —_ —_— = _— —_— — 1
n3 4n 4n n3 4n 4n
_7m7—3m3—4
h 4
1
2]nx u—lnx du=;dx
o = ) ?dx posons ) . —dx ! =
Tox
[t + [ Gax=—gm2 H lnz-241
= |—— —_ = —— —_ = —— —_— —3
xnx1 2n 2n >
C = 112+
-T2 heTy
5 x—1 _ x—1 _ 1
oD:] In dx posons {u—ln Y = du—x(x_l)dx
3 x _ -
dv = dx v=x
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D—[lx_l]s fs D =5 32— = D]
= |XxIn X , 3x_1 X = ns n3 nx 3

D51431214+12 51431212
— —_— —_— = —_— _— =
ng ng—In n ng ng—In
D=6In2-5In5+31In3
1
_ x u=x du = dx
oE—f_zxe dx posons {dvzexdxz{yzex =K

1
= [xe*]L, —J- erdx =
-2

E=2e2+e—[e*]}, =2¢e24+e+e?—e= E=3e?

1

=14+x du = dx

oF = f (1 + x)e*dx posons u = =
1 {dv =e¥dx { v=e*

1
F= [(1+x)e"]1_1—f e*dx =2e—[e*]};=2e—e+e 1 =>F=ce—-e!
-1

t2x+1 u=2x+1 _ (du=2dx
oG:f_1 pr: dx posons {dv=e'xdxz{v=—e‘x$

1
G=[-2x+ 1)e—x]1_1 + Zf e Xdx = —3e 1 —e— Z[e—x]l_1
-1
G=-3e'-e—2e"'+2e=-5e'+e= G=e—5e!
u=2x+4 du = 2dx
dv = e* tdx = {v = X1

2
H =[(2x + 4)e* 5 - Zf e* ldx = 8e — 4e™1 — 2[e* ]2
0

2
oH =f (2x + 4)e* dx posons {
0

=8e—4e 1 —2e+2e 'S H=6e—2e?

u=x {duzdx:

T
e/ = | xcosxdx posons { .
0 dv = cosx dx v = sinx

T
I = [xsinx]g—f sinxdx = [cosx]§ =cosm—cosO0=—-1—-1=-2=1=-2
0

+++++++++H

EXERCICE 2:
Calculer les intégrales suivantes :
3 1 3 x 2 2
e flreme Do n-[Griioat)
fz(x +\/E+\/; dx i st e T o)
€= cos2xdx D= [ sin2xdx E = [F3% gy

0 cos’x
F_fl(z S0 — 5% + 1)d G—fo x+ 3 d
=), x x x x ) (2 +6x—1)3 *
In3e¥—e™* 5 1 -2_X
H= flnz eX+e=X dx I= fZ (Zx —5- (X+1)2) dx /= f_3 xz—ldx
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K= fﬁ L_dx L= fol 1izxdx M= f (lnx+lrzx) dx

T
11 1 2
= | —exdx 0= e%°*sinx dx
2 X7 z
3
+++++++++++ -+ RESOLUTION++ 4+ 4+ 4+ 4+ 4

Calculons les intégrales suivantes :

oAzf <X +\/—+\/_)dX_f3X2dX+f3\/§dX+f3%dX$
A= [3)( += x\/‘+2\/‘] =—33+ 3\F+2\F ( 23 = 2\/_+2\/_)
—9+4\F————\F— 3 4\/———\/_=>A——+4\/_——\/—

3 x
.B:fo (§+ 2x+2> x—[ X +21n|1+xl+ln|X+1|]

1 3
B—[4x +3ln|1+x|] =—32+3ln|1+3| ( 02+31n|1+0|)

2 34— B=-+3In4
= — = ——
g " g

n 1 1 1
oC=f costdx=[—sin2X] =—=sin2n—=sin2(0)=0=C=0
0 2 o 2 2

n . 1 T 1 1
oD = [ 'sin2xdx = [—-cos2x| =—>cos2n+-cos2(0)=0= D=0
0 2 0 2 2

T

T sinx T 1 1 1 1
oE:J —dx = — > =[ ] = - =-1-1
o €0s*X o €0s’X cosxl, cosm cosO

E=-2

. Ll(ZX — 5)(x® — 5x + 1)dx = B(XZ —5x + 1)2]:

=l((12—5+1)2—(02—0+1)2)=%(9—1)=4—=>F=4—

N f X+ 3 1[ 1 ]O
° - | =
(x2 +6x—1)3 21(x2+6x—1)21_,

((02 F0-12 ((-3)+ 61(—3) - 1)2) - %(1 - 1_(1)0) - %

In3 .x —X In3 (X% -x\’

ef—e (e*+e™)

oH =J ——dx =J ———dx = [1n|ex+e_x|]}gg
Ine € +e™* n2 €X+e™*
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1 1
H =In|e!3 + e"M3| — In|eln? + e~In2| = ln<3 +§> —ln<2 +—)

2
T T BV e B O
D T B T =3

5 1 1 1°

I = (2 —5—7)d =[2—5+ ]

¢ fz X (x+1)2 X X X x+ 21,

) 1 23 165 165
_ —

1 1
I=52—5><5+——<22—5X2+—

5+2 2+2) 7" 4 28 28
-2 X 2
o]:f dx =|Vx*—1| =V3-V8= ]J=+/3-2V2
_3 1/X2_1 [ ]_3
K J’ﬁ d [ ) x]‘/E W2 1 non o om
[ ] = = — = _— —_e, e = — )
= X arcsm21 arcsin 3 arcsm2 "~y
k1
K=—
12

1 eX
ol = f e dx = [In(1 + 9]} =In(1 + ') —In(1 + &%) =In(1 + ) — In2
0

L=1 (e — 1)
Inx In%x 1

1 1
oM = f_ (—+T>dx = f_ (Inx + In%) d(Inx) = E(lnx)2 +%(lnx)3 .

X e

M =2(n1)? + = (In1)? (1(1 242 —1)3) L
= — — — | = — = —— _—= —_——
2 3o 2 ne 3 e 2737 7%
M= 1
6
11 1 Ly 1 17t 101
oN:J —Zexdxz—j (—)ede=—[eX] =—el+tel=—e+Ve=>
2 X 2 \X 2
N=+e—e
3 12 , 1 x
00=J e? %X gin x dx=——J (2 cosx)'e? 05X dx = — — [e?¢0s%]2
% 2 % 2 3
1 2 costy 2 cosy 1 2 L 1 e—1
= —— — 3 ) = —— 0 _ 2(2)):—— — = —
0 Z(e 2—e ) 2(e e 2(1 e) =0 >

S T a2 O O S B o S o e S
EXERCICE 3:
On considére les intégrales I et ] ci-déssous :

T
2 2 2 .
I=| x?cos*xdx et J=| xZsin“xdx
0 0

1) CalculerI+] et I—]
2) Endéduire I et |
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+++++++H++H b RESOLUTION +H++++ b+

On considére les intégrales I et ] ci-déssous :
s

Vs
z 2 2 g2
I=1] x%cos’xdx et [J=| x?sin“xdx
0 0

1) Calculons I +] et [—]
n T n n
2 2 2 2
o/ +] = f x%cos?xdx +f x2sin’xdx = f x2(cos?x + sin®x)dx = f x%dx =
0 0 0 0

s
= 3 3
T U S ETE-
37 1o 3\2 3 24 4
T
2 2 2 2 2ain2 2 2 2 Pan2
o] — ] = | x“cos®xdx — | x*sin“xdx = | x*(cos®x — sin“x)dx
0 0 0
u = x?
v = cos 2x dx

1

du = 2xdx
{v = Esin 2x

7
I—]=f x? cos 2x dx onpose{
o d

u=x

x? z 7 7
I-]= [7sm2x]0 —fo x51n2xdx=—f0 x sin2x dx on pose {dv=sin2xdx=>

du = dx 1 % 1 %

1 :>[—]=[——xc052x] +—f cos2x dx =
v=—§c052x 2 0 0

T

I+ & +1[' 2]7 =1 T
= —— — = — ) ==
] 4cosn 4sm x[g=m ] 2

2) Déduisons-en [ et ]

T
= 2 " T[+Tl'3 f T3 + 67 ; 3 + 6m
=3 = — _— =— =] —-—-TnT=————-—T1
s 4" 24 24 1/ 24
[+] ==
2
Dot w3 — 187
oulj = ————
/ 24
++++++++++++HH
EXERCICE 4:
1) Déterminer les a, b et c tels que : > =2 bf“
x(x%+1) x  x*+1
1 1
2) Calculer f% o 94X
+++++++H++H A RESOLUTION +H++++ b+
1) Déterminonslesa,b et c telsque: S = @ bxre
x(x%+1) x  x%+1
1 a+bx+c ax’+a+bx*+cx (a+b)x*+cx+a
x(x24+1) x x24+1 x(x?+1) - x(x?2+1)
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a+b=0 1 1 x
onpose (Clzg * x(x?+1) x x2+1

1 1
2) Calculons f% m

1 1 11 1 1
i ——dx = f% (;— xsz) dx = [lnlxl —Elnlx2 + 1|]%

> x(x2+1)

1 1 1. |/1\? 1 1.5
=ln|1|—zln|12+1|— 1n|§|—§1n (—) +1 =—§1n2+1n2+51n—

2 4

NP 1(15+12> L2 fl L
= — —_ _—= = —_ = — —_ = _—_— — —
g MeTy My TNy e =y L xGZ + D) ")

+++++++++H+
EXERCICE 5:
On désigne par f la fonction numérique de la variable réelle x ainsi définie sur

|0; 5] par F(2) =

1) Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout x de [0; %] on ait :

sinx

sin x+cosx

cosx — sinx

f6) = bsinx + cos x
2) Soit @ un nombre réel compris entre 0 et% . Calculer I'intégrale ;
T_g
fx)dx

a
++++H++ A RESOLUTION +H+++++++ 44+ ++

On désigne par f la fonction numérique de la variable réelle x ainsi définie sur

[0: 3] par £ ) =

1- Démontrons qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout

sin x

sin x+cos x

b4 . __ 1. cosx—sinx
xde [0, E] on ait : f(x) —b—sinx+cosx+a
cosxX — sinx b cosx — bsinx + asinx + acos x
f)=b———— 4a= :
sinx + cosx sinx + cosx
a+b)cosx+ (a—Db)sinx —
f(x)=( )_ ( ) :{a+b 0$Za=1:
sin X + cos x a—b=1
b 1 | fx0 COSX — sinx +1
e = —_—— X -_-———— —
a 2 € 2 alors 2(sinx + cosx) 2

2- Soit a un nombre réel compris entre 0 et % . Calculons l'intégrale ;
T T . T
Jz‘“f( ) 112‘“<cosx—smx)d +Jz‘“1d
x)dx = —— — ) dx —dx
« 2), sinx + cos x a 2
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T
fz af(x)dx = —l[ln|5inx + cos xl]%_a +E[x]%_a
a 2 5
= —%(ln |sin(g_ a) + cos(g— a)| —In|sina + cosal) +%(g_ @ — a)

1 ) ) T -« T
= —E(lnlcosa + sina| — In|sin a + cos a|) +Z_ a= f f(x)dx = ik
o

+++++++++H

EXERCICE 6:
On désigne par f la fonction numérique de la variable réelle x ainsi définie par

() = —6x+5
f&®) = T 13
—6x+5

x*+4x+13
+++++++H+++HHHH - RESOLUTION HH+++ b+

On désigne par f la fonction numérique de la variable réelle x ainsi définie par

) = —6x+5
fO = 13

Calculer I'intégrale : [

—6x+5
X
x2+4x+13
Comme (x% + 4x + 13) = 2x + 4 alors —6x + 5 = —3(2x + 4) + 17
—6x+5 —3Q2x+4)+17 —3R2x+4) 17
J- d =J- dxzf d +f

X x dx
X’ +4x + 13 X’ +4x + 13 x? +4x+ 13 X2+ 4x+ 13

—6x+5 2x +4 1
——dx=-3 | ———dx+ 17 | —dx
x? +4x + 13 x? 4+ 4x + 13 x? +4x+ 13

Calculer I'intégrale : [

—6x+5 p 1
—————dx = —3In|x’ + 4x + 13| + 17 — 5 dx
X’ +4x+ 13 (x+2)*—4+13

—6x+5 1
f—dx = —3In|x’ + 4x + 13| + 17f—zdx
X +4x + 13 (x+2)*+9
—6x+5 5 17 X+ 2

—————dx=—-3In|x +4x+13|+—arctan< )+c

x’+4x+13 3 3

+++++++++H+
EXERCICE 7:

T
Déterminer la limite de la suite (I;) ey définie par: I, = f04 x™tan x dx
+++++++H++H b RESOLUTION +H++++ -+
Pour tout x appartenant a I’intervalle [0; %] ;ona:0<x< g = tan0 < tanx <

tang = 0<tanx< 1= 0 <x"tanx < x" en intégrant membre & membre on a ;

B 1 xn“% 1 ,myn+1
OSf x“tanxdxsf XMdx=0<1, < z0§1n<—(—)
0 0 r1+10

“n+1\4
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n+1 +oo+1
Donc lim I, = lim (L (E) ) = (3) comme 0 < % < 1 alors

n—+oo n—+oo \n+1 \4 +o0+1 \4

. m\nt+1
lim ((—) )=0=>1m n=_C
n—+oo 4 m—+co
I o o o e o T T e e G

EXERCICE 8:
Calculer les intégrales suivantes:

2 2 T
A= f x27%dx B= J- (x\/g - \/gx) dx C= f 251X cos x dx
1 1 0
+++++++H+++HHHH A RESOLUTION HH+++ -+

2 2
A:f Xz—xde:J- xe -x2 In24qy — __J (2X1n2)e x? In2qy =
1 1 21 2

1 2 2 1 212 1 2 2 1 1 1
— _ -x“In2]" — _ -Xx — 28 Jgl) S - —
= ~omzl =gz 2] = o @ 27%) 21n2(16 2)

R
" 32In2
X\/E+1

2 2
B= @—x/ixdzj V5 _ exInS)dx = ~
L(X Jax= | (0F - e i = - e

2\/§+1 1 1\/§+1 1
A S _<—__v?) -

V5 +1 ln\/g V5+1 In+5
_2@1—1 5-+5
"~ V541  InvB

T T 1 T
C= j 25inX cosx dx = J esSinxIn2 ey dx = ﬁ cosxIn 2 eSinxIn24y
0 0

1
—2°-29=0=
an( )

—_ [esinxln 2]TI

— Zsinn _ ZsinO —
In2 ( )

i Zsinx T
an[ 16 In2
s

C =f 25X cosxdx = 0
0

e e e O O e e e e
EXERCICE 9:

Soit (I,,),en la suite définie par : I,, = f3 G 5y

Cosx

1) Calculerl, et I

T
2) Calculer I'intégrale f03(sin x)" cosx dx
En déduire I'expression de I, ., — I, en fonction de n, puis la valeur de
I; I3; Iy et I
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+++++++H++H - RESOLUTION +H++++ b+

Soit (In)pen la suite définie par : I, = [3———

1-

(sm

Calculons I, et I,

)"

CosXx

T

T Vs Vs
Iy ZJ‘?(sinx)o zfi 1 zfi cosx xzfg cos x
o COSX o COSX o CosZx o 1—sin?x
Iozf% cos x dx—lf%( cos x cos x )dx
o (1 —sinx)(1+ sinx) 2J)y \l1=sinx 1+sinx
v
I, =1[—ln|1 —sinx| + In|1 +51nx|]% = 1[ln Hﬂ F
2 2 1 —sinxll
Io=1 In 71+sin% —1n|71+5in0 =1 In 1+@ =11n2+\/§
2\ |1 -sinZ 1—sin0l | 2 1_@ 2 2-3

2- Calculons l'intég

I, = In(2 +3)

s
rale [3(sin x)" cos x dx

3 \/?_’ n+1
3 3 (sinx)™*1]3 (sin%)"*1 (sin 0)™+ <7
fo (sinx)”cosxdx=f0 (sinx)"d(sinx) = —— L: e e g
b4 n+1
d'ou fi(sin x)"cosxdx = L
o (n +1)2n+1
Déduisons-en I'expression de I, ,, — I, en fonction de n, puis la valeur de
12; 13; 14_ et 15
L +2 L L +2 .
3 (sinx)" 3 (sinx)™" 3 (sinx)""* — (sinx)"
Lysy — I, = — | —dx = dx
o COSX o COsx 0 cosx

Vs
3 (sin x)™(sin? x — 1)

dx=—f
0

3 (sinx)™ cos* x
——dx

Lyo,—1, =
& " _fo cos x cos x
\/§ n+1
Lo — j (sinx)" cosxdx = — ﬁ
(\/_)0+1 3 3
n=0s1l,—I,=— CFEEE 2=10—7<:>12=1n(2+\/§)—7
1+1 b
B B (\/_) B 3 (3sinx 3 z
n=1l1eshx-= —W@k =1 —g—fo COSde_g_ —[lnIcost]O - =
I In 2 3
ell; = — -
3 n 3
3™ V3 V3 V3
n=2<=>14—12=—mﬁ>1 _12—?@14—11'1(24‘\/_)—__7
M DAOUDA BANGOURA TSM EDITION 2019
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14—ln(2+\/—)—£

3)™ 9 3 9

n=3<=>15_13= (3+1)23+1<=>15213_ac>14 ln2—§—a
33

15 —an—a

+++++++++H

EXERCICE 10:
Pour tout entier naturel n > 2 ; on considere I'intégrale I,, définie par :

2 1 l
=f —exdx
1 X"

a) Calculer I, et , démontrer a I'aide d'une intégration par parties que pour tout

entiernatureln>2: [, =e— zn —Z + (1 -n)l,

b) Etablir que pour tout entier naturel x € [1;2], 0 < x—nei < Xin

¢) En déduire un encadrement de I, puis étudier la limite eventuelle de la suite I,
+++++++H+++HHHH A RESOLUTION -+ -+
Pour tout entier naturel n > 2 ; on consideére l'intégrale I,, définie par :

f21 :
= —exdx
n
1 X

2

21 1 Z /1 1 1
Izzf—zexdx;ﬁh:—f d(eX)z—[eX] =—(ez—€>$lz=€—\/g
1 X 1 1

Démontrons a I'aide d’une intégration par parties que pour tout entier naturel n > 2:

a) Calculons I,

IL,,,1=e— 1+ A —-n)I,

211

2 1 1 2 1 1 2 1 1
I, = | —;exdx;onposel, ; = —rexdx etly,, = — exdx
1\ 1 X 1 X

alors calculons I, ;.

1 n
1 1 1 u:X_n du = —de
lhez = ) — exdx on pose 11 = ) =
1 dv = — exdx V= —ex
X
1 17° 21 1 11
lhir = — —neX] —n —rexdx = Iy, = — (Eez - e) —nl,4
X 1 X

In+2 = e_z_n_nln+1 = Ir1+2 = e_z_n_nln+1
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Ve

2n—1

onpose:n=n-—1;onal,_4,, =e— —(-Dl_141 =

Ve
[,,1=€e— on-1 + (1 —n)I,cqfd

1

b) Etablissons que pour tout entier naturel x € [1;2], 0 < xineE < xin
1 1 1

Ona:eVx€[l;2],ex>0 et ex<e, donc 0 <ex<e (%)

ovx €[1;2] et ne€ N\ {0;1}; ~>0En multipliant (*) par L ona:

x1 x1

1 1 e
0 < —ex < —cqfe
xn xn

c) En déduisons un encadrement de I,

1 1 e 21 1 Ze 21
0<—eXS—zO<J —eXdXSJ —dxﬁ0<ln§ej —dx =
X" X" . X0 . X0 . X0

1

1 2 1
0<Il,<e|l—| =0<I; < — =
“—e[(—n+1)xn—1]1 n—e((—n+1)2n—1 (—n+1)>

2t 1 271
0<I, < - s0<I <el—
“—e((—n+1) (—n+1)) "—e< 1—n)

Etudier la limite eventuelle de la suite I,
Pour cela on a : lorsque g(x) < f(x) < h(x)alors lirrll(g(x) = lirrll(h(x) =1
X— X—
dou limf(x) =1
x-k

Ainsi: lim I, = lim e (Zl_n_l) =e (21—«-_1) =e (E) =0=

n—+oo n-+eo 1-n 1—ee -

i 1o =
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APPRENTISSAGE

++H++HHH R EEEXercice T

Soit f la fonction définie sur [—1; 1] par f(x) = V1 — x*
On note C la courbe représentative de f

1- Vérifier que la courbe C est un demi-cercle de centre O et de rayon 1

2-  Endéduire la valeur de fol 1—x%dx

++H++HHH R REEEXErCice 2
3

Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = octe définie sur R par g(x) =
1- CalculerI; = fl f(x)dx
2- Soit I, = ffg(x)dx. Calculer I; + I, et en déduire la valeur de I,

1+x?

++++tH R EXercice 3 it

Dans chacun des cas suivants, vérifier que la fonction F est une primitive de f
a) F(x) =8x3—-12x2+6x—-7 et f(x)=6(2x—1)* ;
b) F(x) = —2cos (3x + 2) et f(x) = 6sin (3x — 2)
) FX) =vV2x+1 et f(x) = e

d) FOo) = (2=vx)? et flx) =EEDERD

+HHtHH b EEEXErCice 4 bbb

12x2-37x+13
(5x-2)(2x—1)?

’

On considére la fonction f de Rvers R par : f(x) =

1) Préciser 'ensemble de définition Dy de f

2) Déterminer les nombres réels a, b tels que pour tout nombre réel x :

B b
fx) = (Zx— 1)2

3) Donner une primitive a f sur ]—oo; E[' Calculer f_lf(x)dx

++++++ R EEXercice 5o
Calculer les intégrales :

dx onpose u(x) =x3+2

_fo Vx3 +2
2

onpose u(x) =x3+2

B =fl 7()(3 T2 dx
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1 1
C= fo (1 + x)Vxdx D= J; e*(e* + 1)dx

bR EXErCice 6 R

Calculer les intégrales suivantes :

Ilzf%dx sz%dx 13—f§/_dx 14—f xVxdx
Iy = f , x(V_ dx Iﬁ—f (ﬁ’xz(\/f)>dx

++++HHH R EXercice 7 it

Calculer les intégrales suivantes :

) 2 s Vx2 - Vx
=f<x \/§+x—3+ fx\/})dx I, = de

13=f(i/i+§/§)dx I, = J(l—?)

++++tt R EXercice 8 ittt

Utiliser le changement de variable et calculer les intégrales suivantes :

I = f(x2 + 3x — 2)(2x + 3)dx I, = f(Zx + 1)1%qx

f X . / f dx p
= —ax = —ax
3 (x2 +2)5 * (5x +2)*
i j X g I J 24 2d
5 = —dax 6 = XV X X
V3 =2
++++++ R EXercice 9 it

Utiliser l'intégration par parties et calculer les intégrales suivantes :

I =fln(1+x2)dx I, =fx"lnxdx
I; = fxarcsinxdx I, = Jxarctanxdx

Is = f 3* cosx dx I = J-xa"dx
++++++ R EXercice 10
Calculer les intégrales suivantes :
L= \/2+x2—\/2—x2d L x* p

++++++HHEH R EEXErcice 11 bbb

— COSX sin2x
On pose | = omd A= f1+25mx et [=A+1
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1- CalculerJ puis |
2- Endéduire A
+++++H+ R EXercice 12

On considére les intégrales I et | ci-déssous :
s

v
4, 4 4 i 4
I =1 sin?xcos*xdx et J=| cos?xsin*xdx
0 0

1) CalculerI+] et I—] 2) En déduire I et |
++++HHH e EEXErcice 13 bbb

On considére les intégrales I et | ci-déssous :
T T
4 4
1= f (x + Dcos?xdx et = f (x + 1) sin®xdx
0 0

1) CalculerI+] et I—] 2) En déduire I et |
+++++H+HHH R EEXercice 14 b
Calculer les intégrales suivantes en linéarisant :

s T

T
g . z . 4_ Z . 4
A= sin®5xdx B = sin*xdx C = sin?xcos* xdx
0 0 0

0

D= fﬂsin2 (2x)cos?*(3x)dx

++++H++HHHH e EXercice 15 A
Calculer les intégrales suivantes en utilisant I'intégration par parties :

s
T % 3
A =J (2x>—1)cos3xdx B =Jn x?sinxdx C =J x2sin? xdx
0 z 0

1
E=chosxdx F=jx\/1—xdx
0 0

NE
NE

D =j x? cos x dx
0

U1

1 z T
G=J x*V1 — x dx H=j e%* cosx dx I=Lezxxzsin3xdx
0 0 z
2

T

5 2 2
]=J e*sinx dx K=f (x% + 2x + 3)e*dx L=J- In%xdx

0 -1 1

T
2

1 2
M =J- (x2+1)e*dx N =f x1n2x dx 0= J- e3* cos 3x dx
-2 1 0

T
7 T
P=| e3*sin3xdx Q= J- x%ezdx
0 0
+H+HHHHH R EEXErCice 16+

1) Démontrer que pour tout nombre réel x : cos3x = %(cos 3x + 3 cosx)
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T
2) Calculer I'intégrale f03 cos3xdx
+H+++H+H R EXercice 17 b

3x3-5x2+2x-1

On considére la fonction f de R vers R par : f(x) = —anra

1) Préciser 'ensemble de définition Dy de f
2) Déterminer les nombres réels a, b, c et d tels que pour tout nombre réel

c d

x:f(x) =ax+b+— 2

3) Donner une primitive a f sur [—1; 1]. Calculer f_llf(x)dx

T B i L

APPROFONDISSEMENT

+++++H+HHHH R EXercice 18 b
— 1 X — 1 X
1) Caleuler Iy = [ e*dx et I = [ xe*dx
. 1
2) PourtoutndeN,soit ], = fo x"e*dx
Au moyen d’une intégration par parties, obtenir une relation entre I,,; et I,
Vérifier cette relation pour n = 0. L'utiliser pour calculer I

+HHtHH R EXercice 19t

n+1)mw _ .
[T o= gin x dx
nm

Soitn €N et I, =
1) Calculer I, a I'aide d’une intégration par parties successives
2) Démontrer que la suite (I,) est une suite géométrique. Préciser la raison et I,
+++++++H+H R EXercice 200
Soit (I,,) ey la suite définie par : I,, = fon(sin x)"dx
1) Calculerl, et I
2) Sans calculer L, ; démontrer que la suite (I,,) est décroissante
3) A/laide d’une intégration par parties, démontrer que :Vn € N;
I _n+t 1
n+2 — m n
4) a)Calculer Iy; Iy et Iy
217 216
b) En déduire que STl <m< Tixoxr?

+++++ R EREEXErcice 22 bbb
1) On considére les intégrales I et | ci-déssous :

s T
I=f cos*xdx et | =f sin*xdx
0 0
a) Montrer que l'intégrale | peut s’écrire sous la forme

T
I =j cosx(cosx — cosxsin®x)dx
0
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b) Al'aide d’une intégration par parties montrer que I = fon sin?xdx — %]
c) Montrer de méme que | = fon cos®xdx — il
2) a)Montrerquel +] = 3%
b) Montrerquel — ] =0
c) En déduire les intégrales I et |
+H+++H+H R EXercice 23 b
Soit @ un réel strictement positif
1) Onposel(a) = faltlze_%dt
a. Exprimer I(a) en fonction de a
b. Déterminer llxi_r)r(l)l(a)
2) OnposeJ(a) = f:%e_%dt
t
a. Enutilisant une intégration par parties, exprimer J(a) en
fonction de
b. Déterminer llxi_r)r(l)](a)

s o

EVERCICES DE PERFECTIONNEMENT

o = o o B e

On considére les intégrales suivantes :

s T
p j4 dx ¢ J4 dx
= e =
o COsZx o Ccos*x

1) a.Quelle est la dérivée de la fonction tangente

b. Calculer |

f: [O; E] — R

2) a. Soit la fonction : .
sinx

X —
cos3 x

Démontrer que f est dérivable sur [O; %] et que, pour tout x appartenant a cet
3 2
cos*x  cos?x
b. Déduire du calcul précédent une relation de entre | et J, puis calculer J

intervalle : f'(x) =

++H+tHt b EEEXercice 25 b

Le but du probleme est la détermination de I'encadrement de 7 en calculant de

. , 2—-v3 d
deux fagons l'intégrale : I = fo \/—1:;2

1) Méthode donnant la valeur exacte de |

1) Calculer tan 8 en fonctionde t = tang. En déduire que tan% =2-+3
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2) Soit f I'application de I'intervalle ]—%; %[ dans R définie par: f(x) = tanx

a) Tracer la courbe y représentative de f dans un plan rapporté a un repére
orthonormé (0, i; j)
b) Démontrer que f admet une fonction reciproque f~! =

F de R dans ]—%; E[

2
Donner le tableau de variations de cette application et la représenter

graphiquement dans le méme graphiquement

3) Démontrer que F est dérivable sur R et que F'(x) = 1

1+x?
. . _ 2—/3 dx _ T
En déduire que / = [ 7 —=—
)] Méthode donnant un encadrement de |
1) a) Calculer (2 \/_) et (2 - \/_) en fonction de V3
=1-x"+ 1+x2

2) Calculer ] = f 1 — x?)dx en fonction de V3
2—V3 x*

1+x2

3) On désigne par K I'intégrale : K = f dx

, L. x*
D <
a) Montrer que pour tout réel positif x : e
- 9
b) En déduireque 0 < K < ;7 — 73
4) De I'intégrale I = J + K, déduire 'encadrement 4+/3 — 23—0 <I< i -3V3
Conclusion : Sachant que 1,73205 < V3 < 1,73206 ; déduire des deux parties le
meilleurs encadrement possible de m
++++++HHH e EXercice 26 R
On pose pour tout entier naturel n: [, = fle x%(In x)™dx ou In désigne la fonction
logarithme népérien et : I, = ff x*dx
1- Calculer I,
2- En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout entier
naturel n non nul : 3L, + (n + DI, = &3
En déduire I,
++++++ R EXercice 27 bbb

On considére pour tout entier naturel n, les intégrales :

s T
— (2 p—nX o; — (2 p—nx
= [Ze ™ sinxdx et J, = [2e ™ cosx dx
1- Calculer I, et ],
2- Pour tout entier naturel non nul
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a- En utilisant une intégration par parties sur I, et J,,, prouver que I,
I,+n/,=1

T
n—

—nl, + J,=e "z
b- En déduire, pour tout entier naturel non nul, les expressions de I,, et

et J,, vérifient le systeme : {

Jn en fonction de n
3- Déterminer lim I, et lim J,
n—-+oo n—+oo
+++++H+HHH R EXercice 28
. 1 1 -
1) On pose pour tout entier naturel n non nul ; I,, = ;fo (1—-x)"e *dx
a. Alaide d’une intégration par parties calculer I;
. 1,01 _
b. Prouver que, pour tout entier naturelnnonnul ;0 < [, < ;fo e *dx
En déduire lim I,
n—-+eoo
c. Montrer, en utilisant une intégration par parties, que, pour tout entier

1
naturelnnonnul,ona:l,,, =

(m+1)! M
2) On considére la suite réelle (a,,), définie sur N* par
(_1)n+1
a, =0 et a =a,+—=
1 n+1 n (n + 1)|

a. Démontrer par récurrence que ; pour tout entier naturel non nul,

1
a, = g r (_1)n1n

b. Endéduire lim a,
n—+oco
++++++HHHH R EEEEXErcice 29 bbb
Pour tout n entier naturel non nul, on considere l'intégrale : [, = fle(ln x)dx
1) a. Démontrer que pour tout x de I'intervalle [1; e] et pour tout n entier
naturelona: (Inx)® — (Inx)**1 > 0
b. En déduire que la suite (I,) est décroissante
2) a.Alaide d’une intégration par parties calculer I;
b. Montrer, en utilisant une intégration par parties, que, pour tout entier naturel
nnonnul,ona:l,,, =e—(n+ 1,
c. Endéduire I; ; I, et I. Donner les valeurs exactes, exprimées en fonction de e,
et les valeurs exactes & 1073 prés par défaut
3) a. Démontrer que, pour tout entier naturelnnonnul ; I, = 0
b. Démontrer que, pour tout entier naturelnnonnul; (n + 1)1, <e
c. En déduire la limite de [,
d. Déterminer lavaleurde nl, + (I, + I,41)
+++++H+HHH R EXercice 30 bR
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On définie la suite (I,)) ey par: Iy = f01v1 — x2dx et pour tout entier naturel
nonnuln;I, = fol x™/1 — x%dx

1- Calculer Iy et I
2(n+1)
2n+s5 M
22N+2(n41)(n!)?
(2n+3)!
+H+HHHH R EXercice 31

2- Montrer que pour tout entier natureln; I,,,1 =

3-  Montrer par récurrence que ; I,

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = i +1In (ﬁ)

1- Etudier les variations de f sur ]0; +oo[
2- Soit a un réel strictement positif. A 'aide d’une intégration par parties,

calculerf ln( )dxpwsf f(x)dx
k+1 1

3- Soit k un entier naturel non nul. Démontrer que f —dx == — f(k) puis en

déduireque 0 < f (k) < proey

4-  Pour tout entier naturel non nul n, on pose S, = Y2% 0k(k+1)

Simplifier S,, , montrer que la suite S, est convergente puis déterminer sa limite
5-  Montrer que pour tout entier naturel non nul, 0 < Y22 f(k) < S,
Déterminer lim (2%, f(k))

n—-+oo

6- On considére la suite u,, définie paru, = 2%, (%) Exprimer Y2 f (k) en
fonction de u,,. En déduire que la suite u,, est convergente et déterminer sa
limite

+++++H+HHH R EXercice 32 bbb

Y . . 1/2t+3) L
On consideére la suite u,, définie paru, = fo (m) endt

1- Soit @ la fonction définie sur [0; 2] par ¢(t) = w. Etudier les variations

de ¢ sur [0; 2]. En déduire que, pour tout réel t dans [0; 2] < o(t) < =

Montrer que pour tout réel t dans [0; 2], on a :EeE < (p(t)eﬁ < Zeﬁ. Par une

t t
intégration, en déduire que 3n (eﬁ - 1) <u, < In (eﬁ - 1). Montrer que, si u,
2 4

N .. 7
possede une limite L, alors 3 < L S =

2- Vérifier que ; pour tout t de [0 2],ona G
t+2 t+2
En déduire l'intégrale I = fzﬁ dt. Montrer que pour tout réel t dans [0; 2], on

t 2
a:1<en<en Endéduirequel <u, < Ieﬁ. Montrer que u, converge et

déterminer sa limite
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AR E

LE DEFI

++HtHH bR EXercice 33 it

Calculer les intégrales suivantes :
" f (tan\/_) +2 b f "
[(tan\/—) —1] (cos\/_) \/_ xy/1—4Inx — (Inx)?2

Inx

sin 2x — cos x
dx d) x
\/(sinx)2+4sinx+1 \/Z(Sinx)2+sinx—1
+++++H+HHH R EXercice 34 b

sin 2x

Calculer Ies intégrales suivantes :

a) f Vtanxdx on peutposer t=+/tanx

Vsinx
b) f v dx onpeutposer t=+sinx

++++tHH e EXercice 35 cH bbb

2
Encadrer f (1 x) dx
++++++++++++++++++++++++ExerC|ce 36 i+

Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T

Montrer que la fonction g(x) = fXX+T f(t)dt est constante sur R
+++++++HHH e EXercice 37 bbb
Soit f, et g, lesfonctions définies sur R par : f,,(x) = x™ et g,(x) = Vx

Les courbes représentatives de ces deux fonctions partagent le carré unité en
trois domaines.

Déterminer n pour que les trois domaines aient la méme aire

++++HHtH bR EXercice 38 bbb
1

n L
Pour tout entier naturel non nul n, on pose : a,, = (fol (\/ 1+ x2> dx)n
1- Calculer a,
dx)

A I'aide de la fonction ln(l +V1+ xz), calculer a4

SONNE EEANEE ATOUS

e R ma R
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2- Démontrer que a; = %(




++++++++++ESSENTIEL DU COURS++++++++++++++

Définitions : On appelle équation différentielle toute relation qui relie une

fonction inconnue f et ses dérivées successives f; f 5 f ;s f
Equationsdutypey = f(x) ety = g(x):
e Equations du type ¥ = f(x): Pour résoudre une équation de cette forme, on

posey'=3—i: et ona:y = f(x) zj—izf(x) =dy = f(x)dx =

Jdy=[f@dx=y=9gx)+c
e Equations du type y” = g(x): Pour résoudre une équation de cette forme, on

posey = % et ona:y =gx) = % =g(x) =dy = gx)dx =
fdy =[g(x)dx =y = h(x) + ¢, et onpose y = Z—z et ona:y = h(x) +
= Z—Z =h(x) +c; = dy = (h(x) + ¢))dx = [dy = [(h(X) + ¢;)dx =

y=i(x)+cix+c,
Equations du type y + ay = 0: Pour résoudre 1'équation de cet type,

on pose
., d ) d d d

y =d_ic/ et ona:y +ay:O=>d—Z+ay:0:d_z:_ay$7y=_adx
d
7)1: —fadx=ln|y| =—ax+c= "W =@t = |y| =7 ¢ =

y =zte.e™™ onpose k = te€ alors y = ke™®*
Equations du typeay” + by + cy = 0 aveca # 0 et (b,c) € R
L’équation de cette forme est appelée « équation différentielle linéaire du second

ordre sans second membre »
On appelle équation caractéristique de ay” + by + cy = 0 toute équation de la
forme

ar?+ br + ¢ = 0 ou r est I'inconnu. Pour résoudre cette équation, on résout
I’équation caractéristique puis on a A= b? — 4ac:

oSiA> 0 alors rietr,et y = Ae™* + Be™?*

oSiA=0 alors 1y =ryet y = (Ax + B)e™

n=a+if

oSi A< 0 alors { .
rn=a-—Iif

et y = e*(Acos Bx + B sin fx)
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE 1 :
Résoudre sur I’intervalle K les équations différentielles suivantes :
a)xy' +1=0 Ke€l0,4o[; b) 3y +x°+1=0 K €]-o;0[

c)e*y'+e™*=0 KER d) y'sinx —cosx =0 K €]0,7[
e)l+6x’+y"=0 K€R f)cos2x+4y"=0 K €R
D2y +e*—e*=0 KE€ER h)2y"=1+tan’ KE]—— =

++++++++++++++++++++++++RESOLUTION++++++++++++++++++++++++++

Résolvons sur l'intervalle K les équations différentielles suivantes :
Yxy +1=0 K€]0,+oo[ xy' +1=0 ' ! dy !
a)x = ,too| X =0= = s L ==
Y Y Y x dx x

1 1
dyz_;dxzfdyz—f;dxﬁy=—lnx+c

3., 2 3.7 2 . x2+1
b) x>y +x*+1=0 Ke€]-oo0[=>x’y =—x?-1=y =— p= N
dy _ x+1=>d x2+1d
dx x3 Y= 3

d x+1d \ 1 -3 gy = 1 1
f’y“f x:y__f(;” )x‘_(“'x'_ﬁ)“:}

1
y=—In|x|+—=+c¢

2x

, . , dy
c)e*y +e™ =0 KER = e’y =—e*=>y =—e‘2x=>d—=—e‘2"

x

1

dy=—e'zxdx=>fdy=—fe'2xdx=y=ie‘2"+c

5 . , COosx

d)ysinx—cosx =0 Ke€]0,n[ = y sinx =cosx =y = pr—

dy cosx cos x cos x .
—=—=dy =— dx=>fdy=f dx = y =In|sinx| + ¢
dx sinx sinx sinx

, , dy’
e)1+6x2+y =0 KER =y =—6x2—1=>%=—6x2—1z

dy = —(6x%? + 1)dx = fdy' = —f(6x2 +DDdx =y =-2x>—x+¢;, =

dy _

Fi = 2x3—x+c¢ =>dy=(-2x3—x+c)dx =

fdy=f(—2x3—x+cl)dx
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Lo Lrexn
f— = — — —_—
y Z X —pxitaxte
" " " 1
f)cos2x+4y =0 K €ER = 4y =—cos2x =y =—Zc052x2
Y _ L osax o dy (1 z)d fd' f(l 2>d
- = - = — | = —) = — —_ —
i 7 Cos 2x y 7 €0 2x ) dx y 7 C0s 2x ) dx
' 1'2+ 4y 1'2+ d<1'2+>d
= —— = — = — — =1 =(—= =
y gSin2x +¢ I gSin2x +¢; y gsin2x + ¢, |dx
1 1
fdyzf(—gsin2x+c1)dxzyzﬁc052x+c1x+c2
" " .1
g2y +te*—e =0 KeR=2y =—-e¥t+e =y =E(ezx—e_2x)=>
dy’ 1

1 1
— _(p2%X _ p—2x "= Z(p2X _ p—2x . 2x __ ,—2x
- =3 (e e %) = dy 5 (e e 2)dx = fdy 2f(e e ?%)dx

1 1
=y ZZ(ezx+e‘2x) +c0 = ZZ(eZ" +e )+ =

ed
dx
1 1
dy = (Z(ez"+e‘2") + C1> dx = f dy = Zf(ezx +e7¥)dx + c1x =
1 -2
y=§(e *—e x)+C1x+C2
. T dy’ ,
h) 2y" =1+ tan’x KG]_E; E[= 2= 1+ tan?x = 2dy’ = (1 + tan ?x)dx
) , d
f2dy :f(1+tan2x)dx:>2y =tanx + ¢; :>2£:tanx+c1$
2dy = (tanx + ¢;)dx = dey = f(tanx+c1)dx = 2y = —In|cosx| + ¢c;x + ¢,
—In|cos x| + c1x + ¢,

2
)

EXERCICE 2 :
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes et déterminer la solution
vérifiant la condition indiquée
a)y —3y=0 ety(0)=1 b)y'+3y=0 ety(l)=1
c) 4y'—3y=0 ety(—-4)=1 d) y'+yln2=0 ety(l)=-2
" , _ y(0) =1 " , _ y(0)=0
e)y"—2y'—2y=0 et {y'(O) ~0 y"'—4y'+4y =0 et {y'(O)z 1
9)2y"=y=0 ety(0)=y'(0)=1h)9y"+4y =0 et y(n) =y'(m) =1
+++++++H++H - RESOLUTION H++++ b+
Résolvons sur R les équations différentielles suivantes et déterminons la

solution vérifiant la condition indiquée:

a)y —3y=0 ety(0)=1

Soit I'équation caractéristique : 7 —3=0=r=1= y = Ae>*

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM EDITION 2019



260

mais y(0)=1=A4e®=1=A=1dos y=e3*
b)y'+3y=0 ety(l)=1
Soit I'équation caractéristique 7 +3=0=r=-3 = y = Ade™3*
mais y(1) =1de3=1=A=¢e3 doi y=e33
c) 4y'=3y=0 ety(—4)=1

Soit I'équation caractéristique : 4r —3 =0=>=>r=-=y =

3
4
3
Ae?* mais y(—4) =1
3
Ae3=1=A=¢® dou y=e'?
d) y+yln2=0 ety(l)=-2
Soit I’équation caractéristique : 7 +In2 =0=r=—In2 =y = de”
mais y(1) = —2alors Ae "2 = -2=A=—-4 dou y=—4e*n?
y(0) =1
e)y' —2y'—2y=0 et{ ,
)y"=2y'=2y ¥ () =0
Soit 'équation caractéristique : 7> —2r—2=0=A=4+8=12 =

2-2V3 2+2V3
VA= 2v/3 alors rlszl—\/g etry=————=1++3

D'ou y = Ae"1X 4 Be2X = Ae(1-V3)x + Be(1+V3)x
oy(0)=1=A+B=1
oy = A(1-v3)e("V3* + B(1 +V3)e(1+V3)* = y'(0) = 0
= A(1-V3)+B(1+V3)=0
A+B=1=A=1-B
DlouleSyStéme:{A(l—\/?)+B(1+\/§)=0:
(1-v3)-B(1-V3)+B(1+V3)=0=B(-1+V3+1+V3)=V3-1

xIn2

V3-1 3-43 3—vV3 3+43
243 6 6 6
DIOL\J y — (3+6\/§) e(l—\/?)x + (?) e(1+\/§)x
y(0) =0

"~ 4y +4y =0 et{,
Ny’ —4y' +4y y(0) =1

Soit I'équation caractéristique : 7> —4r+4=0=A=16-16=0 =

-b 4
=7 =-=2=y=(Ax+ B)e™ = (Ax + B)e**

“2a 2
oy(0)=0=B=0
oy =Ae* +2(Ax+B)e™* =y (0)=1=A+2B=1=A4=1
Dol y = xe?*
92y"—y=0 ety(0)=y(0)=1
Soit 'équation caractéristique : 72 —1=0=1’=1 = r = +1
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=y =Ae""* + Be™* = Ae* + Be™* = y = Ae* + Be™*
oy(0)=y(0)=1=A+B=1

- X _ —x ’ _ _ _ A+B=1
y' = Ae* —Be™* = y'(0) = A B_1=>{A_B=1

=>2A=2=A4=1
B=0 Douy=e*
h)9y”"+4y=0et y(m)=y'(m)=1

s . P 4 ,
Soit I’équation caractéristique : 912 + 4 =0 = 12 = -y == +-i

w N

2 2
=y =e*(Acosfx + Bsinfx) = Acos§x+Bsin§x =y

2
= Acos§x + Bsin-x

3
, 2 2 1 V3
oy(n)=y(n)=1=>Acos§n+Bsm§n=0$—5A+B7=0
= A-BJ3=1
2,2 2 2 - 2 a2 g 2T
= —— — — —_ = = —— - — -
y gAsingx+zBcoszx =y (n zAsino-+ 2 Bcos—
A 4 1-+3
3 1 A-BV3=1 T g
——A——B=1=>A\/§+B=—1=>{
3 3 AV3+B=-1 |B_—1—\/§
-
Dol y = (#) cos%x = (1:ﬁ) singx

S A A A A
EXERCICE 3 :

1) Résoudre 1’équation différentielle : y" + 4y = 0

2) En déduire la solution qui satisfait aux conditions : f (g) =0etf (g) = -1

3) Mettre cette solution sous la forme : f(x) = a cos(wx + @)

+++++++H+++HH - RESOLUTION HH+++ b+

1) Résolvons I'équation différentielle : y* + 4y = 0
Soit I’équation caractéristique : 72 +4 =0 = r?’= —4 =1 = +2i
= y=e"™(Acosfx + Bsinfx) = Acos2x + Bsin2x = y
= Acos 2x + B sin 2x
2) Déduisons-en la solution qui satisfait aux conditions :

f(g) —0 et f(g) -1
1 3

T s s
.f(g):o ﬁAcos§+Bsm§=O=>§A+7B=O=>A+B\/§=0
2 2 1 3
Of(g)=—1=>Acos?n+Bsin?n=—1=>—EA+Bg=—1$A—B\/§=1
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{A+B\/§=0

V3
A—BV3=1 6

1 1
=>2A=1=>A=§=>B\/§=—§=>B=—

. 1 3
Dou [y =f(x) = Ecost—?sinZX

3) Mettons cette solution sous la forme : f(x) = a cos(wx + @)

Onposez=a+ib=>z=%—i§=>|z|=§etargz=9=—§+2kn

Alors f(x) = |zl cos(2x — 0) = f(x) = ?cos (Zx + g)
+HHHHH R
EXERCICEZ :

1) Résoudre I'équation différentielle : y" + 2y' + 10y = 0

2) En déduire la solution qui satisfait aux conditions :£(0) = V3 et f(0) =6 —+/3

3) Mettre cette solution sous la forme : f(x) = re®* sin(wx + @)

+H++HH+ - RESOLUTION ++++++H++ 4
1) Résolvons I'équation différentielle : y" + 2y’+ 10y = 0

Soit I’équation caractéristique : 7> +2r + 10 = 0 = A= 4 — 40 = —36 =

_ —b+VA _ —2+6i

T =—1+3i

— i 1 2a 2 _ pax .
VA= 6i = Vi 2 y=e (A cos Bx + B sin Bx)
n=——=—5 = —-1-3i

y = e *(Acos3x + Bsin3x)
2) Déduisons-en la solution qui satisfait aux conditions :
f(0) =3 et f(0)=6—-+3
of(0)=v3=y =e"(Acos3(0) +Bsin3(0)) =vV3 =4 =3
y = —e ¥(Acos3x + Bsin3x) + e *(—3Asin 3x + 3B cos 3x) =
y'(0) = —e °(Acos 0 + Bsin0) + e °(—3Asin0 + 3B cos0) =3 —V/3 =
~A+3B=3-V3=—3+3B=3-V3=B=1
Dot y = f(x) = e (V3 cos 6x + sin 6x)
3) Mettons cette solution sous la forme : f(x) = re® sin(wx + @)
Onposez=a+ib=z=+V3+i= |z =2etargz=9=g+2kﬂ

— — T

Alors f(x) = e™*|z| cos(6x — 8) ={f(x) = 2e * cos (6X - g)

R B R f m m g i o o B
EXERCICE S :

Soita € [0;2[. Résoudre I'équation différentielle :

(1 + cos2a)y” — 2y'sin2a + 2y = 0
+++++++H+HH - RESOLUTION +H++++ 4
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Soita € [0;%[. Résolvons I’équation différentielle :

(1 + cos2a)y” — 2y'sin2a + 2y = 0
Soit I'équation caractéristique : (1 + cos2a)r? — 2rsin2a + 2 = 0 =
A= (=2sin2a)? — 8(1 + cos 2a) = 4(sin 2a)? — 8(2 cos %) =
A= 4(2sina cosa)? — 16 cos? @ = 16sin? a cos® a — 16 cos? a =
A= —16cos?a (1 —sin? a) = —16 cos* @ = VA= 4icos’a =
JT _ 2sin2a —4icos’a  sin2a —2icos’a _
=

sin 2a
2(1 + cos2a)

- 2cos’a
= —i
1+ cosZa 1+ cosZa 1+ cosZa
2sin2a + 4icos?a sin2a + 2icos?a sin 2a _ 2cos?a
T, = = = —1
L z 2(1 + cos2a) 1+ cos2a 1+ cos2a 1+ cos2a
sin2a  2cos?a . ]
= —i =tana — i
17 2cos2a 2cos?a
sin2a  2cos’a
2

y = e*(AcosBx + Bsinfix) =
= —i =tana +i
2 cos?a 2 cos?a

y = eXBN%(A cosx + B sinx)
+HHHH
EXERCICE 6 :
On considére I'équation différentielle (E) : y* + 4y = 3cosx
1) Onposey = z + a. Former I'’équation a laquelle la fonction z. Déterminer a

pour que cette équation se réduise a z” + 4z = 0
2)

Donner la solution générale de I’équation (E) puis la solution qui satisfait aux
y(0)=0
conditions suivantes :

y(5)=0
+++++++H+++H - RESOLUTION H++++ -+
On considere I'équation différentielle (E) : y” + 4y = 3cosx
1- Onposey = z + a. Formons I'’équation a laquelle la fonction z.
(z+a) +4(z+a)=3cosx =z +4z+a +4a =3cosx
Déterminons a pour que cette équation se réduise 3z’ + 4z = 0

Onpose a’ + 4a = 3cosxeta=Acosx+Bsinx=>{a

—Asinx + Bcosx

—Acosx — Bsinx
—Acosx —Bsinx +4(Acosx + Bsinx) =3 cosx &
3Acosx+ 3Bsinx = 3cosx & {SA =3

3B=0@{gzéalors
3) Donnons la solution générale de I’équation (E) puis la solution qui satisfait

y(0)=0
aux conditions suivantes :

(T
y(5)=0
Z’+4z=0=2124+4=0 r?

4= r=+2i
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z=Acos2x+Bsin2x ®y=z+a < y=Acos2x + Bsin2x + cosx
y(0) =0 Acos0+Bsin0+cos0=4A+1=0=4=-1

y' = —2Asin2x + 2B cos 2x — sinx & —2Asinmwt — 2B cosm —sinm = 0
2B=0B=0&y=—cos2x +cosx
+HHHHHH
EXERCICE 7 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) x>+ y?—2x%y' =0
f(0)=1
f(0) = -
++++++ A RESOLUTION + 4+ 4+ 4+ 4+ 4+

b) y”+ 2y’+ 5y = 0 et déterminer la solution f qui vérifie {

Résolution des équations différentielles :
2., 2., 2 2 F_1_1(¥)\?
a)x?+y?—2x%y' =0 = 2x%y =x*+y :y:;+;(;) (),

. , . . . 1,1
posons z = % ,doncy = xzetyz+xz’ Larelation (*) devientzx + z = >t Ezz =

1 1 z2-2z+1 ., (z—1)? 2z 1 ., dz
sziz —z+§=722x— 2 2(2—1)2:; mais z za
2dz dx 1
on (2_1)2 ? f(z—l)z f;:z(—m>=ln|x|+ln|c|:
—% In|cx| © z = 1—metlasolutionydel'équationest:
2 E .
y=zx=(1—m)x=>y= —m0UC€N

b))y +2y +5y=0;
l'équation caractéristique associée est: 72+ 2r +5 =0
A=—-16=16i2= VA=16i = 1, =—-1—-2i etr,=—1+2i
d'ou la solution générale de l'équation est [y = e *(Acos2x + Bsin2x)]|AetB

sont des constantes arbitraires
Déterminons la solution particuliere :
f(0) =1 = e°(4cos0 + Bsin0) = 1 =A=11
£(0) =—-1= f'(x) = —e *(Acos2x + Bsin2x) + e *(—2Asin2x + 2Bcos2x) =
f(0)=-A+2B=-1=2B=-14A=2B=-1+1=0=B=01
la fonction f ainsi trouvée est [f(x) = e *cos2x|

L  mm e E B
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APPRENTISSAGE

+H++HH R EXercice T
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
a)y +y —6y=0 b)y"'—4y' +8y=0 Q)y'+4y —5y=0

1 " .
d)§y”—2y’+9y=0 e)2y —2V2y +y=0 Hoy"+6y+y=0

gy’ —6y +2y=0 h)4y" +4y'+y =0
++++H++ R EXercice 2
Dans chacun des cas suivants vérifier que la fonction f est la solution de I'’équation
différentielle (E) sur l'intervalle K

XZ

a)f(x)z;—x+1 (E):2(y+y)=x*> etK=R
b)f—x)=(2x—1)e* (E):y —y=2¢ etK=R

OfX) =(1+x2  (E): zly et K=]—1; +oof

“1+x
d)f(x) =v2x (E):yy =1 et K=]0; 4oo[
e) f(x) =xcosx (E): y—xy =x?sinx et K=R
f) f(x) = xInx — x (B):xy'—y=x et K=]0;+eo[
g fx)=eX+e* (E):y +y —2y=4e* etK=R
h)fx) =e*+x  (E):y”"+y"=0 et K=R

2 .2,
i) f(x) = (E):y +;y =0 et K=1]0;+0o[
, non
pDfx)=tanx (E):y —y?=1 et K=]—E;E

k) f(x) =In (1 ;i) (E):y" +x(y)2=0 et K=]-1;1]
+++++++HHH AR EEXErcice 3 bbb
Soit I’équation différentielle (E) : vy — 2y  —y + 2y =0
1) Vérifier que les fonctions f(x) = e™ , g(x) = e* et h(x) = e?* sont
solutions sur R de (E)

2) Démontrer que pour tous nombre réels a, b et c la fonction x - ae™ +
be* + ce?* est solution sur R de (E)
+++++H+HHH R EEXErcice 4 bbb
1) Résoudre sur R les équations différentielles y' = e*sinx et y =
e*cosx
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2) En déduire la résolution sur R de chacune des équations
différentielles suivantes : a) y” = e*sinx et b) y’ = e*cosx
++++HHH R EEXercice 5o
1) Résoudre I'équation différentielle : 9y  +y = 0
2) Déterminer la résolution particuliére qui prend la valeur 1 pourx =7
et la valeur -1 pour x = 21
+H+++H+H R EXercice 6
1) Résoudre I'équation différentielle : y” + 16y = 0
2) En déduire la solution qui satisfait aux conditions :f(0) = 1 et f(0) = 4
3) Déterminer les réels a et b tels que : f(x) = V2 cos(ax + b)
4) Calculer la valeur moyenne de f sur [0; %]
+H+++H+H R EXercice 7 b
1) Résoudre I'équation différentielle : 4y" — 4y +y = 0
2) Déterminer la fonction f dont la courbe passe par A(O ; 4) et la tangente au
point d’abscisse 2 a pour coefficient directeur zéro
3) Etudier les variations de cette fonction et tracer sa courbe représentative.
Unité graphique : 2cm
4) Calculer I'aire de la région du plan comprise entre I'axe des abscisses, la courbe
defetlesdroitesx =0etx =4
++++++HH R EEXErcice 8 bbb
1) Résoudre I'équation différentielle : y" — 6y + 8y = 0
2) Déterminer la fonction f dont la courbe passe par A(O ; 4) et admet en ce point
une tangente paralléle a I'axe des abscisses
3) Etudier les variations de cette fonction et tracer sa courbe représentative.
Unité graphique : 2cm sur (Ol) et 3cm sur (0J)
4) Calculer I'aire du plan limité par x = —In5,x = —In2, la courbe et (Ol)
5) Calculer la valeur de cette aire 3 1072 prés
+H++++ R EXercice 9 b
1) Résoudre I'équation différentielle : y” + 2y + 2y = 0
2) Déterminer la fonction f dont la courbe passe par O et A (g, e_g)

3) Etudier les variations de cette fonction et tracer sa courbe représentative sur

I'intervalle [0, ]. Unité graphique : 2cm sur (Ol) et 4cm sur (0J)

4) Calculer I'aire de la région du plan comprise entre I'axe des abscisses, la courbe

defetlesdroitesx =0etx =m

++++++ R EXercice 10
On considére I'équation différentielle (E) : y + 2y = e™%*
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1) Veérifier que la fonction g(x) = (x + 1)e™2* est solution sur R de
I’équation (E)
2) Démontrer que qu’une fonction f + g est solution de (E) si et seulement
si la fonction f est solution de I'équation y' + 2y = 0
3) En déduire les solutions sur R de (E)
+H+++H+HHH R EXercice 11
Soit la fonction f(x) = (x + 1)e™%*
1) Déterminer les nombres réels a et b pour que f soit solution sur R de
I'équation différentielle (E): y“ + ay + by = 0
2) Démontrer que pour tout entier naturel n, la dérivée d’ordre n de f est
solution de (E)
3) Déterminer parmi les primitives de f, celle qui est solution de (E)
+++++H+H R EXercice 124
1) Résoudre I'équation différentielle : y”“ + 16y = 0
2) Déterminer la solution f qui vérifie : f (%) =-2etf(n)=38

3) Résoudre sur [0, 7] I'équation : f(x) =2

+++++H+HHH R EXercice 13 bbb
On considére I'équation différentielle (E) : ¥ — 4y + 3y = 0

1) Vérifier que la fonction y = e* est une solution particuliere de (E)

2) Onpose:y = ze*

Former I'équation du second ordre a laquelle satisfait la fonction z(x). Donner la

solution générale de cette équation et en déduire celle de (E)

o B L e i

APPROFONDISSEMENT

++++++ R EEXercice 1444
On considére le systeme suivant, d’équations différentielles du premier ordre :
y +4z = 2e%*
{ 7 - y = e2x
Dans le quel y et z désignent deux fonctions inconnues de x
1) Former I'équation différentielle du second ordre (E) a laquelle satisfait la
fonction y(x)
2) Intégrer I'équation (E) et en déduire la solution générale du systéme. Préciser
celle des solutions pour laquelleonay =1letz=—1pourx =0
++++++ R EXercice 15t

On considére I'équation différentielle : y' — 2y = 2x + 1 (E)
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1) Onposey = z+ ax + b, z étant une nouvelle fonction de x. Former
I’équation différentielle a laquelle satisfait z.
Calculer a et b pour que cette équation se réduisea (E)z — 2z =0
2) Intégrer I'équation (E’) et en déduire la solution générale de (E). Préciser
celle des solutions de (E) pour laquelleona y(0) = 0
+++++H+H R EXercice 16
On considére I'équation différentielle : 2y  + y = 5e?* (E)
1) Faire dans cette équation, le changement de fonction définie par:y =
z+e*
2) Intégrer I'équation différentielle ainsi obtenue et en déduire la solution
générale de I'équation (E)
++++++ R EXercice 17 44
Déterminer trois fonctions x, y et z d’'une méme variable t, sachant qu’elle
satisfait le systeme d’équations différentielles suivant :
xX'=y+z—2x
y =z4+x—2y (S) etque,pourt =0,0nax=0,y=—-1etz=14
zZ=x+y-—2z
+++++H+HH R EXercice 18+
On considére I'équation différentielle : y“ — 6y" + 12y ' — 8y = 0 (E)
1) Vérifier que la fonction y = e?*est solution de (E)
2) Soit la fonction f trois fois dérivable sur R et g la fonction g(x) = f(x)e ¥
a) Démontrer que f est solution de (E) si et seulementsi: g~ = 0
b) En déduire sur R les solutions de (E)
++++++ R EXercice 20
PARTIE A : 1) On considére I'équation différentielle: y" + 2y '+ y =0 (E)
Déterminer les solutions générales de (E)
2) Soit (E’) 'équation différentielle y” + 2y + y = 2e™*
a) Vérifier que la fonction h(x) = x% ™" est une solution de (E’)
b) Démontrer que la fonction f est solution de (E’) si et seulement si g =
f — h est une solution de (E)
c) Déterminer toutes les solutions de (E)
d) Déterminer la solution de (E’) qui vérifie f(0) =4 et f(0) =0
PARTIE B : 1) Etudier les variations et tracer la courbe de la fonction
fO) = (x+2)%™"
2) En remarquant que f est une solution de (E’), déterminer une primitive F de f

sur R en calculant fox (f" ®) +2f'(t) + f(t)) dt
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3) On pose I,, = fonf(t)dt
a) Exprimer I, en fonction de n et interpréter graphiquement le résultat
b) Etudier la convergence de la suite I,, puis en déduire 'aire de
I’'ensemble des points M(x,y) du plantelsque :x < 0et 0 <y < f(x)
+++++H+HHH R EXercice 21
1) Résoudre I'équation différentielle : 16y +y = 0
2) En déduire la solution qui satisfait aux conditions :f(0) = 1 et f(2m) = —V/3
3) Démontrer que pour tout nombre réel x : f(x) = 2 cos G + g)
+++++H+H R EXercice 22
1)Résoudre I'équation différentielle (E) : 9y” + m2y = 0
2) On considere par f la solution particuliére de (E) dont la courbe représentative,
dans un repére orthonormal, passe par le point P(l; —\/E) et admet en ce point
une tangente paralléle a I'axe des abscisses.
a) En utilisant les données ci-dessus, préciser f(1) et f (1)
b) Déterminer f
c) Vérifier que, pour tout réel x, f(x) = v2cos E (x + 2)]
Montrer que f est périodique, de période 6.
+++++H+HHH R EXercice 23
A-) Soit (E) I’équation différentielle du second ordre : y“ — 3y + 2y =0
1) a) Quelles sont les solutions de (E)
b) Quelle est la solution de (E) dont la courbe (C) admet au point d’abscisse 0 la
méme tangente que la courbe (C’) représentative de y = e~3*?
On dit que (C) et (C’) sont tangentes
2) Représenter dans un repére orthonormé les courbes (C) et (C’) dont on
précisera les positions relatives
3) A étant un nombre réel strictement positif
Soit h, les fonctions telles que : hy (x) = —A2%* + 21e?*

a) Montrer que h, est solution de (E)

b) Soit (C;) la courbe représentative de h,. Apres avoir calculé, en fonction
de A les coordonnées du point commun a (C;) et (C”) d’équations y = e3*,
montrer que ces courbes sont tangentes en ce point

B-) Soit (E’) I'équation différentielle: y" — 3y + 2y = —x2+x + 2
1) Trouver un polynéme P du second degré solution de I'équation (E’)
2) On pose f(x) = g(x) — %XZ - X

Montrer que f est solution de (E’) si et seulement si g est solution de (E)
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En déduire les fonctions f solutions de (E’)

3) Déterminer les solutions de (E’) dont la courbe représentative passe par
le point A(0; 2) et admet en ce point une tangente de coefficient
directeur 1

+H+++H+HHH R EXercice 24
Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) x?+y?—2x%y' =0

b) y”+ 2y’+ 5y = 0 et déterminer la solution f qui vérifie

BONNECHANCEIARTOUS
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cO

QUES

++++++++++ESSENTIEL DU COURS++++++++++++++

Définition géométrique : Soit (D) une droite, F un point n’appartenant pas a (D)

et e un nombre réel strictcement positif

On appelle conique de directrice (D), de foyer F et d’excentricité e, I'ensemble (T')

des points M du plan tel que % = e, ou H est le projeté orthogonal de M sur (D)

vV Sie=1alors (T') est une parabole
vV Si0 < e < 1alors (T) est une ellipse
v Sie > 1alors(T) est une hyperbole

e Autrement dit, on appelle conique tout ensemble de points M(x ; y) dans un

repére orthonormé (0; T; J) dont les coordonnées vérifient la relation de la

forme :

Ax?+ By?+ 2Cx + 2Dy + E = 0 ouA, B, C, D et E sont des réels tels que |A| +

|[Bl =0
CLASSIFICATION DES CONIQUES :

1¢"Cas:SiA.B =0 avec B =0 et A # 0 dansce cas on a une PARABOLE
d’équation réduite X2 — 2pY = 0 = X?+ 2pY avec p = —% ; X=x+

c C*-EA
a etY=y-— 2DA
2_
#Sommet:S(—E;C EA)
A’ 2DA

# Paramétre : |p|
# Axe focal : La droite de repére (S; 7))

# Foyer : F (O; g)

#Directrice : (D): y = _g

A

Sip>0 \i

9

v

Sip<O0
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oSiA.B =0 avec B # 0 et A = 0dans ce cason a une PARABOLE d’équation

réduite X2 —2pY = 0 = X?= 2pYavecp——%;Y=y+§ et X=x-—

D*-BE
2CB
D%-BE D
#Sommet:S(— ; ——)
2CB B

# Paramétre : |p|
# Axe focal : La droite de repere (S; f)

# Foyer: F (12—); 0)
# Directrice: (D): y = _g
A Sip>0

D) (')

v

eEquation de la tangente en un point de la parabole :

Sip<O0

(I')

»

v

Soit (P) la parabole d’équation x? = 2py. La tangente en un point M (x,; y,) a

pour équation : xx, = a(y + y,)

Lors que (P) a pour équation y? = 2px, la tangente en un point M (x,; y,) a pour

équation : yy, = a(x + x,)

2®me Cas: Si A.B # 0 alorsona :A(x+

c\? D\%2  CB+D’A-EAB
2 +B(y+g) =

c D c
OnposeX=x+Z ; Y=y+E et K=

Soit S (—%; —g) et M(x;y) un point du repére (S; T; J). Léquation de (T') de ce

repére est : AX?+ BY?=K
oSiA>0 et B>0,alorsona:

# K = 0; alors (I) estle point 0(0; 0)
# K < 0; alors (I estun ensemble vide

#K > 0; alors () estune ellipse d'équation AX? + BY? =

R

AX? BYZ_ X? Yz_
K +7_1:K+K_1=>
A B

Eléments caractéristiques d’une ellipse:

+—=1 avec a=
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a>b | b>a
Equations X Y2
Centre S(—E- _2)
A" B
Demi-distance c=+a2—bh? c=+b?—a?
focale
Excentricité e=S e=C
a_ _b
Sommets A(a;0) — A(—a;0) — B(0; b) — B (0; —b)
Axe focal Droite de repére (S; 1) Droite de repére (S;])
Foyers F(c;0) et F'(—c;0) F(0;c) et F(0;—c)
Directrices a? ¢
(D)ix =—; D)y =—;
c c
aZ 2
D):ix=—— DY)y =——
C c
A A
3 B
F
Courbes /\ %
A \Q‘)A Al S A "
B F
Bl

eEquation de la tangente en un point d’une ellipse :

Soit (E) I'ellipse d’équation % +% = 1. La tangente en un point M (x,; y,) a pour

. . . Xxg YYyo __
équation : ) +7 =1

e Représentation paramétriques d’une ellipse :

Une ellipse d’équation % + % = 1 a pour représentation paramétrique

x =acost + a
{y =bsint+f
e Définition bifocale de I'ellipse :
Soit (E) une ellipse d’équation % + % =1 avec (a > b > 0) defoyers Fet F’

(E) est I'ensemble des points M du plan tels que MF’ + MF = 2a avec FF’' = 2c
C?B+D?A—-EAB

2 2
3*meCas: SiA.B<0 anrsona:A(x-F%) +B(y+§) = AB

OnposeX=x+£ ; Y=y+2 et sz

A B AB
Soit S (—%; —g) et M(x;y) un point du repére (S; 7; J). Léquation de (T) de ce repére
est: AX?+ BY?’=K
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# K = 0; alors (I) estlaréunion de deux droites d équations respectives
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A oA
y = IBxe y = IBx

# K < 0; alors (I) est une hyperbole d'équation AX? —

IB]Y? =

AX2+BY2 1= 2+Y2 1= Y =1 tbh= K
—_— — _— _— = avec a= |— e = |77
K|~ IK| IKl K| T |B|
A B
# K > 0; alors (I) est une hyperbole d'équation AX? — |B|Y? =
AX* |B|Y? X2y X v = K
e :K—Z_ ? 3= Lavec a= et b= E
A |B|
Eléments caractéristiques d’une hyperbole :
Equations X2z y? X? vy?
P 2 P!
Centre 5(_2._2)
A" B
Demi-distance ¢ =+Ja?+ b2
focale
e C
Excentricité e =— e =—
2 b
Sommets A(a;0) —A(—=a;0) B(0; b) — B (0; —b)
Axe focal Droite de repére (S;7) Droite de repére (S;7])
Foyers F(c;0) et F'(—c;0) F(0;¢) et F'(0;—c)
Directrices a b?
D):ix =—; D)y =—;
2 bz
D):ix=—— (D')=y=—?
Asymptotes b
N @:y=-x; (@):y=--x
A A
F
Courbes %
F'A NF .
3

eEquation de la tangente en un point d’'une hyperbole :

Soit (H) I'hyperbole d'équation x_ Z—z = 1. La tangente en un point M (x,; y,) a

. . . XXo
pour équation : —= —
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Si (H) a pour équation— % +% = 1 alors la tangente en un point M (x,; y,) a

pour équation : — xaif + % =1

e Représentation paramétriques d’une hyperbole :

(x-a)?  (y-B)*
b2

Une hyperbole d’équation p = 1 a pour représentations

paramétriques :

a
x=——+4a o {xzachx+a

cost _
y=btant+ f y = bshx + §

e Définition bifocale de I’hyperbole :
Soit (E) une ellipse d’équation g — :—j =1 avec (a > 0; b > 0) de foyers Fet F’

(H) est I'ensemble des points M du plan tels que
|IMF’+ MF| = 2a avec FF’' = 2¢
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE 1 :
Dans chacun des cas suivants, démontrer que (E) est une équation d’une conique
dont on précisera la nature, le centre, I'axe focal et les sommets situés sur cet axe
focal
a) (E):x?+2y?=2x—3=0 b)(E): 3x*4+y?*+6x—4y+4=0
) (E): 2x*—y?*—4y—12=0 d) (E): —x24+y?’+6x+2y—16=0

e)(E): x*+4x+4y =0 f)(E): y=%x2—x+2

+++++++H+++HHHH A RESOLUTION HH+++ -+
Dans chacun des cas suivants, démontrons que (E) est une équation d’une
conique dont on précisera la nature, le centre, I'axe focal et les sommets situés
sur cet axe focal
a) (E):x?+2y?—2x—3=0 =>x?2—2x+2y°=3= (x — 1)? — 1 + 2y?
=3
2 2 2 2
(=1 G-y

y
+0= =1
4 2 2
4 » 2 (V2)

elLa nature : (E) est une ellipse
oEléments caractéristiques : Comme a > b
# Le centre : 2(1;0)
# L’axe focal : La droite de repére (2; 7)
# Les sommets : A(2;0) et A'(—2;0)
Dans le repére (O 1;J);ona: A(3;0) et A'(—1;0)
b)(E): 3x*+y*+6x—4y+4=0 =3x>+6x+y?’—4y=—-4=
3((x+ 1?2 -1+ (y—-2)?2—-4=-4=3x+1)?+(y—-2)?>=3=
2 2 2
3G+ ) +(y_2) =1= (x+1)2+7(y_22) =
3 %

eLa nature : (E) est une ellipse

1

oEléments caractéristiques : Comme a < b

# Le centre : 2(—1; 2)

# L’axe focal : La droite de repére (2; ))

# Les sommets : B(O. \/§) et B'(O. —\/§)

Dans le repére (O ;1;J);ona: B(—1;2 +V3) et B'(—-1;2—3)
) (B): 2x2—y?—4y—12=0=2x - (y?+4y) =12 =
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x2 (y+2)?2 x? (y+2)?
22— (y+2)2=16 =>———2_ = = - -1
x*=(+2) =3 R = ) yE

eLa nature : (E) est une hyperbole

eoEléments caractéristiques :
# Le centre : 2(0; —2)
# L’axe focal : La droite de repére (2; 1)
# Les sommets : A(Z\/f; 0) et A’(—Z\/f; 0)
Dans le repére (O ; 1;J) ; on a : A(2v2; —2) et A'(—2V2; -2)
d) (E): —x*+y>+6x+2y—16=0 = —x?+6x+y*+2y =16 =
—(x2-6x)+(y+1)?-1=16=-(x—-3)2+9+(y+1)? =17 =
—(x-3) 4+ +1)?=8= - (x _83)2 + Sl ;1)2 =
x-3)? (+1?
Ty @

1

eLa nature : (E) est une hyperbole

eoEléments caractéristiques :

# Le centre : 2(—3;—1)

# L’axe focal : La droite de repére (2; J)

# Les sommets : B(O; 2\/?) et B’(O; —2\/7)

Dans le repére (0 1;J);ona: B(=3;—1+ 2v2) et B(-3; -1 — 2v2)
e)(E): x?+4x+4y=0 > x+2)—-4=—4y= (x+2)?2=-4(@y -1
eLa nature : (E) est une parabole

eoEléments caractéristiques :
# Le centre : 2(—2; 1) # L’axe focal : La droite de repére (2; J)

1
f)(E):y=5x2—x+2=>2y=x2—2x+4ﬁ(x—1)2—1+4=2y:

@—1Y=2y—3=ﬂx—D2=2@—%)

eLa nature : (E) est une parabole
eoEléments caractéristiques :

# Le centre : (2 (1; %) # L’axe focal : La droite de repére (2; )

s B A Eal
EXERCICE 1 :

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation de 1’ellipse dont on donne
une représentation paramétrique
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1
x==cosf —1
a) 3

b) {x—20056—3
=—sinf + 2
y 451

= 3sinf + 1

++++++H+H b RESOLUTION +H++++ b+
Dans chacun des cas suivants, déterminons une équation de I’ellipse dont on
donne une représentation paramétrique

1 1 1
x=-cosf —1 x+1=-cosf (x + 1)?=—cos?0
a) 3 = % = g =
=2 o= 92 — L cin2
y sm9+2 y—2 4smé? y—-2) 16sm6

x+1 2
( ) ———— = cos?0
x + 1)? —2)?
(- 2)2 =>( 1 ) +(y ) ) = sin’f + cos’0 =
| —=——=sin% 7 16
\
x +1)2 —2)2
Gy o2
1 3
2 4
b {x—2c059—3 {x+3=2c059 {(x+3)2=(200519)z
) = 3sinf +1 y —1 = 3sinf (y — 1)? = (3sinh)?
(x +3)
———— = (co0s0)? x + 3)2 —1)2
4 5 :( ) +(y ) = (sinf)? + (cosh)? =
-1 . 4 9
T=(sm9)2
x + 3)? —1)2
G9! G-V,
4 9
o o i o R nEE e
EXERCICE 3 :

1) Soit A(2 ; -1) et A’(-2; 3). Déterminer une équation de I’ensemble (C) des
points M du plan tels que: MA-MA =1

2) Déterminer une équation de I'image de (C) :

a) par I'affinité orthogonale d’axe la droite de repére (0,7) et de rapportg

b) par I'affinité orthogonale d’axe la droite de repére (0, ) et de rapport 2
+++++++H A HRESOLUTION +++ 4+ 4+ 44+ 444+ -+
1) SoitA(2;-1) et A’(-2; 3). Déterminons une équation de I'ensemble (C)
des points M du plan tels que: MA-MA =1
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x—=2\ (x+2
y+ 1) ' (y -3

-2 +2)+@@+Dy-3)=1=x*+(y-1)?%=9
D’ol (C) est un cercle de centre (0 ; 1) et de rayon R=3

m’-m’=1=>m-m=1=>< )=1=>

2) Déterminons une équation de I'image de (C) :
a) par I'affinité orthogonale d’axe |a droite de repére (0,7) et de rapportg
Soit M(x ; y) un point du plan et M’(x’ ; y’) son image,ona: HM = EW ouH

est le projété orthogonal de M sur (0,7) on a:

x =x x=x
{ 2 = { _ 3 _.enremplagant x et y par leurs expressions dans (C)on a :
Yy =3 y=3y

-y -1 =9=—
27 R

D’ol (C’) est une ellipse de centre 2’ (0 ; g)

2
vy (3 ) x” @ 9

b) par I'affinité orthogonale d’axe la droite de repére (0, )) et de rapport 2
Soit M(x ; y) un point du plan et M’(x’ ; y’) son image,ona: HM = 2HM ouH
1
=2x _ {x =-x
=Y y=y
remplacant x et y par leurs expressions dans (C) on a :
1 x? (y'—1)?
—x’)2 = 1 2 = - — —_— =
<2x> TOEDT=I= T
D’ol (C’) est une ellipse de centre 2’(0; 1)
+++++++++++++ 4+
EXERCICEZ :
Soit Z = 13|z|>* — 522 + 8(z + Z) — 64 avec z € C, |z| son module et Z son
conjugué. Soit M(x ; y) I'image de z dans le plan complexe

est le projété orthogonal de M sur (0, ) on a: {xy en

1

1) Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que Z soit réel
2) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que Z soit
imaginaire pur

U

3) En déduire I'ensemble des points M(x ; y) tels que :argZ = -3

4) Résoudre I'équation Z=0 et préciser les images de ses solutions
++++++++HH A RESOLUTION 4+ 4+ 4+ 4+ 4+
Soit Z = 13|z|?— 522+ 8(z + z) — 64 avec z € C,|z| son module etZ son
conjugué. Soit M(x ; y) 'image de z dans le plan complexe
Ecrivons d’abord Z sous la forme algébrique :

Onposez=x+iy onaZ = 13(x% + y?) — 5(x? + 2ixy — y?) + 8(2x) — 64
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Z = 8x?+ 16x + 18y%— 64 — 10ixy
1) Déterminons I’ensemble des points M du plan tels que Z soit réel
y=20
x=0
D’ou I'ensemble des points M du plan est la réunion des droites

OnposeIm(Z) =0= —10xy = 0= {

d’équations respectivesx =0 et y =0
2) Déterminons et construire I'ensemble des points M du plan tels que Z
soit imaginaire pur
Onpose Re(Z) =0 = 8x? + 16x + 18y — 64 = 0 =

8(x + 1)2 — 8 + 18y2 = 64 = 8(x + 1)? + 18y? =72=>(’CJ;—1)2+§=1
2 2
=>X?+YZ= 1 avec {X;;c;’-l
D’ou I'ensemble des points M du plan est une ellipse (E) d’éléments
caractéristiques :
ele centre :2(—1; 0); commea > b alorsona:
eLa demi-distance focale : c = VaZ— b2=+v9 — 4 =+/5
eLes sommets : A(3; 0); A'(—3;0) ; B(0;2) et B'(0; —2)
eAxe focal : La droite de repére (2; 1)
elLes foyers : F(v/5;0) et F'(—/5;0)
eles directrices : (D): x = af = % = 9T\/§ et (D):x = _a?; = —% = —9T\/§
Dans le repére (O;1;J);ona: {A(Z; 0); 4'(=4; 0) ;B(—1;12) et B(~1; -2)
T F(-1+4+5;0) et F(-1-+/5;0)
YA Ay
B_|p
210 N
( X

ANFl [0 O
N

\-I'I

K

3) Déduisons-en I’ensemble des points M(x ; y) tels que :argZ = —g
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On pose
8x% + 16x + 18y% — 64 = 0 alors M appartient a (E)
{—10xy<0 = xy>0=>0>0ety>0ou(x<0ety<0)
L’ensemble des points M est donc formé par les arcs AP et A’B’K de I'ellipse (E)
privés des points A ; A’ ; P et K qui sont les images des solutions de I'’équation Z=0
4) Résolvons I'équation Z=0 et précisons les images de ses solutions
Z =8x2+ 16x + 18y? — 64 — 10ixy = 0 =
{ 8x2 + 16x + 18y2 —64 =0
—10xy =0 = xy=0avec(x =0 ou y=0)

ePourx =0 ona:18y2—64=0=>y2=%=%=>y=i¥
ePoury =0 ona:8x*+16x—64=0=x>+2x—8=0= A=4—4(-8) =36
1 -2-6 4 et -2+6 2
alorsx; = ————=—4 etx, = =
! 2 ! 2
D'ol z, =43—ﬁi Tz = —43—\/51' ; Z, = 2 et zz3 = —4 avec leurs images

respectives P ; K; Aet A’ (voir le schéma)

s B B o

EXERCICE 5 :
Soit (I) 'ensemble des points M dont les coordonnées (x ;y) vérifient :
x=2e"tet
b Zoelee wen

Démontrer que (I) est une partie d’hyperbole que I'on précisera. Tracer (I")
++++++ - RESOLUTION +H+++++++ 4+ ++
Soit (I) 'ensemble des points M dont les coordonnées (x; y) vérifient :
— t -t
b~ 2e Lot tER)
Démontrons que () est une partie d’hyperbole que I’on précisera puis Tragons
()
{xz =Ret+e )2 =4e? +4et P+ e =4t e + 4
y2 = (et —e )2 =4e? —4et"t + e =4 + 72 — 4
2 _ 2t -2t 2 2
{_;2 ; 4_-64_62-1!_5 e_;fll- =x’-y?’=8 =>x§_y§= 1 cqfd
Eléments caractéristiques :
ele centre: O(0; 0)
ela demi-distance focale : ¢ = Va?+ b2 =8+ 8 =16 = 4
eAxe focal : La droite de repére (0; T) eLes foyers : F(4;0) et F'(—4;0)

eLes sommets : A(2v2;0) et A(—2v2;0)

eles asymptotes: (A):y = Zx =xet (A):y= —Sx =—x
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\ o

B B S o

EXERCICE 6 :
Soit o un nombre réel tel que : a € ]—g; g[
1) Résoudre dans C I'équation (E): z?cos?a — zsin2a + 2 — cos?a = 0
2) Soit M I'image dans le plan complexe de la solution de (E) dont la partie
imaginaire est positive
a) Démontrer que M appartient a une hyperbole (H) dont on donnera une
équation
b) Tracer (H) et déterminer la partie de (H) décrite par M lorsque

a décrit l'intervalle ]— g ; g[

+++++++H+++H A RESOLUTION +H++++ b+ 4

Soit o un nombre réel tel que : a € ]—%; g[
1) Résolvons dans C I’équation (E): z%cos?a — zsin2a + 2 — cos?’a = 0
A= (—sin2a)? — 4 cos? a (2 — cos? a) = sin? 2a — 8cos? a + 4 cos* a
A= (2 cosasina)? —8cos? a + 4 cos* a = 4 cos? a (sin? a + cos? @) — 8 cos? a

A= 4cos?a —8cos?a = —4cos?a = VA= 2icosa

sin 2a — 2icosa  2sina — 2i 1

Z = 5 = =tana — i
2cos“a 2cosa cosa

sin2a + 2icosa  2sina + 2i 1

Z, = > = =tana + i
2cos“a 2cos a cosa

S={tana— ! i; tana + ! i}
cosa cosa
2) Soit M I'image dans le plan complexe de la solution de (E) dont la partie
imaginaire est positive
a) Démontrons que M appartient a une hyperbole (H) dont on donnera

une équation
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sin® a sin® a
1 X =tana x% = 5 —x2 = — 5
M(tana+ i)<:> 1 s COS™ A COS* QA
cosa = 5 1 5 1
cosa y = —— y = -
cos? «a cos?a
5 5 1 sina 1-sina
—X“+y = > = > = 3 =1
cos?a cos?a cos?a
—x*+y*=1

b) Tragons (H) et déterminons la partie de (H) décrite par M lorsque
a décrit l'intervalle ]— z E[
2’2
(H) est une hyperbole équilatérale de sommets B(0 ; 1) et B’(0 ;-1)
Lorsque a décrit l'intervalle ]—g; g[ ; y décrit [1; +oo[ et M décrit la branche
d’hyperbole située au dessus de I'axe des abscisses
(H) a pour asymptotes (A): y = —x et (A"): y=x
4

=3
~

L L Y
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APPRENTISSAGE

+HH+HH R EXercice 1R

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation de la conique de foyer F,
de directrice (D) et d’excentricité e

1 1
a)F(l;O)(D):szetezg b)F(l,—Z)(D):yzletezE
¢) F2;1)(D):ix=—-1 ete=2 d) F(4-1) (D):y=0 ete=3
e) F(2,0) D):x=1ete=1 f) F(-1;2) (D):y=3 ete=1
+++++++H+H R EXercice 2 bbb

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation de I'ellipse dont
on donne une représentation paramétrique
1
x =zcost —1 x = 2cosf — 3
b) {

@) y = 3sinf + 1

y = ZsinH +2
+H+++H+H R EXercice 3 i
Dans chacun des cas suivants, donner la définition bifocale de I’ellipse (E)
x2 y2 x2 y2 xZ y2
E):—+—==1 b)) (E): —+—==1 E): —+=—=1
Q) (B): 7 +3 )(B): GHE=1 o @:g+7

+++++++HHH e EEXErcice 4 bbb

Déterminer le centre et les sommets, puis tracer les hyperboles d’équations :

x2 y2
Q) G- =1 D)E-12-4r+2)7=4 ;
x* y? (x -1 (y+2)?
Vg =t Dy T =1

++++++++H R EEXercice 5
. . , . x2 y?
Soit (E) I'ellipse d’équation r + V= 1
Déterminer une équation de I’hyperbole ayant pour sommets les foyers de (E) et
pour foyers les sommets de (E) situés sur I'axe focal
++++HHHHH R EEXErCice 6 R
; xZ yZ
Soit (H) I'hyperbole d’équation P 1
Déterminer une équation de I'ellipse ayant pour foyers les sommets de (H) et

. 1
our excentricite —
P 7
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+++++++HH R EXercice 7 b
Soit (P) la parabole d’équation : y2—4x + 2y +9 =0
1) Déterminer les éléments caractéristiques de (P) et tracer (P)
2) Déterminer une équation de I'image de (P) par chacune des
transformations suivantes :
a) Lasymétrie orthogonale d’axe la droite de repére (0,))
b) Lasymétrie de centre O
c) Lasymétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x
i o o 2 T T 2 2 B T T S T S S

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

+++++H+HHHH R EXercice 8 bt
Soit (I') 'ensemble des points M tels que : y* —9 = 9x* — 18x?
Démontrer que (I) est la réunion de deux coniques dont on déterminera
la nature et les éléments caractéristiques. Tracer (I)
+++++H+H R EXercice 9 it
Dans chacun des cas suivants, déterminer et tracer I'ensemble (I') des points M
telsque: a) 4x2+yly| =9 b) 25x|x| + 16y? = 64
c) 4x|x| + 9yly| = 144 d) 9y? = |4x? — 16x]|
+++++H+HHH R EXercice 100
x = cos(0 + g)
y = 2cos(8 — %)

paramétrique d’une conique dont on précisera la nature et les éléments

Démontrer que le systeme { (6 € R) estune représentation

caractéristiques

+++++H++HH R EXercice 11
Xx = cos 26
y = sinf
paramétrique d’une partie de parabole que I'on précisera

Démontrer que le systeme { (6 € R) estune représentation

++++++HE R EEXErcice 120 bbb
1

X = —29 -1 .

Démontrer que le systéme cose’ (9 € [0; —]) est une

y=2+—=tg26 4

V2
représentation paramétrique d’une partie d’hyperbole que précisera
+++++H+HHH R EEXercice 13 bbb
Soit f la transformation du plan qui a tout M(x ; y) associe M’(x’ ; y’) tel que :
{ x =x++V3y
y =—V3x+y
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1) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f
2) Soit (E) I'ellipse d’équation : 4x? + y? = 4
Déterminer et équation de (E’), image de (E) par f
3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (E’)
Tracer (E) et (E’) sur un méme graphique
+++++H+HHH R EXercice 14

On désigne par z I'affixe d’un point M. Soit le nombre complexe

. 2 1_
Z=32-3Z- 1
Dans chacun des cas suivants, déterminer et construire 'ensemble des points M
tels que :
a)l|z|=1; b) la partie réelle de z’2 est égale a 1 ;

c) la partie imaginaire de z’? est égale a 1
+++++H+HHH R EXercice 15
1) Soit (E) I'ensemble des points M du plan complexe dont I'affixe z vérifie :
102Z + 3(z% +2°) = 4

Démontrer que (E) est une ellipse dont on précisera les éléments caractéristiques
2) Déterminer une équation de (E’), image de (E) par la similitude directe de
centre O, de rapport 2 et d’angle %
3) Déterminer la nature de (E’), ses axes et ses sommets. Tracer (E) et (E’) sur un
méme graphique
+++++H+HHH R EXErcice 160
Soit M le point d’affixe Z
1) a) Démontrer que I'ensemble des points M tels quez + z + 4 = 0 est une

droite (D)
b) Démontrer que pour tout point M, la distance de M a (D) est : 2(2 +2z+4)

2) Démontrer que I'ensemble des points M tels que|;:zl;i| = ‘1—7 est une ellipse

dont on précisera un foyer, une directrice et I'excentricité
++++++HH e EEXercice 17 b
A tout point M d’affixe z non nulle du plan complexe, on associe le point M’
d’affixe 2’ telle que : 2’ = %(z + i)
1) Déterminer I’'ensemble des points M tels que z’ soit un nombre réel
2) On suppose que M décrit le cercle de centre O et de rayon 2
a) Veérifier que:z = 2e®, (8 € R)
b) Démontrer que M’ décrit une conique dont on déterminera les

éléments caractéristiques
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++++++H+H+H R EXercice 18 b
1) Déterminer, suivant les valeurs du nombre réel m, la nature de I'ensemble
(M) des points M(x, y) tels que :
2mx2+8mx—(m—-1y?+7m—-2=0
2) Déterminer m pour que (T,,) soit:
a) un cercle b) une hyperbole équilatére
3) Tracer (I,,) pour m = % etm=2

+HHHH e EXercice 19

Soit f la fonction définie par : f(x) = i—js et () sa courbe représentative

1) Etudier f et tracer sa courbe (I)
2) Onpose:ti=+31—] et ¥=7++3]
a) Déterminer une équation de (I') dans le repére (0,1, ¥)
b) En déduire que (I) est une hyperbole et déterminer les coordonnées
de ses foyers dans le repére (0,1, ))
+++++H+HHH R EXercice 20
Le repére est orthonormé (0, 1,7) direct
Soit (I') 'ensemble des points M du plan dont les coordonnées vérifient
I'équation : x>+ 11y? — 10xyv3 +16 = 0
1) Soit 8 un nombre réel et (0, %, V) le repére orthonormé image du repére
(0,1,]) par la rotation de centre o et d’angle 8. On désigne par (X, Y) les
coordonnées de M dans ce repere
Déterminer 8 pour que I'équation de (I) dans le repére (0, %, V) soit de la
forme : aX?+ BY? =y
2) En déduire la nature de (I') et ses éléments caractéristiques. Tracer (I)
++++++ R EEXercice 214
x = 3cos0
y = 2sinf
1) Quelle est la nature de (I'). Donner ses éléments caractéristiques et

Soit (I') 'ensemble des points d’équation paramétriques : { 9 ER
tracer ()
2) Soit (D) la droite d’équation x = 9?\/E,M(m, p) un pointde () et H le

projeté orthogonal de M sur (D)
a) Calculer p%, MF? et MH? en fonction de m

MF? s
b) Montrer que s estun nombre indépendant de m

+HHtHH bR EXErCice 22 b
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Soit Z = 5|z|2+ 322—8(z + z) — 24 avec z € C, |z| son module et Z son
conjugué. Soit M(x ; y) I'image de z dans le plan complexe

1)
2)

3)
4)

Déterminer I'’ensemble des points M du plan tels que Z soit réel
Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan tels que Z soit
imaginaire pur

En déduire I'ensemble des points M(x ; y) tels que :argZ = —g

Résoudre I'équation Z=0 et préciser les images de ses solutions

+++++H+HH R EXercice 23

1)
2)

3)
4)

Soit Z = z — 2(z)? avec z € C,|z| son module et Z son conjugué. Soit
M(x ; y) I'image de z dans le plan complexe

Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que Z soit réel
Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que Z soit
imaginaire pur

En déduire I'ensemble des points M(x ; y) tels que :argZ = —g

Résoudre I'équation Z=0 et préciser les images de ses solutions

++H++HHHHHH R EXErCice 24

Soit Z = 2z%2+ iz avec z € C,|z| son module et Z son conjugué. Soit M(x ; y)

I'image de z dans le plan complexe

1)
2)

3)

Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que Z soit réel
Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que Z soit

imaginaire pur

En déduire I'ensemble des points M(x ; y) tels que :argZ = —g

++H+HHt bR EEXErcice 25 b

1)

2)
3)
4)

Soit (C) I'ensemble des points M(x, y) vérifiant I’équation :

(P): x*+4x +4y(ly| —4)—-16=0
Montrer que (C) est la réunion d’une partie d’une ellipse (E) et d’'une
partie d’une hyperbole (H)
Préciser le centre, I'axe focal et les sommets de (E)
Préciser le centre, I'axe focal et les sommets et les asymptotes de (H)
Construire (C)

I L  mmm R

LE DEFI

++HtHHHb bR EEXErCice 26 H bR

1-

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O ; | ; J) d’unité

graphique 1cm, on considére I'hyperbole H d’équation x: —-y*=1
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a- Déterminer ses sommets et ses asymptotes
b- TracerH
2- 0 désigne un réel appartenant a I'intervalle ]— %; g[, on considere
I’équation (E) d’inconnue complexe z :
(cos?8)z* — (4cosB)z+5—cos?0 =0
Résoudre I’équation (E)
On montrera que I'une des solutions s’écrit sous la forme é +itané
3- Soit M’ et M” les points du plan complexe dont les affixes respectives
sont les nombres z’ et 2"/, solutions de I'équation (E)

Montrer que lorsque 8 décrit ]—g; g[ les points M’ et M’ appartiennent a une
branche (a préciser) de I'hyperbole H définie a la question 1
++++++HHH R EXercice 27

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O ; | ; J) d’unité graphique 6cm

cos @

Les points My de coordonnées (x ; y) définies par : 2:;?29 avec 6 € [0; 2m]
y =

2+cos 6
1- Calculer en fonction de 8 la distance OMg et la distance de Mg a ala

droite D d’équation x = 1
2- En déduire que, pour tout réel 8 € [0; 27], les points Mg appartiennent a
une méme ellipse (E) dont on précisera I'excentricité, le grand axe ainsi
que les coordonnées des quatre sommets et des points d’intersection
avec I'axe des ordonnées
3- Tracer I'ellipse (E)
++++++ R EEXercice 2844

Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = v2x* —2x + 1
Soit I' sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormal
(O;1;)) et Ale domaine limité par I', I'axe des abscisses et les droites d’équations
x=0etx=1

1- a) Montrer que I est incluse dans la courbe H d’équation :

2
22_( _1) —
y x > =1

b) Montrer que H est une hyperbole
Donner son axe focal, son centre et ses sommets. Tracer Het T

A=1+-+VT+u
B=1+-—VI+u

2-  Soit u un nombre réel de [0; 1] ; on pose : {
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Calculer le produit AB. En déduireque: (1) 0<1+ % —V1i+u< u;

3- Soitl = folf(x)dx ; (on ne demande pas a calculer cette intégrale)

a- Utiliser (1) pour démontrer que, pour tout x de [0; 1] :

142 1)2 2( 1)“< 144 1)2<1+2( )
X 2 X 2 S X 2 S X 2

b- En déduire un encadrement de |

2

c- Donner une interprétation graphique de I'intégrale |

+H++++HH R EXercice 29
Soit (E) I'ellipse d’équation :z—j+ Z—j =1 avec a>b

Soit U et V deux points de coordonnées

respectives (0; m) et (0; —m)

Calculer la somme des carrés des distances de U et V a une tangente a E
+++++H+HHHH R EXercice 30
Quel est I'ensemble des milieux des cordes d’une parabole qui contiennent le
foyer ?

++++++ R EXercice 31
Deux tangentes données a une parabole déterminent sur une tangente variable
un segment [MM’]. Montrer que la projection orthogonale de [MM’] sur la
directrice est a une longueur constante

+++++H+HH R EXercice 32 bbb

Démontrer que le point de contact d’une tangente a une hyperbole est le

milieu du segment que les asymptotes découpent sur elle

S S S
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++++++++++ESSENTIEL DU COURS++++++++++++++
A-) OUTILS DE DENOMBREMENT

P-uplet d’ensemble :

Soit E un ensemble ayant n éléments et p un nombre entier naturel no nul

On appelle p-uplet de E tout élément de I'ensemble Ep. Leur nombre est n?

Arrangement de p éléments d’un ensemble

Soit E un ensemble ayant n éléments et p un nombre entier naturel no nul etn >

p. On appelle arrangement de p éléments de E, tous p-uplets d’éléments de E

deux a deux distincts. Leur nombreest AY =n(n—1) -~ (n—p + 1)

Permutation

Soit E un ensemble ayant n éléments

On appelle permutation de E, tout arrangement des n éléments de E
Leur nombreestn! =n(n —1)(n—2) -3 x2x1

Combinaison :

Soit E un ensemble ayant n éléments et p un nombre entier naturel no nul et n >

p

On appelle combinaison de p éléments de E, tout sous-ensemble de E ayant p

éléments. Leur nombre est C) =

Echantillonnage :

n!

_ An

pl(n-p)t  p!

Modélisation

Les p éléments

Les p éléments

Nombre total de

sont ordonnés sont distincts tirage
Tirage successif Oui Non P-uplet n?
avec remise
Tirage successif Oui Oui Arrangement AY
sans remise
Tirage simultané Non Oui Combinaison C?

B-) PROBABILITE
Définition :

On appelle probabilité, un nombre réel compris entre 0 et 1 qui évalue les

chances de réalisation d’une expérience

oSi la probabilité d’'un événement est égal a 0, alors cet événement est impossible

®Si la probabilité d’'un événement est égal a 1, alors cet événement est certain
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Propriétés :
Pour chaque événement A; 0 < P(A) < 1avec P(R) =1et P(P) =0

La somme des probabilités de tous les événements élémentaires de A est égalea 1

A étant I'événement contraire de A, on a : P(4) + P(Z) =1

Soient A et B deux événements :

eSiANB =@ alors P(AUB) = P(A) + P(B)

eS’ils sont quelconques : P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB)

Deux événements A et B sont indépendants lorsque : P(A N B) = P(A) X P(B)
Equiprobabilité

Dans une épreuve ol tous les événements élémentaires d’un univers 2 sont
équiprobables, la probabilité de I'’événement A est :

card A _ Nombre de cas fovorables

P(A) =

card Q  Nombre de cas possibles

Variable aléatoire :

Soit X la variable aléatoire telle que : X = {xq; x1;; %}
ela loi de probabilité :
X Xo X1 | e, Xy
P(X = x;) P, P, | s P,

Avec Y P, =Py +P ++PB =1

eoEspérance mathématique d’une variable aléatoire
n

EX) = inPi = xoPy + X1 Py +x,P, + -+ x, P,
i=0
ela variance et I’Ecart type :
VX)) =EX?) - (EX))? et aX)=V(X)

Epreuve de Bernoulli :

On appelle épreuve de Bernoulli, toute épreuve aléatoire ne compte que 2
éventualités (le succes p et I'échec q) avec p + ¢ = 1 a n expériences
La probabilité d’avoir exactement k succés est : P(X = k) = Ckp*(1 — p)**
La loi Binomiale :
Soit une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes
Soit p la probabilité du succes et q celle de I'échec
Soit X la variable aléatoire qui désigne le nombre de succes

EX)=np V(X)=npqg et oX)=npq
Probabilité conditionnelle :

Soient deux événements A et B de probabilités non nulles telleque AN B = @

L a probabilité de réalisation de A quand B est réalisé s’appelle probabilité
conditionnelle de A par rapport a B ou probabilité de A sachant B
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P(4/p) = Ps(A) = Pff(gf) avec P(A N B) = P(A) x P,(B) = P(B) x Pg(A)

Soit I‘arbre pondéré permettant de calculer les probabilités totales et

conditionnelles

P(A) » A _ _
\ B ——» ANB
P(4) Z<: B — 4AnB

5 — ANB

B : eLa somme des probabilités issues de méme nceud est égale a 1

P +P@) =1 (%) +p(Bly) =1 P (Br)+p (By) =1
eLa probabilité d’'un chemin est égale au produit des probabilités des branches
qui le composent:  P(ANB) =P(A) x P,(B) ; P(ANB) =P(A) x P4(B)

P(AnB)=P(A)x Pz(B) ; P(AnB) = P(A) x Pz(B)
Le schéma de cet arbre peut élargie sur trois évenements et plus comportant
chacun deux éventualités (un événement et son contraire) et les mémes régles
s’appliques
eLa probabilité totale: P(B) = P(ANB) + P(ANB)
Indépendance entre deux évéenements

Deux évenements A et B sont indépendants si et seulement si la réalisation de
I’'un ne conditionne pas I'autre

P(A) = Py(4) = P5(4)

P(B) = Py(B) = P3(B)

Exemple : Dans un jeu de 32 cartes, on tire une carte et on note les événements :

P(ANB) = P(4) x P(B) car {

A « Obtenir la carte de roi »

B« Obtenir la carte de coeur »

A N B « Obtenir la carte roi de coeur »

Montrons que les évenements A et B sont indépendants

PA—4—1 PB—8—1 PAhB—1
()—32—8 ; ()—32—4 ;o P( )—32
Preuve : P(Ama)=P(A)><1>(B)=§><g=3i2 d’ot P(AnB)=3—12

Alors A et B sont indépendants
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE 1 :

Résoudre dans N les équations suivantes :
a) C2=28
b) Cl=P =3Ch]
) X*—CPXx+cPlcP, =0
+++++H+H+HHH A RESOLUTION 4+ 4+ 4+
Résolvons dans N les équations suivantes :

a) Cl"2=28 onposen—2=>0=n>>2

| - — i -
m—2)! (:— nt2)l n(nz(nl)—(I;)! 2 n(nz 2 =28 —nt-n=56=
n2 —n+56=0= A= (—1)% — 4(56) = 225 = VA= 15
n, = % = —7 arejeter n, = 1+215 = dotn=38
b) C'? =3C!~] onpose n—7=>0=n>7
(n—1)! (n - 3)!

-5 m-1-n+5)! “M=7)n-3—-n+7)!
m—1Dm-2)(n—3)(n—4)(n—75)! m=3)(n—-4)(n—-5)(M-6)(n—7)!
=3 =
4(n—5)! 4(n—7)!
m-1D)M-2)=30-50-6)=n?2—-3n+2=3n2-33n+90=
2n? —30n+88=0=n?—15n+ 44 = 0 = A= (—15)% — 4(44) = 49

15-7 15+ 7 -
= VA= 7n, = > =4 arejeter n, = > =11 dou n=11
d) X>—CPX+CPicl =0
A= (CP)* — 4CP~ICP_, comme CP = P!+ CP_, alors

- 2 - - 2 —
A= (CT3 +Chy) —4CTTICR, = (CRT - CFy) = VA= (T + CF,

( _C-(cl-c) _cl-ch,-cllech

X1 n—21 n 5 n-1 _ C£_1
-1 -1 -1

X, = CE + (C£—1 - CE—1) _ C£—1 — C§—1 + C£—1 — C§—1 = cP1?

k 1= 2 - — “n-1

2
dou S={cP7}; ct_}

n-1’
+++++HHHH R
EXERCICE 2 :
Dans une classe de 40 éléves, 28 apprennent I'anglais, 16 I'allemand et 8 les deux
langues
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On choisi au hasard un éleve dans cette classe et on considére les événements :

A « I’éléve choisi apprend I'anglais » et B « I’éléve choisi apprend I'allemand »

Calculer les probabilités des évenements suivants: A ; B ; ANB AUB

et AUB

+H+++H+HHHH - RESOLUTION H+++ 4+ 4

Calculons les probabilités des évéenements suivants: A ; B; ANB AU

B et AUB A
2

oP(A) = £ =0,7 alors P(A) =0,7

eP(B) = g =04 alors P(B) = 0,4

eP(ANB) = % =02 alors P(ANB) =0,

eP(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB) =0,7+ 0,4 — 0,2 = 0,9 alors P(AU

B) =109

eP(AUB) =P(A)+P(B) —P(AnB)avecP(A) +P(A) =1 =

P(A)=1-07=0,3 et

OnsaitqueB=(ANB)U(ANB) = P(B)=P(ANnB)+P(ANB)=

P(ANB)=0,4—0,2=0,2alors
P(AUB)=03+04-02=05=P(AUB) =05

B i a0 0 0 0 T O T S T

EXERCICE 3 :
On lance simultanément deux dés non truqués dont les faces sont numérotées de

13 6. On note les deux numéros obtenus sur les faces supérieures. Calculer la
probabilité de chacun des évenements :

1) Lasomme des numéros obtenus est égale a 6

2) Lasomme des numéros obtenus est impaire

3) Lasomme des numéros obtenus est supérieure a 8

4) La somme des numéros obtenus est inférieure a 4
+H++++++H+ - RESOLUTION H+++++H b+
On note par r le numéro des faces du 1°" dé et par s celui du second dé et S la
somme de numéros obtenus

8 9
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Soit 2 I'univers : card) = 6% = 36
Calculons la probabilité des événements suivants :

1) Lasomme des numéros obtenus est égale a 6
card(S=6) 5
cardQ 36
2) Lasomme des numéros obtenus est impaire

PGS = i ) card(S = impair) 18 1 PGS = i i) 1
= = = - = = —
impair) ardQ 36" 2 impair) = 7

3) Lasomme des numéros obtenus est supérieure a 8

card(S>8) 10 — P(S>8) = 5
cardQd 36 18

4) La somme des numéros obtenus est inférieure a 4

card(S<4) 3 1
— L =—=P(§>8)=—

5
=P(S=6) =5

P(S=6) = T

P(S>8) =

P(S<4) =

( ) cardf) 36 12

++++++HH
EXERCICE 4 :

A la kermesse du lycée, un jeu consiste a tirer 2 enveloppes parmi 5 dont une
contient un billet de 1000f, 2 contiennent chacune un billet de 500f et les 2 autres
contiennent chacune une feuille sans valeur
Les enveloppes sont identiques et non transparentes

1) Quelle est la probabilité de ne rien gagner ?

2) Quelle est la probabilité de gagner exactement 500f

3) Quelle est la probabilité de gagner exactement 1000f
+++++++H+++HHH b+ RESOLUTION H++++ -+

Soit 2 I'univers : card = CZ = ‘Z—% = 52ﬁ =10
1 1000f 2 500f 2 of

1) Soit A « I'évenement de ne rien gagner »
2

C; 1
P(A) = 0-10" 0,1
2) Soit B « I'’évenement de gagner exactement 500f »
CIxCH 2%X2 4
PBY="75"="19 10~ *
3) Soit C « I'évenement de gagner exactement 1000f »
P(C)=C11x621+C22=1x2+1 3 —03
10 10 10
+HHHH R
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EXERCICE 5 :

Un sac contient un jeton marqué 1, deux jetons marqués 2 et trois jetons marqués
3. On tire du sac simultanément et au hasard 2 jetons. On désigne par X la
variable aléatoire qui a chaque tirage de deux jetons associe la somme des
numéros marqués sur les deux jetons.

1) Déterminer la loi de probabilité de X

2) Déterminer et représenter graphiquement la fonction de répartition de X

3) Calculer son espérance mathématique E (X) et sa variance V(X) et

I'écart type 6 (X)

++++++ A RESOLUTION +4++ 4+ 44+ 4+ 4

O ORC©,

Soit 2 I'univers : cardQ = CZ = ; = =15

X est la variable aléatoire qui a chaque tlrage associe la somme des numéros tirés
142=3; 1+43=4; 24+2=4; 24+3=5¢et3+3=6

Alors X prend les valeurs : {3; 4;5; 6}

1) Déterminons la loi de probabilité de X

CixC; 2 CIXC3+Cf 3+1 4
PEX=3 =g =g PU=D =" =5 =15
CixCl 2x3 6 cz 3 1
PA =S =" =75 =15 #PE=0=5 =13
X; 3 4 5 6
P(X =x;) 2 4 6 1
15 15 15 5

2) Déterminons et représentons graphiquement la fonction de répartition de X
Comme F(X) = P(X < x;)

x<3 alors P(x<3)=0
3<x<4 alors P(3SX<4)=E
2 4 6 2
F(X)=<4SX<5alors P(4<x<5)= E+E =
5<x<6alors P(655x<6)= 6+6 E=é
15 15 15 5
x = 6 alors P(x26)=§+%=1

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



298

14

\

)

3) Calculons son espérance mathématique E(X) et sa variance V(X) et I'écart
type a(X)

OE(X) = TiixP =3 X+ 4XE+EX 46X 2= T

15 15

70 14
E(X) =1—5=?= 4,66
E(X) = 4,66

oV (X) = E(X?) — (E(X))” avec E(X?) = 3%, (x)) P,

2 4 6 3 18464+ 150+ 108
E(X?) =32X —+42X —+ 52X —+ 62X — =

15 15 15 15 15
340 68
“ 15 3
Vo =S8 (L) 298196 _204-196 8y _ g
3 3 3 9 9 9 ’

e (X) =./V(X)=+0,889 = 0,942 = o(X) = 0,942
O

EXERCICE 6 :
Une urne contient quatre jetons marqués respectivement 1; 2; 3 et (m € R*).On
tire au hasard un jeton dans l'urne. On note P;; P,; P; et Py, les probabilités
respectives de tirer le jeton marqué 1;2 ;3 et m.

Py; P,; P; et P, constituent dans cet ordre une suite arithmétique de raison %

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



299

1) a)Montrerque: P, = 1—16
b) Calculer P,; Ps; By,

2) On consideére X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, associe le nombre
marqué sur le jeton tiré

a) Définir la loi de probabilité de la variable X

b) Calculer m sachant que I'espérance mathématique de X vaut 2

++++++ A RESOLUTION + 4+ 4+ 44+ 4+ 4+
Comme P;; P,; P; et P, constituent dans cet ordre une suite arithmétique de
raisonéalors onpose:B, =P+ (n—Dr=P+(n— 1)§
Py=Pi+z;Py=P+2 et By=P +>

1) a)Montrons que : P = L

16
P+ P+ P 4Py = 1= P 4P P 4P =1
ap g L*2F3_ o 8-6 2 1_ )
= —_—_— = — = - = = —
1 8 1578 T8 1 1771 UM
b) Calculons P,; P3; P,
1 1 1 3 3
.P2=P1+§=E+§:E$P2=E
2 1 2 5 5
.P3=P1+§=E+§:E$P3=E
3 3_ 7 7

=P+ =—+2=8op =L

8 16 16
2) On considére X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, associe le nombre
marqué sur le jeton tiré : X = {1;2;3 et m}

a) Laloi de probabilité de la variable X

X; 1 2 3 m
P(X =x;) i i i l
16 16 16 16

b) Calculons m sachant que I’espérance mathématique de X vaut 2
4

1 6 15 7m 7 22 10
E(X)=le-Pi=2=>—+—+—+ 2=>—m=2-—

- = = —
i 16 16 16 16 16 16 16
i=
_ 10
m=s
o T R & o o o & o st
EXERCICE 7 :

Trois Messieurs appelés A, B et C entrent au restaurant et déposent leurs
chapeaux notés a, b et c au vestiaire. Lorsqu’ils sortent, chacun des Messieurs
reprend I'un des trois chapeaux sans vérifier si c’est le sien
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1) Combien ya-il de repartitions possibles des trois chapeau entre les trois
Messieurs ?
2) On suppose que chacune de ces repartitions a la méme probabilite de
survenir. Quelle est la probabilité pour que :
a) Aucun des Messieurs n’ait son propre chapeau
b) Un seul ait son chapeau
c) Deux aient leur chapeau
d) Les trois aient aient leur chapeau
Additionner les probabilité de a), b), c) et expliquer le résultat trouvé
++++++ A RESOLUTION +4++ 4+ 44+ 44+ 4
1) Le nombre de répartitionest: N =31 =6
2) Calculons la probabilité des événements :
a. A« Aucun des Messieurs n’ait son propre chapeau »

a Aa
P(A) = & e nombre de répartition est % b B& b
c

2 1 1

b. B «Un seul ait son chapeau »

. Ay ja A—a A ,a
P(B) = %() le nombre de répartition est B><b BXb BXb

C''c C’*c¢ C—c
3 1 1
c. C« Deux aient leur chapeau »
d(C A_a 1 1
P(C) = %() le nombre de répartitionest B—b P(C) = = P(C) = -
C—c
d. D « Les trois aient aient leur chapeau »
d(D A—a 1 1
P(D) = %() le nombre de répartitionest B—b P(D) = -= P(D) = -
C—c

Additionnons les probabilité de a), b), c) et expliquons le résultat trouvé

1 1 1 2+3+1
P(A) +P(B) +P(C) =g+ 54z =— =1

Ce résultat était attendu car, car A, B et C sont trois événements deux a
deux incompatibles dont I'union est I’événement certain Q
+++++HHHH R
EXERCICE 8:
Deux amis se sont donnés rendez-vous entre 12h et 13h et ont décidés qu’ils ne

s’attendraient pas plus de 10 minutes.
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Calculer la probabilité pour qu’ils se rencontrent
++++++HHHHH - RESOLUTION H+++++++++ -+ +

Soit Q l'univers : card(Q) = 602 = 3600 car 13h — 12h = 1h = 60minutes
card(A)
card(Q)

Soit A « I’événement des rencontre des deux amis » P(A) =

Calculons card(A) : Choix des inconnus
Soit x le temps d’arrivé du premier et y celui de I'autre
Mise en équations
x—y <10

’ H i . — <
lIs ne s’attendraient pas plus de 10 minutes : |x —y| < 10 = {y <10

(e 10 k0 Pz
e
|

v

v St
/r
/&

v

On constate que S +;rd(A) + S =S.mais S =S alors card(A) = S, — 2S
card(A) = 3600 — 2 X 50);—50 = 3600 — 2500 = 1100 = card(A) = 1100
P(A) = @ = E dou P(A) = E

3600 36 36
T ——
EXERCICE 9:

Les faces d’un dé cubique sont numérotés respectivement 6;6; 6; 5 ; 4 et 3. On suppose
que lors d’un lancer, la probabilité d’apparition de chaque face est kx; x étant le numéro
de chaque face et k un nombre réel

1) Montrer que k = %

2) Onlance 4 fois ce dé, qu’elle est la probabilité d’obtenir 2 le numéro 6 ?
++++++ A RESOLUTION +++++ 4+ + 4+ -+ 4+

1) Montrons que k = %

Soit Q l'univers associé a I'expérience ; ona :2 = {3;4;;5;6;6;6} et
P(2) =P@3)+ P(4)+ P(5) +3P(6)
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La probabilité de I'apparition d’un numéro x est

P(x) = xk,donc : P(3) = 3k,P(4) = 4k,P(5) = 5k et P(6) = 6k
D'olr P(@) = 3k + 4k + 5k + 3 x 6k = 12k + 18k = 30k =1 = 30k =1 =]k = |
2) Calculons la probabilité de I’'événement A: « Obtenir 2 fois le numéro 6 au cours de 4

lancers » On utilise le schéma de Bernoulli pour chaque lancer, avec deux éventualités :

ele succés : le numéro obtenu est 6 ; la probabilité est p = 3 X 6k = 18k = 18 X % = %

. . ) - 3_2
el’échec : le numéro obtenu n’est pas 6, la probabilitéestg =1—-p =1 — it

D’ou la probabilité de 2 succés sur les 4 lancers est :

r=ci@) () =ox() (3) ~oxzx5saz P @ -5
5/ \5 5/ \5 25 25 625 6
B T L O ST O O N O o ot O o
EXERCICE 10:

On compose un jury en tirant au sort trois personnes parmi sept volontaires : quatre
hommes et trois femmes
X désigne la variable aléatoire qui associe a chaque tirage le nombre de femme qu’il présente

1) Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique

2) Calculer la probabilité pour qu’il y ait au moins une femme dans le jury
+H++HH+H A RESOLUTION +H++++ b+

A3 7x6X5
Z= =35
3! 3x2

1) Déterminons la loi de probabilité de X

Soit Q I'univers : card(Q) = C3 =

La variable aléatoire X prend les valeurs 0; 1; 2 et 3

c3 4 cixc; 18 cixct 12 c3 1

D’ou le tableau de probabilité :
Xi 0 1 2 3
POX=x) x I8 1z T
35 35 35 35

Calculons son espérance mathématique
3

E(X)—Z —0><4+1><18+2><12+3><1—45—9:E(X)—
_,Ommf_ 35 35 35 35 35 7 -
=
2) Calculons la probabilité pour qu’il y ait au moins une femme dans le jury
Soit A « I’événement d’avoir au moins une femme dans le jury »

PU) =P(X =1 +PX =2 +P(X=3) =042y L 31
@) =PX=D+PX =2 +PX=3) =z +3c+3z = 5= = P(A) =

L M m R L
EXERCICE 11:

Dans une ville, il y a trois médecins. Quatre habitants de cette ville, malades le méme jour,
appellent au hasard I'un de ces médecins

1) Quelle est la probabilité pour qu’un seul médecin soit appelé ?

2) Quelle est la probabilité pour que les trois médecins soient appelés ?
++++++ A RESOLUTION +++4++ 44+ 4+ -+ ++
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Soit Q l'univers : card(2) = 3* = 81
1) Calculons la probabilité pour qu’un seul médecin soit appelé

1
Soit A I’événement « les quatre malades appellent un seul médecin » P(4) = % = % =
1
P(A) =
(4) =

2) Calculons la probabilité pour que les trois médecins soit appelés
Soit B I'événement « les trois médecins sont appelés »

card(B
P(B) = # ; Mais dans ce cas un médecin sera appelé deux fois donc on a le nombre

d’appel regu par un médecin : C2 x A2 = 12 alors card(B) = 3 x 12 = 36 ; d’ol

P®) = 20 =2 b =
=— =_ = =_
819 5

L
EXERCICE 12:

Une caisse contient péle-méle 10 cubes rouges, 20 cubes jaunes et 5 cubes verts, tous de
la méme taille
1) Quelle est la probabilité de pouvoir faire un drapeau République de Guinée :
a) Enprenant simultanément 3 cubes ?
b) En prenant simultanément 4 cubes ?
2) Quelle est la probabilité en prenant 3cubes successivement, I'un aprés I'autre,
sans remise, d’obtenir dans I'ordre le drapeau de la République de Guinée
+++++++H+++HH A RESOLUTION HH+++ -+
Une caisse contient péle-méle 10 cubes rouges, 20 cubes jaunes et 5 cubes verts, tous de
la méme taille
1) Calculons la probabilité de pouvoir faire un drapeau République de Guinée :
a) En prenant simultanément 3 cubes

A3 35x34X33
Soit Q I'univers : card(2) = €3, = 28 = 2%

=35x% 17 x 11 = 6545 alors card(Q) =

3! 3x2
6545
Soit A I’événement « prendre simultanément 3 cubes »
card(A) 1000
P(A) = card@) avec card(A) = Cly X C3, x €3 =10 x 20 X 5 = 1000 alors P(A) = T
200 [y = 20
1309 09
b) En prenant simultanément 4 cubes
Soit Q l'univers : card(Q) = C% = A35 _ 39343332 _ 354 17 x 11 X 8 = 6545

4! 4x3x2
alors card(Q)) = 52360
Soi B I'événement « prendre simultanément 4 cubes »

card(B
P(B) = WEQ% avec card(B) = CZ) X C3, X C3 + Ciy X C3y x C} + Cy x C}y x C2
A2, A3, A
card(B) ——X 100+7X 50+?X 200 =45 x 100 + 190 X 50 + 200 X 10 =
d(B) = 4500 + 9500 + 2000 = 16000 al P(B) —16000 —400 P(B) *00
= = = = = =
car ators 52360 1309 09
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2) Calculons la probabilité en prenant 3 cubes successivement, I’'un apreés I'autre,
sans remise, d’obtenir dans I'ordre le drapeau de la République de Guinée
Soit Q 'univers : card(2) = A3, = 35 x 34 X 33 alors card(22) = 39270
Soi C I'événement « prendre successivement sans remise 3 cubes»

avec card(C) = A}y x A}y X AL =10 % 20 x5 = 1000

1000 100 00
alors P(C) = 39270 = 3927 =,~

+++++++H+H

EXERCICE 13:
Cing personnes se donnent rendez-vous dans un des cafés du village qui en compte cing.
Chaque personne choisi au hasard I'un des cinq cafés
1) Calculer la probabilité pour que chacune des cing personnes ait choisi un café

différent

2) Calculer probabilité pour que ces cing personnes se retrouvent dans le méme café
Calculer la probabilité pour qu’au moins deux se retrouvent dans le méme café
+H++HH+ A RESOLUTION +H+++++H+ b+
Soit Q I'univers associé a I'expérience : card(Q) = 5% = 3125 =card(Q) = 3125]

1) Calculons la probabilité pour que chacune des cing personnes ait choisi un café

différent
Soit A I'événement « chacune des cing personnes ait choisi un café différent »
p(A)_w. A5 = o, _ 120 24
= card() jcard(A) = A3 =50 =5x4x3x2=120; alors P(A) = 3550 = =
24
P(A) = =t

2) Calculons la probabilité pour que ces cing personnes se retrouvent dans le méme
café

Soit B I’événement « ces cing personnes se retrouvent dans le méme café »

card(B) o 5 1 1
card(@) card(B) = A; =5 alorsP(B) = 3125 — 625 = P(B) = 625

3) Calculons la probabilité pour qu’au moins deux se retrouvent dans le méme café

P(B) =

Soit C I’événement « au moins deux se retrouvent dans le méme café »
Les évenements A et C sont contraires alors ;

P(A)+P(C)=1=P(C)=1-P(A) =1 24 o0 () = 2
=1= =1- =]——=—= =
625 625 6
B o i B
EXERCICE 14:

Deux chasseurs Moussa et Mamadou aperssoivent ensemble un liévre et tire

simultanement

1) Sachant que Moussa atteint et tue d’habitude 5 liévres sur 6 et Mamadou 4 sur 5
Quelle est la probabilité pour que le lievre soit tué ?

2) Enfait; Mamadou a tiré le premier.
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a) Quelle est la probabilité pour que Moussa tue le lievre sachant que si Mamadou tire
et manque, les chances normales pour Moussa d’atteindre le lievre se trouvent
diminuées de moitiée ?

Dans ces conditions : Mamadou tire le premier, puis Moussa ; quelle est la probabilité pour

le lievre d’en échapper saint et sauf ?

++++++ 4 HRESOLUTION +4++ 4+ 4+ 4+ 4+

Deux chasseurs Moussa et Mamadou aperssoivent ensemble un liévre et tire

simultanement

1) Sachant que Moussa atteint et tue d’habitude 5 liévres sur 6 et Mamadou 4 sur 5

. , . - 5
*Soit A « I'evenement pour que Moussa atteint le lievre » P(4) = -

. ) . . 4
*Soit A « I'evenement pour que Mamadou atteint le ligvre » P(B) = 5

Calculons la probabilité pour que le liévre soit tué

5 4 2

P(AUB) = P(4) + P(B) — P(AN B); mais P(UNB) = P(A) x P(B) =2x = =%
ors PAUE) S 4t 2 252420 29 29
alors 67573 30 =30 30

2) Enfait ; Mamadou a tiré le premier.
a) Calculons la probabilité pour que Moussa tue le liévre sachant que si
Mamadou tire et manque, les chances normales pour Moussa d’atteindre le

lievre se trouvent diminuées de moitiée

. 15 5

P(A'nB) = P(4) x P(B) mais 4 1=
P(B)+P(§)=1=>P(§)=1—P(B)=1—§=§
- 5 1 1 - 1
P(AnB)=EX§=Eﬁ P(AnB)ZE

b) Dans ces conditions : Mamadou tire le premier, puis Moussa ; calculons la
probabilité pour le lievre d’en échapper saint et sauf

P 0B) = @) xP(B) = P@nB)=(1-)(1-3) = x5 = o=

12 5/ 71275 60
— - 7
P(A uB):E
+HHHH R
EXERCICE 15:

Une variable aléatoire X prend les 1 ; -1 et 2 avec les probabilités respectives e?, e? et e€
ol a, b et c sont en progression arithmétique.
On suppose que I'espérance mathématique E(X) est égalea 1
1) Calculer a,b et c et la variance V(X)
2) Soit A, B et C trois points d’abscisses respectives 1, -1 et 2 d’une droite graduée (A)
a) Calculer I'abscisse du point G barycentre de {(4, 1), (B, 2),(C,4)}
b) Onpose: (M) = %(MA2 + 2MB? + 4MC?), 0u M est un point de ((A).
Montrer que ¢(G) =V (X)
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c) Déterminer I'ensemble (I') des points M de (A) tels que (M) = 3
++++++HH+HH - RESOLUTION H+++++++ -+ +
Une variable aléatoire X prend les 1 ; -1 et 2 avec les probabilités respectives e?,
eb et e ol a, b et c sont en progression arithmétique.

On suppose que I'espérance mathématique E(X) est égale a 1
1) Calculonsa, b et c et la variance V(X)
*D’aprés la loi de la probabilité e® + e? +e€ =1 (1)
eCommeE(X)=1= e%—elP +2e°=1 (2)
b=a+r
a b c a a+r a+2r a r CZrz a_+12r
{2“ t Zb :Ii-— Zec_=11 < {Za tee“”r :il_- Ze‘“zr_:ll < {2“8 -'—- ir -'-l- ;ez)r) -1°

1% Méthode : Comme a, b et ¢ sont en progression arithmétique alors : {

e B 1 1
2
1+e" +e’m _ — =
0t = 1 1+e"+e2" 1—el+2e?"
1—e” + 2e?"
1+e"+e?=1—-e"+2e?" > 2" —e?"=0=e"(2—-e")=0=r=1In2
Aveceazm:;@az—ln7

Dou b=a+r=—In7+1In2 =ln§ etc=a+2r=—In7+2In2 =ln§
28me Méthode : Comme a, b et ¢ sont en progression arithmétique alors: 2b=a+ ¢ =
eZb — ea+c (3)
D’ou le systeme
ef+ePte=1 (1)
e?—eb4+2ec=1 (2)=de(1)+ (2)ona: 2e*+3ec=2=
e2b — ea+c(3)

a_273e 3

el=—0—=1-3e €))]

Dans (3)ona:

2b—c a 2b—c 3 2 3 2b 3 2

e =e?=>e =1—=e¢ >—=1—=e° = e? = —=e%¢(5)
2 e¢ 2 2

1
De (1) —(2),ona:2el —ec =0=e? = Eec(6)
2
De (6) dans (5)on a (lec) —et—3p2c lo2c _pe 32 loe g 30
2 2 4 2 4 2

1 3 7 4 3
(+2e=1=ler =1 e =t —fe=in
4 2 4 7

1,4 1 4 2 2 2
et dans (6)on a: e? =Eel"7 =E*;=7=>eb =7=>b=ln76t dans (4)ona:
G=1-2¢f met=1-2¢M SN N A
= _— = —_— = —_—— == —_—— = = —
¢ e =e 2 277 7= 77"y
X 1 -1 2
P(X = x;) €1n7=; elnézg €1n7=;
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D’ou:V(x):E(XZ)—(E(X))Z:12x§+(—1)2x§+22x§—12:@—1:?:%:
x 12
) =7

2) Soit A, B et C trois points d’abscisses respectives 1, -1 et 2 d’une droite graduée

A
a) ((:al)culons I'abscisse du point G barycentre de {(4,1), (B,2),(C,4)}
=otxA+,8XB+yxC=1><1—1><2+4><2=Z=1 alors xg = 1
a+p+y 1+2+4 7
b) Onpose: (M) = %(MA2 + 2MB? + 4MC?), 0l M est un point de ((A).
Montrer que ¢(G) = V(X) PosonsM =G,ona:
9(6) =2 (GA? + 2GB? + 4GC?) = 2 (0% + 2 x 22 + 4 x 12) = 2(12)
d'oll p(6) =V(X) ==
c) Déterminer I'ensemble (T') des points M de (A) tels que (M) = 3
Introduisons le point G :

XG

(a+ B +y)MG? + aGA? + BGB? + yGC?
7

1

(M) =~ (MA? + 2MB? + 4MC?) =
_ TMG? + GA* + 2GB* + 4GC?
- 7

12 21-12 9 9 3V7 3V7
2 g _ % _ == = == =
MG* =3 - - == MG ﬁ - = MG ==

12
=3=;MGZ+<p(G)=3=~MGZ+7=3

37
(") est un cercle de centre G et de rayon r = 7\/_
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DERCIEES PROROS

ANALYSE COMBINATOIRE

+HH+HH R EXercice 1R

Résoudre dans N les équations suivantes :

a) C;?2=36

b) Cit=0Cr2

¢) X2—AEX + AP (pA2") =0
++++ bR EEEXErcice 2
Dans un groupe d’individus, on sait que les deux cinquiemes aiment les fraise,
deux tiers aiment les poires, un cinquieme n’aime ni I'un ni I'autre et 144 aiment
les deux. De combien de personnes est constitué le groupe ?
+H+++H+H R EXercice 3 b
Combien d’anagrammes peut-on former avec les lettres du mot AVIONS qui
commencent ;

a. parlalettreA?
b. parleslettres AV ?

+++++H+HHH e EEXercice 4 bbb
Un voyageur de commerce veut se rendre dans les quatre villes suivantes :

France-Allemagne-Italie-Portugal. || peut commencer et terminer par la

ville qu’il veut. Combien de voyage peut-il réalisé ?
+++++++HHH R EXercice 5ot
On considére un dé cubique dont les faces sont numérotés de 1 a 6. On lance trois
fois de suite ce dé et on note a chaque lancer le chiffre inscrit sur face supérieure.
On appelle résultat le triplet des trois chiffres obtenus
1) Combien y’a-t-il de résultats possibles ?
2) Combien y’a-t-il de résultats qui n’ont pas de chiffre 1 ?
3) Combien y’a-t-il de résultats qui ont exactement deux fois le chiffre 1 ?
4) Combien y’a-t-il de résultats qui ont au moins une fois le chiffre 6 ?
5) Combien y’a-t-il de résultats dont la somme des trois chiffres est égale a 9 ?
6) Combien y’a-t-il de résultats dont les trois chiffres forment une suite

arithmétique ?
7) Combien y’a-t-il de résultats dont les trois chiffres forment une suite
géométrique ?

+++++H+HHH R EEXErcice 6 b
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Un sac contient 26 lettres de I'alphabet. On tire successivement sans remise six
lettres du sac et on forme un mot.
a. Combien peut-on former de mots différents au total ?
b. Combien de ces mots commencent par un M ?
c. Combien de ces mots commencent par MATHS ?
+++HH e EEEEXErcice 7 b
Combien d’équipes de football peut-on constitué avec vingt personnes si on ne
tient pas compte des places qu’occupent les joueurs ? et avec trente personnes ?
(Une équipe de football comporte 11 joueurs)
+++++ e EEEEXercice 8 b
Une classe comporte 18 filles et 12 gargons. On veut choisir 5 représentants de la
classe pour la féte de fin d’année. Combien y’a-t-il de choix possibles :
a. Sion les choisit parmi les filles ?
b. Sion les choisit parmi les gargons ?
c. Sionveut avoir un groupe constitué de 3 filles et 2 gargons ?
+++++H+ R EXercice 9 i
Une course met en compétition 15 chevaux
Un joueur mise sur les trois premiers (tiercé) et on suppose qu’il n’y a pas d’ex
aequo. Combien y’a-t-il :
a. Detiercé possibles ?
b. De tiercé donnant les trois chevaux gagnants dans I'ordre ?
c. Detiercé qui donnant les trois chevaux gagnants dans un autre ordre ?
+++++++HHH R EXercice 10 b
On tire simultanément une main de 13 cartes dans un jeu de 52 cartes
1) Combien de mains différentes peut-on former ?
2) a.Combien de mains ne comportent que des cartes rouges ?
b. Combien de mains ne comportent que des cartes noires ?
3) Combien de mains comportent :
a. Le roi de pique ?
b. Le roi et la dame de pique ?
c. Le roi, la dame et le valet de pique ?
d. Pour seuls piques le roi, la dame et le valet ?
++++++ R EXercice 11 bbb
Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 4. On appelle diagonale du polygone

a n cotés, tout segment joignant deux sommets non consécutifs
n(n-3)

a. Montrer que le nombre de diagonales est

b. Quelle figure comporte 170 diagonales ?
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CALCULS DE PROBABILITE

+H+++H+HHH R EXercice 12 b
On lance un dé pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6, et on note
le numéro tiré. La probabilité d’apparition de 6est le triple de celle de 1
etlesnuméros 1, 2, 3, 4 et 5 ont la méme probabilité d’apparition
1) Calculer la probabilité d’apparition de chaque numéro
2) Calculer la probabilité de I’événement « obtenir un numéro pair »
3) Calculer la probabilité de I'’évenement « obtenir 2 ou 4 »
+H+++H+HHH R EXercice 13 b
On lance deux fois de suite un dé cubique parfait dont les faces sont numérotées
de 1 a 6et I'on note a le résultat du premier lancer et b le résultat du second
lancer
On considére alors I'équation du second degré : x2+ax + b = 0
Calculer la probabilité pour que cette équation admette des solutions (distinctes
ou confondues)
+++++H+HHH R EXercice 14 b
BAC TSE 1999
Un plongeur de restaurant lave 30 verres, dix de chaque type A, B et C. Au cours
de la vaisselle, deux verres sont cassés au hasard.
1) a)Quelle est la probabilité pour que les deux verres cassés soient de méme
type
b) Quelle est la probabilité de casser au moins un verre du type A
c) Quelle est la probabilité de casser un verre du type B et un verre du type C
2) Soit X la variable aléatoire composant le nombre de verre de type A cassés
a) Quelle est la loi de probabilité de X
b) Calculer son espérance mathématique E(X) et sa variance V (X)
+++++++++ R EXercice 15 b
Un tireur vise une cible. La probabilité pour qu’il touche la cible est 0,7. Il tire trois
fois de suite. On note X le nombre de fois ou il a atteint la cible. Déterminer la loi
de probabilité de X
+++++H+HHH R EXercice 16 b
Une urne U contient une boule portant le numéro 1 et deux boules portant le
numéro 2.
Une urne v contient une boule portant le numéro 4 et n boules portant le numéro
3. On tire au hasard une boule de U, une boule de V et on désigne par X la
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variable aléatoire qui a chaque tirage associe la somme des numéros portés par
les deux boules

1) Déterminer en fonction de n la loi de probabilité de X

2) Calculer en fonction de n I'espérance mathématique E(X)

3) Déterminer n pour que : E(X) = i—z
4) Déterminer la plus petite valeur de n pour la quelle E(X) < 4,8
++++ R EXErcice 17 bbb
Une urne contient 10 boules : quatre rouges et six blanches.
1) On extrait simultanément trois boules de I'urne.
Soit X la variable aléatoire qui prend pour le nombre de boules rouges extraites.
Déterminer la loi de probabilité de X et calculer E(X)
2) On effectue cinq tirages successifs de trois boules avec remise avant chaque
tirage.
Calculer la probabilité que I'on obtienne exactement deux fois un tirage de trois
trois boule rouges
3) On effectue deux tirages successifs de trois boules avec remise.
Calculer la probabilité de I'événement : «la somme des nombres de boules rouges
obtenues lors des deux tirages est égale a trois»
+++++++HHH e EXercice 18 b
1) Etudier les variations de la fonction f(x) = 36x? — 2x3 sur l'intervalle[0; 18]
et déterminer la valeur de x pour la quelle f atteint, sur cet intervalle son
maximum.
2) On considere une urne contenant 36 boules indiscernables au toucher, dont n
sont rouges, n sont blanches et toutes les autres sont vertes (1 < n < 17)
On tire au hasard et simultanément 3 boules de I'urne
a) Démontrer que le nombre de tirage donnant une boule de chaque
couleur est égale a f(n)
b) Soit P(n) la probabilité de tire une boule de chaque couleur. Exprimer P(n) en
fonction f(n) et en déduire la valeur n pour laquelle P(n) est maximum
++++++ R EXercice 19 bbb
BAC TSE 2008
Cing individus ont été témoins d’un fait donné. Parmi eux on sait que deux
seulement sont des menteurs, mais on ignore lesquels. On questionne deux
témoins au hasard sur le fait considéré de facon indépendante. Quelle probabilité
a-t-on:
1) D’obtenir a chaque fois une description véridique des faits
2) D’obtenir deux versions contradictoires
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3) D’obtenir deux versions fausses
++++t bR EXercice 20 b
Deux joueurs, Daouda et Kemoko lancent simultanément chacun un dé dont les
faces sont numérotées de 1 a 6 ont la méme probabilité de sortie. Le gagnant est
celui qui obtient un nombre supérieur a celui de 'autre. La partie est nulle si les
deux obtiennent le méme numéro
1) Quelle est la probabilité que Daouda gagne ?
2) Quelle est la probabilité que Kemoko gagne ?
+H+++H+H R EXercice 21
M ISSA possede depuis plusieurs mois un téléphone mobile pour lequel il a
souscrit un forfait mensuel de deux heures. Soucieux de bien gérer ses dépenses,
il étudie I’évolution de ses consommations.
e Si pendant le mois noté n il a dépassé son forfait, la probabilité qu’il le
dépasse le mois suivant noté (n + 1) est%
e Si pendant le mois noté n il n’a pas dépassé son forfait, la probabilité
qu’il le dépasse le mois suivant noté (n + 1) estg

Pour n entier naturel strictement positif, On désigne par A4,, 'événement « M ISSA
a dépassé son forfait le mois n » et B,, 'événement contraire
On pose p, = p(Ay) et 4, = p(By) ;onap; =
Tous les résultats seront donnés sous de fractions irréductibles
1) a) Donner les probabilités de A,,,; sachant que A,, est réalisé et A,
sachant que B,, est réalisé
b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, les égalités suivantes

. 1 2
sont vraies : p(An+1 n An) = Epn et p(An+1 n Bn) = gqn

En déduire I'égalité suivante : p,,;1 = e %pn

2) Pour tout entier naturel n = 1 on pose u, = p, —§

Montrer que la suite (u,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison
et le premier terme u,

3) Ecrireu, et p, en fonction de n. Déterminer la limite de p,,
+++++H+HHHH R EEXErcice 22 b
Dans une urne il y’a n boules rouges et 2n boules blanches
On tire simultanément p boules de 'urnep < n

1) Sin=5 etp = 4; calculer les probabilités des éveénements suivants :
A : Obtenir deux boules blanches et deux boules rouges
B : Obtenir au moins une blanche
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(On donnera les résultats sous la forme de fractions irréductibles)
2) Onsuppose que p = 2 et n un entier naturel quelconque tel que : n > 2
a) Calculer la probabilité B, d’obtenir deux boules de méme couleur
b) Démontrer que la suite (B,),s2 est majorée par 1
Quel est le sens de variations de (B,)ps2 ?
c) Déduire de la question précédente que (B,),s2 est convergente et calculer sa
limite
++++ bR EEXErcice 23 bbb
Un carré ABCD de coté 35cm, est divisé en 1225 (soit 352) petit carré de 1cm de
coté par un segment régulieérement espacés et paralléle soit au segment [AB],
soit au segment [AD]
1) On appelle « nceud « tout point d’intersection de deux segment de ce
quadrillage qui n’est pas situé sur les cotés du carré ABCD
a) Combien y’a-t-il de nceuds dans le quadrillage ?

b) On choisi au hasard un de ses nceuds et on le note M. Soit | le projeté
orthogonal de M sur la droite (AB) et J le projeté orthogonal de M sur la
droite (AD)

Déterminer la probabilité de chacun des événements :

b-1 : le quadrillage AIMJ est un carré
b-2 : le quadrillage AIMJ est un rectangle de périmétre 24 cm
2) n étant un entier naturel non nul, on note S,, la somme des n premiers

entiers naturels non nuls.
n(n+1)
2
b) Combien y a-t-il d’entiers naturels non n tels que : S,, < 12257

3) Les petits carrés du quadrillage sont numérotés de 1 a 1225

a) Démontrer que S, =

a) On choisi au hasard un des carrés, et on note son numéro k
Quelle est la probabilité pour qu’il existe un entier naturel non nul n tel que S, =
k?
Un tel événement est appelé « succes »
b) On réalise 5 fois I'épreuve précédente
Quelle est la probabilité d’obtenir au moins trois « succes » ?
+++++H+HHH R EEXErcice 24 b
Une urne contient cing boules indiscernables : deux vertes et trois rouges. On
répete n fois I’épreuve consistant a tirer une boule de I'urne, noter sa couleur et
remettre dans I'urne

a) Calculer la probabilité B, de n’obtenir que des boules rouges lors des n

tirages
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b) Démontrer que la suite P, est décroissante et calculer lim B,
Nn—+oo

+++++++H+H R EXercice 25 A
Dans un jeu de 32 cartes, on distingue quatre couleurs : pique, cceur, carreau et
tréfle et dans chaque couleur, huit hauteurs : as, roi, dame, valet, dix, neuf, huit
et sept
On dispose les cartes en quatre paquets contenant chacun les huit cartes d’une
méme couleur, et on tire au hasard une carte de chaque paquet (exemple de
tirage : as de pique, sept de cceur, roi de carreau, sept de tréefle)
1) a) Combieny a-t-il de tirage possibles ?
b) Calculer la probabilité pour que le tirage contienne :
equatre cartes de méme hauteur ;
®au moins une dame ;
etrois rois et un valet
On donnera chaque résultat sous forme de fraction irréductible, puis on
indiquera une valeur approchée
2) Untirage est gagnant lorsqu’il contient au moins deux As. Le joueur
recoit 1000f si le tirage contient les quatre as, 30f si le tirage contient
exactement trois as, 2f si le tirage contient exactement deux as.
Calculer les probabilités d’obtenir ces différents gains.
On donnera chaque résultat sous forme de fraction irréductible
3) Laréglementation des jeux de hasard indique que : « les gains doivent-
étre inversement proportionnels a leur probabilité ».
Examiner si les sommes attribuées pour tirages gagnants respectent ce principe.
+++++++HHH R EXercice 260
Une urne contient cing boules : trois blanches et deux noires. On tire
simultanément et au hasard deux boules de I'urne. On considére les événements :
A : «au moins une boule blanche »
B : « au moins une boule noire »
Les événements A et B sont-ils indépendants ?
++++++H e EEXErcice 27 b
La production d’une usine est assurée a 60% par une machine A et a 40% par une
machine B. La machine A fabrique 1% de pieces défectueuse et la machine B, 3%
On choisit une piece au hasard a la sortie de 'usine.
1) Construire I'arbre pondéré de cette expérience aléatoire
2) Quelle est la probabilité que :
a) Cette piéce soit défectueuse et produite par B ?
b) Cette piece soit défectueuse ?
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c) Cette piece ait été produite par B sachant qu’elle est défectueuse ?
+++++++HHH R EXercice 28 bbb
Une urne contient 2n boules : n boules blanches et n boules noires. On tire au
hasard n boules de I'urne. On appelle X la variable aléatoire qui associe a chaque
tirage le nombre de boules blanches obtenues.

a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) En déduire la relation : (C2)? + (C})? + (C3)? + -+ + (Cﬁ)z 4o

(Crrll)z = C;n

c) Danslecosoun = 4,calculer E(X)et a(X)
+H+++H+H R EXercice 29
On considére un groupe de seize fourmis parmi lesquelles quatre ont une
caractéristique C
Ces quatre fourmis seront dites « de type C ». On prend simultanément et au
hasard cing fourmis dans ce groupe

1) Calculer la probabilité :

a) p, de n’avoir, parmi ces cing fourmis, aucun de type C

b) p, d’avoir exactement une fourmi de ce type

c) p. d’avoir au moins deux fourmis de ce type
On donnera chaque résultat sous forme de fraction irréductible, puis on
indiquera une valeur approchée a 10~* preés

2) On constate, aprés enquéte, que, dans la population entiére, la
répartition des fourmis de type C est de 1 sur 4. On estime la population
suffisamment nombreuse pour que le tirage de n fourmis soit assimilable

a n tirages successifs indépendants avec remise
On prend au hasard n fourmis (n = 2) et on rappelle X la variable aléatoire
donnant le nombre de celles de type C
a) Calculer p(X = 0) et p(X = 1) en fonction de n et en déduire la probabilité

p,, d’avoir au moins deux fourmis de type C

n-1
b) Démontrer que p, > 0,9 si et seulement si (3) (3+n) <01

z 4
c) Onposeu, = G)n_l (3%”)

Un+1

Calculer et démontrer que (u,,) est une suite décroissante

Un
d) Trouver la plus petite valeur de n telle que p,, > 0,9
++++++H+H R EXercice 30 bR

Une boite contient 60 boules blanches et 40 boules noires
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On effectue dans cette boite des tirages successifs avec remise de chaque boule
apres tirage. On s’arrétera a I'obtention d’'une boule blanche
PARTIE A : Dans cette partie, on ira au maximum a 4 tirages
On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires a
I’'obtention de la premiere boule blanche.
Par convention, X sera égal a 0 si I'on n’obtient pas de boule blanche aprés les 4
tirages

1) Calculer la probabilité pour que X soit égale a 0

2) Calculer la probabilité pour que X soit égale a k , k valant successivement

1;2;3et4

PARTIE B : Dans cette partie, on procédera a n tirages au maximum, n étant un
entier naturel non nul
De méme, on appelle X la variable aléatoire égale au nombre de tirages
nécessaires a I'obtention de la premiére boule blanche.
Par convention, X sera égal a 0 si I’'on n’obtient pas de boule blanche apres les n
tirages

1) Calculer la probabilité pour que X soit égale a k , k valant successivement

1;2;3etn
2) On considere la fonction polynéme f définie par :
f(x) =1+2x+3x2+ - +nx"?!

Soit E(X) I'espérance mathématique de la variable aléatoire X

Montrer que :E(X) = % (g)

3) Onsait que, pour tout réel x différent de 1, on a :
xn+1 _ 1
1+x+x2+ - +x"=
x—1
a) Endérivant les deux membres de I'égalité précédente, en déduire
une expressionde : 1 + 2x + 3x2+ -+ + nx" !
5\ (2

b) Endéduire que: E(X) = g_ (" + 5) (E)n

++++++HHH e EEXercice 31 bbb
On considére le systeme de deux équations a deux inconnues (x ;)
x—2y=3
{ax —-by=c
ol a,b et ¢ sont trois nombres tirés successivement au hasard dans I’ensemble
{1,2,3,4,5,6} grace a un dé cubique parfaitement équilibré.
Calculer les probabilités des événements :
1) A:Lesystéme a un couple unique de solutions
2) B :Lesysteme a une infinité de solutions
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3) C:Lesysteme n’a pas de solution

4) D: Le systeme admet le couple unique de solution (3 ; 0)

5) E:Le systéme admet le couple unique de solution (0 ; 3)
+++++H R EXErcice 32 b
Donner deux lois de probabilités, définies sur le méme univers avec la méme
espérance mathématique et des variances différentes

+++++H+H R EXercice 33 b
x?+11x+24

(x+5)2
1) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative

A-) Soit f la fonction numérique définie par: f(x) =

(C) dans un repeére orthogonal (||7]] = 1cm et ||J|| = 6¢m)

Préciser la position relative de (C) et la droite d’équation y = 1
Cc

; i - b
2) Déterminera,b et c telsque f(x) = a + =t .

3) Calculer en cm?, I'aire du domaine plan, ensemble des points M dont les
1<x<7

1<y<f(x)

B-) Soit n un entier naturel ; on place dans une urne (n+10) boules blanches et

coordonnées (x ; y) vérifient : {

(2n+5) boules rouges. Un joueur tire une boule (toutes les boules ont la méme
probabilité d’étre tirées). S'il tire une boule blanche, il gagne, si non il perd
1) Quelle probabilité, P(n) le joueur a-t-il de gagner a ce jeu ?
2) Etudier g, fonction numérique de x, variable réelle, définie par : g(x) =
2P(x)
Tracer la courbe représentative (I') dans le méme repére. Déterminer les
coordonnées des points communs de (C) et (I')
C-) Dans une seconde urne, on place (n+1) boules rouges, (n+3) boules blanches
et 6 boules noires. Le joueur tire une boule, I'observe, la remet et effectue un
second tirage (a chaque tirage, toutes les boules ont la méme probabilité d’étre
tirées). |l gagne dans les deux cas suivants :
eLors du premier tirage, la boule extraite est blanche
elors du premier tirage, la boule extraite est noire et lors du second, la boule
extraite est blanche
1) Démontrer que la probabilité, Q (n) de gagner cette partie est %f(n)
2) Déduire du paragraphe A-) la valeur de n pour laquelle Q(n) est
maximale, et déterminer ce maximum de Q(n)
3) Démontrer qu’il existe n, entier naturel a déterminer, tel que pour
tout n entier, n = n,, le joueur a au moins autant de chances de gagner au
second jeu qu’au premier
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+++++++H+H R EXercice 34 A
Un sac contient 6 boules, numérotées de 0 a 5. On extrait simultanément 2 boules
qui portent respectivement les numéros a et b . A chaque résultat de ce tirage on
associe :

a+b . .
—Le nombre - sia et b sont pairs

—Le nombre O'si a et b sont impairs
—Le nombre |a — b| si a et b sont parités différentes
1) Quelles les valeurs de la variable aléatoire X ainsi définie ?
2) Définir la loi de probabilité
3) Calculer I'espérance mathématique de X et la variance de X
+++++H+HHHH R EXercice 35
Cet exercice a pour but de déterminer lesquels des avions a 2 moteurs sont les
plus surs.
Un avion ne s’écrase pas tant que la moitié au moins de ses moteurs
fonctionnent. Les moteurs d’un avion tombent en panne de maniere
indépendante.
On désigne par P la probabilité pour qu’un moteur tombe en panne
*A-) Dans cette partie P = 0,1
1) Calculer la probabilité pour qu’un avion a deux moteurs s’écrase
2) Calculer la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en
panne
3) Calculer la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3
moteurs en panne
4) En déduire la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’écrase
B-) On revient au cas général
1) On désigne par f(P) la probabilité pour qu’un avion a 2 moteurs
s’écrase. Démontrer que f(P) = P?
2) On désigne par g(P) la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs
s’écrase. Démontrer que g(P) = P?(—3P% + 4P)
3) Onposeh(P) =f(P)—g(P)
a) Etudier le signe de h(P) en fonction de P
b) En déduire, suivant les valeurs de P, dans quels avions il vaut mieux monter
+++++H+HHHH R EEXercice 36 b
Un sac contient six jetons ; 2 jetons portent le numéro 1 ; 3 jetons portent le
numéro 2 et 1 jeton porte le numéro 3
On suppose que les jetons ont la méme probabilité d’apparition
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1) Ontire simultanément 3 jetons dans le sac. Soit X la variable aléatoire qui
associe a chaque tirage la somme des numéros portés par les jetons
a) Déterminer la loi de probabilité de X
b) Définir et représenter la fonction de repartition de X
c) Calculer I'espérance mathématique et la variance
2) On tire successivement avec remise 3 jetons du sac. Soit Y la variable
aléatoire qui associe a chaque tirage la somme des numéros portés par les
jetons
a) Déterminer la loi de probabilité de Y
b) Calculer I'espérance mathématique de Y
+++++H+H R EXercice 37 i
PARTIE A
Lors de la préparation du concours, un éléve n’a étudié que 50 des 100 lecons.
On a mis 100 papiers contenant chacun une question dans une urne, ces
questions portant sur des lecons différentes. Le candidat tire simultanément et au
hasard 2 papiers
On donnera les réponses sous la forme de fraction irréductible
1) Quelle est la probabilité qu’il ne connaisse aucun de ces sujets ?
2) Quelle est la probabilité qu’il connaisse ces deux sujets ?
3) Quelle est la probabilité qu’il connaisse un et un seul de ces sujets ?
4) Quelle est la probabilité qu’il connaisse au moins un de ces sujets ?
PARTIE B
On considére maintenant que I'éléve a étudié n des 100 legons (n étant
un entier naturel inferieur ol égale a 100)
1) Quelle est la probabilité p,, qu’il connaisse au moins un de ces sujets ?
2) Déterminer I'entier naturel n tels que p,, soit supérieur ou égale a 0,95.
+++++++H+H R EXercice 38 b
WAWA débute au jeu de fléchettes. Elle effectue des lancers successifs d'une
fleche. Lors qu’elle atteint la cible a un lancer, la probabilité qu’elle atteigne la

. . . L1 Sy
cible au lancer suivant est égale a T Lors qu’elle manque la cible a un lancer, la

probabilité qu’elle manque la cible au lancer suivant est égale a g. On suppose
gu’au premier lancer elle a autant de chances d’atteindre la cible que de manquer
Pour tout entier naturel n strictement positif, on considére les événements
suivants :

A, : WAWA atteint la cible au n’™¢ coup

B, : WAWA rate la cible au n’™¢ coup
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On pose :p, = p(Ay)
Pour les questions 1) et 2) on pourra éventuellement utiliser un arbre pondéré

1) Déterminer p, et montrer que p, = %

. 2 1
2) Montrer que pour tout entier natureln > 2,p,, = ToPn-1t g

3) Pourn =1, onpose u, =p, —13—3

Montrer que la suite u,, est une suite gé¢ométrique dont on précisera la raison g et
le premier terme u,
4) Ecrire u, puis p, en fonction de n

5) Déterminer lim p,
Nn—+oo

+++++H++HHH R EXercice 39 b
On lance trois dés, D;; D, et D5 cubiques équilibrés. Les faces de chacun des dés
est numérotées:1;2;3;4;5et6
a. Calculer la probabilité des évenements :
A « les trois dés donnent 1 »
B « les trois dés donnent le méme numéro »
C « deux dés donnent seulement le numéro 1 »
D « deux dés donnent le méme résultat et I'autre un résultat différent »
Pour chaque résultat, on donnera la valeur exacte, puis une valeur décimale a
1073 pres
b. On répeéte n fois I'expérience et on note p,, la probabilité d’obtenir au moins
une fois trois

+++++H+HHHH R EEXErcice 40+
Un sac contient 10 objets : n objets sont noirs et les autres sont blancs. On extrait
simultanément 2 objets du sac. Les tirages étant équiprobables, quelles sont les
probabilités d’obtenir :

1) Deux objets de couleurs différentes

2) Deux objets noirs

3) Deux objets blancs

Calculer n pour que cette derniére probabilité soit égale a =

+++++H+HHHH R EXercice 41 bbb
Dans un concours de pronostics, il s’agit de prévoir les résultats de 10 parties de
football, on inscrit les prévisions sur une feuille de réponse. Pour chaque partie 3
pronostics sont possibles : victoire de I'un des autres adversaires, victoire de
I'autre et la partie nulle

1) De combien de fagons différentes peut-on remplir cette feuille de

réponses ?
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2) Un participant au concours ne connait rien au football et remplit au
hasard la feuille de réponses
Quelle est la probabilité pour qu’il donne :
a) Lesdix réponses exactes ?
b) Les dix réponses fausses ?
¢) Au moins une réponse exacte ?
On donnera de chaque probabilité demandée une valeur approchée sous la forme
décimale avec 6 décimales exactes pour la premiére et 3 décimales exactes pour
deux autres
+++++H+HHH R EXercice 42 b
Une boite contient six boules vertes et n boules blanches
Un jeu consiste a tirer simultanément deux boules de la boite. Si les deux boules
sont de méme couleur le joueur gagne 1F et si elles sont de couleurs différentes le
joueur perd 1F
1) Dans cette question, on suppose que n=3
Calculer la probabilité d’obtenir
a) Deux boules de méme couleurs
b) Deux boules de couleurs différentes
2) Dans cette question I'entier n est quelconque supérieur ou égal a 2, et on
note X la variable aléatoire qui a chaque tirage des deux boules, associe
le gain algébrique du joueur
a) Exprimer, en fonction de n, les probabilités des évenements
X=1)et(X=-1)
n-13n+30
(n+6)(n+5)

b) Montrer que I'espérance mathématique de X est :E(X) =
c) Pourquellesvaleursdena-t-on:E(X) =07

Pour quelles valeursde n a-t-on: E(X) < 07?
+++++++H+H R EEXercice 43 b
Une urne contient une boule blanche et une boule noire, indiscernables au
toucher.
On tire une boule, toutes les boules ayant la probabilité d’étre tirée, on note sa
couleur et on remet dans l'urne
On effectue ainsi n tirages a la suite (n = 2)
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues au cours
des n tirages

1- Déterminer la loi de probabilité de la variable X. Donner la valeurs de
E(X) et V(X)

Soit Y la variable aléatoire définie par :
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{Y =k, si on obtient une boule blanche pour la premiere fois au k — iéme tirage
Y=0, siles n boules tirées sont noires
2- Pourk =1{1;2;3;...... ;n}. Calculer P(Y = k)

3- Calculer P(Y =0)

4- Vérifierque: Yo P(Y =k) =1

5- Soit x un réel différent de 1 et n un entier naturel non nul , on pose
p(xX)=1+x+x*+--+x"
a- Donner une autre écriture de ¢(x)

nx™2_(n+1)x™t14x

, . .\ k —
b- Endéduire que: Y p_4 kx* = (-2

n+2

c- Endéduireque:E(Y) =2 — >

++++HHHH R EXercice 44

1- Soit (u,), définie paru,; = % 5 Upgr = %un +§
a- Soit (v,), définie pourn = 1 par; v, =u, — % Montrer que (v,) est

une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme
b- En déduire I'ex/pression (v,,) en fonction de n puis celle de (uy,),

2- On considere deux dés notées A et B. Le dé A comporte trois faces rouges et
trois faces blanches. Le dé B comporte quatre faces rouges et deux faces
blanches.

On choisit un dé au hasard et on le lance : si on obtient rouge, on garde le méme

dé, si on obtient blanc, on change le dé. Puis on relance et ainsi de suite.

On désigne par 4,, 'événement « On utilise le dé A au n®™ lancer »

Par A, I’événement contraire de 4,,

Par R,, 'événement « On obtient rouge au n®™ lancer » ; Par R,, I'événement

contraire de R,

Par a, et 1, les probabilités respectives de 4, et R,

a- Déterminer a,; b- Déterminer ry
c- Enremarquant que, pour toutn > 1,R,, = (R, N 4,) U (R, N 4,).

Montrerde : 1, = —%an +§
d- Montrer que, pourtoutn > 1,4,,; = (R, N 4,) U (R, N 4,).
e- En déduire que pourtoutn > 1,a,,; = %an +§ puis déterminer
I'expression de a,, en fonction de n
f- En déduire I'expression de 1;, en fonction de n, puis limite de 7,
++++H+++H+ R EXercice 45 A

1- On considére les polyndmes :
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9% 163
fx)=x—1; g(x) =5x—4 et h(x)=(5x+§> +T

a- Résoudre dans R les équations :
g(xh(x) =0 et f(x)gx)hx) =0
b- Développer réduire et ordonner selon les puissances décroissantes
dex: g(x)h(x) et f(x)g(x)h(x)
2- Soit Sy; S,; S3 et S, les quatre sommets d’un dé tétraédrique :
Sz

S1 Sa

S3
On lance ce dé sur plan. On appelle p; la probabilité pour que le sommet S; ne
soit pas en contact avec le plan, p, la probabilité pour que le sommet S, ne soit
pas en contact avec le plan, de méme pour p; et p, pour les sommets S; et S,

a- Sachant que py; p2; ps3 et p, forment dans cet ordre une suite

125

géométrique de raison g et de 1*" terme p; = Py

Calculer la raison g ( on utilisera les résultats de la question 1)b et 1)a)

b- En déduire p,; ps3 et p, sous la forme d’une fraction irréductible
+++++++HH R EXercice 460 b
Afin de créer une loterie, on met dans une urne n billets différents (n supérieur
ou égal a 3), dont deux et deux seulement sont gagnants.

1) Dans cette question, on choisit au hasard et simultanément deux billets dans
I'urne.

a) On suppose ici n=10. X désigne la variable aléatoire qui donne le nombre de
billets gagnant parmi les deux choisis.

Déterminer la loi de probabilité de X.

b) On revient au cas général avec n supérieur ou égal a 3.

Calculer la probabilité, notée pn, d’avoir exactement un billet gagnant parmi les
deux choisis.

2) Dans cette question, on choisit au hasard deux billets dans cette urne en
remettant le premier billet tiré avant de tirer le second.

a) On suppose ici n=10. Y désigne la variable aléatoire qui donne le nombre de
billets gagnant parmi les deux billets choisis.

Déterminer la loi de probabilité de Y.

b) On revient au cas général avec n supérieur ol égal a 3.
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Calculer la probabilité, notée gn, d’avoir exactement un billet gagnant parmi les
deux choisis.

- L s 4(n-2)
3.a) Montrer que pour tout n supérieur ou égal a 3, ona :Pn~ qu.

b) En remarque que pour tout entier n, n-2 inférieur a n-1, déterminer un entier

naturel notel que pour tout n supérieur ou égal a no, on ait Pn- qQn<< 10_3

c) Pour obtenir exactement un billet gagnant en choisissant deux billets de cette
loterie, est-il préférable de les tirer simultanément ou de les tirer I'un apres
I'autre en remettant le premier billet tiré ?
++++HH R EXercice 47 A
Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches
On en préléve n successivement et avec remise, n étant un entier naturel
supérieur ou égal a 2. On considére les deux événements suivants :
A « On obtient des boules de deux couleurs »
B « On obtient au plus une blanche »

1. a) Calculer la probabilité de I’événement :

« Toutes les boules tirées sont de la méme couleur »

b) Calculer la probabilité de I'évenement :

« On obtient exactement une boule blanche »

c) En déduire que les probabilités p(A N B),p(A) et p(B) sont :

n 1 n+1
PANB) = p)=ms et p(B)=—;
Montrer que p(A N B) = p(A) X p(B) si et seulementsi: 2" 1 =n+1
Soit (u,,) la suite définie pour tout entier naturel supérieur ou égal 2 par :
U, =2"1'—(n+1)

Calculer u,; usz et uy
Démontrer que la suite u,, est strictement croissante
3. Endéduire la valeur de I'entier naturel n tel que les évenements A et B soient
indépendants
+++++++HH R EXercice 48 bbb
On consideére un dé cubique dont quatre faces sont blanches et deux sont noires.
L’expérience consiste a lancer ce dé et a noter la couleur de sa face supérieur
1) Calculer la probabilité d’obtenir :
a) Une face blanche b) Une face noire
2) On jette ce dé quatre fois de suite
a) Calculer la probabilité d’avoir dans I'ordre : une face blanche ; une face
noire ; une face blanche et une face blanche
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Calculer la probabilité d’avoir une seule face noire au cours des quatre
lancers

Calculer la probabilité d’avoir une face noire au 4™ lancer (une face noire
pouvant apparaitre au cours des autres lancers)

Soit n un entier naturel non nul

Calculer la probabilité P, d’avoir au moins une face blanche au cours des n lancers
Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : B, = 0,99

+++++H++HHH R EXercice 49 b

Un porte-monnaie contient quatre piéces de 50 euro et six pieces de 20 euro. Un

enfant tire au hasard et simultanément 3 piéces de ce porte-monnaie

1)
2)

a)
b)
c)

Calculer la probabilité de I'’éveénement A « tirer trois pieces de 50 euro »
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de piéces de 50 euro figurant
parmi les trois pieces tirées

Déterminer la loi de probabilité de X

Calculer I'espérance mathématique et I'écart type de X

L’enfant répéte cinq fois I'expérience en remettant chaque les trois pieces
tirées dans le porte-monnaie

Quelle est la probabilité que I'évenement A se réalise trois fois a I'issue des cing
tirages ?

++HtHH bR EXercice 50

Une variable aléatoire X prend les 1 ; -2 et 3 avec les probabilités respectives

Ina;Inb et Inc ol a,b et c sont en progression géométrique.

On suppose que |'espérance mathématique E(X) est égale 3 1

1)
2)
a)
b)

c)

Calculer a, b et c et la variance V (X)
Soit 4, B et C trois points d’abscisses respectives 1, -2 et 3 d’une droite graduée (A)
Calculer I'abscisse du point G barycentre de {(4,In a), (B,Inb), (C,Inc)}

On pose : (M) = %MA2 + iMB2 + %MCZ, ou M est un point de (A).
Montrer que @(G) =V (X)
Déterminer et construire I'ensemble () des points M de (A) tels que (M) =9

++HtHHH bR EEXercice 51 bbb

Dans un plan muni d’un repere orthonormé (O, I, J) on considere les points
A(0 ;1) ; B(1;0) et C(-1 ;0) affectés des coefficients respectifs 1, b et c

1- Discuter I'existence du barycentre G de ce systéme de points suivant les
valeurs de b et c. Quelles sont alors les coordonnées de G ?

2- Le couple (b; c) est obtenu de la maniere suivante : b est le résultat du
premier jet d’un dé dont les faces portent les nombres-3;-2;-1;1;2;
3; c est le résultat du second jet du méme dé. Chaque couple a la méme
probabilité d’apparition
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a- Quelle est la probabilité pour que le systéme de points pondérés
admette un barycentre G dont 'ordonnée est égalea 1 ?
b- Question analogue en imposant au barycentre G d’avoir une
abscisse nulle
c- Question analogue en imposant au barycentre G d’appartenir a 'une
ou l'autre des bissectrices des axes de repére
+H+++H+HHH R EXercice 52
Dans un lycée, 62% des éléves sont des garcons ou passent leur baccalauréat a la
fin de I'année, 77% sont des filles ou ne passent pas leur baccalauréat a la fin de
I'année et 25% sont des gargons qui ne passent pas leur baccalauréat a la fin de
I’'année. Déterminer le pourcentage de filles et le pourcentage d’éleves passant
leur baccalauréat
+++++H+HHH R EXercice 53
Un examen se décompose de questions aux quelles il faut répondre par oui ou
par non
Si un éleve connait la réponse, il répond correctement, s’il ignore, il tire a pile ou
face la réponse qu’il inscrira. Un étudiant donné connait 60% du programme.
Quelle est la probabilité pour qu’une réponse juste soit due a ses connaissances
plutot qu’au hasard ?
++++H++ R EXercice 54
On sait par expérience qu’un tireur professionnel touche sa cible avec la
probabilité 0,7
Les tirs sont indépendants. (Tous les résultats sous la forme décimale)
1) Letireur effectue 5 tirs successifs. Calculer la probabilité pour qu’il
touche sa cible :
a) Cing fois
b) Exactement deux fois
¢) Au moins une fois
2) lltire n fois de suite (n = 1). Démontrer que la probabilité pour qu’il
touche au moins une fois est égalea 1 — (0,3)™
Combien faut-il de tirs au minimum pour que la cible soit touchée au moins une
fois avec une probabilité supérieure ou égale a 0,995?

0L GrANGE ATOUS

T B B B B B L B B s
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BACCALAUREAT 2001 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :A-)1) Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) x?+y?—2x%y'=0

b) y”+ 2y’ + 5y = 0 et déterminer la solution f qui vérifie f(0) = 1 etf'(0) = -1
2) Soit a un nombre réel appartenant a l'intervalle [0; g]

1-cos2a

a) Montrer que tan®a =

1+cos2a
b) Vérifier que tang =v2-1
c) En déduire la valeur de tan%"
3) Le plan euclidien est rapporté a un repére orthonormé(0, 7, 7). On donne les points
A(3;1) et B(0;2)
Soit a un nombre réel strictement positif ; trouver les coordonnées du point M tel que :
- 3 1
2MA +MB = —1+3aln—j
Ina a
B-) On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
fx) :ln(x+ x? +4)

1) Quel est le domaine de définition de f ? Montrer que 'ona : Vx €

R fO+f(=x) _ In2
’ 2 -
2) Etudier f et tracer sa courbe représentative dans le repére orthonormé et

montrer qu’elle admet un centre de symétrie.
3) Montrer que f est une bijection de R vers R

++++H++ A RESOLUTION ++++++++ 4+ ++
A-) 1) Résolution des équations différentielles :

2
a)x*+y?—2x%y'=0 =2x%y' =x2+y? =y =%+%(§) (),

posons z = % ,doncy =xzetyz+xz' Larelation (*)devientz'x +z = %+ %zz =

1 1 22—22+1 . (-1)? 2z 1 %2
zx—zz —z+—— =zx= > =>(z—1)2=_ maisz =~
2dz dx 1 2
on (Z—1)2=? f(z—l)zz 7:2(—:)=]n|x|+ln|c|=>—:=1H|Cx|
z=1-— met la solution y de 1'équation est:
2 2x ] P
y=Zx=(1_m)x=y=x—mouc EN

b)y +2y +5y=0; léquationcaractéristique associée est:r2+2r +5=0 =
A=-16=16i>= VA=16i= 1, = —1—-2i etr,=—-1+2i
d'ou la solution générale de I équation est [y = e *(Acos2x + Bsin2x)]A et B sont des
constantes arbitraires
Déterminons la solution particuliére : f(0) = 1 = e°(Acos0 + Bsin0) = 1 =A =11
£ (0)=-1= f'(x) = —e *(Acos2x + Bsin2x) + e *(—2A4sin2x + 2Bcos2x) =
f(0O)=-A+2B=-1=2B=-1+A=2B=-1+1=0=>B=0

la fonction f ainsi trouvée est |f(x) = e *cos2x
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1-cos2a

2)a € [0; E] a) Montrons que tan’a =
2 1+cos2a

si sin? . . 1—-cos2
Onsait que tana = —— tan’a = —— mais sina = ——— et cos?a =
cosa cos‘a
1+ 2 1—-cos2a
cosza - 5 N —CoSsZa
alors tan’a = 525y dou ftana =
0 Q
2
b) Vérifions que tang =v2-1
1-cos2T 1-cosZ 2
D’apres la propriété précédente tan?Z = 8 = tqn? 2= — % mais cos= = 2
8 1+6052§ 8 1+cos: 4 2
V2
n 1= 2-vZ (2-V2) n|2-v2)" 2-v2
tan? — = = = =tan-= [——— = =\V2-1=
8 V2 2442 2 8 2 V2
T+
T
tan_ = V2 -1
P 3
c) En déduisons la valeur de tan?"
T 3m , p
Comme 3 et 5 sont complémentaires alors on a :
3n 1 1 VZ+1 s
¥ == = i = 2 ==
tan— Va1 () V2 + 1 =itan - V2+1
28me méthode : on sait que 38—" = %+§

e b4

3n o tanz+tan§ ) n i

alors tan— = tan (—+—) =———5 7 Maistan— = lettan; = V2 -1 alorsona:
8 4 8 1—tanztan§ 4 8

3n 14++v2-1 V2 \/i(\/f+2) 2+ 242 , _
tan— = = = = =vZ+1douftan=—=+v2+1
8 1-(V2-1) 2-V2 2 2

4) Déterminons les coordonnées de M : 2MA + MB = ﬁf+ 3aln
M(x;y); A(3;1) et B(0;2)

IS

5
J avec

3 1 3 1
ZZA—ZZM+ZB—ZM:m+3l.alnaﬁ—3ZM=m+ 3lalna—2(3+l)—zl=>

3Z 6+3+3'11 4i Z 2 1+'(4 11>

— = — — _— = =2 —— —_— —

M Ina ta na ! M Ina : 3 ana

" (2 1 4 ; 1)

a3y

B-) On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
f(x)=ln(x+ x2+4)

1) Domaine de définition de f:

Df={VxER; x+ x2+4—>0} onax++x2+4>0=;dol [D; = R = ][—o, +oo]|
R; f(X)+2f(—X)=

Montrons que Vx € In2;0na:

f)+f(=x) ln(x +Vx2 + 4) + ln(—x +VxZ + 4)

2 2
CIn[(x + Va2 +4)(—x+VxZ2 +4)] In(x?+4-x?) In4
- 2 ~ 2 T2
fG) —f(=x) _2In2 Flx) +F(=x)

> > =ln2d0u\7’x€R;f=1n2
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2) Etudions les variations de f :
sLimites aux bornes de Dy :

lim f(x) = lim In (x +vx2%+ 4) = lim In (x + \/?) = lim In(x + |x|)
X——oo X—>—o0 X—>—oo X——o0

= lim In(x —x) =In0*" = —eo
X——oo
. L 2 . 2\ o
xl_l)r_‘I_lm flx) = xl_l,er In (x +/x%+ 4) = xl_lﬂlm In (x +Vx ) = xl_1)r+nm In(x + |x])
= lim In2x = In(+e0) = oo d'ol [ jo)=—] et [Tm j(x) = +>|
Xotoo oo o boo
eDérivée et sens de variations de f : f est dérivable sur R, sa dérivée est :
4 2x x+vVx2+4
xfx2+4) e Neom 1
/x=lnx+/x2+4 /=( — 2x+4= X“+4 —
f( ) ( ( )) x+/x2+4 x+/x2+4 x+y/x2+4 Vx2+a
1 ,
(x) = avec x)>0,Vx €R
(0 === avec f(x)
eTableau De variations :
X —00 -+ oo
f'(x) +
+o0
fx) /
—0o0

eBranches infinies :AV:4 ; AH: 4 AO:y=ax+b aveca= lirp %

2 .
@ =0 dou a=0alorslacourbe de fadmet une

En —ec,0oma:a = lim
X—+toeo

branche parabolique de direction (Ol)
*Représentation graphique :—(€) N (x'0x): f(x) =0 = In(x +VxZ2+4) = 0= x +
VaZ+d=1= VaZ+4=1-x=x=—>doud(-3;0)

~(©nG0y)x=0=f(0)=In(0+02+4)=In2dos B(O;In2)
eMontrons que (C) admet un centre de symetrie :
Soit M(x; f(x)) et M'(—x; f(—x)) deux points de (C). Calculons les coordonnées du milieu K

segment [MM’] ; ona:
xX+(—x
indépendantes de x, donc K(0;1n 2) est un centre de symétrie de (C)
3) Montrons que f est une bijection de R vers R

_ T+ (=x)
2

0 et yx =In2d'ots K(0;In2), les coordonnées de x sont

f étant continue et strictement croissante sur R, donc elle réalise une bijection de R vers R
A

\

=

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



331

BACCALAUREAT 2002 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :A-)Soit ABCD un losange de centre O avec OB=2.0A
1- Déterminer I'ensemble des points M tels que : (MA + MC — 2MD)(2MB — MC + MD) = 0
2- Déterminer 'ensemble des points M tels que : MA2+ MC?— 2MD? = —6.0A?
B-) On consideére la fonction f définie par : f(x) = In|x?— 1|
1-  Etudier le sens de variations de la fonction f
2- On désigne par (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repere

orthonormé (O, 1, J). Montrer que (C) admet un centre de symétrie

. X
et calculer lim iG]
X—otoo X

2

3-  Démontrer que pour tout x € Dy, f(x) = 2In|x| + In |1 —xl

Donner une interprétation de cette limite
4-  Construire (C)
C-)On pose : u, = f;;lsinx e *dx
1) Calculer u, al'aide d’une intégration par parties
2)  Montrer que (U, )nen €St une suite géométrique, indiquer la raison et le premier
terme
3) Onnotes, =u; +u, + -+ u,
Calculer sy, et calculer sa limite quand x tend vers +eo
+H++H+ - RESOLUTION +H++H+++++ b+
A-)ABCD est un losange de centre O avec OB=2.0A
3) Déterminons I’ensemble des points M tels que :
(MA + MC — 2MD)(2MB — MC + MD) = 0
Onposei = MA+ MC —2MD et #=2MB —MC + MD Réduisons & et ¥:
ol = MA + MC — ZW, Puis que (1+1-2=0) alors introduisons le point O milieu du
segment [AC] % =MO + OA + MO + OC — 2MO — 20D = —20D = 2D0 = %4 = 2D0
o = 2MB — MC + m, Puis que (2-1+1= 2 # 0) alors introduisons le barycentre G =
barg —C1 11) % = 2MG + 2GB — MG — GC + MG + GD = 2MG = ¥ = 2MG
D'ou . % = 0 = 2D0.2MG = 0 =D0 MG = Qlalors (DO) L (MG) =V'ensemble des
points M recherché est la droite (D) passant par G perpendiculaire a la droite (DO)

CB+BD

oG est tel que : ﬁ=—§§5 + %ﬁ)) = = %Eﬁ = %ﬁ = G estle milieu du segment [BA]
4) Déterminons I’ensemble des points M tels que :
MA?+ MC?— 2MD? = —6.0A?
Puis que (1+1-2=0) alors introduisons le point O milieu du segment [AC]
(MO + 04) + (M0 + 0C)” — 2(M0 + 0D)” = —6.042
= 2MO(04 + 0C — 20D) + 0A% + 0C? — 20D? = —6.04° =
mais 0A = —0C ; 0A=0C et OD = 20A = MA? + MC? — 2MD?
=2MO0(-20D) + 204 — 80A* =
MA? + MC? — 2MD? = —4M0.0D — 6.0A% alors on a: — 4M0.0D — 6.04% = —6.04?

=L MG 0D =4
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MO.0D =0 < (0D) L (MO) =sL’ensemble des points M du plan est la droite (D’)
perpendiculaire a (OD) passant par O.

B-) On consideére la fonction f définie par : f(x) = In|x2— 1|
1) Etudions le sens de variations de la fonction f
eDomaine de définition de f :
Di={Vx€ERx*—1#0} =>x*-1#20=>x#+1=
Dr = R\ (=11} = oo, = 1[U [-G; I[ U J1; +=[|
eCalculons les limites aux bornes de Dr :

lim f(x) = lim In|x? — 1] = +e°; lim f(x) = lim In|x? — 1| = +eo ;
X——o0 X——o00 X—+oo X—+oo
i = |i 2 _ = —oo 1 =l 2 _ = —oo
Jim, f(x) = lim In|x* — 1] Jim, G = lim, Infx® =1
eDérivée et sens de variations de f :

f ) =0nlx*=1]) = —x2_1=>onposef(x)—0 =x=0

Tableau de signe de la dérivée

x —® -1 0 1 + oo
2x - - + +
x2—1 Sl - - +
f@ = + - [+

Extremum : f(0) =0
eTableau de variations :

X —00 -1 0 1 + oo
f1x) - + [ - +

too 0 +oo
2) Montrons que (C) admet un axe de symétrie :

f) =In|x* — 1] etf(—x) = In|(—x)? — 1] = In|x* — 1| = f(x) =[&) =f(=x)|

alors f est une fonction paire, donc (C) admet la droite d’équation x = 0 (axe des

données) pour axe de symétrie

3) Démontrer que pour toutx € Dy, f(x) = 2In|x| +In |1 _xlz

1
(1)

f(x)=Injx> -1 =1In =Inx?+1In

@,

x

zlf(x) = 2In|x| +1n

1
1-=

-z

Calculer lim
x—+eo
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1 1
2In|x| +In|1 - = 21 Inl-=
X 2 n|x 2 x
lim f—( )= lim <7| x |>= lim (—l |+7| X =0=|lim —=0
X—tee X X—teo X X—eo X X x—too X

Ceci montre que (C) admet une branche parabolique de direction (Ol) en +oo
4) Construisons (C) :
Intersection avec les axes :

(O N @00 f@) =0=Injx2—1|=In1= |x2—1|=1= {;;2__
= 0(0;0), A(-V2;0)et B(/2,0)

- N {0y):x=0= f(0) =1n|02—1| = 0= 0(0;0)
I

n+1 . —
C-)Onpose:u, = [ " sinxe *dx

u=e>*
dv = sinxdx

— _aX

{du = ek g Judv=uw— [vdu=u, = [—cosxe"‘](rl +m_ f(nﬂ)n cosxe *dx;
V = —CO0sxX nn nr

notons j = f("H)K cosxe *dxu, = [—cosxe"‘](n +Dn —j

1) Calculons u, a I'aide d’une intégration par parties Posons {

Calculons j en utilisant a nouveau, I'intégration par parties:

_—x __x (m+1)n
Posons { 2N = {du = —eTidx j= [sinxe"‘](n :nl)n - f (—sinxe™)dx =

dv = cosxdx v = sinx .

_X](n + Dn T ﬁ:ﬂ)n
nr

sinxe™*dx = [sinxe"‘](n +Dn
nn

j = [sinxe + u, On a dans la relation de u,, :

T _x(n+ Dn
u, = [—cosxe™¥] b

— [sinxe"‘](n :nl)n —u, = 2u, = —[e7*(cosx + sinx)]

e +1
2

(n+ Dn -
nn

2uy = ~[(=e)" ™" — ()™ > u, = —%(—e‘")“(—e‘“ -1 =, = (=e™"

2) Montrer que (U, ) ey est une suite géométrique

-

e+, _ e T+l _
Uy = T(—e T™)"Est sous la forme u, = uy. q" avec uy = et q=—e"

2
41 . -
etderaisong = —e™ "

. < Ly . e
Donc U, est une suite geometrique de premier terme uy, =

3) Calculonslasomme s, =u;+u; +--+u,
T+l _ e "(—e -1
(—e n)l — ( )
2 2
1_qn e—n(_e—n_l) 1_(_e—n)n ‘ =T p—— ‘
U — = =i, = —|[(—e -1
11-q 2 1+E™ n= 5 [ ) I
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i - 1§ — 1i e —myn _ :Q_—nw»_
Calculons xulllmsn : xl_l)IPan—x]ilmo( . [(—e™™) 1]) 2 [(—e™) 1]

e™” e ™ e
N e

BACCALAUREAT 2003 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :A-)Les faces d’un dé cubique sont numérotés respectivement 6 ;6;6;5;4et3.0n
suppose que lors d’un lancer, la probabilité d’apparition de chaque face est kx; x étant le
numéro de chaque face et k un nombre réel

1) Montrer que k = %

2) Onlance 4 fois ce dé, qu’elle est la probabilité d’obtenir 2 le numéro 6 ?
B-) 1) La fonction numérique g est définie sur ]0, +e<[ par : g(x) = 2xvx —=3Inx + 6
En utilisant le sens de variations de g, déterminer suivant les valeurs de x, le signe de g(x)

3lnx
= +x—-1

2) La fonction numérique f est définie sur ]0, +o<[ par : f(x) =

a) Déterminer les limites de fen O et en +oo
b) Utiliser les résultats de la question 1) pour déterminer le sens de variations de f
3) Soit (D) la droite d’équation y = x — 1 et (C) la représentation graphique de f dans un
repére orthonormé du plan
Montrer que (D) est asymptote a (C) et étudier la position relative de (C) et (D)
4) Tracer (C) et (D)
+++++++H+++HHHH - RESOLUTION H++++H -+
A-)1) Montrons que k = 31—0
Soit Q l'univers associé a I'expérience ; on a :2 = {3;4;;5;6;6;6} et

P(2) =P(3) +P(4)+ P(5) +3P(6)
La probabilité de I'apparition d’'un numéro x est
P(x) = xk,donc : P(3) = 3k,P(4) = 4k,P(5) = 5k et P(6) = 6k

D'ols P(@) = 3k + 4k + 5k + 3 x 6k = 12k + 18k = 30k =1 = 30k =1 =]k = - |
2) Calculons la probabilité de I’évéenement A: « Obtenir 2 fois le numéro 6 au cours de 4
lancers » On utilise le schéma de Bernoulli pour chaque lancer, avec deux éventualités :

ele succés : le numéro obtenu est 6 ; la probabilité est p = 3 X 6k = 18k = 18 X % = %

el’échec : le numéro obtenu n’est pas 6, la probabilitéestgq=1—-p =1 — S = g

D’ou la probabilité de 2 succés sur les 4 lancers est :
2 2

o=t () o () () - ox s P23
5/ \5 5/ \5 5 25 625
B-)1) La fonction numérique g est définie sur ]0, +eo[ par : g(x) = 2xyx— 3Inx + 6
En utilisant le sens de variations de g, déterminons suivant les valeurs de x, le signe de g(x)
eCalcul de limites : lim gx) = lim (Zx\/_— 3lnx+6)=

6
B = i
Jim_ g(x) = llm(ZX\/_—3lnx+6)=0—(—°°)+6=+°° =[Jim_g(x) = +=

eCalcul de dérivée de g:g'(x) = (2xvx —3Inx + 6) =2Vx+ 2% o= — 3.1 :
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Pour tout x € ]0, +e<[, le signe de g'(x) est celui de xyx — 1;onag(l) =2+ 6 =8

X 0 1 +oo
xwx—-1 — +
g'(x) - +

He) \8 /

Signe de g(x) : Dans le tableau ci-dessus la plus petite valeur de g(x) est 8 alors ceci montrer
que Vx € ]0, +oo[,g(x) > 0

3Inx

2) La fonction numérique f est définie sur ]0, +oo[ par : f(x) = = +x—1

a) Déterminer les limites de f en 0 et en +o°
3In0*

. ) 3Inx ]

0 = g (e x=1) =25 w01 - e O

lim £ = i (3lnx+ 1) 3t o 1 = oo [T ¥

i 100 Jim (1) < 2 1 e =
X—+oo \/E + oo £

b) Sens de variations de f :

Calcul de dérivée de f et son signe : f'(x) = (31“" x— 1) = (3'“") +1

Vx
F) = \/E 31nx+ 1= 6x;i$nx 11=5 3Inx 1 :f ) = 2xvx—3Inx+6 _ g(x) Or
x x 2xvx ZxJ—
2xv/x > 0 et g(x) > 0,Vx € ]0, +oo[ alorsf (x) > 0,Vx € ]0, +o0[
x 0 +oo
@ -

“+ oo

e .

3) Montrons que (D) est asymptote a (C)

o R _n. 3 _ 1 3lnx 1 _
Vérifions si xl_l}rﬂ»(f(x) —y)=0: xl_l)IPx(f(x) y) = x]_l)rll ( = tx-1 (x 1))
- lim 31nx 31In +oeo -0 I —0
- Uil v Jim (f(x) =) =0 cqfm
Etudions la position relative de (C) et (D)

3lnx

Il s’agit d’étudier le signe de f(x) —y = NS

lnx
Tableau de signe de Nk
X 0 1 +oo

3Ilnx - +

Vx + +
fGO —y - T

Positions (C) est au dessous de (D) (C) est au dessus de (D)
relatives

Six = 1 (C) et (D) sont confondus ou elles se coupent
4) Construisons (C) et (D) :
Branches infinies :AV:x =0 ; AH:3 et AO:y=x-1
Intersection avec les axes :—(C) N (x'0x): f(x) = 0 = x = 1 = A(1;0)
—(©) n(y'0y):x > 0 alors pas d'intersection avec (y Oy) et (D):y =x — 1:
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BACCALAUREAT 2004 Terminale Sciences Mathématiques

SUIJET :A-) 1) En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer deux entiers naturels x et y

tels que : 45x—28y =1

2) Résoudre dans 72 I'équation (E) : 45x — 28y =1

3) Résoudre dans 7% I'équation (E’) : 45x — 28y = 6

B-) On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = (x — 1)e**! et (C) sa courbe

représentative dans le repére orthonormé

1) Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

En déduire que (C) admet comme asymptote I'un des axes de coordonnées en —oo

2) Etudier les variations de f et construire (C)

3) Calculer I'aire du domaine limité par (C), I'axe des abscisses et les droites d’équations
x=—-letx=1

+++++++H+++H - RESOLUTION H++++ -+

A-) 1) En utilisant ’algorithme d’Euclide, déterminons deux entiers naturels x et y tels

que: 45x—-28y =1
45=28%x1+17=17=45-28x%1; 286=17%x1+11=11=28-17x1
17=11x1+6=6=17-11x1 11=6x14+5=5=11-6x%x1
6=5%x1+1=1=6-5x1 5=1x5+0=

En remplacant les restes dans relations précédentes on a :
6—-5x1=1=6—-(11-6%x1)=1=2Xx6-11x1=1=
2(17-11x1)—-11x1=2x17-3x11l=1=
2x17-3(28-17%x1)=5%x17—-3%x28=1=5(45-28Xx 1) —3X 28 =5 X 45 — 8 X
45x—28y =1

45(5)—28(8) =1

d’oi la solution de I'équation est (5 ; 8)
2) Résolvons dans Z? I'équation (E) : 45x — 28y = 1

28=1=145(5)—-28(8)=1 { Par comparaisonx =5ety =8

45x — 28y =1
; i iculie E : =1=1
Comme (5 ; 8) est une solution particuliére de (E) on a {45(5) —28(8) =1 =
x—5 y-8
45x — 28y = 45(5) — 28(8) = 45(x—5) = 28(y—8) = === —=k
(théoréme de Gauss) k € Z = {; : g z igi = {§ z g i 42}55”]2
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D’oli 'ensemble des solutions est :[S = {(5 + 28k; 8 + 45k)} aveck € Z|

3) Résolvons dans Z2 I'équation (E’) : 45x — 28y = 6

De la relation 45(5) — 28(8) = 1 ona: 45(30) — 28(48) = 6o0na
45x—28y =6

{45(30) —28(48) = 6

45(x — 30) = 28(y — 48) =

= 6=6o0na: 45x — 28y = 45(30) — 28(48) =

x—30_y—4-8_k:{x—30228k {x=30+28k

28 45 y—48 = 45k~ |y = 48 + 45k
D’oli 'ensemble de solution est [S = {(30 + 28k; 48 + 45k)} avec k € Z|

B-) On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = (x — 1)e**! et (C) sa courbe

représentative dans le repére orthonormé
1) Etudions les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
lim f(x) = lim (x— 1)e**! = (—ee — 1)e %! = —0e™ = 0 = lim f(x) =0
X——o00 X—>—oo X——o0
cette limite montre que y = 0 est asymptote a (C)
lir+n f(x) = liIP (x— DXt = (4o — 1)et™t! = fooe™ = fo0 = lim f(x) = +oo
2) Etudier les variations de f et construire (C)
Calcul de dérivée de f et son signe :
f0) = ((x—De**t) = e* 1 + (x — De*t = xe* = f'(x) = xe**?

Posons f(x) =0=x=0 et f(0)=(0—1)e’!=—-= f(0)=—e

x —0 0 4oo
JH6)) = [+

0 oo
o | T~ —
e

Construction de (C) :

Branches infinies :AV: 2 AH:y =0 d—oc et AO:y=ax+b; a= lirln f—:‘) =
X—+oo

lirP % = +eo alors (C) admet une branche parabolique de direction celle de (0J)

Parl

Intersection avec les axes :—(C) N (x'Ox):f(x) =0=x=1= A(1;0)
—(©)n(y'0y):x=0= f(0) = —e = B(0; —e)

3) Calculons I'aire du domaine limité par (C), I’axe des abscisses et les droites d’équations
x=—-1et x=1 A= —f_llf(x)dx = —f_ll(x—

1)e**1dx; posons: {dg : Z":l(ljx {Suzze dx

A=— ([(x —1eX1)L, — f_11 ex+1dx) =—[(x=1)e* 1, +[e*], =2+e?-1=
(e? + Dua alors A = (e? + 1ua

v
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BACCALAUREAT 2005 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :A-) 1)a) Trouver I'ensemble des entiers naturels diviseurs du nombre 5929
b) Trouver les couples (a, b) d’entiers naturels dont le PGCD et le PPCM sont solutions de
I'équation x2—91x + 588 = 0

2) Démontrer que A = 337+2 4 27+4 est divisible par 5

o o o] n
B-) Soit la suite u,, définiepar:u; = =1 et uyyq = 2D Un +
3(n+2)
2(n+1)

5) Montrer, en raisonnant par récurrence, que la suite u,, est majorée par 3

pour tout entier n non nul

6) Etudier le sens de variations de la suite u,
7) On considere la suite v, définie par pour tout entier naturel n non nul : v, =
n(3 —uy)
Montrer que v,, est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme
8) Exprimer v, puis u, en fonction de n
C-) Soit 6 un nombre réeltel que 0 < 6 < g

1) Résoudre dans C, I'équation : z%cos?0 — 2zsinfcosf + 1 =0
2) Déterminer le module et I'argument de chaque solution de cette équation
3) Résoudre I'équation différentielle : (1 + cos20)y” — (2sin268)y +2y =0 ouy
représente la fonction de variable x
D-) Soit ABC un triangle
4) Construirel, J, K tels que :
I =bar{(4,2); (C,1)}, J=bar{(4,1);(B,2)} et K =bar{(C,1);(B,—4)}
5) Démontrer que :
d) Le point B est le barycentre de {(C, 1); (K, 3)}
e) Le point]J est le barycentre de {(4, 2); (C,1); (K, 3)}
f)  Le milieu du segment [IK] est le point J
6) Soit L et M les milieux respectifs de [CI] et [CK]. Démontrer que IJML est un
parallélogramme et que son centre G est I'isobarycentre de {4, B, C}
++++++ A RESOLUTION ++++++++ 4+ 4

A-) 1)a) Trouvons I’ensemble des entiers naturels diviseurs du nombre 5929
5929 =72 x 112 alors dsgpo= (2 +1)(2+1)=3%x3=9
on a les diviseurs de 5929: (7°%; 7%; 72)(11°%11%;113) = (1;7;49)(1;11;121) =
Deoye = (1;7;11;49;77;121;539;847;5929)|
b) Trouvons les couples (a, b) d’entiers naturels dont le PGCD et le PPCM sont solutions
de I'équation x2— 91x + 588 = 0
On trouve le PGCD et PPCM en résolvant I’équation :x?> — 91x + 588 = 0;on a :

A= Db? — 4ac = (—91)% — 4(588) = 5929 = 772 alors VA= 77 =

91-77 91+77
X1 = > = et Xy = > =

NB : On sait que PPCM(a; b) > PGCD(a; b); alors PPCM(a; b) = 84 et PGCD(a;b) =7
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PPCM(a; b) = 84
PGCD(a;b) = 7

PGCD(a;b) = 7 A(x,y) € N*? tels que: {Z : ;;C/

Recherche des couples de solutions : {

avec PGCD(x;y) =1

D’apres la Propriété Fondamentale du PPCM, on a :
PPCM(a;b) X PGCD(a;b) =a.b = a.b =84 x7 =588 =
7x.7y = 588 = xy = 12, d’ou le tableau des valeurs suivantes :
X 1 3 4 12
y 12 4 3 1
Dou: (x;y) = {(1;12); (3;4); (4:3); (12; 1)}
Alors [(a; b) = {(7x;7y)} = {(7;84); (21;28); (28;21); (84;7)}]
2) Démontrons que A = 337+2 4 274 est divisible par 5
Cela revient 3 montrer que A = 0[5];0on a :
33042 4 o0+ = [5] = 330 x 32 + 2" x 24 = 0[5] = 27" X 9+ 2" X 16 = 0[5] mais 27
=2; 9=4et16 =1 dans Z/5Z alors 2" x 4 + 2" x 1 = 0[5]
= 2"(4+1)=0[5] =
2" x 5=0[5] mais 5=0dans Z/5Z dou 2" x 0 = 0[5] = [0 =0[5]cqfd
Ceci montre que A est divisible par 5

B-) Soit la suite u,, définiepar:u; = -1 et u,.q = ﬁun +
3(n+2)
2(n+1)

5) Montrons, en raisonnant par récurrence, que la suite u,, est majorée par 3

pour tout entier n non nul

e Vérifions que la relation est vraie pour certaines valeurs de n :

Pour n=1:u; = -1 <3 (vraie)

¢ Supposons que la relation est vraie dans le rang de n, c’est-a-dire 1 u,, < 3
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans lerang de n+1 : u, 1 < 3
Pour cela, on étudie le signe de u, .1 — 3 :

3 = n +3(n+2) _nu,+3n+2)-6(n+1) nu,+3n+6—-6n-6
Ut 72 T D T 2r ) 2(n+ D) = 2+ 1)
n(un & 3) n(un - 3)
= S S — 3= S
2(n+1) 2(n+1)

NB : Le signe de%dépend deu, —3;0ru, <3 alors u, —3<0

* -3 . . .
Doncvn € N ,’unﬂ —3 =23 g 4i0rs Ia relation proposée est vraie dans le rang de

2(n+1) —

n+1
D'ou Vn € N*,u, est majorée par 3

6) Etudions le sens de variations de la suite u,,
On étudie le signe de u,41 —uy;ona:

n 3(n+2) nu, +3(n+2)-2(n+ Du,
Upyr — Up = U, + —Up =
2(n+1) 2(n+1) 2(n+1)
= “tDuntsnd) DG gy e Ny, —3<0 = 3-u,>0=
- 2(n+1) T 2m+1) rom = n =
Uppr — Uy = % >0 |; donc la suite u,, est strictement croissante
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7) On considére la suite v,, définie par pour tout entier naturel n non nul : v,, =
n3 —u,)
Montrons que v,, est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier

n w + 3(n+2))

T 2mn T 24D

Ceci montre que v, est une suite géométrique de raison q = %et de 1* terme v, =13 —uy) =3 —
-D=4=v, =4
8) Exprimons v,, puis u,, en fonction de n

terme v, =n(3-u,) = Vyyy = 1+ DG = Up)) =+ 1 (3

eComme v, est une suite géométrique alors :

n-1
v=v g =y, =4(3) =22 =22 = 2 s = 2

on—1 "

1 1 [ Al
-vn=n(3—un):>;vn:3—un:>un:3—;vn:3—;23 ":>

C-) Soit 8 un nombre réel telque 0 < 0 < g

1) Résolvons dans C, I'équation : z%cos?0 — 2zsinfcosf + 1 =0

A= b? — 4ac = (—2c0s0sinB)? — 4c0s%0 = 4cos%0sin?0 — 4cos?0 = 4cos?0(sin*0 — 1) =

—4c05%0c0s%0 = —4cos*0 alors A= 4i%(cos?20)*/A= 2icos?0les solutions de I'équation sont :
_—b- VA _ 2cos0sind — 2icos?

1
(sin@ — icosH) et
N

AT T T 2c0s20 )
_—b+ VA _ 2cosBsind + 2icos?0 _ (sin + icos8)
AT T T 2c0s%0 T Cosg S T koS

d’ou }S = {ﬁ (sinf — icosG);ﬁ(sinH + icosﬁ)}‘

2) Déterminons le module et 'argument de chaque solution de cette équation

— 1 (sinB—i = 152 —isin®) = — (—i ising) = —1 o713 . ai®
0z = — (sin® — icosB) = cosel( cosB — isin@) = Cose( i)(cosB + isin®) = oot e

1 (o T
= —e‘(e_f) alors

_ 1 -0 T[‘
|| = — et arg(m)=6->

" cosB
— ' (sinB+i -1 —ising) == L ol . g-i6 — _1_4i(-0+3)
0z = — (sin® + icosB) = COSe1(c056 isin@) == opfre T =——e 2
i
alors ||z;| =—— et arg(z;)==-—6
joal = — et arg(z) =

3) Résolvons I'équation différentielle : (1 + cos28)y” — (2sin20)y’ +2y =0
Soit I’équation caractéristique associée a (E) : (1 + cos20)r?— (2sin20)r +2 =0
A= b? — 4ac = (2sin26)? — 4(1 + c0s20)2 = 4sin*26 — 8 — 8cos20
= 4(2sinBcosf)? — 8(cos?6 — sin?H) — 8
A= 16sin?0cos?0 — 8(cos?0 — sin?6 + 1) = 16sin?0cos?6 — 8(2co0s20)
= 16sin?0cos?6 — 16cos?6

A= cos20(sin?0 — 1) = —16c0s20 - cos?0 = —16c0s*0 = 16i2 cos*0 alors VA

= 4icos?0
. 2sin260—4icos?0 4sinfcosO—4icos?0 4co0s6 (sinf—icosH)

Les solutions sont:r; = = > = 5 =

2(1+cos20) 2(2co0s?%0) 4cos?0

1 . . . 2sin268+4icos?0 4sinBcosB+4icos?6
(sinB — icos@) = tanf —i et r, = = - =

cos6 2(1+cos26) 2(2cos?0)
4cos6(sinB+icos8)

1, . .
ppes (sin® + icosB) = tan® + i

4cos’0
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D'olur; = tanf —i et 1, =tanf + i alors la solution de I'équation différentielle

proposée est: y = e (Acosfx + Bsinfix) =y = e***" (Acosx + Bsinx)|
D-) Soit ABC un triangle
4) Construisons |, J, K tels que :
I = bar{(4,2);(C,1)}, J=bar{(4,1);(B,2)} et K=bar{(C1);(B,—4)}

. 1,
I'=bar{(4,2);(C, 1)} = 2A+1C =0 = Al = 7 AC

J =bar{(4,1);(B,2)} = JA+2]B=0= 4] = gﬁ
K = bar{(C,1); (B,~4)} = KC —4KB =0 = CK =:CB
5) Démontrons que :
d) Le point B est le barycentre de {(C, 1); (K, 3)}
Revient a montrer que BC+3BK =0

eComme KC — 4KB = 6, alors introduisons le point B :
ﬁ—kﬁ—é&@z@:ﬁ—S@zﬁ:Mcqm
e) Le pointJ est le barycentre de {(4, 2); (C,1); (K, 3)}
Onsaitque J = bar{(4,1);(B,2)}= ] = bar{(4,2);(B,4)} mais B =
{(¢,1); (K,3)} alors d’aprés le théoréme de barycentre partiel, ona:J =
bar{(4,2); (B,4)} = bar{(4,2);(C,1); (K,3)} =
|/ = bar{(4,2); (C, 1); (K, 3)}cqfd
f) Le milieu du segment [IK] est le point J
Il s’agit de montrer que /] = bar{(I,1); (K, 1)}
Onsaitque : J = bar{(4, 2); (C,1); (K, 3)}et I = bar{(4, 2); (C,1)}, alors d’aprés le
théoréme de barycentre partiel, ona :
] = bar{(4, 2); (C,1); (K, 3)} = bar{(, 3); (K,3)} = bar{(], 1); (K, )} =
[ = bar{(, 1); (K, D}cqfd
6) Soit L et M les milieux respectifs de [CI] et [CK].
Démontrons que IJML est un parallélogramme et que son centre G est I'isobarycentre
de {4, B, C}
Cela revient a montrer que [JL] et [IM] ont le méme milieu G et G =
bar{(4,1); (B, 1); (C, 1)}
*Posons G est le milieu du segment [JL] :
G = bar{(J,1); (L, 1)} = bar{(J,6); (L,6)}, mais | = bar{(4,1);(B,2)} =
bar{(4,2);(B,4)} et
L = bar{(C,1);(I,1)} = bar{(C,3); (1,3)},alorsona: G = bar{(J,6); (L,6)} =
bar{(4,2);(B,4); (C,3); I,3)}
De plus K = bar{(4,2);(C,1)},alorsona: G = bar{(4,2);(B,4);(C,3);(,3)} =
bar{(4,2) ;(B,4);(C,3);(4,2); (C,1)} = G = bar{(4,4); (B,4); (C,H)} =
G = bar{(4,1); (B,1); (C,1)} (1)
*Posons G’ le milieu du segment [IM] :
G’ = bar{(I,1); M, 1)} = bar{(,6); (M, 6)}, mais I = bar{(4,2);(C,1)}=
bar{(4,4);(C,2)} et M = bar{(C,1); (K,1)} = bar{(C,3); (K, 3)},
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alorsona: G'= bar{(l,6); (M,6)} = bar{(4,4) ;(C,2);(C,3);(K,3)}

De plus K = bar{(C,—1) ; (B,4)},alorsona:G = bar{(4,4);(B,2);(C,3);(,3)} =
bar{(4,4);(C,2);(C,3);(C,-1);(B,4)} = G = bar{(4,4) ; (B,4) ; (C, D)}

G’ = bar{(4,1); (B,1);(C,1)} (2)

De(l)et(2)ona:| G =G = bar{(4,1);(B,1);(C, D}

D’ol IJML est un parallélogramme et que son centre G est I'isobarycentre de {4, B, C}

A

¢ M B K

BACCALAUREAT 2006 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :A-) On compose un jury en tirant au sort trois personnes parmi sept volontaires :
quatre hommes et trois femmes
X désigne la variable aléatoire qui associe a chaque tirage le nombre de femme qu’il présente
3) Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique
4)  Calculer la probabilité pour qu’il y ait au moins une femme dans le jury
B-) 1) Déterminer I'ensemble des entiers relatifs tels que : 8x = 7[5]
2) Résoudre I'équation (x;y) € Z X Z: 336x + 210y = 294
C-) Soit le plan euclidien rapporté a un repere orthonormé (O, 1,J)
On désigne les points A(1;5); B(2;3) et C(4;4)
5) Déterminer le barycentre G4 des points A, B et C affectés respectivement des
coefficients 1; a+1 et-a+ 3 aveca€ER
6) Déterminer 'ensemble des points G, quand a décrit R
7)  Choisir a pour que G, soit le point D(1 ;3)
8) On prend a=5. Déterminer I'ensemble des points M du plan vérifiant :
MA? + 6MB? — 2M(C? = 25
D-) Le repeére (O, |, J) est orthonormé
Soit f la fonction définie par f(x) = (1 — x)(1 + e*) et C sa courbe représentative
5) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
6) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f
en —eo  Préciser la position relative de (C) et (D)
7) Etudier les variations de la fonction dérivée f' et en déduire les variations de f
8) Tracer (C)
+++++++H+HH - RESOLUTION +H++++ 4
35

3
A-) Soit Q I'univers : card(Q) = C3 = 22 = 1X&5 _
3! 3x2

3) Déterminons la loi de probabilité de X
La variable aléatoire X prend les valeurs 0; 1; 2 et 3
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_ _Ci_ 4 _ _ Cixci _ 18 _ _chc}_g _ _c_§_i
.P(X_O)_35_3s PX=1= 35 35 PX=2)= 35 35 P(X_3)_35_35
D’ou le tableau de probabilité :

xi 0 1 2 3
P(X =x;) 4 18 12 L
35 35 35 35

Calculons son espérance mathématique
3

EX) Z 0><4+1><18+2><12+3><1 459 E(X) )
= i-Di = - - — —_— === =
: Oxl bi 35 35 35 35 35 7
=
4) Calculons la probabilité pour qu’il y ait au moins une femme dans le jury
Soit A « I’évenement d’avoir au moins une femme dans le jury »

18 12 1 31
P(A)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=£+£+£=£:>

B-) 1) Déterminons I'ensemble des entiers relatifs tels que : 8x = 7[5]

Onsait que : 8 = 3[5] et 7 = 2[5] alors 3x = 2[5] = 2 X 3x =2 x 2[5] = 6x = 4[5]
=x=4[5] > xX=4F5k1

2) Résolvons I'équation (x;y) € Z X Z: 336x + 210y = 294

Vérifions I'existence de solutions : PGCD(336;210)

336 =1%210+126 ,210=1%126+84 , 126=1x84+42 , 84=2%x42+0
alors PGCD(336;210) = 42
Comme % = 7 alors cette admet de solutions, déterminons alors ces solutions :

En divisant toute I'équation par 42, ona:8x + 5y =7
*En éliminant y , on obtient 8x = 7[5] ;d'aprés B—) 1) x = 4 + 5k
eDans I'équation remplagons x par son expression :
8(4+5k)+5y=7=5y=7—-32—40k = 5y =—-25—-40k =y =-5—-8k
dol S=1(4+5k; —5—-8k)jJavec keZ
C-) On désigne les points A(1;5) ; B(2;3) et C(4;4)
1) Déterminons le barycentre G, = bar{(4,1),(B,1+ a),(C,—a + 3)} a €R

Commel+a+1—a+3=05=0 alors G, existe
_1xX1+(1+a)X2+(-a+3)x4 15-2a

X6q 5 —T s (15—201.20—0()‘
1x5+(1+a)x3+(—a+3)x4 20—« “\ 5 ' 5§
Yo = 5 75

2) Déterminons I’ensemble des points G, quand a décrit R
Soit M (x,y) un point du plan tel que :
_ 15 - 2a
X=Xg _, X=—"% {5x:15—2(1 a=
Yy=VY¢ 20—a S5y=20—-a
y=—%—

5
onposea=a ona: “-> =20 -5y = 15— 5x = 40 — 10y = —5x + 10y —25 =0

15 - 5x

2
o =20->5y

M =G, alorsona:

=R—2ZyF5=0
D’ou I'ensemble des points M du plan est la droite d’équation : x — 2y +5 =10
3) Choisissons a pour que G, soit le point D(1 ;3)
_ 15-2a

= _15-5
Pour cela on pose D(1;3) = G, (15‘2“; 20_“)a|ors . { a="= ==
o 3=22"|q=20-15
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4) On prend a=5. Déterminons I’ensemble des points M du plan vérifiant :
MA? + 6MB2 — 2M(C2 = 25
Comme a=5, vérifions si G, = bar{(4,1),(B,1+ a), (C,—a + 3)}
vérifie la relation scalaire de Leibniz donnée ; on a
MA?+ (14 5)MB? + (=5 + 3)MC? = 25 = MA? + 6MB? — 2MC? = 25 ,
Comme cette relation vérifie pour a=5 alors introduisons le point G :
(@ +B +y)MG? + aGA? + BGB? +yGC? =k = (14 6 — 2)MG? + GA% + 6GB? — 2GC? = 25
5MG? + GA? + 6GB? — 2GC? = 25 ; mais G(1;3) alors:
GA? = (xg —x4)2 + (yg—ya)?=(1—-12?+ (B3 -5)?%=4;
GB? = (xg —xp)* + (yo —yp)?* =(1-2)>+(3-3)*=1,
GC?=(xg—xc)?+ (g —yc)?’=(1—-4?+(B-4)?=9+1=10
alorsona:5MG2+4+6%1—2%10=25=
5MG2 — 10 = 25 = 5MG2 = 35 = MG? = 7 =[MG = V7]

D’ol1 'ensemble des points M du plan est un cercle de centre G et de rayon r = V7
D-) Le repére (O, I, J) est orthonormé
Soit f la fonction définie par f(x) = (1 — x)(1 + e*) et Csa courbe représentative

1- Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition

D = R = ]—00; +oof]
Xlir}lw f(x) = Xlier(l -x)(1+e¥) = XliI_IL(_X(l + ex)) =toe=| im f(x) = +°9)
i 16 = lim (1= 01+ €9 = lim (-x(1+€9) == = [ 109 =5
2- Démontrons que la droite (D) d’équation y = —x + 1 est asymptote a la courbe
(C)defen -
Vérifions si xgmw(f(x) —-y)=0
Xl_i)r_nm( 1-xA+e)-(1-x) = ng)w((l —-x)(1+e*— 1)) = Xl_i)r_nm((l - X)(e")) = 4o0e™®
d'o [Tim (&) =y) = 0 Jeqfd

Précisons la position relative de (C) et (D)

Pour cela étudions le signe de g(x) = f(x) —y = (1 —x)(e¥) ona:
gx)=0=>1-x(E)=0=>x=1

X —00 1 + o0
8(x) + -
Positions relatives La courbe (C) est au dessus La courbe (C) est au dessous de la
de la droite (D) droite (D)

Si x=1 alors (C) et (D) sont confondues
3- Etudions les variations de la fonction dérivée f' et en déduire les variations de f
f(XN=0-xA+e) =1 =—1+e*)+(1—x)e*=-1—e*+e*—xe*
= —xe* — 1 =f(x) = —xe¥ — 1]

|Dfr =R =]—oo; +00[|, et calculons les limites de f'(x) aux bornes de son ensemble de

définition
lir_n f(x) = liI_n (—xe*—1)=+we™®—-1=-1 et lir;n f'(x) = lir+n (—xe*—1)

= —wet® —1 =

Dérivons f'(x) :f'(x) = —xe* — 1= f""(x) = —e* —xe* = (—1 —x)e* =

—00
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f"(x) =(—1—x)e* alorsf’(x)=0 onax = —1f'(—1) = e~! — 1d’ou le tableau de
signe et le tableau de variations :

x —o0 1 + oo
(%) + | _
13
f(x) / \.
-1 —

D’ou dans le tableau de variations on constate que : Vx € R; f'(x) < 0
Tableau de variations de f(x) :

X
f'0) -

+o0o
£  »

4- Tragons (C)
Branches infinies:AV:4 ; AH: A ; AO:y=—-x+1a—oo etcherchonsa+ o

a= lim 22 = |y &0+
xX—>+00 X x—+0o X X

liIIl (—(1 + e")) = —ooalors (C) admeta +oo une
branche parabolique de direction (0J)
Intersection avec les axes :—(C) N (x'0x): f(x) =0 = x =1 = A(1;0)
—-(O)NG'0y):x=0=f(0)=2= B(0;2)

A

©

v
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BACCALAUREAT 2007 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :A-)1) Démontrer que, pour toutn € N*,ona: Y- k(n — k) = w

2) a) Décomposer 469 en produit de facteurs premiers
b) Résoudre dans N2 I'équation : x3 — y3 = 469
B-) Dans une ville, il y a trois médecins. Quatre habitants de cette ville, malades le méme
jour, appellent au hasard I'un de ces médecins
3) Quelle est la probabilité pour qu’un seul médecin soit appelé ?
4) Quelle est la probabilité pour que les trois médecins soient appelés ?
C-) Soit f la fonction définie par : R vers R, qui a tout x associe f(x) telle que :

1
f(x)=x—1+; ,six<1

fx)=1—(nx)? ,six>1
1) a) Démontrer que f est continue et dérivable au point x = 1
b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser les
branches infinies de la courbe représentative (C) de f
c) Etudier les variations de f. Démontrer que le point d’abscisse e est un point
d’inflexion de (C)
d) Tracer (C)
2) Soit h la restriction de f & I'intervalle ]1; +oo[
a) Démontrer que h réalise une bijection de ]1; +oo[ vers un intervalle que I'on précisera
b) En déduire que h admet une fonction réciproque h't dont on précisera le sens de

variation de.
Tracer la courbe représentative de h-1

5 ; 3+i
D-)1) Déterminer le module et un argument du nombre complexe u = \/—4 -

2) Soit f I'application de C vers lui-mé&me qui, a tout nombre complexe z associe f(z) =
uz+ 1+ —-uw)

Montrer que f est bijective et déterminer le nombre complexe w tel que : f(w) =w

3) Soitl, M et M’ les points du plan complexe ayant pour affixes w, z et f(z)
respectivement

Donner une mesure de I'angle (W, I_I\/I") et calculer la distance IM’ en fonction de la

distance IM

On note F I'application qui, a tout point M associe le point M’

Préciser la nature de F et ses éléments caractéristiques

4)  Soit Ag le point d’affixe zy = —1 + 2i

On définie pour tout n € N, z,.1 = f(z,). On note 4,, le point d’affixe z,, dans le plan

complexe

Calculer en fonction de n la distance I4,,. Quelle est la limite de cette distance quand n —

“+ oo

++++++ A RESOLUTION +++++ 4+ + 4+ -+ 4+
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A-) 1) Démontrons que, pour toutn € N*,ona: Y;_k(n— k) = ("_1)#
1 Méthode :Y}_, k(n — k) = =220

n

Zk(n k)—Z(nk kZ)_Z 2
n(n

N "kz_ nn+ 1\ nn+D@En+1)
g ()

= =1
n?(n + 1) +1)2n+1) 3n*(n+1) nn+1DRn+1)
Zk(n—k) = = -

2 6 - 6 6
3P+ D) -n(n+12n+1)

6
_(n+ 1)(3n2 —n(2n +1)) _(n+ 1)(3n% — 2n?% —n) _(m+n(n-1)
- 6 B 6 — 6
Z k(- ) = 1)n(n +1) cafd

2¢me Méthode : le raisonnement par récurrence :

eVérifions que la relation est vraie pour certaines valeurs de n
Pourn=1;ona: >t k(1—-k)=11-1) = = 4ot

eSupposons que la relation est vraie dans le rang de n :

=0 alors I =0T1vraie

(n—-Dnn+1)

Zk(n—k)=1(n—1)+2(n—2)+---+n(n—n)= ‘

k=1

eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans le rang de n+1,on a :

n+1

nm+1-1Dn+Dn+1+1) n(n+1)(n+2)
k(n+1—-k) =
6 6

k=1

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Zk(n+1—k)—2k(n k+1)—Z(k(n k)+k)—Zk(n k)+Zk—

Zk(n—k)+(n+1)(n—(n+1))+2k+(n+1)—(n+1)2(n_1) n(n;l)
(n +1Dnn—1) +3n(n + 1) n+1D)(nn-1)+3n) _ m+1Dn(n—-1+3) _
6 6 B 6 B
1 2 & 1 2
=(n+ )Z(n+ ) Zk(""’l k)_n(n+ ;(n+ )cqfd

Conclusion :¥n € N, la relation est toujours vraie
2) a) Décomposons 469 en produit de facteurs premiers

Onad69 =7 X 67

b) Résolvons dans N2 I'équation : x3 — y3 = 469

3=y = (x— )2+ xy+y2) =1x469=7Xx67:
x—y=1

x* 4+ xy +y* = 469

x—y=7

x* +xy +y* = 67 (52)

Onadonc: (x —y)(x* + xy + y?) = 1 x 469 alors { (Sy)

Ou bien :(x — y)(x® + xy + y2) = 7 X 67 alors {

Résolvons alors (S;) et (S,):
® Pour le systeme (S1),ona:
x—y=1 x=1+y
{x +xy +y? = 469 {(1+y)2+(1+y)y+y2=469
=3y +3y—468=0=y? +y—156 = 0 = A= 12 — 4 x 1(~156) = 625 = VA= 25

=1+2y+y*+y+y*+y* =469
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-1-25

= —13 arejeter

_—1425
Y2 = 2 =

V1=
alors x=1+12=13= (x;y) ={(13;12)}

ePour le systeme (S,),ona:
x—y=7 x=7+y
{X2+xy+y2=67 =>{(7+y)2+(7+y)y+y2=67
=3y24+2ly—18=0=y?+7y—6=0=A=72—4x 1(—6) =49+ 24 =73 =

=49+ 14y +y?> + 7y + y2 + y? = 67

=7-V73 .
y1 = ——— arejeter .
VA= 73 :>{ 2 D'ou |S=1{(13;12
=7+V73 .
Y2 =—,— arejeter

B-) Soit Q 'univers : card() = 3* = 81
3) Calculons la probabilité pour qu’un seul médecin soit appelé

1
Soit A I’événement « les quatre malades appellent un seul médecin » P(4) = % = % =
1
P(A
(4) =

4) Calculons la probabilité pour que les trois médecins soit appelés
Soit B I'événement « les trois médecins sont appelés »

P(B) = w Mais dans ce cas un médecin sera appelé deux fois donc on a le nombre
d’appel regu par un médecin : CZ X A3 = 12 alors card(B) =3 x 12 = 36; d’ou P(B) =
36 4 7
55— P® =3
C-) Soit f la fonction définie par : R vers R, qui a tout x associe f(x) telle que :
1
f(x) =x—1+_ ,six<1
fx)=1-(nx)? ,six>1
4) a) Démontrons que f est continue et dérivable au point x = 1
eContinuité : f est continue en 1 si et seulement si
lim, f() = lim f() = (1) =1 (1 € R)
lim f(x) = lim (1—(nx)?)=1-(n1*=1
x—1t x—1*
li (x) = li ( 1+1)—1 1+1—1:
x1—>n}‘fx —erIil_ x X - 1_
lirr11+ fx) = lirr11_f(x) =f(1)= 1| Alors f est continue en 1
X — X—

eDérivabilité : f est dérivable en 1 si et seulement si

f) = (1) f&) = f()
x—1

li
m x—1

x—1"

= lim

x—1%

=fM)=1(ER)

Le nombre dérivé a gauche et a droite en 1 est :
1 x —2x+1
i (O QY (X151 xty-2 x
.xl»nll‘ x—1 _anll‘ x—1 _x—>1‘ x—1 x—>1‘ x—1
. (x —1)? . x—1 1-1 fx) f(
= Jim (x( -1 xL“f< P ) — 0= lim (=0
1 1- 2-1 - 2 1
m lim <M)= lim <L>: lim ( (nx) >:— lim ( nx)x lim (Inx)
x—1t x—1 x—1t x—1 x—1t x—1 x—1t\x —1 x—1t
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=—1><0=O=>xlian117<f7(x)_f(1)>=0

x—1

Comme |lin3_ (M) = lim (M) =f ) =0 | alors f est dérivable en 1

x=1 x—1t x—1

b) Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et

préciser les branches infinies de la courbe représentative (C) de f
eDomaine de définition : Dy = {vx € R;x # 0} alors[Dy = [=00; 0[ U JO; Foo]
eLimites aux bornes de D :

1
o im 1) = lim (3= 1.4) = = <[ FGT==79
xX——00 xX——00 X X——c0
= Jim £0 = lim (1= 002)%) = 1 (hen)’ = —en = [T T ==
X—+00 X—+00 Q0
. _ 1 1 _
oy £ =i (=1 45) = 0- 14— =0 = [ET@ =]

. . 1 1 :
llerg+f(x)=lerg+(x—1+;)=0—1+0—+=+oo = [lim f(x = +o0

eBranches infinies de la courbe (C) :
AV:x = 0 est asymptote car lirgl+ f(x) = +o0; AH:3 car lirl) f(x) = —c0 et AO:y=ax+b
x-0%t X—+00

1
) x=1+2 ) 1 1
e En—o,ona:a= lim —= lim | ———= | = lim (1—;+X—2)=1alors a=1

x—>-00 X X——00 X X——00

1
b= lim (f(x) —ax) = lim (x—1+;—x) =-1 d'ou
X——00 X——00

1
Oubien lim (f(x) — (x—1)) = lim (;) =0 alors y =x— 1 estasymptoted — o
Xo—00 X——00

_ 2
¢En +c0,0ona: a= lim 9~ |im (ﬂ) = 0 alors (C) une branche parabolique de direction
X—+00 X X—+00 X
(o1)
c) Etudions les variations de f. Démontrons que le point d’abscisse e est un
point d’inflexion de (C)
Dérivée de f et son signe :

f@=(x-1+3)" six<1_ f=1-5="2 six<1
') =0 —-(Unx)?) ,six>1 f’(x)=—21;x ,six>1

D’ou le tableau de signe et le tableau de variations:
-1

f'(x)

f@) / \

—00 — 00 -

Démontrons que le point d’abscisse e est un point d’inflexion de (C)

2Inx

Pour cela déterminons f''(x) : f"(x) = (— . )’ = —;—2(1 —Inx) = f'(x) = —%(1 —1Inx)

Of”(e) = _62_2(1 - lne) = _i(l - 1) =0 ﬂCCIfd
fe@)=1-(ne)2=1-1=0= f(e) = Oalors2(e; 0) est le point d’inflexion a (C)
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d) Tragons (C)
Intersection avec les axes :—(C) N (x'0x): f(x) =0 = x = e = A(e; 0)
—(C)Nn(H'0y):x =0 = f(0) = £o0 = pas d'intersectionavec cet axe
2) Soit h la restriction de f a I'intervalle ]1; +oo[
a) Démontrons que h réalise une bijection de ]1; +oo[ vers un intervalle que I'on

précisera

Comme h est strictement décroissante alors elle réalise une bijection de

11; +oo[vers f(]J1, +[) = ]—oo; 1]

b) En déduisons que h admet une fonction réciproque h-* dont on précisera le sens de
variation de.

Tragons la courbe représentative de h-!

h admet une fonction réciproque h™! de ]—oo; 1[ vers ]1; +oo[ de méme sens de variation
de que h

Dans le repére (O, |, )) les courbes (Cy,) et (Cp-1) sont symétriques par rapport a la droite
d’équationy = x

-
o

[

v

V3+i

D-) 1) Déterminons le module et un argument du nombre complexe u =

Module de u :|u| =\/(?)2+G)2= %+1—16=%z

(cose =

)

~ |G

Argument de u : Soit 6 un argumentde u :

~ =72

sinf =

SIS NN

5) Soit f 'application de C vers lui-méme qui, a tout nombre complexe z associe
f@)=uz+ (1 +iD)(1—-u
Montrons que f est bijective
Posons f(z) =z'; z’€Cona: wz+(1+D)(l-w=z>2uz=z-1+D)1-w) =
Z=z’—(1+i)(1—u)

U

Sachant que u # 0 alors, Vz' € C ; son antécédent z est unique alors f est bijective
Déterminons le nombre complexe w tel que : f(w) = w
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fW=w=awu+(@+dA-w=w=>2wu—-w=—-0+D1-u) =
wiu—-1)=—0+D0—-u)=>w=TF11
6) Soit 1, M et M’ les points du plan complexe ayant pour affixes w, z et f(z)
respectivement

Donnons une mesure de I’angle (m, IM’)

(m/—lﬁ) =arg <f(ZZ)_—_W) = arg (uz +A+00-w -1+ i))

w z—(1+10)
uz+ (1 +id)(A—-u—-1)
- arg( Z—(1+10) >
~ arg (L) (7 700) = arg(“E= D) < argn - £ [ =
Calculons la distance IM’ en fonction de la distance IM
ﬂ:lz IM| = |1| :l:2:>IM:21M’ :>IM’:11M
IM'"  u IM’ u 2

1
2
On note F 'application qui, a tout point M associe le point M’

Précisons la nature de F et ses éléments caractéristiques
L'écriturez’ =uz + (1 +i)(1 —u) estdelaformez’ =az+b; (a,b) € C xCalorsF
est une similitude plane directe de rapport k = id’angle 6 = %et decentrew =141
7) Soit A le point d’affixe zo = —1 + 2i
On définie pour toutn € N, z,,,.; = f(2,,). On note A,, le point d’affixe z,, dans le plan
complexe
Calculons en fonction de n la distance I4,,.
Ay = |z, — wl

1%re méthode :z,,; = f(z,) =uz, + (1+i)A—-w et fW) =w=>w=uw+
(1+ )1 —uw)donc

Znp1—W=uzp+ (1 +DA—-wW—-uw—->A+D)A—-u) = 2,41 — W =uz, —uw

=u(z, —w)
Zn+1 — W Znpr—w _ 1 7

=y = = _¢'%|
Zyp — W Zy, — W 2

Ceci montre que la suite z,, — w est une suite géométrique de raison g = %eig etde
premier terme zg —w = —1 4+ 2i — (1 + i) = —2 + i alors z,, — w peut s’écrire sous la
forme: z,—w=(zp—w)q"=(-2+1) Gei%)n

Alors IA, = |z, —w| = |(—2 +1) Gei%)n| = En (-2+ i)| = G)nm = G)n\/g =
.- ('
2éme méthode :/A, = |z, —W| = [Apy1 = 1Zpe1 — W] = luz, + A1+ (1 —w) —w|
luz, + A +)A—-w)—-A+)|=14p =luz, + A +DA—-u-—-1)| =

. 1 1
luz, —u( + )| = |lu(z, — w)| = |ullz, —w| = ;IAn = I[A,1 = ;IAn

Alors [A,, est une suite géométrique de raison g = iet de 1¢" terme
[Ag=lzp—wl=|-14+2i—-1-il=|-2+i] =5
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n
o 14, = 10 = 5 ()" <= (] 3

Calculons la limite de cette distance quand n - +o
n + 00
-lim 14, = lim ((5) V5)=(3) V5=0xV5=

xX—+00 X—+00
lim 4, =0
X—+00

BACCALAUREAT 2008 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :A-)1) Trouver toutes les paires d’entiers naturels (a, b) tels que I'on ait :
{ PGCD(a,b) = 42
PPCM(a,b) = 1680
2) Déterminer 'ensemble des entiers relatifs tels que : 8x = 7[5]
3) Résoudre I'équation (x;y) € Z X Z: 336x + 210y = 294
B-) Une caisse contient péle-méle 10 cubes rouges, 20 cubes jaunes et 5 cubes verts, tous
de la méme taille
1) Quelle est la probabilité de pouvoir faire un drapeau République de Guinée :
a) En prenant simultanément 3 cubes ?
b) En prenant simultanément 4 cubes ?
2) Quelle est la probabilité en prenant 3cubes successivement, 'un aprées l'autre,
sans remise, d’obtenir dans I'ordre le drapeau de la République de Guinée

ex
2(e*-2)

1) Déterminer 'ensemble de définition de f et calculer les limites aux bornes de cet

C-) On consideére la fonction f définie par f(x) = x + et C sa courbe représentative

ensemble de définition
2)  Etudier les variations de f
3) a) Démontrer que la droite (D1) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C)
de fen —
Préciser la position relative de (D;) et (C)

b) Démontrer que la droite (D;) d’équation y = x +% est asymptote a la courbe (C)
de fen o0
Préciser la position relative de (D,) et (C)

4) Montrer que le point [ (ln 2;In2+ %) est un centre de symétrie de (C)

5) Construire (C) dans un repere orthonormé (O, I, J) (unité graphique : 2cm)
D-) On donne un rectangle ABCD du plan dont les cotés [AB] et [AD] ont pour longueurs
respectives a et b
Pour tout réel non nul m, on note G,, le barycentre du systeme de points pondérés :

{(4,m); (B,—1); (C, 1)}

Pour chacune des questions ci dessous on donnera une solution géométrique puis une
solution analytique

4) Déterminer I'ensemble (E;) des points G,,lors que m décrit R

5) Déterminer 'ensemble (E;) des points M du plan tels que :

|MA - MB + MC|| = Va? + b?
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6) Déterminer 'ensemble (E,) des points M du plan tels que :

(MA — MB + MC) - (2MA - MB + W€) = 0
+++++++H+++HHHH A RESOLUTION HH+++ -+
A-) 1) Trouvons toutes les paires d’entiers naturels (a, b) tels que I'on ait :

{ PGCD(a,b) = 42

PPCM(a,b) = 1680
D’aprés la propriété fondamentale de PPCM, ona: A(a,b) X V(a,b) =a xb = 42 x
1680 = ab alors ab = 70560

D'oliona: {iga’:b;o:sgg A(x,y) € N*%tels que {Z ; 43; avecA(x,y) =lona:
70560
42x x 42y = 70560 = 1764xy = 70560 = xy = 1764 = 40 = xy =40
X 1 5 8 40
y 40 8 5 1

Dol (x,y) = {(1;40); (5;8); (8; 5); (40; 1)} mais (a, b) = {(42x;42y)}
Alors [(a, b) = {(42;1680); (210; 336); (336;210); (1680; 42)}]
2) Déterminons I'ensemble des entiers relatifs tels que : 8x = 7[5]
Onsaitque:8 = 3[5] et 7 =2[5] alors 3x =2[5] > 2X3x=2x2[5] = 6x =
4[5] = x = 4[5] > xX=4F 5K
3) Résolvons I'équation (x;y) € Z X Z: 336x + 210y = 294
Vérifions I'existence de solutions : PGCD(336;210)
336 =1%210+126 ,210=1%126+84 ,126 =1%84+42 , 84=2%42+0
alors PGCD(336;210) = 42

294 ) ) . .
Comme T 7 alors cette admet de solutions, déterminons alors ces solutions :

En divisant toute I'équation par 42, ona :8x + 5y =7

*En éliminant y, on obtient 8x = 7[5] ;d'aprés B—) 1) x = 4 + 5k

eDans I'équation remplagons x par son expression :

8(4+5k)+5y=7=5y=7—-32—40k = 5y =—-25—-40k =y =-5-8k
d'ou S={(4+5k; —5—8k)}avec ke Z

B-) Une caisse contient péle-méle 10 cubes rouges, 20 cubes jaunes et 5 cubes verts, tous

de la méme taille
3) Calculons la probabilité de pouvoir faire un drapeau République de Guinée :
c) En prenant simultanément 3 cubes

K : A3 35X34X33
Soit Q I'univers : card(2) = C3; = 28 = 20

=35x% 17 x 11 = 6545 alors card(Q) =

3! 3x2

6545
Soit A I'événement « prendre simultanément 3 cubes »

card(A) 1000

P(A) = card(@) avec card(A) = Cly X C}, x €3 =10 x 20 X 5 = 1000 alors P(A) = a5as
= 1300 ' = 30
d) En prenant simultanément 4 cubes
4

Soit Q Punivers : card(Q) = Cf = 435 = 323¥PS2 _ 35,17 x 11 x 8 = 6545

4! 4X3X2
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alors card(Q) = 52360
Soi B I'événement « prendre simultanément 4 cubes »

P(B) = %&g avec card(B) = C2) X Clp X C2 + Cly X C2 X C2 + Cly X Cly X C2
card(B) =A2—%'°x 100+A2—%'°>< 50+§—%x 200 = 45 x 100 + 190 X 50 + 200 X 10 =
card(B) = 4500 + 9500 + 2000 = 16000 alors P(B) = @ = ﬂ =|P(B) = *00

52360 1309 09

4) Calculons la probabilité en prenant 3 cubes successivement, I'un aprés l'autre,
sans remise, d’obtenir dans I'ordre le drapeau de la République de Guinée
Soit Q 'univers : card(2) = A3, = 35 x 34 x 33 alors card(2) = 39270
Soi C I'’événement « prendre successivement sans remise 3 cubes»

card(C) ) ) )
P(C) = card(@) avec card(C) = A}y X A3o X Az =10 x 20 X 5 = 1000
_ 1000 _ 100 _ 100
alors P(0) = 55505 = 5 =P (©) = 5]
C-) On considére la fonction f définie par f(x)= x + 2(;’[_2) et C sa courbe représentative

1) Déterminons I’ensemble de définition de f
Df ={vx €R; e*—2# 0}alorse®* #2 = x#In2 =
D = R\ {In2} =]-;In2[U]In2; +oo[|
Calculons les limites aux bornes de cet ensemble de définition

eX —0oo

mlim £G0 = lim (x +m) = et ey @ T =

. . * v +o N o
.xl—l>rPoo f(x) = xl—l>r-Poo (x + Z(T—Z)) = +oo0 + m = +oo + +_00 Forme indéterminée

X X

e e 1 )
fO) =3t ey = T2t —zem T2 =20 — ARS®

1 1 1
- i (x5 ge) ==+ gy g~ =
RN S Tep ey te A2y TP m =+

e* elnz 2
"y = A%%-(“m) R TCU ) R i
=4 1 _JXx) = —09
e* elnz 2
" lm, f@ = xl%?z+<x+m> T ) R

i 0=+
2) Etudions les variations de f
, . o _ eX ! _ eX2(e*-2)—2e%(e*) _ 202X —4eX—4e2%%
Dérivons f(x) :f"(x) = (x + 5-5—) = 1+ 22D =g 2o
e e?* —4e* + 4 — e~ '@ e’* —5e* +4
= =|f'(x) = ———
(ex —_ 2)2 (ex —_ 2)2 f (ex — 2)2
Posons f'(x) =0 = e* —5e¥+4 =0 commea+b+c=0

et =1 _ _
alors{x c 4 :{ x;=In1=0
eZ

=1-

=-=7=4" lu=In4=2mn2
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X —0 0 In2 2In2 + o0

e —5eX + 4

+
+ |+ |+

+
-2 + +
+

f(x)
. _ e _ 1 - _1
Extremums :f(0) = 0 + P e = f(0) = 3 et

In4

4
fIn2)=2In2+ =21n2+Z=21n2+1=>f(21n2)=21n2+1

e
=)
Tableau de variations :

x — 0 In 2 2In2 + o0
f') + | - — |

+
_1 +o0 1 oo
fx) _/ 2 \D \21:2+1 /

3) a) Démontrons que la droite (D;) d’équation y = x est asymptote a la courbe
(C) de fen —oo0
Vérifions si lim (f(x) —y) =0=
X—>—00

I e* - 1 e* N e ® —0
e\ e — 7)) T A2 =) T2 "
=[Tim (7G) =) =0Jcafd

Précisons la position relative de (D,) et (C)

Etudions le signede g(x) = f(x) —y = - _ { e*>0
2(e¥-2) e*—2#0=>x#1In2
x —0 In 2 +
9(x) = +
Positions relatives (C) est au dessous de (D1) (C) est au dessus de (D)

b) Démontrons que la droite (D) d’équationy = x + %est asymptote a la courbe
(C)de fen +oo

- oo _ . I A
Vérifions si xl_l)l}lw(f(x) —-y)=0= x1—1>Too (x + a2 X 2) =
1 1 1 1 1
[/ S\ S W
x>+0\2(1 — 2e7%) 2 20—2e>) 2 2(1-0)
[, UG =y =0 afd

Précisons la position relative de (Dz) et (C) Etudions le signe de

1 1 1_O
272 2

1 1
= fx)—-y=—u— =
g(x) =f(x) —y 20-2¢%) 2
_1( 1 1)_1(1—1+2e"‘>_1( 2e7X )
800 =312 ) T2 02 ) T2 i T 2e
—X
ﬁ{ B e x>0
1—2e*#0=x#1In2
X —oo In2 +
9(x) - +
Positions relatives (C) est au dessous de (D1) (C) est au dessus de (D1)

4) Montrons que le point I (ln 2;In2+ %) est un centre de symétrie de (C)
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Vérifionssi f(2a—x) + f(x) =2b =

ezlnz—x eX
f(21n2—x)+f(x)=Zlnz_x+2(321n2—x_2)+x+2(ex—2)=
4e~* e¥ 4 e*
=224 e Yo — = 2 Y o e =y Y 2o = 2)
N L S AR '} NP SR S AR Ny S A
2(4—2¢%) " 2(e* - 2) 2e¥=2) " 2(e*=2) 2(er=2)

1 T
:21n2+§=2b :\f(Zan—x)+f(x):21n2+51cqfd

5) Construisons (C) dans un repére orthonormé (O, I,J) (unité graphique : 2cm)
On donne In 2=0,69
Intersection avec les axes :—(C) N (x'0x) : f(x) = 0 =pas de solution alors pas
d’intersection avec cet axe

1O 3 — — e __1 .
—(ONE0y:x=0=f(0) =0+ 55=-7= a(0; =3)
A
s| ||

g B2z 2 3 aq 5 6 77

D-) On donne un rectangle ABCD du plan dont les cotés [AB] et [AD] ont pour
longueurs respectives a et b
Pour tout réel non nul m, on note G, le barycentre du systéeme de points pondérés :
{(4,m); (B,—1); (C, 1)}
Pour chacune des questions ci dessous on donnera une solution géométrique puis une
solution analytique
4) Déterminons I’ensemble (E;) des points G, lors que m décrit R

Méthode géométrique :G,, = bar{(4,m); (B,—1);(C,1)} =

— 1——- 1-- 1, - 1 - 1 —)

AGy = ——AB +—AC = E(_AB +AC) = E(BA +AC) = - BC :>
D’ol I'ensemble (E;) est la droite passant par le point A paralléle a la droite (BC) , c’est-a-
dire 'ensemble (E;) est la droite (AD)
Méthode analytique : Considérons le repére orthonormé (A, ﬁ, TC) les coordonnées de
A, B, C et D dans ce repére sont respectivement : A(0; 0); B(a; 0); C(a; b) et D(0;b)

—_ 1 —
Comme AG,, = ;BC alorsona:

_ 0-a+a _
xGm_ m _0=>G YN i ble (E t 1a droite d'é ti -0
_0+0+b _ b m — ) Ainsi I'ensem e (E;) est la droite d’équation x =
m ™ m T m
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C’est-a-dire la droite (AD)
5) Déterminons I’ensemble (E;) des points M du plan tels que :
|MA — MB + MC|| = Ja? + b?
Méthode géométrique ||m —MB + W“ = \/m
Introduisons le pointG;, ona:

—_  —  —  —

MA — MEB + MC = MG, + G,A — MG, — G,B + MG, + G,C = MG,
mais G, = A alors ||MD|| = a? + b =MD = Va2 + b7 Alors I'ensemble (E,) des points M du
plan est le cercle de centre D et de rayon r = v/ a? + b?
Méthode analytigue :Comme MD = \/m, alors soit M(x,y) un point du plan; ona:
(MD)? = (Jm)2 = (x—0)?+ (y—b)? = a® + b2 =kZ+ (y — D)2 = a* + b7
Ainsi I’ensemble (E,) est le cercle de centre D(0; b) et rayon r = v/ a® + b?

6) Déterminons I’ensemble (E;) des points M du plan tels que :

(MA — MB + MC) - (24 ~ MB + MC) = 0

Méthode géométrique :(MA — MB + MC) - (2MA — MB + MC) = 0
Posons i = MA — MB + MC et © = 2MA — MB + MC

e Introduisons D dans ;i = MDet

eIntroduisons le pointG, dans ¥ ;
B = 2MG, + 2G,A — MG, — G,B + MG, + G,C = 2MG, = © = 2MG,
MD - 2MG, = 0 =[MD - MG, = 0] Alors 'ensemble (E3) des points M est le cercle de

diamétre [DG,]
Méthode analytique : Comme MD - MG, =0 alorsonaM(x,y),D(0,b) et G, (0, g)

(E3): Introduisons le point | milieu du segment [DG,] on a:

1 , 1o 3b
MI = [2DG,*= MI” =5 DG, ouI(O,—)
2

ccr ) w0 (o3 ) =65 =306) - ()

3b\° /b
= +(y-7) =(3)°

D’ol I'ensemble (E3) des points M du plan est le cercle de centre | (0,%) etderayonr = %

2
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BACCALAUREAT 2009 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :

A-)1) En utilisant I’Algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD des nombres 231 et 3311
. : T AM) =14+2+3+-n

2) Soit n un entier naturel supérieur a 2. On pose {B(n) 12422432 4.2

n(n+1)

On rappelle que A(n) =
n(n+1)(2n+1)
6
b) On suppose que n est un multiple de 3. Déterminer dans ce cas le PGCD deA(n)et B(n)
c) Vérifier le résultat obtenu dans le casoun = 21
B-) Cing personnes se donnent rendez-vous dans un des cafés du village qui en compte

a) Démontrer, par récurrence que B(n) =

cing. Chaque personne choisi au hasard I'un des cing cafés
1) Calculer la probabilité pour que chacune des cing personnes ait choisi un café
différent
2) Calculer probabilité pour que ces cing personnes se retrouvent dans le méme café
3) Calculer la probabilité pour qu’au moins deux se retrouvent dans le méme café
1\ .
C-) Soit f la fonction numérique définie sur R par : {f(x) b (x + ;) six >0
f@ =0
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 1
b) On considére la fonction g définie sur [1; +oo[ par g(x) = xInx et on appelle
(T) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,7, ))
Etudier g et tracer ()
c) Etudier la limite de f(x) quand x tend vers +oo
Montrer que la courbe représentative (C) de f et (I') sont asymptotes et préciser
leurs positions relatives
d) Déterminerf’ et f', puis étudier le sens de variations de f' et montrer que f’
est positive
Achever |'étude de la fonction f et tracer (C) sur la méme figure que (I')
D-) ABC est un triangle, on pose :BC =a ; AC=b et AB = c.A’ estle milieudu
segment [BC] ; B’ celui de [AC] et C’ celui de [AB]. Soit G I'isobarycentre du triangle ABC
4)  Montrer que pour tout point M du plan : MA% + MB? + MC? = 3MG? + aHbiret
5) En calculant de deux fagons différentes (m + MB + W)Z , établissez que :
a?+b*+c?
——
6) On considére les points communs aux cercles de diamétres [AA'] et [BC]
Montrer que, lors qu’ils existent, ils appartiennent a un cercle de centre G dont on

2MA - MA' + MB - MC = 3MG? —

déterminera le rayon en fonction de a, b et ¢
+++++++H+HH - RESOLUTION H++++ 4

A-) 1) En utilisant I’Algorithme d’Euclide, déterminons le PGCD des nombres 231 et 3311
3311 =231x14+77 ; 231 =77x3+4+0 alors [PGCD(3311;231) =77]
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2) a) Démontrons par récurrence que B(n) = 12 + 22+ 32 +...n% = w
eVérifions pour certaines valeurs de n que cette relation est vraie :
Pourn=30na,B3)=12+22+32=14+4+9=14 et
33+1D)(2x3+1) 3x4x7
6 T 6
eSupposons que cette relation est vraie dans le rangde n :
_nn+1)(@2n+1)
D —
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans lerangden + 1 :
m+1n+2)2n+3)

6

B(3) = =14 alors 14 = 14

12422+ 32+ .2

12+22+3%2+n?2+(n+1)*=
D’aprés la 2éme étape 12 + 2%+ 32+ --n? = w
nn+1)2n+1) nn+DCn+ D +6(m+1)? m+1D(n2n+1)+6(n+1))
——+(n+1?*= =
6 6 6
_(m+DE@n*+7n+6)
B 6

7 3
mai52n2+7n+6=2(n2+§n+3)=2(x+5>(x+2)

m+1D@n*+7n+6) m+1Dn+2)2n+3)
6 - 6 cafd

D’oli Vn > 2 cette relation est toujours vraie

b) On suppose que n est un multiple de 3. Déterminons dans ce cas le PGCD de
A(n)et B(n)

=m+2)2n+3) alors

A(n) = A(3k) = @
On pose n = 3k alors ona; ;
B(n) — B(3k) _ 3k(3k+1)6(2><3k+1) _ k(3k+1;(6k+1)
KBk F1
d'ou le ‘PGCD(A(3k);B(3k)) = %‘

Oubienn=3k = k= g alors PGCD(A(n); B(n)) = @ = @

nn+1)
6
e) Veérifions le résultat obtenu dans le casou n = 21
2121+1) 21x22 2121+ 1)(2x21+1) 21x22x43
2 2 6 - 6
eCommen=21=3x%x7alorsk=7=

:‘PGCD(A(n); B(n)) =

AQD) = =3311

=21x11=231etB(21) =

7B3x7+1) 7x22
PGCD(A(21);B(21)) = PGCD(231;3311) = ( ) = =77

2 2
« PGCD(A(21); B(21)) = &:“) = % =77 d'ou[PGCD(A(21); B21)) = 77 |

B-) Soit Q I'univers associé a I'expérience : card(Q) = 5° = 3125 =card(}) = 3125]

4) Calculons la probabilité pour que chacune des cinq personnes ait choisi un café

différent
Soit A I'évenement « chacune des cing personnes ait choisi un café différent »
card(A) s 120 24
= = =5l = = . - =
P(A) card@) card(A) = Az =5!=5%x4x3x2=120; alors P(A) 3125 — 625

o2
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5) Calculons la probabilité pour que ces cinq personnes se retrouvent dans le méme

café
Soit B I'événement « ces cing personnes se retrouvent dans le méme café »
card(B) 5 1 1
P(B) = ; d(B) =Al =5 al P(B) = —=——==—-= P(B) = —
B) = Grar ¢ @rd® =As=5 alorsPB) = o5 =525 = "B =535

6) Calculons la probabilité pour qu’au moins deux se retrouvent dans le méme café
Soit C I'’événement « au moins deux se retrouvent dans le méme café »
Les évéenements A et C sont contraires alors ;

24 601 50
p(A)+p(C)=1=>p(C)=1—p(A)=1—a=a:>

1 g
C-) Soit f la fonction numérique définie sur R par : {f(x) =xIn (x + ;) XV
f@)=o0
a) Etudions la continuité et la dérivabilité de fen 1

Continuité en 1 :J}erll_f(x) = xll_)r{l)r f)=fW)=LUEeR)

f(1)=1ln (1 + %) =In2 alors|liq1 fx) = lirﬂ f(x) = f(1) = In2| D’ou f est continue en 1

o (FOOFY _ v (FO-FDY _ preay g
Dérivabilité xll_)I’?_ (—) = lim ( — ) =f'()=L{ER)

x=1 x-1*

1 1
0 —f) . [(xin(x+3)-m2)  [(xin(x+3) 2
lim|————) = lim[ ———* | =lim|——%*/ —In2
x-1 x—1 x-1 x—1 b T x—1 =1
=["(1) =1In 2] Alors f est dérivable en 1

b) On considére la fonction g définie sur [1; +oo[ par g(x) = xInx

Etudions g et tracons (I)
Calcul de limites de g :

llin}f(x):lin}xlnx=11n1=0=>;

X— X— X—

[ 11111 fx) = 11111 (xInx) = 4+ oIn(+0) = +o0 ﬁm
X—>+00 X—>+00 X—

Dérivons g(x) :g'(x) = (xInx)' = 1nx+xx§=1nx+ 1=

1 alorsg'(x) >0

X 1 + oo
gx +

g (X) /
0

Branche infinies :AV: A AH:A et AO:y =ax+b

. f(x) ) xInx .
a= lim {— )= lim ( " ): 11111 (Inx) = In(+) = 400

X—+00 X X—+00

+00

Alors AO n’existe pas mais (I') admet une branche parabolique de direction (0J)
Intersection avec les axes :(I') N (0X): g(x) =0 = xInx =0 = x = 1;A(1;0)
c) Etudions la limite de f(x) quand x tend vers +oo

1 1
lim f(x) = lim (x In (x + —)) = +oln (+oo + —) = 4ooln(4o) = +oo
X—+00 X—+00 X +o00

Montrons que la courbe représentative (C) de f et (I') sont asymptotes
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Pour cela vérifions si liT fFx)—gx)=0
X—+00
1 1 1 1
lim (xln(x+—)—xlnx)= lim x(ln(x+—)—lnx)= lim xln—<x+—)
X—+0o0 X X—+00 X X—+00 X X

% 1 ( 12>

xX—teo x—+oo | X (1)2 !
X

X
2

onposet= (;) et pour x = +o alorst - 0;
In(1+t In(1+0
d’ou !irr&(ﬁx¥>=\/6x¥

0
Précisons leurs positions relatives

=0x1=0 =| lim (fx) —g®) = O| cqfd

fx)—gkx)=xIn (1 + xiz) >0 alors (C) est au dessus de (I') dans I'intervalle [1; +oo[
d) Déterminonsf’ et f"

' 1y 1 1
1 n, [(r5) N, (e N, X%
lf’(x):(xln x+—) =In({x+-)+x| —F— :ln(x+—)+x —=—|=In x+—)+ =
X X 1 X 1 X 1
X

x+; x+§ X+
y Xt 1 x-—1 1 1]
_ 2z X _ L R 1) N, X~
_lrl()(_+-x)-'—x2 1_ln<x+x)+x2+1:f(X)_ln(x+x)+x2+1
X
60 = 1 (+1)+x2—1’ x4+4xz&—1:>f”() X+ ax?— 1
] = - = P —
% "X T x(x2 +1)2 < x(x2 +1)2

Etudier le sens de variations de f' et montrer que f’ est positive

Calcul de limites :
2

1 -1 1
m lim f'(x) = lim (ln(x+—)+xz—> =ln(+00+—)+1 =40+ 1=+
Xx—+00 x—+00 X x2+1 +00
=LIm, ey = +oq
1 X 1 1 0%2-1
m lim f'(x) = lim ln(x+—)+ =ln(0+—>+ =In(+0) -1 =+
x—0 x—0 X 0

x2+1 02+1
=m0 = Feo]
X 0

Posonsf’'(x) =0 = x*+4x>—-1=0=t=x%;ona:t? +4t—-1=0=

2 _

t; =—2—2V5et t,=—2+2V5alors x=+—2+ 25 ainsiona :f’( -2+ 2\/5) =0,315
X
0 /—2 +2v5 +o0
'(x) - | +
+o0 + oo
Feo T __—
0,315

Dans ce tableau, Vx € ]0; +oo[ f'(x) >0
Achevons I’étude de la fonction f et tragons (C) sur la méme figure que (I')

Tableau de variations de f(x) :

X 0 +
f(x) +

+00
f(x) /
0
Branches infinies :AV: 4 AH:A et AO:y =ax+b
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a= lim (@) = lim (M) = lim In (x + i) =1In (+oo ++im) = +oo Alors AO n’existe

xX—+00 x>+ X—+0o
pas mais (I') admet une branche parabolique de direction (0J)
Intersection avec les axes :(C) N (x'0x) : f(x) = 0 alorsx = 0 car f(0) = 0 ona: 0(0,0)
(C) n (y'0y):x = 0 alors f(0) = 0; on a 0(0,0)

1 '
7 A
(1)
6 1
!
5 1
1
a4 /
/7
3 (4
/
/
2 4
4
N /,’
= »
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 L

D-) ABC est un triangle, onpose :BC =a ; AC=b et AB = c.A’ estle milieudu
segment [BC] ; B’ celui de [AC] et C’ celui de [AB]. Soit G I'isobarycentre du triangle ABC
1- Montrons que pour tout point M du plan :
a?+b*+c?
MA? + MB? + MC* = 3MG? L a—
Introduisons le point G dans MA? + MB? + MC?on a :
MA? + MB? + MC? = (a + B+ y)MG? + f(G) = 3MG? + f(G) mais

afAB? + yAC? + ByBC?> AB? + AC? + BC? c?2+b*+a?
f(G) = PAB” +yAC +FrBCT _ =) =—
a+pB+y 3 3
a?+b?+c* 5 Z 5 , a +b>+c?
=fdou MA® + MB“ + MC* = 3MG +f
2-  En calculant de deux fagons différentes (M4 + MB + MC)? , établissons que :
a’+b*+c?

2MA-MA' + MB - MC = 3MG? — 5

. —_— — —2 —_— —a s —— —
1ére facon :(MA + MB + MC) = (MA+ MB + MC)(MA + MB + MC)
= MA? + MAMB + MAMC + MBMA + MB? + MBMC + MCMA + MCMB + MC?

= MA? + MB? + MC? + 2MAMB + 2MAMC + 2MBM(C =
a? + b? + c?

—_— s ——\2
(MA+ MB + MC) =3MG*+ ———3— +2MAMB + 2MAMC + 2MBMC =
a?+b?>+ct ., e,
=3MG +————+ 2MA(MB + MC) + 2MBMC
—_ s —  — — — —  ——\2
Introduisons A'dans MB + MC; MB + MC = (a + B)MA" = 2MA’ d'ou (MA+ MB + MC) =
, a2+bP+c? N
=3MG* +————+ 2MA(2MA") + 2MBMC
a’+b*+c

+ 4MAMA" + 2MBMC

— — —\2
=|(MA+MB +MC) =3MG*+ 2
2éme facon :(MA + ME + W)Z; introduisons le point G :

(MA + ME + MC)” = ((a+B+Y)MG)? = (3MG)? = 9MG?
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Par comparaison : 3MG? + 2" 1 4MANA' + 2MBMC = IMG? =
—_——— a? +b%+c?
4MAMA’ + 2MBMC = 9MG? — 3MG? - ————
N ., a24+b*+c? [, a’+b*+c
4MAMA’ + 2MBMC = 6MG? — ~————— =2MAMA' + MBMC = 3MG? - ————cafe

3-

On considére les points communs aux cercles de diamétres [AA4'] et [BC]

Montrons que, lors qu’ils existent, ils appartiennent a un cercle de centre G dont on déterminera le
rayon en fonctionde a, b et ¢

D’aprés 2MAMA’ + MBMC = 3MG? —@ ;posons MAMA =0 et MBMC =0ona:
2(0)+0=3Mc;2—M:WGZ—M:():MGZ _ZR e
6 6 18
MG:\/az+bz+c2
18
a?+b2+c?

D’ou I'ensemble des points est un cercle de centre G et de rayon r =

18

BACCALAUREAT 2010 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :Exercice 1:
A-) 1) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, non nul, ona:

n
Z k2t =(m-1)2"+1
k=1

2) a) Résoudre dans 7% ; I'équation : 661x — 991y = 1

Uuy=3 et vg=2

b) Soit (u,) et (vy) les suites arithmétiques définies par : {Vn € N; w41 = u, + 991

Vn € N; vy =V, +661

Déterminer tous les couples (p; q) d’entiers naturels inférieurs a 2000 tels que u, = v,

B-) Soit ABCD un parallélogramme. P est le point tel queAP = %ﬁ Q est le symétrique du

milieu de [AD] par rapport a A.
Démontrer que les points P, Q et R sont alignés

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) =

ex
e*+1

1) Déterminer une primitive de f sur R*
2) Soit la suite (u,) définie pourn > 0 par : u, = 1lr?r(:wl)f(x)dx
Calculer u; et u, . Exprimer (u,)en fonction de n
3)  Montrer que (u,) est une suite décroissante positive. Que peut-on en déduire ?
Calculer la limite de cette suite
4) Onposes, =u; +u, +--+u,
a) Calculer sy, s, et s3 et exprimer s, en fonction de n
b) Déterminer XEIPW Sn
xInx i
Probléme : A-) Soit f |la fonction définie par :{f(x) = StX >0
f0)=0

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019




364

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0
2)  Soit ¢ la fonction dérivable sur ]0; +oo| et définie par: @p(x) = Inx +x + 1
a) Etudier le sens de variations de ¢
b) Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet une solution unique B telle que :
(0,27 < p<0,28 et ¢(0,27) = —0,04 et ¢(0,28) = 0,007)
3) a) Exprimer f'(x) en fonction de ¢(x)
En déduire le sens de variations de f
b) Vérifier que f(B) = —f
c) Calculer la limite de f en +oo. Dresser le tableau de variation de f
4) Tracer la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, |, J)
On placera en particulier les points d’abscisses : 1; 3 ;4 ; e? et 12. On prendra
In(0,27) = —1,31; In(0,28) = —-1,27;In2=10,7; In3=1,1 et In5=1,6
B-) 1) a) Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une solution unique a € [3;4] ; on
prendra f(3) = 0,82 et f(4) = 1,1

1
b) Démontrer que les équations f(x) =1 et ex = x sont équivalentes
2) Soit g la fonction dérivable sur ]0, +oo[ et définie pour tout réel strictement positive x

par: g(x) = e1+§

Soit (u,,) la suite définie par uy = 3 et la relation de récurrence, que : U, = g(u,)
Démontrer par récurrence, que Vn € N; u, € [3;4],sachant que Vx € [3;4],g(x) € [3; 4]
+++++++H+++HHHH - RESOLUTION HH+++H -+

Exercice 1 :A-) 1) Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, non nul,on a:
n n
Dk l=m-n2i+1= ) k2T =144+ 124402 = (- D21
k=1 k=1

eVérifions que cette relation est vraie pour certaines valeurs de n :
Pourn=1;ona:1=(1-1)2'+1=1 alors1 =1 vraie
eSupposons que la relation est vraie dans le rang de n :

n
Z:kz"‘1 =14+4+12+4+n2"t=mn-1)2"+1
k=1
eDémontrons que cette relation est toujours vraie dans le rang de n+1 :
1+4+12++n2"1 + (n+ 1)2" = n2™*"! + 1d’aprés I'étape précédente ona:
m=-1)2"+1+nm+1D2"=Mn+1+n—-1)2"+1=2n2"+1=n2""1+1
Dot Y1 k2Kl = n2™*1 + 1 cqfd Cette relation est vraie pour tout n
2) a) Résolvons dans Z? ; 'équation : 661x — 991y = 1
Déterminons le PGCD(661;991):991 =1 x 661+ 330 661 =2x330+1
alors PGCD(661;991) =10na:1=661—2x%330 et 330=991—1Xx 661
alors1 =661 —2(991 —661) =661 —2 X991 + 2 X 661
1=3%x661—-2x991; 661(3) —991(2) =1
d’ou (3 ; 2) est la solution particuliére de cette équation alors on a:
661x — 991y =1
{661(3) -991(2) =1

661(x —3) =991(y —2) =

onposel=1; 661x —991y = 661(3) —991(2) =

x—3_y—2_k {x—3=991k {x=991k+3
991 ~ 661 y—2=661k |y = 661k +2
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alors S = {(991k + 3; 661k + 2)}
Uy=3 et vy=2
b) Soit (u,,) et (v,) les suites arithmétiques définies par : {vn € N; u,,, = u, + 991
vn e N; v,,, = v, + 661
Déterminons tous les couples (p; q) d’entiers naturels inférieurs a 2000 tels que u,, =
Vq
eLa forme explicite de la suite (u,) est:
Uy =uUp + (M —pr > uy =up+nr =3+991n = u,, =99In +3
Pourn=pona:u, =991p+3
* La forme explicite de la suite (v,,) est :
vp=v,+(M—pr > v, =vy+nr =2+ 66In = v, = 661n + 2
Pourn=qona:v, = 661q + 2
*Onposeu, =vgona:
991p +3 =661+ 2 = 661q —991p = 1 = (p; q) = (661k + 2;991k + 3)

Lesvaleursde k: 991k + 3 < 2000 = k< %917 = k < 2,05 alors k ={0;1;2}

Pourk=0:(p;q) = (2;3) Pourk=1:(p;q) = (661 +2;991 + 3) = (663;994)
Pourk=2: (p;q) = (661 X2 +2;991 x 2+ 3) =(1324;1985) =
S ={(2;3);(663;994); (1324;1985)}
B-) Cette partie a été supprimée car le point R n’a aucune information
Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) = ﬁ

1- Déterminons une primitive de f sur R*

f(x) = et _ (eHiy on a la forme de (In(U))’ = % alors la primitive de f(x) est

eX+1  eX+1
F(x) =In(e*+ 1) +c
In(n+1)

2-  Soit la suite (u,) définiepourn > Opar: w, = [ . f(x)dx
Exprimons (u,,) en fonction de n
In(n+1)
u, = J- f(x)dx = [In(e* + 1) HEE:HU = In(e™®™+D 4 1) — In(e™" + 1)

Inn
1 +1+1)-1 +1 1 (n+2> 1 (n+2>

=] —_ = —3 =
n (n )—In(n+1) nn+1 u, nn+1

3-  Montrons que (u,,) est une suite décroissante positive.
1% méthode : Pour cela étudions le sens de variation de la fonction f(n) = In ("—”)

+2YY Clet|1 2| 1-2 1 -
N n _ 11l - _
f(n)_<]n(n+1)) T(+1Dm+2) (+Dm+2) (n+1)(n+2)<0

Alors (uy,) est strictement décroissante
2éme méthode : Etudions le signe de u,,, 1 — u,

- <n+3) . (n+2)_l (n+3)(n+1)_1 n?+4n+3
Unt1 =t =TT "orr) TG 2 b 2 T 2 an+ 4
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n® +4n + 3 n® +4n + 3

S <1l=2h——<

n“+4n+4 n“+4n+4
douu,,—u,<0

Alors (up) est strictement décroissante

eComme u, =In a2 ;Vn>0;n+2>n+1=~£>1=ln a2 >0=u, >0
n n+1 n+1 n+1 n

maisvn>0;n’+4n+3<n’+4n+4 = 0=

D’ou u,, est positive
On peut-on en déduire que comme (u,,) est une suite décroissante positive
alors elle minorée.
4- Onposes, =u; +u; +-+u,
d) Calculons sq,s; et s3 et exprimons s, en fonction de n

51=u1=1n§=>sl=lnz
3 4
sz=u1+u2=1n5+1n§=1n3—1n2+ln4—ln3=ln2=sz=ln2

5 5
s3=52+u3=1n2+1nz=1n5= s3=lni

3 4 5 n+1 n+2
lsn=u1+u2+-~+un=ln—+ln—+1n—+~~~+1n( )+1n( ):

2 3 4 n

3 4 5 n+1 n+2 n+2 n+2

=ln(—><—><—><---><—x—)=ln—:> snzln(—)
2 3 4 n n+1 2 2
e) Calculons la limite s,, lors que n tend vers +o

oo+ 2

+
i, =In=5— = o0~ 5, =3
n—+oo 2 n—+co

xInx .
Probléme : A-) Soit f la fonction définie par :{f @=T7 six>0
f(0) =0

1) Etudions la continuité et la dérivabilité de f en 0
Continuité defen 0 :lirréf(x) =f0)=1L,(leR)
X—

f(0) = 0 alors f est continue en 0

Dérivabilité de f en 0 :1ir%w =f'(0)=1(€ER)
xX—

xInx
fx) = f(0) - x¥1 ) xIlnx ) Inx In0*
lim| ————— ) =lim = lim =lim|——) = = -
x>0 x x—0 x x-0 \x(x + 1) x-0\x + 1 0+1

alors f'(0) = —oo D’ou f n’est pas dérivable en 0, mais (C) admet une demi-

tangente verticale en ce point
2) Soit ¢ la fonction dérivable sur ]0; +oo[ et définie par: @(x) =Inx+x+ 1
a) Etudions le sens de variations de ¢

Calcul de limites :
lim ¢(x) =In0"+0+1=-0 alors lim @(x) = —o
x-0% x—0%

lim ¢(x) = lim (Inx+x+4+ 1) =In4+0+ 0w+ 1=+ alors lim ¢(x) = +oo
X—+00 X—+00 X—+00

Dérivons @(x) :
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1 x+1 x+1 ,
<p’(x)=(1nx+x+1)’=;+1=T=>go’(x)=T; vx € ]0; +oo[ ¢'(x) >0

Alors @ est strictement croissante
b) Démontrons que I'équation ¢ (x) = 0 admet une solution unique B telle que :
(0,27 < <0,28 et ¢(0,27) =—0,04 et ¢(0,28) = 0,007)
Comme @ est strictement monotone dans cet intervalle alors d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaireson a :
©(0,27) x ¢(0,28) < 0 = —0,04 * 0,007 = —0,00028 < 0 alors 0,27 < B < 0,28 est 'unique
solution de cette équations
3) a) Exprimons f'(x) en fonction de ¢ (x)

, xlnxy" (xInx)'(x+1)—(x+1)(xInx) (Inx+1)(x+1)—xInx
f(x)=<x+1) = (x+1)2 = (x+1)?
:xlnx+lnx+x+1—xlnx: o) don f'(x) = @(x)
(x+1)? (x+1)? (x+1)*

En déduire le sens de variations de f

Comme ¢ est strictement croissante, alors

{VX €10,B[; f'(x) <0; fest strictement décroissante
Vx €] B, +o[; f'(x) > 0; f eststrictement croissante

b) Vérifions que f(B) = —f
eComme B est solution de I'équation @(x) = 0,alors (B) =0 =
Imp+B+1=0= Inf=-(B+1)

of () =ERE - ZPED g gion f(B) =)~ B cqfv

B+1 B+1
c) Calculons la limite de f en +co.
. . xInx . xInx . .
Jim 6= tim (275) = im (S5 = lim i) =G0y = 402 = i £) = 40
Dressons le tableau de variation de f
x 0 B +
[ - [ +

0 + 0
fx) \ /
—B

4) Tracons la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, |,

J) On placera en particulier les points d’abscisses : 1;3; 4 ; ez et12.

xInx

Branches infinies :AV: #; AH: 2 et AO:y=ax+b avec a= lim 6 _ i 2 =

X—+400 X X400 X

lim me =0 alors (C) admet une branche parabolique de direction (Ol)

x—>+00

Intersection avec les axes :
*(C)N (x'0x):f(x) =0alorsx =0carf(0) =0 ona: 0(0,0)etx=1; A(1;0)
¢« (O) N (y'0y):x = 0 alors f(0) = 0;0n a0(0,0)

(1) =0 ; f(3) = 0825 T64) =112 f(e?)=176 ; f(12)=23
2 ()
J
n [
[e] \ ! 1 2 3 a 5 [§) >
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B-) 1) a) Démontrons que I'équation f(x) = 1 admet une solution unique a € [3; 4] ; on
prendra f(3) = 0,82 etf(4) =1,1 fx)=1=fx)—1=0;

posons g(x) = f(x) — 1; d’aprés le théoreme des valeurs intermediaires on a :

g(3)*g(4) <0=g(3)=f(3)-1=082—-1=-018 et g(4)=f(4)—1=11-1=0,1
Ona:g(3)*g(4) =-0,18%0,1 = —,018 < 0 = « € [3; 4] est I'unique solution de cette
équation

1
b) Démontrons que les équations f(x) = 1 et el = x sont équivalentes

x+1 1 1
f(x)=1=>—=1:xlnx=x+1=>lnx=—=1+—=>el‘”‘=el+x:,'
x+1 x X

1
x = e'txeqfd
2) Soit g la fonction dérivable sur ]0, +oo[ et définie pour tout réel strictement positive x

par: gx) = el+$

Soit (u,) la suite définie par uy = 3 et la relation de récurrence, que : u,.; = g(u,)
Démontrons par récurrence, que Vn € N; u, € [3;4],sachant que Vx € [3;4],g(x) €
(3;4]

eVérifions pour certaines valeurs de n que la relation est vraie :

1
1_
n=0=u,=3E€[3;4] vraie et ug,; = gluy) = e +“0:>u1=e

W

142
3=e3=379
= u, € [3;4] vraie
*Supposons que cette relation est vraie dans le rang de n ; u,, € [3; 4]
eDémontrons qu’ elle reste toujours vraie dans le rang de n+1 ; u, 41 € [3; 4]
On sait que u,.q = g(u,) etVx € [3;4], g(x) € [3;4]donc pour u,, € [3;4];
g(uy) € [3;4] = upyq € [3;4] ce qui montre que la relation proposée est vraie dans le

rang de n+1

BACCALAUREAT 2011 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :A-) Dans un systeme de numération de basea, on considere les nombres :
A=211;B =312et C = 133032
1) Expliquer pourquoi a doit etre strictement supérieur a 3
2) a)Sachant que C = A x B ; montrer que :a®> — 3a? — 2a — 8 = 0. En déduire que a
divise 8
b) Déterminer alors a
3) L’écriture d’'un nombre dans le systeme décimal est 214, écrit ce nombre en base 4
4) Dans cette question, on suppose que a = 4
a) Ecrire A, B et C dans le systeme décimal
b) Montrer alorsque : C = A X B = PPCM(4; B)
En déduire que I'équation Ax + By = 1 a des solutions dans 72
5) On considére dans 22 I'équation : 37x + 54y = 1
Vérifier que (19; —13) est une solution de I’équation. Résoudre cette équation
B-)Deux chasseurs Moussa et Mamadou aperssoivent ensemble un liévre et tire
simultanement
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1) Sachant que Moussa atteint et tue d’habitude 5 lievres sur 6 et Mamadou 4 sur 5

Quelle est la probabilité pour que le lievre soit tué ?

2) Enfait; Mamadou a tiré le premier.

a) Quelle est la probabilité pour que Moussa tue le lievre sachant que si Mamadou tire
et manque, les chances normales pour Moussa d’atteindre le lievre se trouvent
diminuées de moitiée ?

b) Dans ces conditions : Mamadou tire le premier, puis Moussa ; quelle est la probabilité
pour le lievre d’en échapper saint et sauf ?

C-)Soit g la fonction définie par: g(x) = x + vx*+ 1
1) a) Déterminer I'ensemble de définition D, de g et démontrer que :

Vx € Dg; g(x) > x + x|
b) En déduire le signe de g sur D,

2) Etudier g et tracer sa courbe représentative

3) Soit f la fonction définie par : f(x) = In(x + VxZ + 1)

a) Résoudre I'équation : f(x) = —In(3 — 2v/2) et démontrer que f est impaire
b) Etudier f et tracer sa courbe représentative

c) Montrer que f est une bijection de R > Retque Vn € Z; f(e“—ze_“) =n

1
4) Pour tout entier naturel n = 2 ; on considere I'intégrale I,, définie par: I, = flzxineidx
a) Calculer I, et , démontrer a I'aide d’une intégration par parties que pour tout

Ve + (1 —-n),

21!—1

entiernatureln > 2: I[,,, =e—

b) Etablir que pour tout entier naturel x € [1;2], 0 < Xinei < Xin
c) En déduire un encadrement de I,,, puis étudier la limite eventuelle de la suite
I
D-)Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct . Soit S la similitude
directe de centre | transformant les points A et B d’affixes respectives 3+ i et 3 —ienA’
et B’ d’affixes respectives 2 + 5i et 4 + 3i
3) Déterminer les éléments caractéristiques de S
4) Déterminer le barycentre des points |, A et B affectés respectivement des
coefficients6;1;etl
En déduire le barycentre des points I, A’ et B’ affectés de méme coefficients
++++++ - HRESOLUTION +++ 4+ 4+ 44+ 4++
A-) Dans un systéme de numération de basea, on considére les nombres :
A=211;B =312 et C = 133032
1) Expliquons pourquoi a doit etre strictement supérieur a 3
Dans un systéme de b tous les chiffres qu’on doit utiliser doivent-étre strictement
inferieurs a cette base et positif ; c’est-a-dire ces chiffres représentent les restes successifs
des divisions par b et pourtant (0 < r < b) alors a doit étre strictement supérieur au plus
grand chiffre qui composent ces nombres : "a > 3"
2) a)Sachant que C = A X B ; montrons que :a® — 3a? —2a — 8 = 0.
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A=211=2a%+a+1;B=312=3a*+a+2 et C=133032=a°+3a*+3a%>+3a+2
ea’+3a*+3a3+3a+2=Qa*+a+1)(B3a?+a+2)=a®—-3a>-2a—8=0 cqfm
En déduire que a divise8 Commea® —3a’2—-2a—-8=0 =

8
a(a2—3a—2)=8=>a2—3a—2=5r:qfe

b) Déterminons alors a
e Comme a divise 8 cela veut dire que a = {1; 2; 4; 8} et a > 3 alors a = {4; 8}

Poura=4:4>—3x4—-2=16—-12-2=2 et§=2 alors a =4
Poura=8:8"-3x8—-2=64—24—2=238 et§=1 alors 38+ 1 d'ot a=4

3) L’écriture d’un nombre dans le systeme décimal est 214, écrivons ce nombre en
base 4
D’aprés les divisions successives de 214 par 4, ona: 214 = 3112

4) Dans cette question, on suppose que a = 4
a) Ecrivons A, B et C dans le systeme décimal

A=211=2x4>+4+1=37 = A=37 ; B=312=3x4*+4+2=54 =B=54 et
C=133032=4°+3x4*+3x43+3x4+2=1998 = C = 1998

b) Montrons alors que : C = A X B = PPCM(A; B)
C=AXB=37x%x54=1998 et PPCM(37;54) = 37 X 54 = 1998 car 54 et 37 sont
premiers entre eux
D'ou C = AX B =PPCM(4; B) =1998 cqfm
En déduisons que I'équation Ax + By = 1 a des solutions dans 7>
Comme A et B sont premiers entre eux et que PGCD (A4, B) = 1 divise 1 alors cette
équation admet de solutions dans 72

5) On considére dans 22 'équation : 37x + 54y = 1
Vérifions que (19; —13) est une solution de I'équation.

37x + 54y =37(19) +54(-13) =703 -702=1=1=1 cqfv

Résolvons cette équation
{37(1397))(:554‘?{1:3; _ 1 onpose 1=1;0na:37x+ 54y =37(19) + 54(-13) =
x—19__y+13_ {x—19=54k

54 37 y+13=-37k

D'ou S ={(54k+19; —37k —13)} avec kK€ Z

37(x —19) = —54(y+13) =
{ x =54k + 19
y=—37k—13
B-) Deux chasseurs Moussa et Mamadou aperssoivent ensemble un liévre et tire
simultanement

3) Sachant que Moussa atteint et tue d’habitude 5 liévres sur 6 et Mamadou 4 sur 5

*Soit A « I'evenement pour que Moussa atteint le lievre » P(4) = Z

*Soit A « I'evenement pour que Mamadou atteint le lievre » P(B) = g

Calculons la probabilité pour que le lievre soit tué
5 4 2

6%573
COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA  TSM EDITION 2019

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B); mais P(ANB) =P(A) x P(B) =



371

4 2_25+24—20_29:>P(AUB)_29
5 3 30 ~ 30 ~ 30

4) Enfait ; Mamadou a tiré le premier.
c) Calculons la probabilité pour que Moussa tue le lievre sachant que si
Mamadou tire et manque, les chances normales pour Moussa d’atteindre le

5
alors P(AUB) = E

lievre se trouvent diminuées de moitiée
1 5 5
_ . P(A)——P(A) E —=E
P(A'nB) = P(A4") x P(B) mais 6 L 1=
P(B)+P(B)=1=P(B)=1- PB)=1-c=¢
5 1 1 P(A’ n B) 1
- = —
12 5 12
d) Dans ces conditions : Mamadou tire le premier, puis Moussa ; calculons la

P(A'NnB)=

probabilité pour le lievre d’en échapper saint et sauf
— — — — 5 4 7 1 7
P(A'nB)=P(A’) xP(B) = P(A'nB)= (1—5)(1—5) O 5 Y
P(A'UB)= o
C-) Soit g la fonction définie par: g(x) = x + Va* + 1
1) a) Déterminons I'ensemble de définition D, de g et démontrons que :
VX € Dg; g(x) > x + x|
={vx€R;x*+1>0} x*+1=0= x?=—1 pas de solution dans R alors
D, = R = |—00; +oo[
Démontrons que :Vx € Dg; g(x) > x + |x|
Onsaitque VX ER;x?2+1>x2 = Vx2+ 1>Vx2 = Vx2+ 1> |x| = x+
V2 1>x+ x| = g >x+ x| cqfd
b) En déduisons le signe de g sur D,
Comme g(x) > x + [x] alors g(x) = 0; Vx € D, ; d’ol g est strictement positive sur son
ensemble de définition
2) Etudions g et tragons sa courbe représentative
Limites aux bornes de Dy :

e lim g(x) = lim (X+ X2 + 1) = lim x+[x))=0= lim gx) =0
X——00 X——00 X—>—00 X——00
e lim g(x) = lim (X+ Vx? + 1) = lim (x+ [x]) =+ 0 = lim g(x) = +o
X—+00 X—+00 X—+00 X——00
Dérivée de g(x) :

s 5 1!_1 2x sy XFVXE+1 |
g(X)—(X+ X4 4+ )— +ﬁ=g(x)—ﬁ alors que

x+4/x2+1>0doug'®)>0
Tableau de variations :

g +

g0 .

0
Branches infinies :AV: 4 ; AH; 3 AO:y=ax+b
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X—+00 X X—+00

(1im 82 i <+7 W+1>=“m<LIXI>=
X—+00 X

g . X+ Vx2 + . X+ x|
Lllm— lim ( > llm( " >=

x—>—-00 X X—>—00

X——00

a— oo AO nexiste pas mais (Cg) admet une direction parabolique de direction (Ol)

b= lim (g(x) —ax) = lim (x+ x2+1—2x): lim (\/x2+1—x):0y:2x a+ o
X—+00 X—+00

x—>+00

Intersection avec les axes :

©n (x'0x) (f(x) =0alorsx+Vx2+1=0= x =Vx*+ 1 =1 # 0 pas d'intersection avec
cet axe

¢ (C)N (y'0y):x =0alors f(0) =1;0naA(0,1)

A

3

v

| 2 3

3) Soit f la fonction définie par : f(x) = In(x + VxZ + 1)
a) Résolvons I'équation : f(x) = —In(3 — 2v2)

f(x)=—ln(3—2\/§)=>ln(x+ x2+1)=1n( )zx+ x24+1=

1 1
3-2V2 3-2V2
—323+é§)2=>x+W_ﬂ_3+zv—=>x+m_3+zf:,
ViZ¥1=3+22-x=x=2v2 Dou §={2v2}

Démontrons que f est impaire
On vérifie que f(—x) = —f(x);ona:
f(—x) = In (—X +./(=x)?%+ 1) =In(—x+Vx2+1)

60 = ~In(x+ i+ 1) = In (i) = n () = (S5 = In(ox v 1)

D'ol f(—x) = —f(x) = ln(—x +Vx2 + 1) alors f est impaire
b) Etudions f et tragons sa courbe représentative
Domaine de définition :D; = R = ]—00; +oo[

Calcul de limites :
e lim f(x) = lim ln(x +x2+ 1) = lim In(x+ |x]) =In0* = —c0o = lim f(x) = —0
x——00 xX——00 X—>—00 xX——00
e lim f(x) = lim ln(x+ x2 + 1) = lim In(x+ |x]) =+ 0 = lim fx) = 4o
X—+00 xX—+00 x—+oo ——

2x x+/x2+1

Dérivée de f(x) :f ' (x) = (ln(x +Vx2+1)) = (:\%J:r) = f'(x) = x+f/%‘2f e

= = 0=
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Tableau de variations :

X —00 + o
f'(x) +
400
f(x) /
—o0
Branches infinies :AV : 4 ; AH; 2 AO:y=ax+b
[ f ] ln(x +Vx2 + 1) ] In(x + |x])
lim —= lim (——— | = lim [————| =0
x—+0 X x—+00 X x—+00 X
a =
| .. f ) ln(x +Vx2 + 1) ) In(x + |x|)
lim —=lim [—— = lim |—————] =0
x—>—00 X X——00 X X——00 X

alors AO n’existe pas mais (Cr) admet une branche parabolique de direction (Ol)
Intersection avec les axes :

«(O)n (xIOx) f(x) = Oalorsln(x+\/m) =0=x+Vl+l=1=x=
0 alors 0(0;0)

e (O)Nn ('0y):x =0alors f(0) = 0;0na0(0; 0)

c) Montrons que f est une bijectionde R > R et que Yn € Z ;f(e _Ze_ ) =n

Comme f est strictement croissante sur R alors elle réalise une bijection de
]—o0; +oo[ vers f(]—oo; +0o[) = ]—00; +o0[

et —e™ e —e™ en —e ™2 et —e™ e —2 4 e"2n
If( 2 )zln > + ( 5 )+1 =In 5 + 7 +1)=
| e"—e‘"+ (e”+e‘")2 - (e"—e‘”_ke"+e‘”)_l (Ze”)_l .
n 3 3 =1In 3 7 =In{—-)=Ie"=n

eT—e "
:f( 2 >="

v

5) Pour tout entier naturel n > 2 ; on considére I'intégrale I,, définie par :
2 1 1
I,=| —exdx

a) Calculons I,
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12=f12x—1ze%dx;$12=—£ ( ) [ex] (2—e>=>12—e—\/5

Démontrons a I'aide d’une intégration par parties que pour tout entier naturel n > 2:

Ve

= st A —-mI,

Iy =e—

21 1 21 1 2.1 1
I, = Fe%dx;on pose I, = Wexrix etl,, = Wede alors calculons I, ,.
1 1 1

1 n
‘111 ~xn du = - dx
Iyy, = | —;—;e*dx onpose 17, = x B
X" x 1
1 dv = — exdx v=—ex
x

2

1 1 21 1 1 Ve
IMZ:—[Fex]l—nfl Wexzixzﬂmzz (Z—ez—e)—nlnﬂ—e > —nl,

e
=l =e _2_n_n1n+1

Ve
onpose:n=n—1;ona L,_, =e—F—(n—1)In_1+1:>
Ve
Lip = e—F+ (1 —n)I,cqfd

. . 1 1
b) Etablissons que pour tout entier naturel x € [1;2], 0 < € < xin
1 1 1
Ona:eVxe[l;2],ex>0 et ex<e, donc 0 <ex<e (%)

1
vV x € [1;2] et neN\{0;1}; Xin> 0 En multipliant (x) par XL ona:0 <Xine? Sxincqfe

c) En déduisons un encadrement de I,,

2 2

e
—dx=>0<1n£ef —dx =
xm xm

1 1 e 21 1
I<—ex<—=0< —exdxsf
xm xm " 1

.

2
1 1
L <e|l——| = I, < — =
O<hs<e [(—n + 1)9:”‘1]1 O<hs<e ((—n +1)2"t (-n+ 1))

0<1I <e< oy >:>0<1 <e<:>
"T\(Cn+1) (—n+1) e 1-n
Etudier la limite eventuelle de la suite I,,
Pour cela on a: lorsque g(x) < f(x) < h(x)alors }(1_1)111( g(x) = !(111}1( h(x) =1

d’ou lim f(x) =1
x—k

Ainsi nl—i>Too I, = lim e (zl_n_l) =e (21_00_1) =e (0_;;) =0= lim I, =0

n—+oo 1-n 1-00 n-+oo

D-) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct . Soit S la similitude
directe de centre | transformant les points A et B d’affixes respectives 3 +i et 3 —ien
A’ et B’ d’affixes respectives 2 4+ 5i et 4 + 3i
3) Déterminons les éléments caractéristiques de S
Onposez =az+betona:
SA) =4 Zy=az, +b 2+5i=a3+i)+b
{S(B) =B {ZBf =azg+b {4+3i a3—i)+b
Dou zZ=(A+i)z+i

elerapport:k =la| = |1+i|=v12+12=V2=a=+2

=a=1+ietb=i
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cosf =

el’angle: 0 = arg(a) = = 0 =%+ 2k

== Sl
IR

sinf =

eLe centre ou le point invariant : Onpose:zy =z =z ona:
b i i 1 L
In=—--=—=m—=—1= z,= -
" 1-a 1-1-i -i 0
4) Déterminons le barycentre des points I, A et B affectés respectivement des

coefficients6;1;etl
6z, +z,+25 6(-1)+3+i+3—i 6-—6
T T e v1+1 8 ~78
En dédusons le barycentre des points I, A’ et B’ affectés de méme coefficients
6z, + 2z, + 25 6(—1)+2+5i+4+3i _—6+6+8i
6+1+1 8 a 8
G'(0;1)

=0=2z;=0 = G(0;0)

Zg =

=iz =i

BACCALAUREAT 2012 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :Exercice 1:1) Calculer le PGCD de 45 — 1 et 4°—1

2) Soit U, la suite numérique définie par.Uy, = 1; U; = let pour tout entier naturel n
Uniz = 5Upy1 — 4U,

Calculer les termes U, ; Us etU, de la suite U,

3)a)Montrer que la suite U, vérifie pour tout entier naturel n Uy, 1 = 4U,, + 1.

b) Montrer que pour tout entier naturel n U, est un entier naturel.

c)En déduire ; pour tout entier naturel n, le PGCD de Un et Uns1

4) Soit V la suite définie pour tout entier naturel n par : V, = U, +§

a)Montrer que V est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme
Vo
b) Exprimer V, puis U, en fonction de n
c) Déterminer, pour tout entier naturel, le PGCD de 4™1-1 et 4"-1.
Exercice 2 :Soit S 'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe Z associe le point M1
d’affixe Z1 telleque: Z, = (=1 +)Z + 1+ 4i
4)  Donner la nature de S et ses éléments caractéristiques
5)  Calculer les coordonnées x et y du point M en fonction des coordonnées x1 et yi1 du point
Mz
6) Déterminer les équations des transformées par S de la droite d’équation x = 0 et de la
droite (D) d’équationy = x — 1
Probléme :A-)On considére la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par :
g0)=1etVx€]0; +of g(x) =1+x—xInx
1) Etudier la continuité et la dérivabilité deg en 0
2) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation
3) a) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique 8 € ]0; +oo[
b) Justifier que 3,5 < 8 < 3,6
4) Tracer (Cy)
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B-) On consideére la fonction f définie par f(x) = ianc + 2 ,Vx € ]0; +oof

1) a)Démontrer que, Vx € ]0; +oof, f'(x) = %
b) Dresser le tableau de variations de f
2) Déterminer les coordonnées du point d’intersection A de la courbe (Cf)avec la droite
(D) d’équationy = 2
3) Construire la courbe (Cf) dans le meme repéere (O, 1, J)

C-) a) Justifier que : In f§ = b+

B
, , s . L. . (B _ (B+1)?
b) A I'aide d’une intégration par partie, démontrer que : fl xInxdx = .

+++++++H+HH b RESOLUTION +H++++ b+

Exercice 1 :1) Calculons le PGCD de 4° — 1 et 4°—1
45 —1=1023 et 4°—1 = 4095 alors d’apés IAlgorithme d’Euclide, on a :
4095 =4x1023+3 1023 =3x341+0 alors PGCD(4°—1;4°—1) =3

2) Soit U, la suite numérique définie par. U, = 1; U; = 1et pour tout entier naturel n

Uniz = 5Upyq — 4U,.

Calculons les termes U, ; U; etU, de la suite U,
mPourn=0; U,=5U; —4Uy=5-4=1 U, =1
mPourn=1;,U;=5U,—4U; =5-4=1 Uz=1
mPourn=0;U,=5U;—-4U,=5-4=1 U,=1

3)a)Montrons que la suite U, vérifie pour tout entier natureln U, ,; = 4U,, + 1.

Pourn=n+1; ona: Uy;; = 4U,;q + 1 mais Uyyy
=5Up41 —4U;ona: 50U, —4U, =40, +1 =

5Ups1 —4Upy1 =4U,+1 = Upyq =4U,+ 1 cqfm

b) Montrons que pour tout entier naturel n U, est un entier naturel.

Dans ce cas utilisons le raisonnement par recurrence :

¢ Vérifions pour certaines valeurs de n que la relation est vraie

Pourn=0=Uy=1€N vraie
eSupposons que la relation est vraie dans lerangden: U, € N
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans le rang de n+1 :
Uyyq = 4U, + 1ZN ,comme U, € N alors4U, e N=4U, +1 €N =
Unt1 EN cqfm
c)En déduisons ; pour tout entier naturel n, le PGCD de U, et U,.1
D’apres I’Algorithme d’Euclide ; ona : PGCD(Uy; Upy1) = Upyy =40+ 1=
PGCD(Uy; Upyq) =1
4) Soit V la suite définie pour tout entier naturel npar:V, = U, +§

a)Montrons que V est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme Vy

Pourn=n+1;0na: V1 =Uysq +§

1 4 1
mais Vn+1=4Un+1+§=4Un+§=4(Un+§)=>Vn+1=4Vn
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D’ol V est une suite géométrique de raison g = 4 et de premier terme

Vi U+1 1+1 4 Vi 4
= _= —_—= = = - —
0T F0 T3 373 °73
b) Exprimons V,,puis U, en fonction de n
4 n+1
h=Vor gt = =@ =Y = —
1 1 47‘L+1 1 4n+1_1
-Vn=Un+§=>Un=Vn—§= 3 —§=>Un=T

e) Déterminons, pour tout entier naturel, le PGCD de4™ — 1 et 4™*1 — 1
D’aprés I'Algorithme d’Euclideona: 4"*1 —1=4(4"—-1)+3
Vérifions si 4™ — 1 estun multiple de 3: 4™ — 1 = ?[3] mais 4 = 1[3]
alors 1" —1=?[3] 1—1=0[3] alors 4" —1 = 0[3], ainsi 4™ — 1 est divisible par 3
D’ou PGCD(4™ — 1; 4™t —1) =3
Exercice 2 :Soit S I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe Z associe
le point M, d’affixe Z; telleque : Z; = (—1+)Z + 1+ 4i

1- Donnons la nature de S

la] = -1 +i] = +/(=1)% + 12 = V2 # 1 alors S est une similitude plane directe
Les éléments caractéristiques

ele rapport : k = |a|l =2

vz
cosf = —— n
\/_zalors 06=nm——+42kn=
sL’angle 6 :0 = arg(a) = arg(-1+i),0na { sing == *
| 2
§ 0 =2+ 2kn
ele centre ou le point invariant Q(w) :Onposez; =z=w = w = L= 1+—4L, = 1+4_L =
1-a  1—1+i  2-i
2+i+8i—4 -—-2+09i —2+9i
w = = >Ww=—"
5 5 5

2- Calculons les coordonnées x et y du point M en fonction des coordonnées x; et
y1 du point M, Onposez; =x, +iy, et z=x+iy,ona:
x1+iyy=(CF1+Dx+iy)+1+4i=—x—iy+ix—y+1+4i
=—x—-y+1+i(x—y+4)
{x1=—x—y+1 )

=De(1)+ (2),ona: x;+y,=-2y+5=
y1=X—y+4— (2) () () 1 Y1 y

1
y= _E(x1 +y1-5)

1

De (1)=()ona: x;—y; =—-2x—3= x= —E(xl—y1+3)

3- Déterminons les équations des transformées par S de la droite d’équation x =

0 et de la droite (D) d’équationy = x — 1
ePour x =0,0na: 0=—%(x1—y1+3)=> X1 —y1+3=0=>y;,=x; +3
D’ou I'équation de la transformée est y = x + 3
ePoury=x—1,0ona:
1 1

—x+y=—1=>E(x1—y1+3)—z(x1+y1—5)=—1$
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1
E(xl—y1+3—x1—y1+5)=—1=>—2y1+8=—2ﬁ—Zyl=—10=>y1=5

D’ou I'équation de la transformée esty = 5
Probléme : A-) On considére la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par :
g(0) =1 etvx€]0; +oo[ g(x) =1+x—xInx
1) Etudions la continuité et la dérivabilité de g en 0
Continuité : g est continue en 0 si et seulement si :xli_)rrol+g(x) =g0)=1;(€R)

g(0) = 1 alors g est continue en 0
Dérivabilité : g est dérivable en O si et seulement si :

(g —g(O)\ _ ,
;}LI(I)]+<T =g'(0)=1;(1€R)
—g(0 1 —xlnx—1 —xI
g (O TED) . (LX) (S
x-0t X x-0t X x-0* X x—0*
e — 11%1(@):%

Alors g n’est pas dérivable en 0
2) Etudions les variations de g et dressons son tableau de variation

S L _ . 1 _
Calcul de limites .xhrgwg(x) —ngw(l+x xInx) thwx(x+1 lnx)

1
=4 <—+ 1- ln(+00)) = 400(—0) = —0 = lim g(x) = —oo
~+ o0 X—+00

Dérivons g(x) :9'(x) = (1+x—xInx) =1 —-(nx+1) = g'x) = —Inx
Onposeg’'(x)=0=—-Inx=0=Ihx=0=x=1 et g(1)=1+1—-1In1=2

X 0 1 +
g + | —
2
g(x) / \
1 — 00

3) a)Démontrons que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique g €
10; +oo[
eComme g est structement décroissante de ]1; +oo[ alors g est une
bijection reciproque de ]1; +oo[ vers ]—oo; 2[ alors I'équation g(x) = 0
admet une solution unique B € ]1; +oo[ ; mais comme ]1; +oo[ c ]0; +oo[ alors B €
10; +oof
b) Justifions que 3,5 < 5 < 3,6
Comme |3,5; 3,6[ © ]0; +oo[, d’aprés le Théoréme des valeurs intermédiaires, on a :
g(3,5) xg(3,6) <0
4) Tragons (Cy)
(M

X

Branches infinies: AV : 2 AH; 2 AO:y=ax+b avec a= lirp ) =+
X—+00
alors AO n’existe pas mais (C;) admet une branche parabolique de direction (0J)

Intersection avec les axes :+(C) N (x' 0x) : g(x) = 0 alors g(B) = 0 = x = B alors A(B; 0)
c(C)N('0y):x =0alors g(0) =1;0naB(0; 1)
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B-) On considére la fonction f définie par f(x) = i"Tz +2 ,Vx €]0; +oof
< . ’ _ g
1) a) Démontrons que, Vx € ]0; +oof, f'(x) = preEwey
1 1 —xl
vy (Inx '_;(1+X)—1nx_w_l+x—xlnx
f(x)_(1+x ) A+x2  (dA+02  x(1+x)?
s g)
') = (11 22 cqfd

b) Dressons le tableau de variations de f
Calcul de limites :

) ) Inx In0* ]
e lim f(x) = lim <—+2)= +2=-0 = lim f(x) =—-o
x—0t x x—0%

—0*\1+x 1+0
I @)= 1 Inx 2= i In x 2 _In+oo . I @) =2
.x—lg}oofx _x—lg-loo(l-i-—x-l- )_x—1>r-1+}00<_ )_ +oo Y v x—l>Toofx -
Comme f'(x) = % alors cela veut dire que le signe de f'(x) dépend de g(x) :
vx €10; BIf'(x) >0 et Vx€]p; +oo[f'(x) <0 avec f(B) = %Jr 2
X 0 B + o0
f(x)

+ | -
fB)
f(x) ) / \ ,

2) Déterminons les coordonnées du point d’intersection A de la courbe (Cf)avec la

droite (D) d’équation y = 2

On pose f(x) =yzlnT1+2=2ﬁTTi:Ozlnx=0=ln1$x=1 alors A(1;2)
3) Construisons la courbe (Cy) dans le meme repére (O, |, J)

Branches infinies :AV:x=0 AH;y=2 AO:y=ax+b avec a= XEIPW (?) =0

alors AO n’existe pas mais (C,;) admet une branche parabolique de direction (Ol)
Intersection avec les axes :+(€) n (x' 0x) : f(x) = 0 alors inT’; +2=0=>x€]0; B[

c(O)N('0y):x =“O alors f(0) = —co pas d’intersection

fir e~ - o

[
~

E======a 2
O
[2<]

v
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B+1
B
Comme B est solution de I'équation g(x) = 0 alors

p+1 .
gB=0=14+p—-BInf=0 =pInpf=F+1 = Inf= : cqfj

C-) a) Justifierque:In B =

b) A I’'aide d’une intégration par partie, démontrons que : fl xlnxdx = (le)
1
B u=1Inx du = ;dx
J;xlnxdx on pose {dv=xdx:> 1, alors
v = Ex

B 1 B B1
f xlnxdx=[—x21nx] —f = xdx =—ﬁzlnﬁ——[ ]
1 2 1 ) 2"

1 1 1 +1
z—ﬁzln[?——,32+z mais ln[?zﬁ

alorsf xInx dx *=
1

B
1 2—1 21 2B%+428-B%+1
=_BZ(B; ) B =_ﬁ(ﬁ - 34 _2°H 34 B+
—BZHB”—(B“)Z:fﬁxmxdx—(ﬁﬂ)z
a 4 4 1 4

BACCALAUREAT 2013 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET : Exercice 1:1) On considére I'équation (E) : 8x + 5y = 1; (x; ) € Z?

a) Donner une solution particuliére de (E)

b) Résoudre I'équation (E)

2) Soit N un entier naturel tels qu’il existe un couple (a ;b) de nombres entiers naturels
N=8a+1

N=5b+2

a) Montrer que le couple (a ;-b) est solution de (E)

vérifiant : {

b) Quel est le reste de la division de N par 40 ?
3) Résoudre I'équation 8x + 5y = 100 ; (x; y) € Z2
Exercice 2 :0On considere dans un plan un triangle ABC rectangle en A tel que
AB = 2a et AC = a, ou a est un nombre réel positif donné.
3) a) Déterminer et construire le barycentre G des points pondérés (A, 1) ; (B, -1) et (C, 1)
b) Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M du plan tels que :
[’ A — MB + MC|| = ||M4 + MB — 2MC||
4)  On désigne par H le point du plan tel que AH = %Té —Aac
Démontrer que H est le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients respectifs
3;1 et-2
Probléme : On considére la fonction f définie par :
fx) = %2+ x —2xInx six €]0; +oo[ et f(0) = 0.0n appelle (C) la courbe
représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, |, J)

A-) On consideére la fonction numérique g définie sur ]0; +oo[ par:
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g(x) =x—1-2Inx
1) Ccalculer les limites respectives de g a droite en 0 et en +o0
2) Onadmet que la fonction g est dérivable sur ]0; +oo[ et on note g’ sa
dérivée. Déterminer g’ et étudier son signe. En déduire le sens de
variation de g et dresser son tableau de variations. Vérifier que : g(1) =
0
3) Démontrer qu'il existe un unique réel a tel que @ € ]3; 4[ et g(a) =0
4) Déduire des questions précédentes le signe de g(x) suivant les valeurs de x
B-) On considére la fonction numérique h définie et dérivable sur ]0; +oo[ par : h(x) =
2Inx+1
1) Démontrerque:Vx € ]3; 4], h(x) €]3; 4]
uy =35
Uny1 = h(uy)
a) Démontrerque:Vx €N, u, €]3; 4]
b) Calculer I'arrondi d’ordre 3 de u;. Démontrer par récurrence que la

2) On considére la suite (i) ,ey définie par : {

suite (uy)nen €st croissante
c) Endéduire que la suite (u,) ey €st convergente. (On admettra que

(un)nen converge vers la valeur o précédente et on prendraa = 3,5)
C-) 1) Démontrer que la fonction f est continue a droite en 0
2) La fonction f est-elle dérivable a droite en 0 ? Justifier votre réponse. En donner une
interprétation graphique
3) Calculer la limite de f(x) quand x tend vers 400

f®

4) Calculer la limite de guand x tend vers 4o puis interpréter graphiquement ce

résultat
5) La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ et on note f’ sa dérivée. Démontrer que :
Vx €]0; +oof, f'(x) = g(x)
6) En utilisant les résultats de A-) déterminer le signe de f'(x) et dresser le tableau
et variation de f. Tracer la courbe (C)
7) Soit t un nombre réel tel que : 0 < t < 1. En utilisant une intégration par parties,
calculer I'aire A(t) de la partie du plan comprise entre la courbe (C), la droite (Ol) et les
droites d’équations x = t et x = 1.Calculer la limite de A(t) quand t tend vers 0
+++++HHH A RESOLUTION +++++ 44+ 4+ ++
Exercice 1 :1) On considére I'équation (E) : 8x + 5y = 1; (x; y) € Z>
a) Donnons une solution particuliére de (E)
D’apres le théoréme de I’Algorithme d’Euclide, on a :
8=1%X54+43 = 3=8-1%X5; 5=1%x34+2 = 2=5-3%Xx1; 3=1%x2+1
1=3-2x1 = 3-(5-3x1)=1= 2%x3-5=1= 2(8—1x5)-5=1
2x8-3x5=1= 812)+5(-3)=1=
{8(2) +5(-3)=1
8x+5y=1
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b) Résolvons I’équation (E)
8(2)+5(-3)=1 _ oy N
{ 8x+5y =1 onposel =1 8(2)+5(-3)=8x+5y =82 —x) =5 +3)

2—x_
2-x_y+3_ T—k:{Z—x=5k={x=—5k+z
5 ~ 8 y+3_k y+3=8k y=8k-3
=
S ={(-5k +2;8k—3)} avec k€ Z

3) Soit N un entier naturel tels qu’il existe un couple (a ; b) de nombres entiers

(e N=8a+1
naturels vérifiant : {N —5h+2
a) Montrons que le couple (a ;-b) est solution de (E)
N=8a+1 _ . _ e
{N=5b+2 onpose N=N,ona:8a+1=5b+2=8a—-5b=1

= 8(a) +5(-b)=1=
8(a)+5(-b) =1 . . .
{ 8x+5y =1 par comparaison,ona:x =a et y= —b;
d'ou S ={(a; —b)}cqfm
b) Cherchons le reste de la division de N par 40
Comme la solution particuliére de (E) est (2; —3) et (a, —b)alors on pose :

a=2et —b=—3=b=3alorsona:{N:8a+1=

N=5b+2
N=82)+1=16+1=17 ). _ s
{N=5(3)+2=15+2=17alors N=17= 17=17[40] d'ou r =17
3) Résolvons I’équation 8x + 5y = 100; (x; y) € Z*

{8(2) +5(-3)=1 N {8(200) +5(—300) = 100 on pose 100 = 100; on a

8x + 5y = 100 8x + 5y = 100
:8(200) + 5(—300) = 8x + 5y8(200 — x) = 5(y + 300) =
200 —x
2088 * Gia > 5 Kk _ (200-x=5k
5 8 " |y+300 {y+300=8k
=k
{xy_z 85,’€k_+320%0 S = {(=5k + 200; 8k — 300)} avec k € Z

Exercice 2 : On considére dans un plan un triangle ABC rectangle en A tel que AB =
2a et AC = a, ou a est un nombre réel positif donné.
3) a) Déterminons et construisons le barycentre G des points pondérés (A, 1) ; (B, -1) et
(C,1) Commel—1+4+1=1=+0 alorsGexiste,ona: ﬁ—@+€d=6,
introduisons le A,E = B AB + Y AC = AG = —AB + AC
a+pB+y a+pB+y
b) Déterminons et construisons I’ensemble (C) des points M du plan tels que :
||MZ — MB + MC|| = ||MA + MB — 2MC||
Onpose i = MA — MB + MC et © = MA + MB — 2MC
eIntroduisons Gdans i : i = (@ + B + y)m =1ui=MG
eComme 1+1-2=0 alors introduisons le point I milieu du segment [AB]
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B =1A+1B — 2IC = —2IC alors % = —2IC

ona: ldll = I3l = ||MG|| = ||-2IC|| = MG = 2Ic

Alors (C) est un cercle de centre G et de rayon r = 2IC

4) On désigne par H le point du plan tel que : AH = %ﬁ —AC
Démontrons que H est le barycentre du systéeme {(4, 3), (B, 1), (C,—2)}

AH =§A_B)—R‘) ,introduisonslepointHﬁ=%ﬁ—ﬁ=> 2AH = 4B — 24C =
24H = AB — 2AC = 2AH = AH + HB — 2AH — 2HC = 2AH = —AH + HB — 2HC
= 2AH + AH — HB + 2HC = 0 = 34H — HB + 2HC = 0 = —3HA — HB + 2HC = 0
{ 3HA+HB —2HC =0

p— —— —_—, ., Parcomparaisona =3, =1 et y = -2 cqfd
aHA+ SHB +yHC =0 P g 4 i

~
e A
, N
, \
B \
N \
1 G ‘'C
H X
1
\
\
\ -
\ s K 1 B
N ’
N ,
< .

Probléme : On considére la fonction f définie par :
f(x) = x?+ x —2xInx six € ]0; +oo[ et f(0) = 0. On appelle (C) la courbe
représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, |, J)
A-) On considére la fonction numérique g définie sur ]0; +oo[ par :
gx)=x—1-2Inx
1) calculons les limites respectives de g a droite en 0 et en +
elimg(x) =lim(x—1—2lnx)=0—-1 —2In0t =40 = lim g(x) = 4o
x-0 x-0 x-0
I = i 1=2In%) = tim x(1-2=2"%) = 4o = 1 =
* Jim 809 = lim & —1=2In) = lim x({1-3 =257 ) = +e0 = lim g0 = +oo
2) Onadmet que la fonction g est dérivable sur |0; +oo[ et on note g’ sa dérivée.
Déterminons g’ et étudions son signe. En déduisons le sens de variation de g et

dressons son tableau de variations.

2 x—2 X—2
g’(x)=(x—1—21nx)’=1—;= " :g’(x)zT:g(2)=1—21n2

X 0 2 + oo
g(x) - I +

+00 + o
g(x) \ /
1—-2In2

Vérifions que : g(1) = 0 gl)=1-1-2In1=0= g(1) =0 cqfv
3) Démontrons qu’il existe un unique réel a tel que ¢ € |3; 4[ et g(a) =0

La fonction g étant strictement croissante sur |3; 4], alors d’aprés le théoréme des valeurs

intermédiaires, on a :
gB)xg4)<0; gB3)=3—-1-2In3=2-22=—-02¢etg4)=4—-1-2In4=3-28=0,2
COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM EDITION 2019



384

D’ou —0,2%0,2=—-0,04 <0 alors a est solution cette équation

4) Déduisons des questions précédentes le signe de g(x) suivant les valeurs de x

vx€]0;1[ gx) >0 ; Vxe]l; af gx) <0 ; Vx€]u+o| g(x)>0
B-) On considére la fonction numérique h définie et dérivable sur ]0; +oo[ par : h(x) =
2lnx+1

1) Démontronsque:Vvx €]3; 4], h(x) €]3; 4[

Vx €]3; 4[alors 3<x<4 = h(3) <h(x) <h(4) =2In3+1<h(x)<2lnd4+1=

32<h(x) <38 DouVxe€]3; 4, h(x)€]3; 4[cqfd

2) On considére la suite (u,,),cy définie par : {u,:: _ z'(in)
a) Démontronsque:Vx €N, u, €]3; 4]
Utilisons le raisonnement par récurrence :
eVérifions pour certaines valeurs de n que la relation est vraie :

n=0=uy =35 €]3; 4[ vraie
*Supposons que la relation est vraie dans le rang de n :u,, € |3; 4]
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans le rang de n+1 :
Upyer = h(uy) = QInu, + 1) €]3; 4
Comme u, €13; 4[alorsVx € N, u,.; €13; 4] estvraie
b) Calculons I'arrondi d’ordre 3 de u;.
Pourn=0,ona: uyy = h(uy) = u; =h(3,5) =2In35+1=2x%x1,252+1
=2504+1=3504 = u; =3,504
Démontrons par récurrence que la suite (u,,),cy est croissante
Pour cela montrons que Uy = Uy = Upyq — Uy =0
eVérifons pour certaines valeurs de n que cette relation est vraie :
n=0;ona: Uuyq — Uy =U; — Uy = 3,504 —-3,5=0,004 >0 vraie

eSupposons que la relation est vraie dans lerang de n :uy, . —u, =0
eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans le rang de n+1 :u, .4 —u, =0
c) Endéduisons que la suite (u,),cy est convergente. (On admettra que (U, ) ey CONVerge

vers la valeur a précédente et on prendraa = 3,5)
u, est croissante et majorée, donc Vn € N ; la suite u,, est convergente et converge vers q,
ona: lim u,=a soit lim u, =3,5

n-+oo n-+oo

C-) 1) Démontrons que la fonction f est continue a droite en 0
xllr(r)l)r f)=f(0)=1L({€R) ; f(0)=0alorsfestcontinue adroite en 0

2) Etudions la dérivabilité de f a droite en 0 : Justifions votre réponse.

(M) =f'(0)=1L (I€R);

X

lim

x-0

xZ
(f@=fO)) _ [Ftx—2xinx
lim| ———— | =lim| *¥———+—

X
=1im(—+1—21nx)=0+1—21n0+=+oo
X 2

x-0 X x—0

= lim (fi(x) ; f(0)> = 4o

x-0

x—0

En donnons une interprétation graphique
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Comme f'(0) = +oo alors f n’est pas dérivable en 0 mais (C) admet une demi tangente
verticale en ce point
3) Calculons la limite de f(x) quand x tend vers +oo

x? ) 1 1 _Inx , 1 In 400
xlirpmf(x)— llm (2 +x—2xlnx>=xEme (2+——27>—(+ ) ( +——2 +oo)
=400 = lim f(x) =4
f()

4) Calculons la limite de —— quand x tend vers 4o puis interprétons graphiquement ce

résultat

x) X +x—2xlnx 1 1 ]

X -5 - X nx
lim <f—> = lim <2—> = lim (—+ 1 —21nx) = lim x(—+——2—) =
X—+00 X X—+oo X x—+00 \2 X—+00 2 X X

=+oo(%+i_21n+oo)=+oo = lim <@>=+00

“+ o0 + oo xX—+00 X

La courbe admet une branche parabolique de direction (0J)

5) Lafonction f est dérivable sur ]0; +oo[ et on note f’ sa dérivée. Démontrons que :
Vx €]0; +oo[, f'(x) = g(x)

2

f(x)—( +x—2xlnx) =x+1-2(Inx+1)=x+1-2Inx—-2=x—-1-2Inx= f'(x)

=x—1-2Inx=g(x)
6) En utilisant les résultats de A-) déterminons le signe de f’(x) et dressons le tableau et
variation de f. Tragons la courbe
f'(x)a le méme signe que la fonction g(x) alorson a:

1 3 a?
f(1)=§+1—21nx=§ et f(a)=7+a—2alna=0,875
0 1 a + oo
fx) + [ - ] +
3
a + o
f(X) /2\ /
0 f(a)

Intersection avec les axes :
() n (xOx) :f(x) = 0alors x =0 = 0(0;0)

« ()N (' 0y):x=0alors f(0) =0 = 0(0;0)
A
3

v

o 1 2 3 4 5
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7) Soit t un nombre réel tel que : 0 < t < 1. En utilisant une intégration par parties,
calculons I'aire A(t) de la partie du plan comprise entre la courbe (C), la droite (Ol)
et les droites d’équations x =t et x = 1

t t x2 1 1 t t
A(t) = f fx)dx =f —+x—2xInx |dx = [—x3 +—x2] —2] xin xdx
1 1 2 6 2 1 1

7 t3 2 2 7 3 2 2
:(g—?—t +t lnt)u.a =>A(t)=(g—z—t +t lnt)u.a

Calculons la limite de A(t) quand t tend vers 0

lim A(t) = li 7t t2 +t%Int _7 li At—7
Hm A = lim | =5~ nt)=gua=IimA{) =cua

BACCALAUREAT 2014 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :Exercices :A-)On considere trois nombres entiers naturels a, b et c qui s’écrivent
dansbasen:a =111;b =114 et c = 13054
1) Sachant que ¢ = ab, déterminer n puis I'écriture de chacun des nombres dans le
systeme décimal
2) Vérifier en utilisant I'algorithme d’Euclide, que a et b sont premiers entre eux.
En déduire les solutions dans Z* de I'équation : ax + by = 1
B-)Une variable aléatoire X prend les 1 ; -1 et 2 avec les probabilités respectives e?,
eP et e€ ol a, b et ¢ sont en progression arithmétique.
On suppose que I'espérance mathématique E(X) est égale a1
3) Calculer a, b et c et la variance V (X)
4) Soit A, B et C trois points d’abscisses respectives 1, -1 et 2 d’une droite graduée (A)

d) Calculer I'abscisse du point G barycentre de {(4,1), (B, 2), (C,4)}

e) Onpose:p(M) = %(MA2 + 2MB? + 4MC?), 0u M est un point de ((A).

Montrer que @(G) =V (X)

f)  Déterminer I'ensemble (") des points M de (A) tels que (M) = 3
Probléme :
Partie A : On considere la fonction g dérivable sur R et définie par :

gx) =1 —xe!t™*-1
1) a)Justifier que la limite de g en +o est — 1
b) Déterminer la limite de g en —oo

2) a) Démontrer que, pour tout x élément de R, g'(x) = (x — 2)el™
b) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation
3) a) Démontrer que I'équation x € R; g(x) = 0 admet une unique solution a
b) Justifier que :0,4 < a < 0,5
Vx € ]—o0,a[,g(x) >0
Vx € Ja, +oo[, g(x) < 0
Partie B :0n considére la fonction f dérivable sur R et définie par: f(x) = xe'™ — x + 2

4) En déduire que : {

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, 1,]).
L’unité graphique : 2cm
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1) Déterminer la limite de fen —o et en + o
2) a) Démontrer que f est une primitive de g
b) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation
3) a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a
(C)en+
b) Etudier la position relative de (D)et (C)
4) Démontrer que (C) admet en —oo une branche parabolique de direction (0J)
5) Déterminer une équation de la tangente (T)a (C) au point d’abscisse 1
6) Démontrer que f(a) =1 —a + i
7) Justifier que, pour tout nombre réel x, f(—x +2) = e 1f(x)
8) On admet que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions
On appelle S I'une de ces solutions. Démontrer que —f + 2 est I'autre solution
9) Tracer (D), (T) et (C).Onprendraa = 0,4 et B =25
Partie C : SoitA un nombre réel strictement positif et A(2) I'aire en cm? de la partie du plan
délimitée par (C), la droite (D) d’équation y = —x + 2 et les droites d’équations
respectivesx =0 et x =1
1) Calculer A(A) al'aide d’une intégration par parties
2) Déterminer la limite de A(A) lors que A tend vers + o
+H++HH+H - RESOLUTION +H+++++H++ b+
Exercices :A-) On considére trois nombres entiers naturels a, b et c qui s’écrivent dans
basen:a=111;b =114 et c = 13054
1) Sachant que ¢ = ab, déterminons n puis I’écriture de chacun des nombres
dans le systeme décimal
a=111=n?>4+n+1 ; b=114=n*+n+4 et
c=13054 =n*+3n%+5n+4 avec(n>5)
c=ab=>n*"+3n3+5m+4=n>+n+1)n%*+n+4) =
n*+3n¥+5n+4=n*+2n3+6n*+5m+4=>n*-6n’=0=
nm—6)=0= n=6
a=111=6*+6+1=43=a=43 ;
b=114=6*+6+4 b =46
c=13054 =6*+3(6)3+5(6) +4 = c = 1978
2) Vérifions en utilisant I'algorithme d’Euclide, que a et b sont premiers entre eux.
Pour cela déterminons le PGCD(a, b):
46 =1%x43+3 43=3x%x14+1 alors PGCD(a,b) =1 cqfv
Déduisons-en les solutions dans Z2 de I'équation : ax + by = 1
43-3x14=1 = 43-14(46—-43)=1 = 43 —-14%X46+14%x43 =1 =
43x+ 46y =1
43(15) + 46(—14) = 1 :{43(15”46({14) _,
43x + 46y = 43(15) + 46(—14) = 43(x — 15) = 46(-y — 14) =
X_15=_y_14=k:~ {x—15=4—6k =;’{x=46k+15 N
46 43 -y — 14 = 43k y = —43k— 14
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S = {(46k + 15; —43k — 14)}
B-) Une variable aléatoire X prend les 1 ; -1 et 2 avec les probabilités respectives e?,
eb et e ol a, b et c sont en progression arithmétique.
On suppose que I'espérance mathématique E(X) est égale a 1
3) Calculonsa, b et c et la variance V(X)

*D’aprés la loi de la probabilité e* + e? + e =1 (1)
eCommeE(X) =1= e%*—e? +2e°=1 (2)

b=a+r
c=a+2r
{e“ tel+et=1 {e“ + et 4 e+2r = 1 {ea(l +e"+e?) =1 PN
et —el +2ec=1 et — et 4 2027 = 1 et(1—e"+2e*) =1

1%re Méthode : Comme a, b et ¢ sont en progression arithmétique alors : {

e 1 1
T 2r
1+e"+e N — <A
0l = 1 1+e"+e? 1—e" +2e?"
1—e’ + 2e?"r

1+e"+e? =1—-e"+2e¥" = 2" —e? " =0=e"2—-e")=0=>r=1In2

1
a —
Avec e® = 1+eln24e2In2

D’ou b=a+r=—ln7+ln2=ln§ etc=a+2r=—ln7+21n2=ln§

=%=>a=—1n7

2¢me Méthode : Comme a, b et ¢ sont en progression arithmétique alors: 2b=a+c¢ =
e2b — gatc (3)
D’ou le systéeme
e+ebtec=1 (1)
e?—eP+2ec=1 (2) =de(1)+ (2ona: 2e*+3e°=2=
e2b — ea+c(3)

2 — 3e€ 3
e? = 5= 1 —Eec 4
Dans (3)ona:
3 e?b 3
e2D=C =l = p2=C =] _ —o¢ = ___=1—_¢f = 20 = ¢ —_¢2¢(5)
e‘ 2 2

1
De (1) —(2),0ona:2el —ec =0=e? = Eec(6)
2
De (6) dans (5)on a (lec) =et—3p2c 5 lp2c — e _3p2c ylpc o _3pc o
2 4 2 4 2

2

1 3 7 4 ]
(42)e =1 = er =1 e =t —fr=in
4 2 4 7

t dans (6) polomi_1.2_2 b2 b = In2let d (4)
: = — === == = — = = — H
e ans ona:e 28 2% 7 e 7 n7e ans ona
- 3 . 01 3 int ) 3 4 . 6_1_] .
= —_— = _— = —_——ck = = —_——_——= = = —
e 28 = e 26 2% 7 7 a n7
x 1 —1 2
P(X = x)) em;:; ot _ 2 elré:;

, _ 2y 2= 2,1 22 24 _q2 _ 42416 . 19-7 12
Dot: V(X)) =E(X) — (ECD) =P x o+ (-1 x>+ 22 x -1’ =——-1=—==
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12
V(X) = 7

4) Soit A, B et C trois points d’abscisses respectives 1, -1 et 2 d’'une droite graduée
4)
d) Calculons I'abscisse du point G barycentre de {(4, 1), (B, 2),(C,4)}
axg+BXg+yxe 1x1—-1%x24+4%x2 7
Sy 1+2+4 =7
e) Onpose: (M) = %(MA2 + 2MB? + 4MC?), 0l M est un point de ((A).
Montrer que ¢(G) = V(X) PosonsM =G,ona:
o(6) = %(GA2 +2GB? + 4GC?) = %(02 +2x22+4x12) = §(12)
d'oll p(6) = V(X) ==
f) Déterminer 'ensemble (T) des points M de (A) tels que (M) = 3
Introduisons le point G :

=1 alors x; =1

(a+ B +y)MG? + aGA* + BGB? + yGC*?

1
M) = 7(MAz +2MB? + 4M(C?) =

7
TMG? + GA? + 2GB? + 4GC? 12
= - =3=~M62+¢(G)=3=~M02+7=3
12 21-12 9 9 3.7 3W7
MG:=3—-—=——" " =—_=MG= |[-=— = MG =—
G 3 7 7 7: G ﬁ 7: G 7

(") est un cercle de centre G et de rayon r = g

Probléme :Partie A : On considére la fonction g dérivable sur R et définie par :
gx)=(1-xet™>-1
1) a)lJustifions que la limite degen +c0 est — 1

i — 3 - 1-x _ — _ 1—0co __ —— -0 __

xgrgw g(x) x‘l_lg—loo((l x)e 1) (1 - )e 1 ooe 1
b) Déterminons la limite de g en —co

lim g(x)= lim ((1-x)e!'™ —1)=(1+o)e!** —1=4o0we** -1

X+—>—00 Xr——00
=+ alors
2) a) Démontrons que, pour tout x élément de R, g'(x) = (x — 2)el™*
9' () = (1 —x)et*— 1), =—el ¥ (1—x)el™=(-1—-1+x)el™
= (x —2)e' ™ =fg'(x) = x—2)e" Mcqfd

b) Etudions les variations de g et dressons son tableau de variation

Posons g'(x) =0 = (x—2)el™*=0= {);1__,(2:(? alorsx =2 et
g2)=(1-2)er2-1=-1-1
X —00 2 + oo
g - | +
+00 1

> o1

3) a) Démontrons que I'équation x € R; g(x) = 0 admet une unique solution a
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el a fonction g est strictement décroissante sur |—oo; 2| avec des images de signes opposés
alors a € |—o0; 2[

eLa fonction g est strictement croissante sur |2; +oo[ avec des images de méme signe,
alors I’équation g(x)=0 n’a pas de solution sur cet intervalle. D’ol a € |—o0; 2[

b) Justifions que :0,4 < a < 0,5

Comme ]0,4; 0,5[ € ]—oo; 2[ ; alors a € ]0,4;0,5[ avec g(0,4) x g(0,5) < 0 d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires

VX € |—o0, af, g(x) > 0

5) Déduisons-en que : {Vx € Ja, +oof, g(x) < 0

X —00 a 2 + o
g - - I +

g(x) \B\

Signe de g(x) + =

Dot {VX €]-o0,al,g(x) >0

VX € Ja, +oo[,g(x) < 0
Partie B : On considére la fonction f dérivable sur R et définie par :
f(x) =xel™*—x+2
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0, 1,]). 'unité graphique : 2cm
1) Déterminons la limite de f en —co et en + oo

2

2
lim f(x) = lim (xe!™ —x+2) = lim x (el‘x -1+ —) = -0 (e“‘” -1+ —) = -
X——00 xX——00 X——00 X —00

lim f(x) = lim (xe!™ —x+2) = lim x(el"‘ -1 +E) =400 (e1‘°° -1 +i> = -0
X—>+00 X—>+00 X—+00 X +o00
2) a) Démontrons que f est une primitive de g
f'(x) = (xe? ¥ —x+2) =el™—xe!™*-1=(1—-x)e!™*-1=
ffx)=gx)=10—-xe*-1
b) Etudions les variations de g et dressons son tableau de variation

Comme f'(x) = g(x) =0= g(a) =0 alors x=«a
Vx € ]—oo,af, f(x) >0

Et « €]0,4;0,5[; alors {Vx € Ja, +oo[, f(x) < 0

X —00 a + oo
() + | -
f(a)\
f(X) /

3) a) Démontrons que la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote
oblique a (C) en +
lim (f(x) —y) = lim (xe?™ —x+2—(—x+2)) = lim (xe'™¥) = +o0el~* =0
X—+00 X—+00 X—+00
= lim (F(x) —y) =0 cqfd
XxX—+00
b) Etudions la position relative de (D)et (C)
Posons h(x) = f(x) —y=xel™ = h(x) =0 = xel™=0=x=0
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x — 0 +
h(x) - +
Positions (C) est au dessous de (D) (C) est au dessus de (D)
relatives

Si x=0 alors (C) et (D) se coupent
4) Démontrons que (C) admet en —co une branche parabolique de direction (0])

f(x xel™ —x+2 2 2
lim (—)= lim ————— = lim (el_x—1+;)=e1+°°—1+—=+00

X——-00 X X——00 X X——00 + oo

f
lim @ = +oo cqfd

5) Déterminons une équation de ;(a tange)r:te (T)a (€) au point d’abscisse 1
’ _ _ 1-1 -
y=rme-n+fm= {07 T s
y=-1lx-1)+2=-x+3=y=-x+3
6) Démontrons que f(a) =1 — a + 1Tla
fla)=ael™ @ —a+2; mais gl@)=(1—-w)el ™ *-1=0=
a+1-1

el @ = ! alorsf(a)=L—a+2=——a+2
1—«a 1—a 1—«a

1 1
fla)=———1—a+2 douf(a) =1—a+ cqfd
1-« 1-—«
7) Justifions que, pour tout nombre réel x, f(—x +2) = e*"1f(x)
—x+2
f(—x+2)=(—x+2)e™* 2 +x—-24+2=(—x+2)e¥ 1 +x=—r—+x

e—x+1

_—x+2+xe'™  f(x)

= f(—x+2) = e f()cqfj

el—x T el—x
8) Démontrons que —f3 + 2 est I'autre solution

Si B est solution de cette équation alorson a :

f(B) =0 et f(—B+2) = eP~1f(B) alors f(B—2) =ef1x0=0 douf(-f+2)=0
9) Tragons(D), (T) et (C).On prendraa = 0,4 et B =2,5

Intersection avec les axes :

c(OON(X'0x):f(x) =0alors x=B=25etx=—B+2=-25+2=-0,5

e ()N (y'0y):x=0alorsf(0)=—-0+2+0e°=2 f(04)=1-04+ 1_10’4 =26
Partie C :

1) Calculons A(4) a I'aide d’une intégration par parties

1 2 _ _
AD) = f (f(x) —y)dx = j xe'™*dx onpose {dv Z ;icxdx = { du _ (?fx =
0 0

v=—e
= [—xel™*]} + fo/lel"‘dx =—2et™ — [e7¥]} alors A(D) = (et — el +e)u.a
2) Déterminer la limite de A(4)lors que A tend vers +
Jim A(2) = lim (—ret™* —el™* +e)=e waalors A(}) =eu.a
—+400 —+00
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BACCALAUREAT 2015 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :
(m-1)n(n+1)
6
2) Démontrer que pour tout entier naturel n : 109"+2 + 10°™*1 + 1 est divisible par 111

3) a) Décomposer 469 en produit de facteurs premiers

Exercice 1:1) Démontrer que, pour toutn € N*,ona: ) 7_; k(n — k) =

b) Résoudre dans N2 I’équation : x3 — y3 = 469
Exercice 2 :Le plan complexe est muni du repére orthonormé (0, U, ¥) direct
Soit Z € C ol C désigne I'ensemble des nombres complexes. Posons Z = x +
iy; x et yréels
1) Soit M(Z) un point du plan complexe et M’(z")I'image de M par la rotation de
centre O et d’angle &  Exprimer Z'en fonctionde Z et 6
2) On considére dans C I’équation d’inconnue Z qui suit : (E): %ZZ +47y34+32=0
Résoudre I'équation (E)
3) On considére A et B d’affixes respectives a = —4v3 — 4i et b = —4+/3 + 4i
Calculer OA, 0B et AB. En déduire la nature du triangle OAB
4) On considére par C le point d’affixe ¢ = v/3 4+ i et par D son image par la rotation de
centre O et d’angle g Déterminer I’affixe du point D
5) On appelle G le barycentre des points pondérés (0, 1); (D,—1) et (B,—1)
a) Montrer que le point G a pour affixe g = —4+/3 + 6i
b) Placer les points A, B, C et G sur une figure (Unité graphique : 1cm)
6) Déterminer une mesure en radians de I'angle (m)
En déduire la nature du triangle GAC
Probleme :
Partie A : Soit la fonction numérique dérivable sur ]0; +oo[ et définie par :
gx) = — 2);1 +Inx
1) a) Calculer xl—i>I-Il:loc g(x)b) Calculer Xlir(r)l+ g(x)

X2+2x+2
3
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b) En déduire le sens de variation de g.
c) Dresser le tableau de variations de la fonction g
3) a) Démontrer que I'équation g(x) = 0,Vx € ]0, +oo[ admet une solution unique a
b) Justifier que 2,55 < a < 2,56
vx €]0,af,g(x) <0
VX € Ja, +oo[, g(x) > 0
Partie B :0n considére la fonction numérique dérivable sur ]0; +oo[ et définie par :

fx) = (%— lnx)e_x

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal (0, 1,))

c) Démontrer que : {

Unités graphiques : O = 2cm et 0] = 10cm
1) a)Calculer li%1+ f(x) puis donner une interprétation graphique du résultat
X—

b) Calculer liIP f(x) puis donner une interprétation graphique du résultat
X—+00

1+a

-
e
a?

2) Démontrer que : f(a) = —

3) a) Démontrer que :Vx € ]0,+[, f'(x) = e *g(x)

b) Utiliser la partie A, déterminer les variations de f

c) Dresser le tableau de variation de f

4) Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 1 est
3 4

= ——X+-
y e [

5) Construire la droite (T) et la courbe (C) dans le plan muni du repére (0,1,]), on
prendra :a = 2,6
Partie C:
1) Soit h la fonction dérivable sur ]0, +oo[ et définie par: h(x) = e *Inx
Démontrer que h est une primitive de f sur ]0, +oo[
2) Soit A un nombre réel tel que 4 > 3
a) Calculer, en cm? et en fonction de , I'aire A(A) de la partie du plan comprise
entre (C), (Ol) et les droites d’équationx =3 et x =1
b) Calculer lim A(A)
A—+00

+++++++HH A RESOLUTION +H+++++++ 4+ ++
(-Dn(n+1)

Exercice 1 : 1) Démontrons que, pour toutn € N*,ona: Y}_, k(n — k) = o

1 Méthode :Y}_, k(n — k) = S22
Zk(n—k) =Z(nk—k2) :an_zkz :nzk_zkz :n<n(n2+ 1)>_n(n+1)6(2n+1) -
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 =1
= n?(n+1) n+1D@n+1) 3n2(+1) nm+1DEn+1)
Zk(n—k) = - = -
2 6 6 6
3+ 1) -nn+12n+1)
= - =
_(n+ 1)(3n? —n(2n + 1)) _(+DBr*-2n-n) (+Dn@n-1)
B 6 - 6 - 6

k=1
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:Z k(- o) = waﬂd

2éme Méthode : le raisonnement par récurrence :
eVérifions que la relation est vraie pour certaines valeurs de n

Pourn=1;ona: >t k(1—-k)=11-1)=0= —(1_1);(“1) =

0 alors @ =01lvraie
eSupposons que la relation est vraie dans le rang de n :

_(n—=Dn(n+1)

Zk(n—k):1(n—1)+2(n—2)+»~+n(n—n) 3
k=1

eDémontrons qu’elle reste toujours vraie dans le rang de n+1,on a :
= M+1-Dn+Dn+1+1) n@m+1Dn+2)
Z k(n+1-k) = < = =

k=1

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Zk(n+1—k)=Zk(n—k+1)=2(k(n—k)+k)=Zk(n—k)+2k=
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

:Zk(n—k)+(n+1)(n—(n+1))+Zk+(n+1)=(n+1)z(n_1)+n(n2+1)
= (4 Dn(n—1) 4 3@+ 1) (4 Den—-1)+3n)
- : > é -
(n+1)n(n—1+3):(n+1)n(n+2):ik(n+1_k)=n(n+1)(n+2)

6 6 6 cafd

Conclusion :¥n € N, la relation est toujours vraie
2) Démontrons que pour tout entier naturel n : 109™2 + 10™+1 + 1 est divisible par 111
10°7+2 4+ 106"+ + 1 = 0[111] (10%)3" x 102 + (103)?" x 10* + 1 = 0[111]
mais 10° = 1[111] alorsona:
13" x 100+ 12" x 10 + 1 = 0[111] 111 =0[111]d'ou 0 = 0[111]cqfd
3) a) Décomposons 469 en produit de facteurs premiers

Ona 469 =7 X 67

b) Résolvons dans N2 I'équation : x3 — y3 = 469
3=y = (=) 2 +xy+y2) =1x469=7x67:

) - N 2 2y = —ry=1
Onadonc: (x — ¥)(x% + xy + y?) = 1 x 469 alors {x2+xy+yz=469 (&)
o — ) (2 2y = x—y=7
Ou bien :(x — y)(x? + xy + y%) = 7 x 67 alors {x2+xy+y2= 67 (52)

Résolvons alors (S;) et (S,):
e Pour le systéeme (S1),0ona:
{ x—y=1 :{ x=1+y

x*+xy+y? =469 " l(1+y)?+ A +y)y+y® =469

3y2+3y—468=0=y?+y—156 =0 = A= 1> — 4 x 1(—156) = 625

-1-25

V1=
— 2
= VA=25= 14725

=1+2y+y?>+y+y>+y? =469

= —13 arejeter
alors x=1+12=13= (x;y) = {(13;12)}

ePour le systéme (S,),ona:
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{ x—y=7 { x=7+y
x?+xy+y?=67 T+ + T +y)y+y* =67
=3y +21y—18=0=y2+7y—6=0= A= 7% — 4 x 1(—6) = 49 + 24 = 73

=494+ 14y +y* + 7y +y* +y*> =67

-7—73 .
y1 = —— arejeter
= VA=+73 = 2 D'ou |S={(13;12
—7+v
y, = arejeter

Exercice 2 :
1) Soit M(Z) un point du plan complexe et M’(z") I'image de M par la rotation de
centre O et d’angle
Exprimons Z'en fonctionde Z et 0 Z' = efZ
2) On considére dans C I'équation d’inconnue Z qui suit : (E): %ZZ +47ZV/3+32=0

Résolvons I'équation (E)

1 1
FZ27+42V3+32=0 = A=(4\/5)2—4><§><32=16><3—64=—16=~ VA= 4i

—4V/3 — 4i
|(21=71=—4\/§—4i
2X5
2 d'ot § = {~4v3 = 4i; —4v3 — 4i}
—4+/3 + 4i )
22271:—4\/’§+4l
ij

3) On considére A et B d’affixes respectives a = —4+/3 — 4i et b = —4+/3 + 4i
CalculonsOA , 0B et AB. En déduisons la nature du triangle OAB
=]a|]=8; 0B=|b|=8 et AB=|a—b|=|-8i|=8 dou
OA=0B=AB=8
OAB est un triangle équilatéral
4) On considére par C le point d’affixe c = v/3 + i et par D son image par la rotation

de centre O et d’angle ;—t Déterminons I'affixe du point D
s s
Z’=e3Z=>ZD=e3ZC=(cos3+1sm )(\/—+) +1— (\/—+1)

_V3+3i+1-V3
a 2
5) On appelle G le barycentre des points pondérés (0,1); (D,—1) et (B,—1)
a) Montrons que le point G a pour affixe g = —4+/3 + 6i

1x0—1x2i—1(—4V3+4i) —2i+4V3—4i
= _1+1_(1\F ) _ _\[ =—(4/3-6i) = g=-4V/3+6i

b) Plagons les points A, B, C et G sur une figure (Unité graphique : 1cm)

=21$ZD=21

) Déterminons une mesure en radians de I'angle (G4, GC)
En déduisons la nature du triangle GAC

. a—g 43 — 4i + 4+/3 — 6i —10i
Mes(GA,GC)—arg<E) ar < BritaB-e ) rg(sﬁ—51>

s (22 (28D (a0 -
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d'ou Mes (ﬁ, ﬁ) = —g GAC est un triangle équilatéral

. A ]
Probléme :

2x+1
x2

Partie A : Soit la fonction g dérivable sur ]0; +oo[ et définie par: g(x) = — +Inx
1) a)Calculons lil}l gx)
X—+00

. . 2x + o 2 _ . _
Xlﬁlr-ll-’loo g(X) - xlalr-ll-’loo (_ x2 +1n X) - XETOO (_; B X) - xlalg-ltl)o g(X) =t

b) Calculons lim_g(x)
x—0%
2x+1 2x+1

. o Ay o . __
Xll)r(r)l+ g(x) = )}Lr(r)l+( 2 +1In x) 02 +1In0 oo alors ,}l,'(}l gx) o
2) a)Démontrons que :Vx € ]0,+o[, g (x) = XJrf—;HZ
2x+1 4 2x%2 —2x(2x+1) 1 x> +2x+2
g'(x) = (— 2 +lnx) = —X—4+;ﬂg' x) i —
b) En déduisons le sens de variation de g.
Comme g' (x) = X"L:—;HZ > 0 alors g est strictement croissante
c) Dressons le tableau de variations de la fonction g
X 0 + oo
g'(x) +
—+ o0
gx) /
—00

3) a) Démontrons que I'équation g(x) = 0,Vx € ]0, +o[ admet une solution unique a
Comme g est strictement monotone sur ]0; +oo[ alors elle réalise une bijection de
10; +oo[ versR; d’ol g(a) =0
b) Justifions que 2,55 < a < 2,56
D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires on a :

g(2,55) x g(2,56) < 0 alors a €]2,55;2,56[
vx €]0,a,g(x) <0

c) Démontrons que : {Vx € o, +oof, g(x) > 0
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X 0 a + o0
g'(x) +
, — v
8() _—
—00
Signes de g(x) - +

. { vx €]0,a[,g(x) <0
D'ou
Vx € Ja, +oo[, g(x) > 0
Partie B : On considére la fonction numérique dérivable sur ]0; +oo[ et définie par :

fx) = G —In x) e * On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’'un
repére orthogonal (0, 1,]) Unités graphiques: O =2cm et O] = 10cm
1) a)Calculons 1i161+ f(x) puis donnons une interprétation graphique du résultat

X

1 1
lim f(x) = lim <(— - lnx) e'x> = (— —In 0+) e = +oo alors lim f(x) = +oo
x-0+ x-0t \ \X 0 x-0t
D’ou x = 0 est 'asymptote verticale a (C)
b) Calculons lil:l f(x)puis donnons une interprétation graphique du résultat
X—+00

1 1
lim f(x) = lim ((—— In x) e‘X> = (—— In +00) e =—we™=0= limf(x)=0
X—+00 x—+00 \ \X X—+00

+co
D’ou y = 0 est I'asymptote horizontale a (C)
. 1+a _
2) Démontrons que: f(a) = — ;Z“e a
1 200+ 1 2a0+1
f(cx):(——lna)e“" et gl@W)=0 >-————+Iha=0=Ina= T =
o (04 (04

a
7 e @ qud

20+ 1 oa—2a—1
- )e“" = e = f(a) =—

fle) = (é o? o?
3) a) Démontrons que :Vx € ]0, +oo[, f'(x) = e *g(x)
f'(x) = ((% —1In x) e‘x>’ = (—X—lz - %) e — (% - lnx) e = (_1)(2_ x_ % + lnx) e™x

—1-x—-x 2x +
= (T+lnx) eX*=f'(x) = (— e

1
+1In x) e* = f'(x) = e *g(x) cqfd

b) Utilisons la partie A, déterminons les variations de f
Comme f'(x) =g(x) xe*=g(a) =0 alors x=a eta €
vx €]0,af,f(x) <0
VX € Ja, +oo[, f(x) > 0
c) Dressons le tableau de variation de f
X 0 a + o
') - | +

+00 0
f(@)

4) Démontrons qu’une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 1 est y =

12,55; 2,56][; alors {

3 4
—Zx+-
e e

Vérifions si }Cin}(f(x) -y)=0

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



398

. o 34 N 3 4 3 4

lim(f (x) —y) = lim (——lnx)e X p—x—— =(——ln1>e =t ———

x->1 x-1\\x e e 1 e e e
1 3

4
=—4+>--=0=li -y) =0 cqfd
s To =0 =1m{f(x)-y) cqf

5) Construisons la droite (T) et la courbe (C) dans le plan muni du repére(0,1,]), on donne :a = 2,6

Intersection avec les axes :*(C) N (X,OX) Hfx) =0 = G —1In X) e X=0=x€]0,af

¢ ()N (y'0y):x = 0 alors f(0) = +o0 Pas d’intersection

m [
J
2 410 1 2:3},:')';-,.:._'4 AL —»
[ A
frl-"7"
Partie C:

1) Soit h la fonction dérivable sur ]0, +oo[ et définie par : h(x) = e *Inx
Démontrons que h est une primitive de f sur ]0, +oo[
Pour cela vérifions si h'(x) = f(x)
1 1
h'(x) = (e *Inx) = —eXInx + ;e"‘ = (; —1In X) e = h'(x) = f(x) cqfd
2) Soit A un nombre réel tel que 1 > 3
a) Calculons, en cm? et en fonction de |, I'aire A(4) de la partie du plan comprise
entre (C), (Ol) et les droites d’équationx =3 et x =1

P
A = —f fG)dx = —[h(x)]t=—(e*InA—e*In3)ua =
3

A = (—e?*Ini+e?In3)u.a
b)  Calculons Alizrn A(Q)

lim AA) = lim (—e*In1+e%In3)=—-e “In+o+e >3 =e3In3=
Ao+00 Ao+
Aligrn AAD) =e3In3u.a
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BACCALAUREAT 2016 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :
Exercice 1: Dans une urne il y’a n boules rouges et 2n boules blanches

On tire simultanément p boules de 'urnep < n
1) Sin=5 etp =4, calculer les probabilités des évenements suivants :
A : Obtenir deux boules blanches et deux boules rouges
B : Obtenir au moins une blanche
(On donnera les résultats sous la forme de fractions irréductibles)
2) Onsuppose que p = 2 et n un entier naturel quelconque tel que : n > 2
a) Calculer la probabilité P, d’obtenir deux boules de méme couleur
b) Démontrer que la suite (P,)»2 est majorée par 1
Quel est le sens de variations de (P,)ps2 ?
c) Déduire de la question précédente que (P,),2 est convergente et calculer
sa limite
Exercice 2:
Partie A :
1) n étant un entier relatif quelconque, on pose A=n-1 et B=n2-3n+6
1) a)Montrer que le PGCD de A et B est égal au PGCD de Aet 4
b) Déterminer, suivants les valeurs de n, le PGCD de A et B
2) Pour quelles valeurs de I'entier relatif n, le nombre % est-il un entier relatif ?
) Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on désigne 6 leur PPCM et pu leur PGCD
1) Déterminer les couples d’entiers naturels (a ; b) tels que : 36+2u=11
2) Dresser la liste des diviseurs de 108.
Déterminer les couples d’entiers naturels tels que : u-36=108 et 10 < § < 15
Partie B :0On consideére trois points non alignés A, B et C de I'espace
On désigne par G, le barycentre des points pondérés (4, 3); (B, 2) et (C,—1) et par G, le
barycentre des points pondérés (4,2); (B,1) et (C,1)
4) a) Calculer m en fonction de 4B et AC
b) En déduire que G; # G,
5) Atout point M de I'espace on fait correspondre le point M, tel que:
W = 3MA + ZW—Wetlepointh tel que:TM{= 2MA + MB + MC
c) Démontrer que si M décrit une droite (D) de I'espace, M; décrit la droite (A)
par une homothétie que I'on précisera
d) Montrer que le vecteur m reste constant quand M décrit R
6) Déterminer I'ensemble (S) des points M de I'espace tels que :W X m =0
PROBLEME :
Partie A : Dans tout le probléme, les fonctions étudiées sont dérivables sur ]0; +oo[
On consideére la fonction h définie sur ]0; +oo[ par: h(x) = 1+ % —2Inx

1) Calculer les limites de h en 4o et a droite en 0
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2) Onnote h' la dérivée de h ; démontrer que : Vx € ]0; +oo[; h'(x) = %:xz)
3) Démontrer que I'équation h(x) = 0 admet une solution unique x, dans ]1; +oo.
En déduire le signe de h
Partie B : On considére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par :
g(x) =x>(1—Inx)+1+Inx
1) Calculer les limites de g en 400 et a droite en 0
2) Onnote g’ la dérivée de g; démontrer que : Vx € ]0; +oo[; g'(x) = xh(x)
Démontrer que g(xy) > 0
3) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique x; dans ]0; 1[.
4)  Onadmet que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique x, dans ]xg; +oo[.
a) Déterminer lesignedeg
b) Démontrer que x; € ]0,3;0,4[ et x, € 13,3;3,4[

xilnx
1+x?
1) Démontrer que f est continue a droite en 0 mais non dérivable en 0

Partie C : On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =

2) Calculer la limite de f en +oo puis interpreter graphiquement ce résultat
gx)

3) Onnote f'la dérivée de f; démontrer que : Vx € ]0; +oo[; f'(x) = )

4) Dresser le tableau de variation de f

2
. . . A . 1
5) Démontrer que si « est solution de I'équation g(x) = 0 alorslna = Eeten

a’-1
déduire f(a)
6) Endéduire que f(x;) < 0et f(x;) > 0. Vérifier que f(1) = 0 puis en déduire le
signe de f
7)  Tracer la courbe représentative (Cr) de f dans le plan muni du repére orthogonal
On prendra pour unités : 3cm en abscisses, 8cm en ordonnées, x; = 0,35 et x, = 3,35
++++++ - RESOLUTION +++++++ 44+ ++
Exercice 1: Dans une urne il y’a n boules rouges et 2n boules blanches
On tire simultanément p boules de 'urnep <n
Soit 2 I'univers : card(2) = C},
1) Sin=>5 etp = 4;calculons les probabilités des événements suivants :
Aty 15X 14x13x12

41T 4x3x2
A: Obtenir deux boules blanches et deux boules rouges

card(Q) = Cls = =15%x7x 13 = 1365

PA) = C2xC% _10x45 450 30 alors P(A) = 30
1365 1365 1365 91 91
B : Obtenir au moins une blanche
P(B)=1 —C—é =1- > = 1365 -5 = 1369 alors P(B) = 72
1365 1365 1365 1365 273

2) Onsuppose que p = 2 et n un entier naturel quelconque tel que : n > 2
a) Calculons la probabilité P,, d’obtenir deux boules de méme couleur
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nn—1)  2n(2n-1)
_ Ch +C3, 2 + 2

nf—n+4n*-2n 5n—3
P, = =

= = d'ou P, =
cz 3n@GBn—1) 9n2 — 3n e
2

b) Démontrons que la suite (P,,),>2 est majorée par 1

Comme P, est une probabilité alors B, < 1 oubienvVn = 2ona:

5n
9n>5n=>9n—3>5n—3=:»1>9 =P, <1

n—3
Déterminons le sens de variations de (P,),»2

on pose f(x) _ Pn N f(X) _ Zi:; N f,(x) _ 5(9x—3)—9(5x—-3) _ 45x—15-45x+27
reoN 12
1o =

(9x-3)2 (9x-3)2
Par conséquent (P,),s2 eststrictement croissanteetona:P, . =P,
c) Déduisons de la question précédente que (P,,),>2 est convergente et

> 0 alors f est strictement croissante

calculons sa limite
Comme (P,)ns2 est majorée et croissante alors elle est convergente

- . . 5n-3 5 N 5
Salimiteest: lim P, = lim =— =2 d'ou lim P, =2
n-+oo n—-+oo 9In-3 9 n—-+oo 9
Exercice 2:
Partie A :
1) n étant un entier relatif quelconque, on pose

A=n—-1et B=n*>-3n+6

1) a) Montrons que le PGCD de A et B est égal au PGCD de Aet 4

En utilisant I'Algorithme d’Euclide, ona:n*—3n+6=n—-1)(n—-2) + 4
D’ou PGCD(4; B) = PGCD(4;4) cqfm

b) Déterminons, suivants les valeurs de n, le PGCD de A et B
On pose PGCD(A;4) =d avec 0<d <4 ona:
oSin—1=4k=n =4k + 1 alors PGCD(A;B) = 4
eSin—1=4k+1 = n =4k + 2 alors PGCD(A;B) = 1
eSin—1=4k+ 2 = n =4k + 3 alors PGCD(A;B) = 2

eSin—1=4k+3 = n =4k + 4 alors PGCD(A;B) = 1

3

. . n’*-3n+6 . . .
2) Pour quelles valeurs de I’entier relatif n, le nombre 1 est-il un entier relatif

n’-3n+6 _ (n-1)(n-2)+4 _

n—2+ﬁ Onposen—1=D(4) = {-1;-2; —4,1;2;4}

n-1 n-1
oSin—1=—-1=>n=0;eSin—-1=-2=>n=-1;eSin—-1=—-4=n=-3
oSin—-1=1=n=2; eSin—-1=2=>n=3; oSin—1=4—=n=>5
D'ou n=1{-3; —2;0;2;3;5}
1)} Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on désigne 6 leur PGCD et p
leur PPCM

1) Déterminons les couples d’entiers naturels (a ; b) tels que : 36+2p=11
e3(x;y) € N** tels que : {Z Z g; avec A(x,y) =1
eD’apres le théoréme fondamental de PPCM on a : u§ = ab alors pu = xyd
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Ona3d+2xyd =11 = 2xy+3 = 15—1 d’ou & est un diviseur de 11 alors § = {1; 11}
VPour§ =1lalors2xy+3=11= 2xy=8 = xy =4 = (x;y) = {(1;4); (4; 1)}
D'ou (a;b) = {(1;4); (4 1)}
VPourd =1lalors2xy+3=1= 2xy=-2 = xy=-1
2) Dressons la liste des diviseurs de 108.
0108 =22 x 33 alors d(108) = 2+ 1)(3+1) =12
D(108) = (29 2%; 22)(3% 3%; 32 ;33%) =(1,2,4)(1,3,9,27)
D'ou D(108) ={1;2;3;4;6;9;12;18;27;36;54; 108}
Déterminons les couples d’entiers naturels telsque : u — 36 = 108 et10< 5 < 15
ed(x;y) € N** tels que : {Z z g; avec A(x,y) =1
eD’aprés le théoréme fondamental de PPCM on a : u§ = ab alors p = xyd
Onaxyd —3§ =108 = xy—3 = %igd'ou § est un diviseur de 108 et comme 10 < § <
15alorsd =12 alorsxy—3=9= xy =12 =
(y) =1{(1;12); (3;4); (4;3); (12; 1)} Dot (a;b) =
{(12;144); (36;48); (48; 36); (144;12)}
Partie B :
On consideére trois points non alignés A, B et C de I'espace
On désigne par G le barycentre des points pondérés (4, 3); (B, 2) et (C,—1) et par G,
le barycentre des points pondérés (4,2); (B,1) et (C,1)
3) a) Calculons m en fonction de 4B et AC
eComme3+2—1=4+0 alors G, existeetona: 3617+2m—m=6
introduisons le point A : E = %ﬁ — %R (1)
eComme2+1+1=4+0 alors G, existeetona: 2@)+@)+§C)=6
introduisons le point A : TGl = %E aF %R (2)
De (1)-(2),on a :T@—TG{=%E—%R—%E—%R$E:%E—%R=>
SN 1 1
GG, = _ZAB + EAC
b) Déduisons-en que G # G,
Comme A, B et C sont non alignés alors m = —%ﬁ + %TC #+0 d'ou G, # G,
4)  Atout point M de I'espace on fait correspondre le point M; tel que:
W= 3m+2m—metlepointh telque:m= 2MA + MB + MC
d) Démontrons que si M décrit une droite (D) de I'espace, M; décrit la droite (A) par
une homothétie que I'on précisera
OW = 3MA + 2MB — MC introduisons le point G;,on a 1M—G£ + m = 4m =
3MG, = G;M; = G, M; = —3G,M
M; est I'image de M par 'homothétie de centre G, et de rapport k = —3
Lorsque M décrit la droite (D), alors M; décrit la droite (A) image de (D) par I’lhomothétie
de centre G; et de rapport k = —3
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e) Montrons que le vecteur m reste constant quand M décrit R
MM, = 4MG; (1)
MM, = 4MG; (2)
MM, = 4(MG; + G,M) = 4G,G, = MM, = 4G, G,

GG, est un vecteur indépendant de M alors M; M, est un vecteur constant

Comme { de (1) — (2)on a: MM; — MM, = 4MG, — 4MG, =

f) Déterminons I’ensemble (S) des points M de I'espace tels que :
MM; x MM, = 0 = (4MG,)(4MG,) = 0 = MG, x MG, = 0
Alors (S) est une sphére de diameétre [G,G,]
PROBLEME :
Partie A : Dans tout le probléme, les fonctions étudiées sont dérivables sur ]0; +oo[

On considére la fonction h définie sur ]0; +oo[ par: h(x) =1 + % —2Inx

1) Calculons les limites de h en 4o et a droite en 0

. . 1 1 .
. xl_l)rllwh(x) = xl—lffw (1 ta 2 lnx) =1+ Gy ™ 2In+o alors xll‘l‘ooh(") =-»®

. . 1 1 )
.}Cli’%h(x) —)1611)1(1)(1+F—21nx> = 1+@—21n0 alors ilg})h(x) =+

_ 2
2) Onnote h' la dérivée de h ; démontrons que : Vx € |0; +oo[; h'(x) = %
1 ! 2 2 =2-2x* —2(1 + x?
h(x) = (1 +—=- 21nx) =————-=——=—alors h'(x) = #
x x3 x x x
3) Démontrons que I'équation h(x) = 0 admet une solution unique x, dans
11; +oof.

Comme h'(x) < 0 alors h est strictement décroissante sur ]0; +oo[ alors elle réalise
une bijection de ]0; +oo[ vers ]—co; +oo[ et que x, € ]1; +oo[ © ]0; +oo[ alors x, est
solution de I'équation h(x)=0 avec h(x,) = 0

Déduisons-en le signe de h

X 0 X + o
h' (%) - -
h(x) +o0 \_()\
Signe de h(x) + _

- { Vx €]0;x0[; h(x) > 0
D’ou
Vx € Jxg; +oo[;h(x) <0
Partie B : On considére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par :
glx) =x?(1—Inx)+1+Inx
1) Calculons les limites de g en +o et a droite en 0

1 Inx
. — : 2 _ — - - — i = —
o lim g(x)= lim | «x ((1 Inx) +—+—3 ) o alors lim g(x) = —oo
elimg(x) =lim(x%(1 —Inx) + 1 +Inx) = —oo alors limg(x) = —o
x-0 x-0 x-0
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2) Onnote g’ la dérivée de g; démontrer que : Vx € ]0; +o[; g'(x) = xh(x)
1 1
g(x)=x?*>(1—Inx)+1+Inx) =2x(1 —Inx) - X x? +; =

1 1 1
g’(x)=2x(1—lnx)—x+—=x(2—21nx—1+—2>=x(1—21nx+—2)
x x x

Dol g'(x) = xh(x)
Démontrons que g(xo) > 0:

-

Comme h(x,) = 0alorsl—21nx0+i— 0=Inx, —%
Xo

oN

g(X0)=X02(1—lnX0)+1+lnX0=X0 (1———_) - _Zﬁ
X0

( )—1 PP 2+1+1=> (xo) = +1+1>0

o) = 7% 2T g TN Tty T B 2X° X2 2

3) Démontrons que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique x; dans ]0; 1[.
Vx € ]0;x0[;8'(x) >0
VX € |xg; +o0[;8'(x) <0
g est strictement croissante sur ]0; X, [ et que ]0; 1[ < ]0; x,[ alors x; est solution de cette

Comme g'(x) = xh(x) alors g’ et h(x) ont le méme signe avec {

équation avec g(x;) = 0
4) On admet que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique x, dans ]xg; +ool.
a) Déterminons le signede g

X 0 Xq 1 XO Xy + o
g® -
g(Xo)
5 /o/@/ \o\
Signe de h(x) -

D'ou {VX 10U Ty +0LEG) < 0
VX € |x5; x2[58'(x) >0
b) Démontrons que x; € ]0,3;0,4[ et x, € 13,3;3,4]
eComme x; € ]0,3;0,4[ c ]0; 1[ alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires ; on
a:g(0,3)xg(04) <0
eComme x, € ]3,3;3,4[ < ]x; +oo[ alors d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires ; ona: g(3,3) xg(3,4) <0
fx) = :Txf six#0
f(0)=0

1) Démontrons que f est continue a droite en 0 mais non dérivable en 0

eContinuité : f est continue en 0 si et seulement si : ;lcig(l) fe)=f0)=LU€ER)

Partie C : On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: {

1irr(1) f(x) = f(0) =0 € R alors f est continue en 0
X

eDérivabilité : f est dérivable en 0 si et seulement si : llm f( ) = =f'(0)=L€eR)

00 xln x | Ino
. T+x2 nx _ In0 , _
li e = iy S =l =g = o alors S0 =
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D’ou f n’est pas dérivable en 0

2) Calculons la limite de f en +oo puis interprétons graphiquement ce résultat
. o xlnx o o Inx In4oo )
xl—l>Toof(x) = xl—1>I-§I-100 1+ xz =xl—l>I-PooT = —+ o0 =0 alors x1—1>I-Poof(x) =0
ela droite d’équation y = 0 est une asymptote a la courbe (C)

3) Onnote f’' la dérivée de f ; démontrons que : Vx € ]0; +oo[; f'(x) = ()

(14x2)?
, xinx\  (Inx+1)(1+x?) - 2x(xInx)
1@ =) = - -
1+x 1+ x2)

, Inx +x2M% + 1+ x2—2x2"*  Inx+1+x%(1—1Inx) , g(x)
f= 1 +x2)? 2R I =G ey
4) Dressons le tableau de variation de f

X 0 X1 X + oo
f'() - | + | -
0 f(xz)
f&x) \
f&x0) 0
5) Démontrons que si & est solution de I'équation g(x) = 0 alorslna = Zzti et
en déduire f(a)
eg(a))=0=>a?(l-lna)+1+ha=0=a’—-a’lha+1+lha=0=
a?+1
(1-—a®’)lna=—(a?+1) d'ou Ina= o]

a(az+1)
alna 21 a \ a
S@=TEm= e e daf@=5

6) Déduisons-en que f(x;) < 0et f(xz) > 0.

eComme x; € ]0; 1[ alors x> —1<0 :»xill =f(x) <0
o

eComme x, € |1;+oo[ alors x,2—1>0 = x? = flxy) >0
-

Vérifions que f(1) = 0 puis déduisons-en le signe de f

1ln1
£ =T"12= 0 d’ot f(1) =0

Dol { vx €]0;1[;f(x) <0
vx € ]1; +oo[;f(x) > 0
7) Tragons la courbe représentative (Cy) de f dans le plan muni du repére
orthogonal (O, 1, )
On prendra pour unités : 3cm en abscisses, 8cm en ordonnées, x; = 0,35 et x, = 3,35
eBranches infinies: AV: 4 AH:y =0

i ! . _ xlnx x=0
eIntersection avec les axes : +(C) N (x0x) :f(x) = 0 = = 0= {x _

e (C)N('0y):x=0alors f(0) =0

COLLECTION PLANETE M DAOUDA BANGOURA TSM  EDITION 2019



406

20~ 04 et £(335) = —=
035-1 RS 3352

£(0,35) = -~ 03

A

f (x2]

o

f

BACCALAUREAT 2017 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :
Exercice 1: Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = %
1) Déterminer une primitive de f sur R*
2) Soit la suite (u,) définie pourn > 0 par : u, = 1lr?r(lnﬂ)f(x)dx

Exprimer (u,)en fonction de n
3)  Montrer que (uy,) est une suite décroissante positive. Que peut-on en déduire ?
Calculer la limite uy, lors que n tend vers +oo
4) Onposes, =u;+u,+--+u,
a) Calculer sy, s, et s3 et exprimer s, en fonction de n
b)  Calculer la limite s, lors que n tend vers +oo
Exercice 2:
Une variable aléatoire X prend les 1 ; -1 et 2 avec les probabilités respectives e%, ef et e¥
ou a, B ety sont en progression arithmétique.
On suppose que I'espérance mathématique E(X) est égalea 1
5) Calculer a, B ety et la variance V (X)
6) Soit A, B et C trois points d’abscisses respectives 1, -1 et 2 d’une droite graduée (A)
g) Calculer I'abscisse du point G barycentre de {(4, 1), (B, 2), (C,4)}

h) Onpose: (M) = %(MA2 + 2MB? + 4MC?), ott M est un point de ((A).
Montrer que @(G) = V(X)
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Déterminer I'ensemble (T') des points M de (A) tels que (M) = 3
PROBLEME :
PARTIEA :
On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = e ™ In(1 + e*). On note par (C) sa
courbe représentative dans le plan rapporté au repére orthogonal (O, I, J). L'unité

graphique est 1cm sur I'axe des abscisses et 10cm sur I’axe des ordonnées

1) a.Onrappelle que ;Lm?)ln(le) = 1. Déterminer la limite de f en —o0

b. Vérifier que pour tout réel x : f(x) = eix +e*In(1+e%)
Déterminer la limite de f en 400
c. En déduire que la courbe (C) admet deux asymptotes que I'on précisera
2) On considére la fonction g définie sur |—1; 4+oo[ par : g(t) = i —In(1+1t)
a. Démontrer que la fonction g est strictement décroissante sur [0; +oo[
b. En déduire le signe de g(t) lorsque t > 0
3) a. Calculer f(x) et I'exprimer en fonction de la fonction g(eX), f(x) désignant la
fonction dérivée de f
b. En déduire le sens de variation de la fonction f puis dresser son tableau de
variation
4) Tracer les asymptotes a la courbe (C) et la courbe (C)
PARTIE B
Soit F la fonction définie sur R par: F = f(;( f(t)dt

1) Etudier le sens de variation de la fonction F
1 et

= 1 —_
1+et 1+et
b) En déduire, a I'aide d’une intégration par parties, le calcul de F(x)

F(x)=x—In(1+e*)—f(x)+2In2 €))
F(x)=1n< - )—f(x)+21n2 2)

3) Déterminer lirP F(x)
X—+00

dt
1+et

2) a) Vérifier que pour tout nombre réel t : et calculer f;

1+4e*

4) Déterminer lim (F(x) — x). Donner une interprétation graphique de ce
X—>—00
résultat. Ondonne: In2 = 0,69
+++++++H+++H - RESOLUTION +H++++ b+

eX

Exercice 1: Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) = —
e*+1

1- Déterminons une primitive de f sur R*
_e* _ (eX+1) ;U .
f(x) = 1= oy, Ona la forme de (In(U))' = m alors la primitive de f(x) est
F(x) =In(e*+ 1) +c
. . Ve In(n+1)
2-  Soit la suite (u,) définiepourn > Opar: wu, = [ .~ f(x)dx
Exprimons (u,,) en fonction de n
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In(n+1)

up = f f()dx = [In(e* + 1) T = In(e™™+D 4 1) — In(e™™ + 1)

Inn
Inn

n+2) 1 (n+2)
=3 =
+1 e ]

3- Montrons que (u,,) est une suite décroissante positive.

=ln(n+1+1)—ln(n+1)=ln<n

1% méthode : Pour cela étudions le sens de variation de la fonction f(n) = In ("i)
¢ (1 (n + 2)) det |1 | 1-2 1 .
= <
W=7) " erDe+n GiDetd  GirDm+d

Alors (uy,) est strictement décroissante
2%me méthode : Etudions le signe de u,,, 1 — u,

_ <n+3) | (n+2)_l (n+3>(n+1>_1 n?+4n+3
Bt "arr) TG 2 G2/ T 2 an + 4

n? +4n + 3 n? + 4n + 3

—<1l=>h—/—"——

n? + 4n + 4 n? +4n+ 4
dolu,,q —u, <0

Alors (uy,) est strictement décroissante

maisvn>0;n’+4n+3<n’+4n+4 =

OCommeunzln(%); Vn>0n+2>n+1:>—>1:>ln( )>O:>un>0
n

D’ol u,, est positive
On peut-on en déduire que comme (u,,) est une suite décroissante positive
alors elle minorée.
4- Onposes, =u; +u; +--+u,
f) Calculons s4,s, et s3 et exprimons s, en fonction de n

S =uU = lnzzsl—lnz

3 4
52=u1+u2=1n5+1n§=1n3—1n2+ln4—ln3=ln2=>sz=ln2

5 5
s3=sz+u3=1n2+an=lnE=> s3=lnE

3 4 5 n+1 n+2
lsn=u1+u2+---+un=ln—+1n—+1n—+---+ln< )+1n( )
2 3 4 n n+1

3 4 5 n+1 n+2 n+2 n+2
=ln(—><—><—><--~><—><—)_l - = Sa ln( )
2 3 4 n

n+1 2
g) Calculons la limite s,, lors que n tend vers 4o
+oo + 2
lim s, =ln—s—=+4+00 = lim s, =+
n—+oo 2 n-+oo

Exercice 2 :
Une variable aléatoire X prend les 1 ; -1 et 2 avec les probabilités respectives
e%; eb et e ol a, b et c sont en progression arithmétique.
On suppose que I'espérance mathématique E(X) est égale a 1
1) Calculons a; f5 et y et la variance V(X)
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eD’apres la loi de la probabilité e* + e? +e€ =1 (1)
eComme E(X)=1= e%—eP +2e°=1 (2)
eComme a, b et ¢ sont en progression arithmétique alors : 2b = a + ¢ = e?? = e2*¢ (3)
D’ouU le systéeme

e?+eP+ec=1 (1)

e —eP +2ec=1 (2)=de(1)+(@ona: 2e*+3e=2=

ezb — ea+c(3)
2 —3e°

T2

ea

3
=1 —Eec 4
Dans (3)ona:
3 2b 3 3
e C =gl = e =1 "¢ =>_—=1——¢° = e? =e°—_e2¢(5)
2 ec 2

1
De (1) —(2),ona:2e? —ec=0=e" = Ee”(6)

2
1 3 1 3 1 3
De (6) dans (5)on a (Eec) =e° _Een = Zezc =e€ —Eezc = Zec =1 —Ee” =

e e = 2T

t dans (6) bty 12 2 o 2 In2 et d (4)
: = — =% == — = = — = = In— H
(S ans ona:e 26 2% 7 e 7 ﬁ 76 ans ona
e“=1—E ‘:>e“=1——e'“7—1—§*i:1—ézlz>
2 27 77
X 1 —1 2
P(X = x;) mi_1 m2 _ 2 mi_4
7 =— 7 = — 7 = —
\ € €’=7 ¢7’=7
D’ol:
1 2 4 14+2416 19-7 12
— 2y _ 2 2% 4 (m1)2 X+ 22X 12 = —1= ==
V) =EX?) - (EX) =1 ><7+( 1) ><7+2 x> 1 > > -

o=

2) Soit A, B et C trois points d’abscisses respectives 1, -1 et 2 d’une droite
graduée (A)
a) Calculons I'abscisse du point G barycentre de {(4, 1), (B,2), (C,4)}
oxp +PXg+vyxe 1x1—-1%x24+4x%x2 7
T a+p+y 1+2+4 =7
b) Onpose: (M) = ;(MA2 + 2MB? + 4M(C?), 01 M est un point de
((A). Montrons que @(G) = V(X)
Posons M = G,on a :
o(G) = %(GAZ + 2GB2? + 4GC?) = 3(02 +2x22+4x12) =2(12)
d'olt @(G) = V(X) = %
c) Déterminer 'ensemble (T) des points M de (A) tels que (M) = 3
Introduisons le point G :

XG =1 alors xg =1
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(o + B+ y)MG? + aGA? + BGB? + yGC?
7

1
o(M) = ;(MAZ + 2MB? + 4M(?) =
_ 7MG? + GA? + 2GB? + 4GC?

12
=3=MGZ+(,0(G)=3=MGZ+7=3

7
12 21-12 9 9 3V7 3V7
MG2=3—7= - =7=>MG= 7272MG=7
(") est un cercle de centre G et de rayon r = ¥
PROBLEME
PARTIEA:
On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = e ™ In(1 + e*).
1) a.Onrappelle que Ll_r}t(}@ = 1. Déterminons la limite de f en —o0
lim f(x) = lim (e™In(1+¢e%*)) = lim (M)
X——00 X——00 X——00 e
Onpose:t=e* = {t 'i:)_;oi 0= xlirpmf(x) = rllig(l) ln(1h+h) =

lim f(x) =1

xX——00

b. Vérifions que pour tout réel x : f(x) = i +e*In(1+e™)
f(x) = e™In(1 + &) = e*In(e*(1 + ™)) = e *(Ine* + In(1 + ™))
fx) =e*x+In(1+e*) =xe*+e*In(1+e7¥)
X
f(x) = ped +e*In(1l+e™)
Déterminons la limite de f en +o0
lim f(x) = lim (i +e*In(1+ e‘x)) = kel +e®In(l+e*)=0
X—+00 x—+oo \@X et®

lim f(x) =0

x—+00
c. Déduisons-en que la courbe (C) admet deux asymptotes que I’on précisera
eComme lim f(x) = 1 alors la droite d’équation y = 1 est une asymptote a

X——0o
(C)a—o
eComme 11111 f(x) = 0 alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote a
X—+00

(C)a+
D’ou (C) admet deux asymptote

2) On considére la fonction g définie sur |—1; +oo[ par: g(t) = HLI —In(1+1t)

a. Démontrons que la fonction g est strictement décroissante sur [0; +oo[

_ ot by _ RISt 1 1-t-1 ¢
g = t+1 N1+ =g®= (t+1)2  t+1  (t+DZ (t+1)2
t
80 ="y <’

Alors g est strictement décroissante sur [0; +oo[

b. Déduisons-en le signe de g(t) lors que t > 0; g(0) = #’1 —In(14+0)=0

t 0 + oo
g'® -
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0

0 | T

Comme g est décroissante et admet 0 comme maximum alors Vt > 0; g(t) <0
3) a. Calculons f’(x) et I’'exprimons en fonction de la fonction g(e*), f'(x) désignant
la fonction dérivée de f

-X X\V) — _a—X X e — A X 1 _ X
f'(x) = (e™*In(1 + e¥)) = —e ln(1+e)+1+ex—e <1+EX ln(1+e))
t
= _ X) — _ X
Comme g(t) =] In(1 +t) alors g(e*) 1T o In(1 + e¥)

D’ou f'(x) = e *g(e¥)

b. Déduisons-en le sens de variation de la fonction f puis dresser son tableau de
variation
Comme g(t) < O alors g(e¥) <0 =e*g(e®) < 0=f'"(x) <0
D’ou f est strictement décroissante sur R

X 0 + o
f'(x) —
1

W | T

4) Tragons les asymptotes a la courbe (C) et la courbe (C)
Intersection avec les axes : f(0) = e°In(1 + €°) =In2 = A(0;In2)
PARTIE B Soit F la fonction définie sur R par : F(x) = f(;( f(t)dt

1) Etudions le sens de variation de la fonction F

F'(x) = (fxf(t)dt> =f(x) comme 0< f(x) <1
0

alors F(x) est strictement croissante sur R

g , 1 et x dt
2) a) Vérifions que pour tout nombre réel t : =1- et calculons f
1+et 1+et 0 1+et
1 1+et—e' 1+et et et 1 et

d'o

N —1_
T1tet 1+et

X dt X et
= —_——_— = —_ t X = —_ X
fO“_et—L (1 1+et>dt [t—In(1+eD]f=x—In(1+e*)+In2

= = — =1-
1+et 1+et 1+et 1+et 1+et

X odt
D’ou Im=x+ln2—ln(1+ex)
0

b) Déduisons-en, a I'aide d’une intégration par parties, le calcul de F(x)
Fx)=x—In(1+e*)—f(x)+2In2 (1)

F(x) = In (%) —f+2m2 @)

t

X X _ t _ e
F(x) = f f(t)dt = f (e tIn(1 + e%))dt, on pose {u = ln(1_+ e) _, Jdu= 1+ et dt
o o dv = e 'dt !

vV =—e
F(x) = [—e'In(1 +eY)]E + g(lite‘ =—e*In(1+e)+In2+x—In(1+e*)+In2
Dot FX)=x—In(1+eX)—f(x)+2In2 (1)
Fx)=x—In(1+e*)—f(x)+2In2 =Ine* —In(1 + eX) — f(x) + 2In 2
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X

Dot F(x) =In (ﬁ) —f@+2n2  (2)

3) Déterminons lir+n F(x)
X—+00
X
x1—1>1-‘|-noo F(X) = xl—l}}-loo ln (1 + eX
4) Déterminons lim (F(x) — x).
X—>—00
lirfl (F(x)—x) = lir}l (x—In(1+e)—-f(x)+2In2—-x)=2In2-1=
li[n (Fx)—x)=2In2-1

)— lim f(x) +2In2=2In2= lim F(x) =2In2
X—+00 X—+0oo

Donnons une interprétation graphique de ces résultats. Ondonne: In2 = 0,69
eComme lirp F(x) = 2In2 alors 'aire du domaine plan limité par la courbe (C),
X—+00

1'axe des abscisses et les droites d'équations x = 0 etx = tavect > 0 est 2In2u.a
eComme lim (F(x) —x) = 2In2 — 1 alors 'aire du domaine plan limité par
X—>—00

la courbe (C), la droite d'équation y = 1 et les droites d'équations x = 0
etx=tavect<Oest (2In2—1)u.a

Jh

(C)
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BACCALAUREAT 2018 Terminale Sciences Mathématiques

SUJET :
Exercice 1:

1- a-Caleuler (1+v6)"; (1+v6)"; (1+V6)°

b- Appliquer I'algorithme a 847 et 342. Que peut-on en déduire ?

2-  Soit n un entier naturel non nul. On note a,, et b, les entiers naturels tels que :
(1 + \/g)n =a, + b,V6
Que valent a, et by
D’apres les calculs de la question 1)a) donner d’autres valeurs de a,, et b,
a- Calculer a,,q et b,,q enfonctiondea, et b,
b-  Démontrer que si 5 ne divise pas a,, + by, alors 5 ne divise pas a,+1 + bpi1q
En déduire que quel que soit n entier naturel non nul ; 5 ne divise pas a, + b,
c- Démontrer que si a, et b, sont premiers entre eux, alors a,.; et b, sont
premiers entre eux
En déduire que quel que soit n entier naturel non nul a,, et b, sont premiers entre eux
Exercice 2:
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0; e;; e3)
A tout point M d’affixe z, on fait correspondre le point M’ d’affixe z’ telle que :
z' =7 —4z
1-  Calculer les coordonnées (x’; y") du point M’ en fonction des coordonnées (x; y)
du point M
2- a- Démontrer que I'ensemble (H) des points M du plan tels que z’ soit un nombre
imaginaire pur est une hyperbole
b- Préciser dans le repére (0; e;; e,), les coordonnées du centre (, celles des
sommets et les équations des asymptotes de (H)
3-  Soit P le point d’affixe —; —2i
Déterminer les points M du plan tels que le quadrilatére OMM’P soit un parallélogramme
PROBLEME :
Etude préliminaire :
On consideére la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(x) = In(1 + x) — x
1- Etudier le sens de variations de g
2-  Endéduire que pour tout réel a positif ou nul, In(1 + a) < a
Partie A :
On consideére la fonction f; (x) définie sur [0; +oo[ par f;(x) = In(e* + x) — x
1-  Calculerf'; (x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0; +oo[ et en déduire le
sens de variation de f;
2-  Montrer que pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0; +oo[ ;

fitx) =1In (1 + :—x) . En déduire la limite de f; (x) en +o
3-  Dresser le tableau de variation de f; (x)
Partie B :On considére la fonction fj, (x) définie sur [0; +oo[ par fi(x) = In(e* + kx) — x
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Soit (Cy) la courbe représentative de la fonction fj, dans le plan muni d’un repére
orthogonal (0; 7; J) (unités graphiques : Ol=5cm et 0J=10cm)
1-  Calculerf’; (x) pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0; +oo[ et en déduire
le sens de variation de f;,
2-  Montrer que pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0; +oo[ ;
fi(x) =In (1 + kex—x) .En déduire la limite de fi,(x) en 4o
3-  a- Dresser le tableau de variation de f; (x)
b- Montrer que pour tout réel x de [0; +oo[, on a: fi. (x) < S
4-  Déterminer I'équation de la tangente (T}) a (Cy) au point O
5-  Soit p et m deux réels strictement positifs tels que p < m. Etudier la position
relative de (Cp) et (Cp)
6- Tracer les courbes (C;) et (C,) ainsi que leurs tangentes respectives(T;) et (T5)
enO
Partie C:
Soit A un réel strictement positif, on note A(A) I'aire, en unité d’aires du domaine délimité
par I'axe des abscisses, la courbe (Cy,) et les droites d’équations x =0 et x = A
1-  Sans calculer A(1), montrer que A(1) < k f(;l xe~* dx.( On pourra utiliser
I'inégalité de la question préliminaire)
2- Alaide d’une intégration par parties, calculer l'intégrale f; xe *dx
3-  Onadmet A(A) a une limite en +co. Montrer que XETwA(A) <k
Interpréter graphiqguement ce résultat
+++++++H+++H A RESOLUTION H++++ -+
Exercice 1:
1-  a-Calculons (1 + \/3)2; 1+ \/3)4; 1+ \/3)6
m(1+V6) =1+2V6+6 alors (1+v6) =7+2V6
m(1+V6) = ((1+ \/6)2)2 = (7+2V6)" =49+ 28V6 + 24
alors (1+V6)" =73 +28V6
m(1+v6)" = (1+6) (1+6) = (7 +2V6)(73 + 28V6) = 847 + 3426
alors (1 + \/6)6 = 847 + 342V6
b- Appliquons I'algorithme a 847 et 342.
847 =2 X 342+ 163
342 =2x%x163+ 16
163 =10x 16+ 3
16 =5x3+1

On peut en déduire que le PGCD(847 ; 342)=1 et 847 et 342 sont premiers entre eux
2-  Soit n un entier naturel non nul. On note a,, et b, les entiers naturels tels que :

(1+V6)" = a, + b,V6
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Que valent a4 et b,

n=1lona: (1+\/€)1=a1+b1\/€=1+\/€ alors et {621?1
L=

D’apreés les calculs de la question 1)a) donnons d’autres valeurs de a,, et b,

2 =7
n=2ona: (1+v6) =a, +byV6=7+2v6 alors et {?)2_2
, =
. =73
n=4ona: (1+vV6) =a,+b,V/6=73+28V6 alors et {?}4—28
L=
] ag = 847
n=6on a: (1+\/g) = ag + bgV6 = 847 + 342V/6 alors et {b — 342
6 =

a- Calculons a,, .1 et b, 1 enfonctionde a, et b,
1
(1 + \/g)n =a, + b,V6 = (1 + \/g)wr = apiq + by V6 &
(1+V6)(1+V6)" = (1+V6)(an + byV6) = ay + by V6 + 6b, + a, V6 S
n+1
{ (1+V6)  =any; +by1V6 A {anﬂ = a, + 6b,
1 D
(1+V6)"™" = a, +6by, + (ay +by)V6  Pnt1 Tt by
b- Démontrons que si 5 ne divise pas a,, + b,,, alors 5 ne divise pas a,,;1 + b1
{an+1 = an + 6by, { An+1 + bpiy = 2ay + 7by,
bTL+1 =an + bn An41 + bn+1 — Zan + an + Sbn
Anyq + bpyq = Z(an + bn) + 5b, & Z(an + bn) = Ap41 t bpyr — Sby
Si 5 divise a, 41 + by alors;ona:a,q + byyq = 5k
2(an + byn)

5
Comme 2 et 5 sont premiers entre eux alors 5 divise a,, + b,, ce qui est contradictoire

2(ay + by) = 5k — 5by, < =k—b,

Alors si 5 ne divise pas a,, + by, alors 5 ne divise pas a, 41 + bpy1
Déduisons-en que quel que soit n entier naturel non nul ; 5 ne divise pas a,, + b,,
Comme 5 ne divise pas @41 + by, 1 alors 5 ne divise pas a,, + b,

c- Démontrons que si a,, et b, sont premiers entre eux, alors a,,,1 et b, sont
premiers entre eux

On pose PGCD(ap41; bpy1) = d; il existe (a'p41;b'ns1) € N*2 tel que: {a““ Ant1
by, = db'h4
a =a, +6b aps1 — Db =5b da'p,; —db’ =5b
Comme{ n+1 n n @{ n+1 n+1 n { 1,1+1 :1+1 n =
by =ap + by 6bpy1 —any = 5ap 6db’,,; —da'pyy = 5a,
5b
a,n+1 - b’n+1 = Tn
5a. d divise 5;alors d = {1;5},etd = PGCD(ay; b,,)
6b'ny1 —a'ng = Tn

maisd # 5 alorsd =1
Dol PGCD(apy41; bny1) = PGCD(ay; by) = 1
En déduire que quel que soit n entier naturel non nul a,, et b, sont premiers entre eux
Comme PGCD(ay; b,) = 1 alors a,, et b, sont premiers entre eux
Exercice 2:
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0; e7; e5)
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A tout point M d’affixe z, on fait correspondre le point M’ d’affixe z’ telle que :
z' =z —4z
1- Calculons les coordonnées (x'; y") du point M’ en fonction des coordonnées (x; y)

du point M
x'+iy = (x+iy)?—4(x+iy) =x%+2ixy —y? —dx —diy &
P S , _ , x‘—y‘—4x>
x'+iy =x*—y*—4x +i(2xy — 4y) @M( 23y — 4y

2- a- Démontrons que I'ensemble (H) des points M du plan tels que z’ soit un nombre
imaginai