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CHAPITRE 1 : EQUATIONS, INEQUATIONS POLYNOMES DUSECOND DEGRE DANSIR

A-SITUATION PROBLEME

Une éleve en classe de premiére, décide de faire un jardin de tomates dans la grande cour familiale. Pour
[’encourager, son peére lui offre 20 metres de grillage pour la cloture qu’elle décide d’utiliser entierement.
Elle décide de réaliser son jardin de forme rectangulaire l'indique, laissant sans cloture un de ses cotés
dans le sens de la longueur. Elle veut que [’aire du jardin soit de 48 m2, Devant la difficulté a déterminer
les dimensions de ce jardin, elle explique sa préoccupation a ses camarades de classe. Ensemble, ils
décident de déterminer les dimensions du jardin.

B Activite d’apprentissage

En notan x la largeur, y la longueur P le perimeter et S la surface ce jardin,
a- Exprimé S et P(de la partie a cloture) en function de x ety
. . T 2x+y =20
b- Montrer les dimensions de ce jardin vérifie le systeme (Z){ xy ):’ 48
c-  puis l'équation (W): z°—10z+ 24 =0
d- Determiner alors le dimensions de ce jardin

LECON 1: EQUATIONS ET INEQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS IR

1- Discriminant d’un polyndme du second deqgré

a) Définition
On considere le polynéme du second degré P telque: P(x) = ax® + bx+ coi a # 0.
On appelle discriminant du polynome P le nombre réelnoté \ définipar: A= b°—4 xa xc.

Exemple
Soit le polyndme du second degréPtel que: P(x) = 3x*+ 2x — 4.
Danscecasona:a=3 ;b=3; c=—4.

Son discriminant: A = (2)*— (4) X (3) x (—4) =52
b) Propriété

/ On considere le polynome du second degré P telque: P(x) = ax® + bx + c, ona + 0,\
et A son discriminant.

-b—VA —b+VA

® SiA> 0, P admet deux zéros distincts x| et x, telsque: x, = et x; = —-

La forme factoriséede P(x) est: P(x) = a(x — xy) (x — x;).
e SiA= 0, P admet un zéro double: x, = ;—Z.
Dans ce cas laforme factorisée de P(x) est: P(x) = a(x — x,)*

x SiA <0, P n'admet pas de zéro et P n’est pas factorisable. /

Exercice d application
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Calcule les zéros éventuels des polyndmes P, Q et R ci-dessous, puis factorise si possible chacun d’eux
P(x)=-2x*+x-3, Q(x) =x*—4x+4 et R(x) =2x*+3x-5
Solution

Pour e polyndme P ;A= 23 [ B0 done Pn'admet pasde séro. P n'est pas factorisable,

4
Pour le polynémeQ : A= 0, donc Q admet un zéro double xy etona: x5 =— =2

2x1
Qest factorisable et on a Q) = (x=2)?

Pour le polynémeR : A= 49 ,A> 0 donc R admet deux zéros distincts x, et X, etona:

-3-V49 5 ~3+V49 :
X, = =—2 et x,= =1. Restfactorisableetona: _
2x2 2 2x2

2-- Equations du second Deqré
Définition

On appelle équation du second degré, toute équation de [aforme: x ER, ax* + bx+c= 0, ou

a,b,et ¢ sont des nombres réelseta # 0.

Exemaple  L'équation: x € R,—3x* + x + 4 = 0 est une équationdu second degré.

6) Résolution d’une équation du second degré
> Résolution algébrique
Résoudre [équation du second degré x € R, ax” 4 bx + ¢ = 0 revient d déterminer les zéros
éventuels du polynéme du second degré Ptel que s R(%) = ax’+ bx + c.

Exerciced applications. Résous dansR [équatiopsuivante: —x?+ x + 2 = 0.

Solution:

A=1"—4x(-1)x2=9 - douc Péquation admet deux solutions distinctes.

<1-v/9 _ -1-3 -4

_oind w32 g AKS o L
1= 2(-1) T2 -2 1etx2_ 2(-1) - 2 __Z_Zd‘onc S]R_{ 1)2}
ggmﬂrgge

Si ["équation du second. zﬂzgr_ est telleque a et sont de signes

contraires, (le discriminant est positifdans ce cas), alors [équation (E) admet deus; solutions distinctes.

3 - Inéquations du second degré
a) Signe d'un polyndme du seconddeqré

Propriété
Soit P le polynéme du second degré définie par: P(%) = ax* + bx + ¢ ou

a, b et c sont des nombres réels eta # 0 et A son discriminant.

= S§iA >0, [e polyndmeP a deux zéros distincts x, et x,. (onsuppose quexy < X3 )

On obtient le tableau de signes suivant:

X —0 X1 Xy + o0

P(x) | Signedea @ Signede-a (Signedea
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e SiA =0, alorsle polynéme Padmet un zéro double x, ; on obtient le tableau :

X —00 X + oo
P(x) Signedea Ib Signe de a
e Si A<0, lepolynéme n'admet pas de 2éro ; on obtient le tableau suivant : P
X + o

Exercice d application

Etudie le signe de chacun des polynémes suivants, connaissant leurs zéros P(x) | Stgne de a

éventuels:
P(x) = 2x% — 8x + 6, leszérosde P sont 1 et 3;
1) Q(x) = —2x%—8x — 11, Q n’a pas de zéro ;
2) R(x)= —x?+10x — 25, le zéro de R est 5.
Solution

1) P(x) =2x®>—8x+ 6, les zéros P sont 1 et 3, le discriminant A de P est positif (A> 0).
Le coefficient de x? esta=2, a > 0.On obtient le tableau de signes suivant :

e Pourx €]—,1[U]3,+[, P(x) >0, x | TN\ 3 4o
° POUFXE]1;3[,P(X)<0 P =0 — 0 H
e Pourx €{1;3}, P(x) =0.

2) Q(x) = —2x*—8x— 11, Qn’apasde zéro; carAZ0|
Le coefficient @ de x* esta = —2 eta < 0. x |- +oo
On obtient le tableau de signes suivant 0
Pourtout X ER, Q(x) <0

3) R(x) = —x* + 10x — 25, [e 2érode R est 5. Car A= 0
Le coefficienta dex? estg = Sl eta < 0.
On obtient donc le tableau de signe suivant:
Pourx € |—0,5[ U ]5,+[, R(x) <O,
Pourx € {5}, R(x) = 0.

X —00 5 +0o0

R(x) | ) ]

b) Définition d’une inéquation du second degré

Soit Pun polynéme du second degré définipar P(x) = ax* + bx + cou (a,b,c) € IR®* aveca #0.
Toute inéquation de [ 'un des types ci-dessous est appelée inéquation du second degré.
XxXERP(x)>0; xeRP(x)=>0; xeRP(x)<0; xeR,P(x)<0.

Exemple_L inéquation: x € R, —3x*+ 5x — 2 > 0 est une inéquation du second degre.

c) Résolution d’une inéquation du second degré
Résoudre dans R une inéquation de ["un des types ci-dessus revient d étudier le signe du polynome P(x),
puis trouver [intervalle ou les intervalles correspondants a ["ensemble des solutions de ["inéquation.
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Exercice d application
Résous dansR, lesinequations suivantes:
1)2x* —5x+3<0; 2)-x*—4x—-4>0; 3)x2+x+2>0
Solution

1) Résolution de [inéquation 2x* — 5x+ 3 <0
On considere le polyndme Ptel que : P(x) = 2x* —5x+ 3.

On calcule le discriminant du polynéme®. A= (—5)*—-4x2x3=25-24=1
. . 5-1 541 _ 3
Le polyndme P admet deux zéros: x; ==~ =1 etx, = % =2

On obtient le tableau de signes suivant :

Pour x € ]1;%[, P(x) <0 Donc Sg= ]1;3[ X —00

+o00

N W

2)Résolution de ['inéquation —x* —4x—4>0; P(x) T lo —
On considere le polyndme Q tel que: Q(x) = —x* — 4x — 4.
On calcule le discriminant du polynéme Q.

A= (-4)? —4x (—1) X (-4) =16 —16 = 0
Le polynéme Q admet un zérodouble: x, = _4—2 = -2

On obtient le tableau de signes suivant : X —00 2

+00

Pour x € {—2},Q(x) =0 Sp={-2} Q(x) =

3) Résolution de ['inéquation x* + x+2 >0 ;
On considere le polynéme R tel que : R(x) = x* + x'\H2.

On calcule le discriminant du polynéme R, A=(1)*—4X1X2=1-8=-7 x

—oo0 +oo

Le polynéme R n’admet pasde zéro. Onyobtient le tableau de signes suivant: R
x

Pour x € R,R(x) > 0 Sg=R

d) Equatiehdutype ax?+ bx + k = 0 ou k dépend d’un param étre

Soit I’équation ax® + bx + k = 0(a # 0).d'inconnu x et k est fonction du parametre
Pour résoudre une équation du type: x € R, ax? + bx + k = 0 (a # 0). On peut procéder de la fagon
suivante:

W Calcculer le discriminant de x? + bx + k = 0 en fonction du parametre m.
B Etudier le signe de ce discriminant suivant les valeur du parametre m.
B Determiner suivant les valeurs du paramétre m l’ensemble solution de I'équation.

Exercice d application

Résolvons dansR, [equations paramétrique suivant :—x* —2x —m = 0,
B On considére le polynéme Q tel que: Q(x) = —x* — 2x —m.
B On calcule le discriminant du polynéme Q.

B A= (-2)2—4x (1) X (m)=4(m+1) | —o y

+00

B Racine et signe de, Q(x)

+

A=0=4(m+1)=0 iem=-1
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v sim < —1 alors A< 0 et l'équation n’admet pas de solution dans IR, S=0

V' sim = —1 alors A= 0 et l'équation admet une seule solution dans IR; : xo = —(2_721) =1
v’ sim > 1 alors A> 0 et 'équation admet deux solutions dans IR; xo = 22— 1 4 ym+ 1 et

X = =1 - Vm+1 S={1-Vm+1;1+Vm+1}

2

LECON 2 : SYSTEMES D’EQUATIONS A DEUX INCONNUES SE
RAMENANT AU SECOND DEGRE DANS R

I-  _Somme et produit des solutions d'une équation du second degre
Propriété 1
4 +z=S b
Tous systéme de deux equations a deux inconnues réelles (y; z) de la forme {yyz _ p Seramene une
equation du type X*+ SX + P = 0 dans R,
® S%— 4P < 0 alorsle systéme n’admet pas de solution dans IR’.
. . S S
® Si S — 4P = 0, alors le systéme admet un seul couple {(E ; E)}
® gi S2—4P> 0, admet deux couples S={(X1;X,); X5;X1)},
Ou X; X, sont les solutions dans IR de ['eqO X* + SX + P = 0 )
Propuieté 2
/ Si I'équation du second degré (E),ax*+ bx+ c =0 posséde deux solutions X; et X, \
(distinctes ou non) dans alors:
= Lasomme des solutions de (E) estS = x1 + x, = —g et la produit est et P = x1x5 = 2
= e discriminant du polyndme f(x)=ax2+bx+c est A= (a)%(5% — 4P)
K = |esianede.set P des racines (Solutions) nermettent de determiner le siane de ¢ /

Exerciced application L équation (E): x € R,x* + 5x + 4 = 0 admet deux solutions dont ['une est —1.
Détermine [ autre solution de (E)

Solution
: , . b
Soit x1 = =1 etx, Lautre solutionde (E). Ona:x{ +Xx, = —= —1+x,= —%; donc : Xo=-5+1=-4
On peut aussi utiliser [a formule suivante : x,%, = =. ~1xx,= iI ;donc: x, = —4.

Propriété 3

Soit S et P deux nombres reels.
SiSZ—4P >0, alors il existe deux nombres réels dont la somme est S et le produit est P. Ces deux
nombres sont les solutions de I’équation: x? —Sx + P = 0.

Méthode de resolution:

Pour résoudre une equation de type: x> — Sx + P = 0, on procéde de la maniére suivante:
B on Vérifie que:S*—4P >0 ;
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B on résout ’équation x* — Sx + P = 0 ; les nombres réels recherchés sont les solutions de I’équation précédente.

Exercice d application
Détermine deux nombres réels s’ils existent dont leur somme est —3 et leurproduit est —4 et deuire la
. x+y=-3
solution du systeme (5) { xy = —4
Solution
Soit S=-3 et P =—4. Ona:S%2—4P=9+16 =25;582—-4P>0.
Ces deux nombres existent et sont solutions de I'équation x?+ 3x —4 = 0.4 = 25,
donc : x4 = 3 1;xy = %_5 = —4 Cesdeux nombres sont : 1 et — 4.
| D’apres la question qui precede, le systéme (S) admet comme solution. S={(1;-4); (—4; 1)},

I1- Equations bicarrées
a) Définition

(On appelle équation bicarrée une équation du type ,ax* + bx* + c=0, (a,b,c)€IR® a+0 )

Exemple: L 'équation:x € R, —3x*+ 5x* — 2 = 0 est une équation)Gicarrée.

b) Résolution d’une équation bicarrée
méthode

Pour résoudre une équation dutype: x € R, ax* + bx? +@,%.0 (a # 0). Onpeutprocéder de la facon suivante:
o Onpose:X = x*;

®  On résout [équation du second degré :.aX? +bX +c=0;

On résout, s’il y lieu, les équations d’in¢onnue" x du type x* = X.(X étant solution de (équation
aX?> +bX+c=0)

Exerciced application.  Résous dansRp [équation suivante: 2x* —3x* +1 =0

Solution :

Posons: X = x2 L’équation devient: 2X* —3X+1 =0,

Ona:A =(-3)"—4x2x1=9—8=1, lessolutions de [équation 2X*—3X + 1 = 0 sont :
3-1 3+1

X1=T—1; X2=T=2

Onobtient: x> =1oux*=2<x=—-1loux=1loux=+vV2oux=—/2

51 = {1~ 1,72, 2]

LECON 3 : POLYNOMES DU TROISIEME DEGRE

I-  POLYNOMESDU TROISIEME DEGRE

1- D éfinition
Tout polynéme de la forme P(x) = ax*+bx’+cx+ d (a#0,(b, cetd) €IR3 estappelé polynéme de degré 3.

2- Racine d’un polynéme:
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Le nombre xo estune racine du polynbme p, signifie que P(xo)=0

Exemple: onconsidére le polyndme p definie par P (x) = 2x3 +5x2+4x + 1. \érifier que-1 estune racine du polynéme P.
Solution : onaP(1)=—2+5-4+1=3-3=0,d’ou -1 est une racine du polyndbme P

P(x) peut s’écrire sous la Forme (x—l)(ax2+bx +c¢)=0

a étant une racine de P, ce polyndbme peut donc s’écrire sous la forme

IP(x) = (x— a)(ax* + bx + c)Jcette forme nous permet de factoriser le polyndme p(x)

NB : si une fraction %est une racine de P, alors on peut faire la division euclidienne du polyndme

[#X
P par (X—E)

Il-  Résolution d’équations de degré 3 :

Toute eéquation de la forme ax3+bx?+cx +d = 0 est appelée équation de degré 3. étant racine du
polyndme, cette équation est sous la forme (x—-a)Q(x). (x)étant un

polynéme du second degré. La résolution de cette équation se fait a partir de deux méthodes: la

méthode paridentification des coefficients ou par division euclidienne,

a) Méthode par identification des cqeffieients
Exemple: soit P le polyndme défini par P(x) = x3—6x3+5x + 12 ou X est un réel quelconque.
a- Calculer p(3). Que traduit ce résultat?
b- Mettre P(x) sous la forme P(x)= (x — 3) (x?+bx + c)ou b et c sont les réels aDéterminer.
c- Résoudre dans IR I'équation P (x)= 0.
Solution :
a- P(3) =33-6(3)2+5(3) +12=27—-54+ 15+ 12=-27 4+ 27 =0 d’ou p(3) =0.Ce
résultattraduitque 3 estracine du polynéme P.
b- Mettons P(x) sous la forme P(x)=(x — 3) (x*+bx +cc).Ona:
P (x) =x*+bx*+cx — 3x>=3bx — 3c = x*4+(b — 3)x’+(c — 3b)— 3c. Paridentification des coefficients, on
b-3=-6-b=-3

a C—-3b=5 - ¢ = —4.Donc|P(x)=(x—3)(x2—3x—4).|
—-3c=12

C- Résolvons I"équation P(x) = 0.0na: (x — 3) (x>—3x — 4) = 0 signifie que (x — 3) =0 ou
(x2—3x — 4) = 0 =x = 3 ou (x?—3x — 4) = 0. Calculons le discriminant ; on a :
A=(-32—4(1)(—4) =9+16 =25>0c xi=>Z==—letxz=" =4

D’ou
b) Division euclidienne :
Exemple: Soit le polyndme P défini par P(x) = 2x3+3x?>—3x — 2

1- Montrez que 1 estracinede P
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2- Ecrire Psous la forme (x - 1) (x>+bx+ c)oubetc
sont des réels a déterminer
Solution:

258 + 3 ER =2 -

1- Montrons que -1 est racine de P

OnaP(1) = 2(1)3 +3(1)2—3(1) -2 =2 + 3 — B —2 22 2% +5% +2
3—2 = 0.D’oulestracine du polynéme P.
2- Ecrivons P sous la forme (x —1)(ax?+ bx + ¢) 5 x2
On cherche maintenant a factoriser P (x) = 2x3+3x>—3x— 2
par (x - 1) Utilisons la méthode de ladivision euclidienne/ 5x2 — 5x V
ponc [P(x) = (x — 1)(2x% + 5x + 2) 2x
2x-2
0

Ill-  INEQUATIONS DE DEGRE 3

Une inéquation du troisiéme degréestune inéquation seramenant a la forme ax® + bx? + cx + d > 0 (< ou, > et <)
Méthode de résolution
Pour résoudre ce type d’inéquation on procéde de la maniere suivante

B On détermine les racines de son polynéme associé,
B On dresse son tableau de signe,

B DL’intervalle ou la réunion d’intervalles solution est celle dusigne de I'inégalité

Exemple : résolvons Pinéquation (x): 2ax3%8x%2 —3x — 2 <0
On sait que 1 est racine du polyndme et on'trouve P(x) = (x — 1)(2x?+5x -2)=(x+ 2)(2x+ 1)(x — 1)
a=_Dressons le tableau de signe de P(x)

o - - _91 - P
o= -~ f - Lan ] —+ N -+ +

Loz -+~ X - - L -+ -+

o= — - — — > +
Pr=)ldg — g T P T o+

Pour P(x) < 0,§ =]—o,-2[ U ]—% —1[.pour P(x)=0,

| |

LECON 4 : EQUATIONS ET INEQUATIONS IRRATIONNELLES DANS IR

I- EQUATIONS IRRATIONNELLESDANS IR
1- Résolution d’une équation irrationnelledu type: x € R, \/P(x) = Q(x)

méthode
Pour résoudre une équation irrationnelle du type: x € R,\/P(x) = Q(x) on peut
Utiliser Léquivalence suivante : JPX) = Q) = { Q(x) =0

P(x) = (Q(x))?
L'ensemble des sotutions de ('inéquation est Lensemble des solutions du systéme.
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Exercice dapplication. Résous dans R, ’équation v x> — 1 = x + 2.

Solution
— x+220 {xe[—22+°°[
Vx 1—x+2‘:’{x2—1=(x+2)2 Tle—1=xt4x+4

& XE [—2;+oo[ﬂ{—;}.<=> XE {——} Sp = {_Z}'

x € [—2;+oo]
@{ :

5
x=—-=
4

1I1-  EQUATIONS IRRATIONNELLESDANS IR
1- Résolution d’uneinéquationirrationnelledu type: x € R, /P(x) < Q(x).

Meéthode de resolution
Pour résoudre une inéquation irrationnelle du type:x € R,,/P(x) < Q(x) on peut

P(x)=0
utiliser Léquivalence suivante: [P(x)<Q(x) { Qx)=0
P(x) < (Q(x))?

L'ensemble des sotutions de ('inéquation est Lensemble des solutions du systéme

Exercice d application. Résous dans R I'inéquation, Wx°+ 5x + 3 < 2x + 1

( —5—+13 —-5++13
X € |—o0; 2 U 2 ; +00
x¥+5x+3=>0

\/x2+5x+3<2x+1<:){ 2x+1=0 SN xe[—%;+oo[

Solution

x2+5x+3 < (2x +1)2

\ xE]—OO;—g[U]l; +oo[

xE[—1;+00[
o 2 & x€]1;+o[ Donc Sk =]1; +oof

2- Résolution d’uneinéquation irrationnelledu type: x € R, \/P(x) = Q(x)

Méthode de résolution
Pour résoudre une inéquation irrationnelle du type: x € R, \/P(x) = Q(x) on peut utiliser I’équivalence
Q(x)=0 P(x)>0
suivante : JP(x) =2 Q(x) & ou { —
=20 <{ch) > ()" e =0 >

L'ensemble des solutions de I'inéquation est I’ensemble des solutions du systéme.

Exercices commentés
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Exercice 0. Résousdans R, Pinéquation : V2 —x >x + 4

Solution

4>0 _
\/2—x2x+4<:>({ x4z ou{2 xZO)

2—x = (x+4)* x+4 <0
X € [—4; +oo[ X €] —o0; 2]
‘:’<{xe[—7;—21 ou {xe]—oo;—ﬂ)

& (x€[—4; —2]oux €] —©;2]N] —0;—4] ) & x€[—4; —2] U] — 0; —4]
L’ensemble des solutions est : | — c0; —2].

Exercice.1l
Par la méthode du discriminant, résous dans R chacune des équations suivantes:

1) —2x24+5x+3=0 2)9x%+4x+5=0= 3) V2x*+ (1-V2)x—1=0
Corrigé
1)A=49 S, = {23}

2)A=-164 Sy = ¢ 3) A=3+2v2 = (1 ++2 )? 5R={;—;;§}
Exercice 2: Résous dans IR I’ équation suivanté %% + 1 = +/5 — x?
Corrige
x?2+1=+/5—x% < (}+1)2=5-x2 car ¢+5=> 0
& x*+3x2—4=0 posons ' X=x2'équation devient:
X2+3X-4=0 ;A= 25; X, =—4;X,=1o0na
x*=1ox=1let x=-1 SE{~1,13
{ x+y=2

Exercice 3 : Déterminer les(nombres x et y tels que : ¥+ y? = 34

Corrigé

x+y=2 (1) ) s - ] . {x2+2xy+y2=4
{xz +y2 =34 (2) En élevant’équation (1) au carré on obtient: X4y =34
. - . : +y=2 (S
En faisant la difference membre a membre on obtient : xy = —15 ona {x _y )
xy=-—15 (P)

x et y sont solutions de x> —2x —15 =0
A=64etdonc X, =5etX, =—-3 Onax=50uy=-3 oua x=—-5ouy=3S={(5;-3);},
Exercice .4
a) Vérifie que : A = /3 + 2 et B = -3+ 2 sont inverses l'un de l'autre.
b) Vérifie que A+ B=4
c) Déduis-en (sans calcul mais en justifiant) les solutions de I’équation (E): X2 = 4x — 1
d)deuire les solution des inequation suivantes (E) < 0; (E)<0; (E)>0et (E) =20
Corrigé
a- AxB= (V3 + 2)( —V3+ 2)= -3+ 4= 1alors AetB sont inverses l'un de 'autre
b- A+B=+v3+ 2 -3+ 2= 4
c- A+B=4etAxB =1 donc AetB sont solutions de I'équation x* — 4x + 1 = 0.
d- Dressons le tableau de signe de E
e Pour E(x) >0,S=]-0,2—-v3[U]2+3,+|

e PowrE(x)<0,5=]2-+3;2++3]| 5 A+

S = = =+
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