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LES COMPLEXES

Exercice 1 :

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (0,4 ;¥ )dunité graphique 1 cm.
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d'argument 7T /2.

1. Résoudre dans I'ensemble T des nombres complexes l'équation z> + 4z + 16 =0
2. Pour tout nombre complexe z, on pose P(z) = Z° - 64.

a. Calculer P(4)

b. Trouver les réels a, b et ¢ tels que, pour tout nombre complexe z,
P(z)=(z-4)(az*+ bz +¢)

c. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes 1'équation P(z) = 0

3. On considére les points A, B et C d'affixes respectives :
za=-2+2if3 |75 = %4 g.=4,
a. Etablir que :

LA

i—

- E
zy,=4e

Ecrire zg sous la forme #& ip, ou r est un nombre réel strictement positif et fun nombre réel compris entre - T et
T,

b. Placer les points A, B et C dans le plan muni du rept‘:re':':"l V),

c¢. Déterminer la nature du triangle ABC.

4. On appelle D I'image de A par la rotation de centre O et d'angle T /6, et on appelle zp l'affixe du point D.
a. Déterminer le module et un argument de zp, .

b. En déduire la forme algébrique de zp.

c. Placer le point D sur le graphique précédent.

Correction

1. Résoudre dans I'ensemble ‘T des nombres complexes l'équation z> + 4z + 16 =0

h=4-A4xlxl6=16-64=-48 <0

donc deux selutions complexes conjuguées

. - —4 - JaBi _ -4-16x3i _ —4—41‘ﬁ=_2_2iﬁ
2 2 2
z, = =2+ 2i-f3

2. Pour tout nombre complexe z, on pose P(z) = Z* - 64.

a.P(4) =4° - 64 = 64 - 64 = 0 donc est une racine de P(z) donc
b. P(z) peut s'écrire sous la forme P(z) = (z - 4)( az* + bz + ¢)
=az + b +cz-4az’ -4bz - 4c=az’ + (b - 4a)z* + (c - 4b)z - 4c
Par identification on a :

a =1
a =1
A—da =1
= e h =4
c—4h=10
c=16
—do=—64

P(z) = (z - 4)(z* + 4z + 16)

¢. P(z) = 0 équivaut a : (z - 4)(z> + 4z + 16) = 0 soit
z-4=0o0uz’*+4z+ 16 =0 donc
z=douz=-2-2iSFouz=-2+2i/3
doncS={4;—2—2i~.E;-2+2i~.E}

3. On considére les points A, B et C d'affixes respectives :

Za=-2+2if3 23T F4 z.=4.
a.



z,=-2+2i3

2= JC2+ (252 = AT 12 = 6= 4

-2 =1
cosﬂﬂszz_ o
g, = —=Argiz
. NN 2l R glz4)
sin @y = —— = ——
4 2

i
ZA:‘)']'E 3
z,=—-2-2if3
eal= 2P C2Br = AT 12 =4
cosﬁ'gz_ﬂr_zzi ,

-2
B.= —=Argiz
smEB: =
4 2

Ll
23242 3
b.

A
D \

v C
Ol 7

B

c.

4B =|zy-z,|= |2- 203 - (-2+ 213 )|= [-4in/3|= 443

BC = |20 - 25]= [t - (-2 - 263 )|= o + 2143 | = 62 + (24302 = fBE ¥ 12
BC = 48 = 4.3

AC = |zg—2,|= ‘4—(—2+2;¢J§)‘= |6—2iﬁ|=\/62+(—2ﬁ)2 N

conclusion : AB = BC = AC donc ABC est un triangle équilatéral.
4. a.

N ey A N Lo

g,=z48 % =4e g€ =de 6 xgb=dg b
S

= |z£,|=4,ﬂrg(zﬂ)= -

b.

z, = 4[cos§%+z’sin%’r]: 4{£+1‘%J:—2ﬁ+ 2i

2

¢. voir 3.b.



Exercice 2

1. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que pour tout nombre complexe z on ait :

2 -8=(z-2) (az* + bz + ).

En déduire la résolution dans T de I'équation z* - 8 = 0.

2. Dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, ﬁ)(unité 2 cm), on consi dere les points A d'affixe za = 2,

B daffixe z5 = -1 + i~/3 et C d'affixe zc = -1 - i~/3.

a. Placer les points A, B et C

b. Déterminer la nature du triangle ABC.

Justifier la réponse.

3. On considére la rotation R de centre O et d'angle 71 /6 et on appelle A', B' et C' les images respectives de A, B
et C par R.

a. Déterminer les formes exponentielles de za, zs, et zc puis de za, zZg, €t Zc.

b. Placer A', B' et C' sur la figure précédente.

c. Vérifier que za, zg, et zc sont solutions de 1'équation z° = 8i.

Correction
1.2-8=(z-2)(az? + bz +c)=az’ + bz* + ¢z - 2az* - 2bz - 2¢ =

az’ + (b - 2a)z* + (¢ - 2b)z - 2¢
Par identification :

a =1
a=1
b—2a =10
= <h =2
c—2h=10
c=4
—Ze=-4

2-8=(z-2)(22+2z+4).

z* - 8 = 0 équivaut a

(z - 2)(z* + 2z + 4) = 0 équivaut a
z-2=00uz?+2z+4=0
z=2ouz?+2z+4=0

A =27T—-dxlxd=4-16=-12 <10

donc deux soelutions complexes conjuguées
_ -2 —;ﬁz _ -2 —Ezﬁz Y

z, :—1+1'J§

Les solution dans T de l'équation 2 - 8 =0 sont donc 2 ; -1 - i 'u"f?)_' s+ «E
2. a. Pour placer correctement et précisément les points B et C on peut calculer les modules des nombres

complexes zz = -1 +inf3 etze=-1-i-f3 :

08 = |e5]= F1+i:5]= \/(—1)2+(\,@)2 —ff3=A=2
0C = zo|= | 1-:3] = J(—1)2+(—ﬁ)2 —fir3=F =2

OB = OC = 2 donc les points et B appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.

=3




P

N

i
%

A7

CI

l[:m:|zﬁ-zﬂ|:|-1+;e«,f"—2|:|—3+zfv’§|
= J-3)+ (= Va3 = 2= 243
AC = e -zu|= F1-15-2|=|3-i V3]
= J=3) (B = 3= 2= 243
BC =z - z|= 1= i3 - (- 14:133)|= |25
= J02 4 (-23) = 12 = 2.3

AB =BC = AC donc ABC est un triangle équilatéral .

3. L'écriture complexe de R est :
iz
z'=g ¢

a.

x

zﬂ=2=2(cos[§]+isin0}=

z,=—1+i/3 = 2[_2—1+.i

2

)

" _ [ in
zy'=ePzy=8 "2e" =|ie
zp'=e "z, =2 "2e * =|dg

iT L. =]

' a . B T _ 2

Zon'=elza=e"de = [Ze

b. voir 2.a.

2T




T 3 i .
2,3 = ze’ﬁJ — 82 6 = 8g3 =8(cos%+isin%)=8(0+i)=8i

.jrr 3 -5r|.'
i E13 5 5
2,0 = 26 ﬁj = 8¢ 3 =8(ms?ﬁ+isin ;)=8(0+;¢)=8i

- 3 =3
ZCHE: EE!TJ ZBETZS(EOS 2H+3’sin zﬂ?): a0 +i) = 8§

Ly = &g = Z0 =

Za, Zw, €t Zc sont solutions de I'équation z* = 8i.
Correction
1.2-8=(z-2)(az? +bz+c)=az’ + bz* + cz - 2az* - 2bz - 2¢ =

az’ + (b - 2a)z* + (¢ - 2b)z - 2¢
Par identification :

a =1
a=1
b—Z2a =10
= e h =2
c—2h=10
c=4
—Zr=-8

2-8=(z-2)(2+2z+4).

z* - 8 = 0 équivaut a

(z - 2)(z> + 2z + 4) = 0 équivaut a
z-2=0ouz?+2z+4=0
z=2o0uz?+2z+4=0

A =2T—-dxlxd=4-16=-12 <10

done deux solutions complexes conjuguées
_ —2—;!‘]2 _ -2 —Ezﬁ; _ 1S3

z, :—1+i\f§

Les solution dans € de I'équation 2* - 8 = 0 sont donc 2 ; -1 - i NE) i1+ 3
2. a. Pour placer correctement et précisément les points B et C on peut calculer les modules des nombres

complexes zg = -1 +inf3 etze=-1-if3

0B =|z,|= | 1+i3]= \/(—1)2+(\;’3_)2 - firi=-F=2
0C = ze|= |F1-143]= J(—1)2+(—J§)2 = fit3=Jr=2

OB = OC = 2 donc les points et B appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.

1

B —
B! A
L A
a
=




ZB=|ZB—zA|=|—1+3'J?T—2|=|—3+z'ﬁ|
= J-3)+ (W =IH3 = 2= 245
HC':|ZC—ZA|:|—1—1"J_—2|:|—3—3'J?T|
= J-3) 2+ (VB =3 =12 =243
BC = |z — 25| = [F1-i3- (- 1+i/3)| = |21 3]

= J02+(-2f3)7 = 12 = 2.3
AB =BC = AC donc ABC est un triangle équilatéral.
3. L'écriture complexe de R est :

-
i—

[

z'=e "z
a.

zya=2= 2(cos[l+z’sin U}=
dm
—1+1‘~.4."(?T: 2{_2—1+1‘£J: 2(cos%‘r+isin 2%]: EEIT

Zg

2
. -1 3 ( 2z —2;-3] j22r]
Za=—1-iaf3=2| ——i=—|=2]|cos +isin =|2g *
“ v [ 2 2 J 3 3

z,'= fae'i?zj1 =2 520" =|25'F

iT LA L EL
zy'=efz,=e%2¢ % =22 °

™ N L =T
Za'=elza=e%2e ¥ =|2g ¢
b. voir 2.a.
c.

. 3 3w ;T
Z40 = 2;3!'5] =8¢ ¢ =8¢ ? =8(cos%+isin%}=8(0+ﬂ'=8i

3 5
i— iz 4 5
2,7 = | 26 ﬁ] _ 8g =8(cos?ﬁ+isin;):8(0+i):8i

—r 3 3
ZC..3= EQTJ =8£T=8(Eos 2E+isin zﬁjzg(ﬂ+;‘j=8i

3 3 I o
Z, =2, = 2. =8I

Za, Zw, €t Zc sont solutions de I'équation z* = 8i.
Exercice 3

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (0@ 7)),

L'unité graphique est 2 cm. On note i le nombre complexe de module 1 et d'argument /2
1) Pour tout nombre complexe z, on pose :

P()=2+ (2 ~f2-4) 2+ (8-8~2)z + 16~2

a) Calculer P(-2 2 )=

b) Déterminer une factorisation de P(z) sous la forme :

P(z)=(z+ 2+ )72+ @z+ £) ou et £ sont deux nombres réels que I' on déterminera.
¢) Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes 1'équation : P(z) = 0.

2) On note A, B et C les points d'affixes respectives : a=2+2i,b=2-2ietc= 2-f7
a) Placer les points A, B et C dans le repére (0,



Démontrer que A, B, C sont sur un méme cercle I"de centre O, dont on donnera le rayon.
b) Déterminer un argument du nombre complexe a puis un argument du nombre complexe b.
—_—

En déduire une mesure en radian de I'angle ( C'E‘ Q8 )
¢) Déterminer alors une mesure en radian de l'angle ':C-B Cﬂ:‘

d) Démontrer qu'une mesure de I'angle (_r'i B AC )est3T/8
e) En déduire I'égalité :

tan [3%]:1+\."E

Correction

1) Pour tout nombre complexe z, on pose :

P() =2+ (2 ~2-4)2+(8-8~/2)z+ 16~2

a)P(-2~2) = -16~/2 +8(2 ~2-4) + (8- 8~/Z)(-2~2) + 16~2

= 16~2 + 16 ~f2-32-16~/2 + 32+ 16~/ =0 donc - 2~/Z est une racine de P(z)
b)

P@):@+2J§ﬁf+gz+ﬁ)
= 23+a22+ﬁz+ E—u@zj +2¢z~.f§z+ E—V‘Eﬁ
=Pt le+ 2222+ (B4 2ad2)z+ 2028
par identification :
e+ 202 =242 -4
S+ 202 = 8- 8.2 = {‘z:
224 = 162 o=

P)=(z+2 ~2)(Z2-4z+38)
©)
P@):D¢>@+2J§ﬁf—4z+m=o

z+2«f2_: Douwz-4z4+8=10
z:—2£0u22—4z+8: 0

b ={-412 -4 =x1=xB =16 -32=-16 <0
donc deux solutions complexes conjuguées

4 — 4 444

=2-2i, z,= = 2+ 2i

2'1:

2) On note A, B et C les points d'affixes respectives : a=2+2i,b=2-2ietc= 2.2
a)

I 4




OA=la|=|2+2i|= 22+ 22 = B =2/2
OB = |p|= |2 - 2i|= f22+ (-2)2 = B = 22
0C =|o|=|-2v2]= 2+2

OA =0B =0C donc A, B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2 2

b)
cosd —L—E
N L
sin & —L—E 1
oo 2
cosd, = 2 —ﬁ
y = —— = —
242 2 8, = arg(b) = ——
. —2 =2 4
iy = ——= ——

22 2
( OB ; OA ) =arg(a) - arg(b) [modulo 2] = T /2 [modulo 2 7 ]
—_— —_— —
¢) Les angles ACE et A (' Finterceptent le méme arc 4 5.

—_—
L'angle ATE est un angle inscrit et 44 ! Sest un angle au centre donc :
_—
ACE=11n)ADE=T/4
( CE; CA)= T/4 [modulo 2T ]
d) L'affixe de C est réel donc C appartient a I'axe des réels , il est son propre symétrique par rapport a l'axe des
réels.
Les affixes de A et B sont conjugués donc A et B sont symétriques par rapport a 1'axe des réels. Le triangle ABC
est donc isocele en C :

—_— —_—
2 BAC+ ACE=T

—_— _—
2 BAC=T_-T/4=3T/4s0it BAC=3T/8
onadonc( AL5; AC)=3T/8

e)
Soit H le point d'affixe 2 ,
c'est a dire le projeté orthogonal des points A et B sur I'axe des réels ,on a :

CH = |z —zc|= [2+242]= 24242
AH =|zH—zA|=|2—(2+21‘]|=|—21‘|=2
dans le triangle CAH rectangleen H on a

CH _ 2+2J§:1+£

AH o

tan 3% =tan(CAH ) =

Exercice sur les nombres complexes (série GM 1994)

T
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d'argument 2 .

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (2, v ]qunité graphique 1 cm.
On considére les points A, B, C, D d'affixes respectives :

-ix aix

= T

z,=8 z,=81 z,=2z,¢
1) Ecrire z, et zg sous la forme trigonométrique. Donner le module et un argument de zc et zp et écrire ces
nombres sous la forme algébrique.

Zp = Zz€

2) Montrer que les points A, B, C, D sont situés sur le méme cercle @ dont on précisera le centre et le rayon.
3) Tracer le cercle Tt placer les points A, B, C, D.



4) a) On note Z, et Z, les affixes respectives des vecteurs ACet 8D . Montrer que Z, = Zl'u"r3_ .

b) On note Z; et Z, les affixes respectives des vecteurs AFet DT Calculer |Zs| et |Z4].
¢) Montrer que le quadrilatere ABDC est un trapeze isocele.

Correction :
1)

2| = [8]= f62 = 8
2, = Jei] = 7 = 5

Les deux nombres complexes z, et zg ont pour module 8.

solent &, &, des arguments respectifs dez, etz

cosf,=—=1 cosd, =

8
8
. o .
sin@,=—=10 sinf, =
8
on en déduit la forme trigonométrique des nombres complexes z4 et zg ( et du méme coup leurs formes
exponentielle ) :

z,=8(cos0+1isin0)= 8e"

x|

T . T H
Zg = 8(cosg+ isin —) = 8¢

on peut en déduire les formes exponentielles des nombres complexes zc et zp :

- T _ogpT
Zp = 2Z,e° = 8¢

= i .
z, =8¢ =880 =g, %

on a donc :

|Zﬂ|:8 |‘3"-:'|:8 ﬂfgizcj=?ﬁ ﬂrg(zﬂj:%

on en déduit leur forme algébrique :

Zn = Be T = 8(cos%+isin%}= S[l—ﬁjjzal—alﬁj

2 2

P [cos-ﬂ?ﬁ+i sin_ﬁ?ﬁ] = 8[__“6— lz} =|—4~/3 — 4

Zp

2 2

( ce n'est pas la seule fagon de déterminer les formes algébriques de ces deux nombres complexes )
2)ona:

OA=l|z,|=8
OB =|z,|=8
O0Ad=08=0C=0D=38
0D =l|z,|=8
OC =|zs|=8

les points A, B, C, D appartiennent par conséquent au cercle € de centre O et de rayon 8.

10



4) a)

Zyo=z,-z,=-4/3- 4 —Bi=-4-/3-12i

Zi=za—z,=4-4J3 - 8= —4- 4.3

32 = B4 - 4B = —43-12i= 2,

une propriété sur les affixes se répercute sur une propriété vectorielle : de Z, = Z;~/3 on en déduit : ED-= ,J?T
Al .

on en conclu au passage que les droites (BD) et (AC) sont paralléles puisque les vecteurs &2 et A sont
colinéaires.

4) b)
|Zz|: |ZB_ZA|: |8j_8|: |_8+8j|:

S8+ 8 = 264 = 32
Z4|= e 20| = |4 - 443 - (-4:5 - 4i)| =
|4—4J§i+4ﬁ+41’|= |(4+4ﬁ)+(4—4ﬁ)1’|=
J@A+aSER +(4- 4432 =

J16+ 32<F +48+16 =325 +48 =
N2x64 = gAf2

|Zs| = |Z4| donc les vecteurs ABet DC

ont la méme norme 8~2 : AB = DC.
4) ¢) d'apres ce qui précede le quadrilatére ABDC est tel que AB = DC et (AC) / (BD) donc c'est un trapéze
isocele.

Exercice sur les nombres complexes STI GM.GC. GEN session 1996

T
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d'argument 2 .
Onposez =1+1i,z= '\f'r?TJrietZ:zﬁzz
1)a) Mettre z;* sous forme algébrique ( on pourra utiliser une identité remarquable ).

b) Mettre Z sous forme algébrique.
2)a) Déterminer le module et un argument du nombre complexe z; , puis le module et un argument du nombre

complexe z;°.
b) Déterminer le module et un argument du nombre complexe z; .
c) Déduire des questions précédentes un écriture trigonométrique de Z.

3) En comparant les écritures algébrique et trigonométrique de Z, déterminer les valeurs exactes de cos (117
/12) et sin (11 T /12).

11



Correction

1)a)
2P = (1+8)7 = (1+8)(1+8)2 =

(1401 + 2 +i2) = (14+3)(2i) = 2i + 2i2 = =2 + 2i
7 =zlz, = (-2+ 2003 +1) = —2-/3 — 21 + 23 + 242

by = (=203 - 23+ (=2 + 2.3}
2)a)
|2, |=T+1=4/2

soit &, un argument de z, on a :

L _ V2

8 = —— ="
cosé \)"E 5 :>E_FE
. 1 .
ey

z, = \E(cosj—+isin %): u‘ﬁei%

(7)) = (21} = () o F = 2B

donc 3 T /4 est un argument de z,° et ~f2 son module.
2)b)

12 = NF 412 =T =2

soit &, un argument de z, on a :

coséh = £ -

2 = 92 = __

g ] £
sin Hy = —
272

on en déduit la forme trigonométrique puis la forme exponentielle du nombre z,

z, = 2icos T +isin %) =2¢'F

2) ¢) des formes exponentielle de z;* et z; on en déduit la forme exponentielle du nombre complexe Z ainsi que

sa forme trigonométrique :

.n.l;"""

-
[

i T ,
g = .2'1322 = E«J"EEET - 222'5_ = 4\52 =

12 12

g = 4J§elw = 4\5[1::05 iz +1isin E]

3) On sait que deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont les méme parties réelles et les

méme parties imaginaires :

4ﬁ(ms”” +gsin%] = (=243 = 2+ (=2 + 2%

12

1w -23-2_ -246-22 -2-6

Cos

12 4.2 g

1w —2+23  -2f2+26 - J2+ 6

2in = =

12 ENS) 2

12



Exercice sur les nombres complexes bac sti génie mécanique session 1997

Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormal (15, ¥ ) dunité graphique 1 cm.
T

On note : ile nombre complexe de module 1 et d'argument 2 ;
z; le nombre complexe -1 —i«E .

1. On pose z, = iz;, montrer que z, = *u"r?T- i

2.a. Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes z; et z; .

2.b. Placer dans le plan P le point M, d'affixe z, et le point M, d'affixe z,.

3. Soient A, B et C les points du plan d'affixes respectives za, zg et zc telles que :
ZA:-2+2i~J'r3_;zB=2-2i~.E etzc=28

3.a. Montrer que za =2 z,et que zg= - Za

3.b. Placer les points A,B et C dans le plan P.

3.c. Démontrer que le triangle ABC est rectangle.

3.d. Calculer 'affixe du point D de sorte que le quadrilatére ABCD soit un rectangle. Correction :
1

zy=dzy=1 (-1-1f3) = -1-i%f3= —i+-f3 =31

2.a. Soient 0, et 8, des arguments respectifs de z; et z,:

ea] = [1-i3 | = -2+ (-3 = v = VA =2
|ZE|: |ﬂﬁ_i|: ‘J':’\JE:F'F -1 = ﬁ: 2

On peut aussi utiliser les propriétés du module d'un nombre complexe :
22| = lizi|= |- [r|= 12 2= 2

o -1
cos#H = —
2 donc #, = —
_ﬁ 3
it EI—T
cosﬁ'2=£ _
2 Ldonc H, = —
P -1 &
sin B, = —
2
2.b.
W

N

‘-H-H-\-\"—\—\_

3.a.
Dz, = 2(—1+gﬁ)= —2+2i 3=z,
—z,=—(—2+2if3=2-21f3 =2z,

13



3. b.

Ao
X[ T
ZVMRNDBEN
o T C
uME/
NS P
x| |-
2
3.c
AB = - z4]= - 213+ 2-23|=

[4-4i3|= Jaz+ (-4 By = e+ 48 = Jfod = 8
BC = |zg - 25| = [8- 2+ 23] = |6 + 263 =

= Jort (2B = 36412 = A8 =453

AC = |zo —24]= |8+ 2 2&J§|= |m— 23’J§|:

J102+(—2J§)2 = Jloo+12 = fl12 =407
AB?+BC2=64+48=112
Acz=112

d'apres la réciproque du théoréme de Pythagore ABC est rectangle en B.
3.d. Pour que ABCD soit un rectangle il suffit que ABCD soit un parallélogramme puisque ABC est un triangle
rectangle.

}donc AC*= A8+ 502

—_—

Pour que ABCD soit un rectangle il suffit donc que A& = D,
Soient z4, zs, Zc, Zp les affixes respectifs de A,B, C, D

—_—

de A8 = D 7on en déduit : zg-za = Zc - Zp SOit Zp =74 - Zs + Zc
Zp=-2+ 2i’u’r§ -2+ 2i’u’r§ +8=4+ 4i'\E est donc l'affixe du point D.

Exercice sur les nombres complexes bac sti génie mécanique session 1997

Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormal (2, v ]dunité graphique 1 cm.
T

On note : i le nombre complexe de module 1 et d'argument 2 ;
z; le nombre complexe -1 —i«E .

1. On pose z; = iz;, montrer que z, = w"{??- i

2.a. Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes z; et z; .
2.b. Placer dans le plan P le point M, d'affixe z, et le point M, d'affixe z.

3. Soient A, B et C les points du plan d'affixes respectives za, zs et zc telles que :

ZA=—2+2i'\J"r3_;ZB:2—2i«E etzc=38

3.a. Montrer que zy =2 z, et que zg= - Za

3.b. Placer les points A,B et C dans le plan P.

3.c. Démontrer que le triangle ABC est rectangle.

3.d. Calculer l'affixe du point D de sorte que le quadrilatére ABCD soit un rectangle. Correction :
1

zy=izy=1 (-1-if3) = 1-i3f3= —i+-f3 =31

14



2.a . Soient 6, et 6, des arguments respectifs de z; et z,

o2 = [1-3n3 ] = -1+ (—43)7 = ¥ 3 = A =2
leal= V3 - i|= (30 + (1) = VI = 2

On peut aussi utiliser les propriétés du module d'un nombre complexe :

|z:4|= |331|= |3|'|21|=1><2= 2

9 -1
cosH, = —
2 2
done # = ——
) ! 3
sin #) = —
cosf, = E
2 donc #, = F
fin & 1
= —
2
2.b.

=

N

‘-\-\-‘-\-‘"—\—\_

3.a.

D7, = 2(—1+i£)= —2+2i3 =z,
—z,=—(-2+2if3)=2-2i3 =2z,

X h‘“‘ﬂx

=

=
&
"\-\_\_\_\_\_




3.c
AB =|z,-2z,4|= 2—2i£+2—2;‘£|=

[4-4i3|= a2+ (-4B)7 = S5+ 48 = fod = 8

BC = |zp — 25| = - 2+ 2i/3| = |6+ 2i/3| =

= 62 +(23)2 = J36+12 = 4B = 4.3

AC =|zg -z, |= 3+ 2- 23] = [10- 2 3|=

J1ﬂ2+(—2ﬁ)2 = flon+12 = fl12 =477
AB?4+BC?=64+48=112
AC?=112

d'apres la réciproque du théoréeme de Pythagore ABC est rectangle en B.
3.d. Pour que ABCD soit un rectangle il suffit que ABCD soit un parallélogramme puisque ABC est un triangle
rectangle.

Pour que ABCD soit un rectangle il suffit donc que A& = D,
Soient z4, zs, Zc, zp les affixes respectifs de A,B, C, D

—_— —

}donc AC?2= A48+ B¢

de A5 = 1) C7on en déduit : zg-za = Zc - Zp SOit Zp =74 - Zg + Zc
Zp=-2 + 2i-f3 2423 + 8=4+ 4i~f3 est donc l'affixe du point D.

Exercice sur les nombres complexes génie mécanique, génie matériaux session 2001

1. Résoudre dans I'ensemble © des nombres complexes I'équation en z :
72-6z+13=0

2. a. Déterminer les réels b et ¢ tels que pour tout complexe z :

7z -922+31z2-39=(z-3)(22 + bz +¢)

b. En déduire les solutions dans T de I'équation en z :

7z -922+312-39=0.

3. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O, v)

(unité : 2 cm)

Soient A, B, E et F les points d'affixes respectives :

415
4

Za=34+2i,z,=3-2i,z5 = §+z

JZp = 3.

a. Placer les points A, B, E et F dans le plan complexe ( sur papier millimétre).

b. Calculer les distances FA, FB et FE. En déduire que les points A, B et E appartiennent a un cercle (I") de
centre F.

c. Quelle est la nature du triangle ABE ?

Correction :
1.
zi—bhz+13=10

A=(-62-4x13=36-52=—-16 (= 16i2

& <0 donc deux solutions complexes conjuguées

z, = 6_243 =3-2i z,=3+2
5 =43-2i,3+ 2}
2.a.

(z-3(z* +bz+c)=
24 bzl ez — 3zt 3bz— 30 =
2P (b =zt (e - 3b)z - 3¢

par identification ( avec le polyndme z° - 92> + 31z - 39) on en déduit :

16



H—-3= -9
c—3&=31@{
-3¢ =-33

donc on peut en conclure que :
7°-922+312-39 = (z - 3)(2* - 6z + 13)
2.b.

7' -9z + 31z -39 =0 équivaut a

(z - 3)(z% - 6z + 13) = 0 équivaut a
z-3+0o0uz?-6z+ 13 =0 ¢équivaut a
z=3ouz=3-2iouz=3+2i
S={3:;3-21;3+2i}

3.a

b

N

-6
13

A
—

Dﬁ'\
AN /

3.b.

AF =|zp—z,]=[3- 3+2i)|= |-2i|= JOT+ (-2 = /& = 2

BF =|zp—z,|=[3- (3-2)|= [2i|= 0T+ 27 = /& = 2

EF = |zF—zF|: 3—[E+j£] - ‘E_EE‘
4 '3 4 734

4 16 16 V16
AF = BF = EF =2 donc A, B, E appartiennent au cercle (I") de centre F et de rayon 2.
3.c.

zg =3

2 4
I [%J +[—«#15] _ T g,

zﬂ+z"B

2

Zatzy A4 2i 43— 24 _ 3 Igp=
2 2

donc F milieu de [AB] or F est le centre du cercle (I') , [AB] diamétre du cercle ( I"), E appartient au cercle (

I") or un triangle inscrit dans un cercle de diamétre I'un de ses cotés est un triangle rectangle donc ABE est

rectangle en E.

Autre méthode : calculer les distances AB, AE, BE et appliquer la réciproque du théoréme de Pythagore.

SUITES NUMERIQUES

Exercice 1

On considére la suite (u,) définie par :

uy =1
Wy, = U, t2u+3
pour tout entier naturel 7.

1) Etudier la monotonie de la suite (u,).
2) a) Démontrer que pour tout entier naturel n, u, > n’.

17
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2) b) Quelle est la limite de la suite (u,).
3) Conjecturer une expression de u, en fonction de 7 , puis démontrer la propriété ainsi conjecturée.

Correction :

1) w41 - u, = 2n + 3 > 0 pour tout entier naturel » donc la suite (u,) est strictement croissante.
2) a) soit la propriété P, : u, > n* ol n est un entier naturel 7.

Démontrons par récurrence que la propriété P, : u, > n’ est vrai pour tout entier naturel 7.

up = 1 > 0? donc la propriété P, est vraie.

Supposons vraie la propriété P, c'est a dire supposons que

u, > n* on a donc

U, +2n+3>n*+2n+3

U1 > +2n+3=(*+2n+1)+2=(n+1y +2>(n+1)

donc la propriété P, reste encore vrai.

Par conséquent pour tout entier naturel n on a : u, > n*

2) b)
w, = at
lim #* =400 = lim u, =+
H= o H= 4w
3) Calculons les premiers termes de la suite (u,) :
Uy = 1

ur=uy+2x0+3=1+3=4

w=ul+2x1+3=4+2+3=9
w=u2+2x2+3=9+4+3=16

on peut donc conjecturer que u, = (n + 1)* pour tout entier naturel 7.
démontrons cette propriété par récurrence :

up =1 = (0 + 1)* donc la propriété est vraie au rang 0.

supposons vraie la propriété vrai au rang n, c'est a dire supposons que
u, = (n+1)* on a donc

U1 = Uy +2n+3=(n+ 17 +2n+3

=(n+t1yY+2n+2+1=(n+ 1y +2(n+1)+1

=(n+ 1+ 1)*=(n+2)>

donc la propriété reste encore vrai au rang n + 1

Par conséquent pour tout entier naturel non a : u, = (n + 1)

Bac série Get-Gel 1994

Soit (M n )ne M la suite définie par u,=2n - 1

a) Montrer que ( ? “neHM est une suite arithmétique dont on précisera le premier terme u, et la raison r.
b) Calculer en fonction de n, la somme :
Sp=u +ut ... +u,

i

LY . . —
2. Smt( n )nENla suite définie par ¥» = €

(v, N - |
a) Montrer que la suite ( ? “neHMest une suite géométrique pour laquelle on précisera le premier terme v, et la
raison q.

b) Calculer Fy = Vg XV XXV en fonction de n
Correction
1

a)uy=2(0)-1=-1
Upi-U,=2(M+1)-1-Q2n-1)=2n+2-1-2n+1=2

. () .
Pour tout entier naturel n on a donc un+ = u,+ 2, de plus uo = - 1 donc la suite ( n neM est arithmétique de
raison r = 2 et de premier terme uo = - 1
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b)

_ (A Dy ) (2 D(=1422 1)

S, =
2 2
g, = ':””3":22”_ 2 e D 1)
2.
a)
Uy -1
v, = e =g
'li'm_l _ & ne _ e“nnl_“" — Eg
v g

Pour tout entier naturel n on a donc

de plus vo=¢'

) |
donc la suite ( n SneMest géométrique de raison q = €’ et de premier terme vo = €'
b)

P =v,yxwvx._ . »ny =

mn e

ght w g™ x| w et =

euu+u,+...+u" — E'S" — e(n+1j(n_1j

Bac série Get-Gel 1996

-
Soit (M” )neNla suite définie par ¥» = fin)y=de ?

1. Démontrer que (M n )HE M est une suite géométrique dont on précisera le premier terme u, et la raison.
2. Soit n un nombre entier naturel.

On pose :

Sy = 4(110 tut ... +Lln) etTh= 4(111 T ut ... HFUn+ )

Exprimer S, et T,en fonction de n.

3. Déterminer les limites S et T de S, et T,lorsque n tend vers + Q.

Correction

1. u=1(0) =4’ =4

—1_(n+lj
Hoa Fin+1) _ 4e 2

we S

L

n+l

=e? deplusu, =4
Pour tout entier naturel n on a donc Ho

-1/2

) |
donc la suite ( M “neHM est géométrique de raison q = ¢ et de premier terme u, = 4

2. Ses deux sommes ont chacune n + 1 termes


http://homeomath.imingo.net/suite.htm

1 _1
l—¢g 2 1—-¢ 2
1 1+l 1 1+l
T, = 4 %t x . =16e *x :
l—e_ﬂ_ l—e_ﬂ_
1
3. 0<e? <e” =1 4500

Exercice sur les nombres complexe (d'aprés bac)

On considére les trois nombres complexes :
e . T 4T
zl=2ﬁ(cosg+is1ng} z, =4, z3=2[1+e 3}

On appelle M,, M,, M3 leurs images respectives dans le plan complexe (P) rapporté au repére orthonormal

(O u ;V:'( unité graphique : 1 cm) .

1) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de z; et de z.

2) Placer les points M, M, M; dans le plan (P)

3) a) Calculer sous forme trigonométrique les nombres complexes :

Z1-232-2523-2

b) En déduire que les trois points M;, M., M3 sont situés sur un méme cercle dont on précisera le centre et le
rayon.

4) Montrer que le triangle M;M,Mj3 est un triangle rectangle.

Correction :

1) Mettons les nombres complexes z; et z; sous la forme algébrique

= 2£[cos%+isin %]: E\E{§+i%}: 3+(~.4."§)i
z = 2[1+ EHT} = 2[1+ Cos 4?”+isin 4?13] =

2 i

On en déduit les parties réelles et imaginaires de z; et z3 :

Re(z) =3 Im(z)=~3 Re(z)=1 Im(z) =--f3

2[1+"2_1—§3'J= 2{l—£3}: 1—(&7)3'




2)

=

——
3) a)
zZ, = 3+(—J§)3’ = z;— 2= 1+i—\;"r§: 2[%+i§}z 2[c05%+isingj

z,—2=4-2=2= 2(c050+isin0)
23—2:2(1+£4i?]—2:2£“?: 2(cos%+isin 4?1.?]

conséquent :
21 = 2|= |22 - 2| = |25 - 2= 2
Soit K le point d'affixe 2, on a donc :

b) on a par

KM = KM,=KM; il en résulte que les points M, M», M; appartiennent au cercle de centre K et de rayon 2.

4)

MM, =y -2 |=2-3- (VB )i|= |- 1-i45|=
VDR (B = E =2
MM, =z, - 2z5|= ‘1—(\5)15— 2|= |-3- 1] =
NED (B = 2= 243

MM, =|z-z]|= ‘1—(ﬁ)i—3—(ﬁ)i‘=
|—2—2iﬁ|=J(—2)2+(—zﬁ)2 =16 =4

MM =16
MM+ M M =4+12=16

d'apres la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle M ;M>M; est rectangle en M.
Autre méthode : montrer que le point K est le milieu du segment [M;M3]

stz (VBRI (V3) g

2 2 2
K est donc le milieu du segment [M;Mj3] , par conséquent le triangle M;M,M; est inscrit dans le cercle de
diamétre [M;M;], d'ou M;M,M; est rectangle en M,

} =MMP=MMI+MM*

ZEZZK
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FONCTIONS LOGARITHMES

Baccalauréat sti . génie mécanique A et F,génie énergétique, génie civil

Soit f1a fonction définie sur ]-1 ; + co[ par

fxX)=-x+1In2x +2) - In(x +2) .

On appelle (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal ( 4 cm pour une unité en
abscisses et 8 cm pour une unité en ordonnées).

Préliminaires :

1. Montrer que sur ]-1 ; + oo, 2x+2)>0et (x +2)>0

2. Etudier le signe de x> + 3x + 1 sur E.et en déduire que sur l'intervalle ]-1 ; + o2,

x* + 3x + 1 s'annule pour une et une seule valeur ¢¥dont on donnera la valeur exacte.

Partie A : Limites et asymptotes
, . lim fx) . .
1. Déterminer ¥--i . Que peut-on en déduire graphiquement ?
2.
2.a. Montrer que f{x) peut s'écrire sous la forme :

f{xj=—x+1n2+1n[x+l]
x+ 2

2.b. Déterminer alors
lim Fix)
¥ 4o
2.c. Montrer que la droite D d'équation y = -x + In(2)

est une asymptote oblique a (C) en + 0,
2.d. Déterminer la position de (C) par rapport a la droite D sur ]-1 ; + ca[

Partie B : Etude des variations
1. Calculer la dérivée £’ de f'et montrer que :
2

i) = - x4+3x+1

(x+1x+ 2
2. A l'aide des résultats obtenus dans les préliminaires,
étudier le signe de /' sur ]-1 ; + co.
3. Construire le tableau de variation de la fonction f'(on se contentera d'une valeur décimale approchée & 10™!
pres de l'extremum de )

Partie C : Représentation graphique

1. Justifier que 1'équation f{x) = 0 admet, dans l'intervalle [-0,8 ; -0,4], une solution unique notée £ . Donner une
encadrement a 107 prés de g,

2. Déterminer une équation de la droite T tangente a (C) au point d'abscisse 0.

3. Reproduire et compléter le tableau suivant : ( on donnera les résultats arrondis a 10 prés ).

53
. | 02 [ 0 0.5 1 >
f(x)

4. Représenter graphiquement la droite T, les asymptotes et (C) dans le repére donné.

Correction :

Préliminaires :

1.

sur ]-1 ; + ©o[, x > -1 donc 2x > -2 par conséquent 2x + 2 >0

sur ]-1;+ o[, x>-1doncx+2>1>0

2.4=32_4x1%1=9-4=5>0donc le trindbme x> + 3x + 1 admet 2 racines réelles disctintes :

—_3_‘5.31; =345
2 2

et il est positif a I'extérieur de ses racines :

eS| g
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x|-oo _3;"'@ __3;“5 —+oo

w+3ut+] + 0 - 0 +

4-::5<:9:>2<J§-::3:,~—1-:—3+~J§-:0:,~—1<_?1-:

}ﬂ}_g

-5

Eiﬁ{3=>—2}—\/§}—3;‘>—1}?

“3-~5
2
sur |-1 ; + oo, x
. —3+45

2
o =-0,38.

1

danc

{—3+J§
2

? + 3x + 1 s'annule pour :

sur ]-1 ; + o2[, x> + 3x + 1 > 0 si et seulement si x > ¢¥.

Partie A : Limites et asymptotes
1.

liml(— =1

2

—_3+£ < [

lim (2xz+2)=0" = limltln(2x+2j = -y = linilf(xj = —0

¥ =1

linzlln(x +2y=1lnl=10

on en déduit que la droite d'équation x = -1 est asymptote a la courbe (C)

2.

2. a.
Fixi=—-xz4+1n(2x+2)-Inix+ 2)
=—x+In2ix+D-Inlx+ 2)
=—x+lnZ2+lnlz+ 1 -1lnlzx+ 2)

:—x+1n2+1n(x+1]

x+2
2.b.
x(1+l] 1_+l
x+1 x x
pour x = 0, = >
r+ 2 x[1+—] 14+ &
x x
lim 14 L =1 . 141
“*‘“ Z = lim —— = lim —7
lim 14 == 1 T 1+<
= +w x X

= lim 1n[“1]=1n1=0
rere | x4 2 = lim f(x)=-o

. ¥=* +m
lim—x+1ln2=—-w
=+ 4

2.c.
F(x) = (=x+1n 2)=1n(“1]

x+ 2
lim 1n(“1]=0:>

= o ¥4+ 2

donc la droite d'équation y = -x + In(2) est une asymptote a la courbe (C) en + 0.



2.d.
Sur]-1;+[,0<x+1<x+2donc:

x+1 -::1:‘>1n(x+1]-:1n1:0
x+ 2 x+ 2

par conséquent f{x) - (-x + In2 ) <0 sur J-1 ; + o[, par conséquent la courbe (C) est en dessous de la droite D sur
l'intervalle ]-1 ; + caf.

0«

Partie B : Etude des variations .

1. f'est dérivable sur ]-1 ; + [ et pour tout réel x de l'intervalle ]-1 ; + o[ on a:
Fx) = —(z+1x+ 23+ (x+2)—-(x+1)
(x+11{x+2)
(X tidxt+rx+t ) tati-x-1  —ixF+3x+2)+1
B (x+ 1 (x+2) O (x+ (x4 2
-x*-3x-2+1 -x*-3x-1 _ x*+3x+1

(x+1(x+2)  (x+1(x+2)  (x+D{zx+2)
2. d'apres les préliminaire (x + 1) et (x + 2) sont strictement positifs sur ]-1 ; + £,
donc /' (x) est du signe de -(x* + 3x + 1).

3.
Valeur approchée a 10 prés de f{ €¥) .
A ¥) =0,1
Si vous tenez a calculer vraiment la valeur exacte ...
—3+HJ§+1 —1+Af5
f(r:z)=3_£+ln2+1n 2 BELLYCINPOR R
2 345, 2 1+~/5
2 2

3_ﬁ+1n2+1n[ﬁ_1J= 3_£+1n2+1n [—':*‘F_UEJ
2 NS 2 4

= _£+1n2+1n[[£_1J2]= 3_2"“E+1n2+21n[“‘i_1]

2

Ll

L
|
&2
e

= +1n2+21n(ﬁ 1) o1 2
R
= ~1n2+21n (5 -1)
Tableau de variation de la fonction f
x| -1 L +eo
Fx) + -
Aot 01
F(x)
—C0 —C0

Partie C : Représentation graphique

1.
f(-0,8) =-0,30<0
f(-0,4) =0,11>0
fest dérivable sur l'intervalle ]-0.8 ; -0,4 [
24



f"(x)> 0 sur l'intervalle ]-0.8 ; -0,4 [ donc la fonction f est strictement croissante sur |-0.8 ; -0,4 [ de plus f

(-0,8) =-0,30 <0 et f{-0,4 ) > 0 donc I'équation f{x) = 0 admet une solution unique £ sur l'intervalle 1-0.8 ; -0,4
[.

£-0,64) > 0 et {-0,65) < 0 donc -0,65 < < -0,64

2.
Coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse O :
f'0)=1/72

Ordonnée du point d'abscisse O :
fl0)=In2-1In2=0
L'équation de la tangente au point d'abscisse 0 est donnée par la formule :

y=7"(0)(x - 0) + f0)

y=x/2
T:y=x/2
3.

c | 08 |72 0 05 1 2
i) | 03 | 01 o | 03 | 07 | -16
4.

r=-1

AN

=l

(C)

25



Probléme bac génie mécanique, génie des matériaux session 2001

Partie A

Soit g la fonction définie sur |0 ; + o[ par: g(x) =-x +x [n x.
(ou In désigne le logarithme népérien ).

1. Résoudre dans l'intervalle ]0 ; + ¢o[ I'équation g(x) = 0.

2. Résoudre dans l'intervalle ]0 ; + o[ I'inéquation g(x) > 0.
Partie B

Soit la fonction f définie sur 0 ; + o[ par :

-3 1
i =—zx*+—x%nx
Fix) 2 5

(0,7

On appelle (I") la courbe représentative de f dans un repére orthonormal +Jd) (unités : 2 cm ).

1. Déterminer

lim f{x)et lim F{x)

¥t x=0
2. Montrer que f'(x) = g(x) . Utiliser les résultats de la partie A pour établir le tableau de variations de f.
3

3. Calculer (2% ). On fera apparaitre le détail des calculs.
4. Soit A le point d'abscisse 1 de (I").
Déterminer une équation de la tangente en A a la courbe (I7).

(0.7

5. Tracer dans le repere ) la tangente T ainsi que la partie de la courbe (1) , relative a l'intervalle [0 ;
6] .
6. Soit la fonction F définie sur ]0 ; + co[ par :

Fixi= %fln x—%f

a. Montrer que F est une primitive de f sur ]0 ; + ca].

b. Calculer en cm? l'aire du domaine limité dans le repere (.. 7) par la courbe (I7), I'axe des abscisses et les
droites d'équation x = 1 et x = e . On en donnera une valeur approchée a 10~ prés.

Correction

Partie A

1. g(x)=0

x+xlnx=20

x(-1 +Inx)=0

-l+tinx=0

(x ne peut pas étre égal a 0 puisque la fonction g est définie sur ]0 ; + ©a[ )
Inx=1

Inx=1Ine

x=e

S ={e}

2.2(x)>0

x(-1+Ilnx)>0

x est toujours strictement positif puisque la fonction est définie sur /0 ; + co/.
-1 +Inx> 0sietseulementsilnx > 1

sietseulementsi/nx > Ine

si et seulement si x > e

Signe de x(-1 + In x) :

z|0 £ +co
z0 + +
-1+ inx - +
-1+ Inx - +
S=Je, +oof
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Partie B
1. en +co

-3 1 -3 1
= —zrx*4+—x*lnx=x|—+—Inx
S (%) 4 & [4 & :|

lim ln x = 40
=+ 4

. -z 1
lim —+ —1ln x = 4w
i +e d 2 limm Ffi{x)=+wm
lim x°=+w T

en(
limnxlnx: 0

donec lim l;f:2 lnx=10
lim —x=10 ¥=0

>0 D rdonc lwi_r}nIJ Flx)=0

fim 252 = 0
=0 4

2. fest dérivable sur /0 ; + caf et pour tout réel x de /O ; + tdf ona:

-3 1
= —zx*4+—x%lnx
Fix) 2 >

I |
ur

Fllxy= _4—3(2xj+%(2x)1n x+%x2x%

uvtar!

1
= ?x+ xln x+5x: —x+zxlnx=g(x)

en utilisant les résultats de la partie A on en déduit les variations de f°

%[0 = +co
7 ) s
i O\ /
-
-3 1 -3 1 -1
el= —e?+ —eflne= —e?+ —e?f= —gt
Fe) 4 2 2
3.
3 3 3752 3
) ) eal ) )
EI - 1 3 -3 3
Fle?|= —e*+—e*x= "4 =0
4 2 4

-3 1 -3
li=—+—-Inl=—
7 4 2 4

donc le point A d'abscisse 1 a pour ordonnée -3/4.
Fh=gl)==14+1ln1=-1

Le ccefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 1 est /(1) = -1, on en une I'équation de la tangente au

point d'abscisse A :
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y=FNx-1+ 7

3
- —1zx-1-=
b ( ) 2

y:—;r+1—E
4
y:—x+l
4

5. Construction de la courbe (I") et de la tangente en A sur [0 ; 6]

/(FI'

/

\\H /

oy

6.a. F est une primitive de f'sur ]0 ; + o[ si F est dérivable et F'(x) = f(x)
F est dérivable et

Fix)= 1'—;c31n x—ixE

& 36
F'(x]:llrzln x+lx3><1——£3x2

& £ x 36
:llenx+lx2—£x2:lx21n x+ix3_ux2

12 2 12 12
= —x%ln x—ix:4 = iJr:2+—1f:21r.11r:
12

On retrouve bien F'(x) = f{x) donc F est bien une primitive de f'sur ]0 ; + co[
b.

=
H’“‘m

N
g

e

—

[
L'unité d'aire est de 4 cm?

sur l'intervalle [1 ; €], la courbe (I") est en dessous de 1'axe des abscisses
en unités d'aire l'aire du domaine est :
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N R TR R B )
|6 36 36
6 s_11 5 11
| 36 36 36

[ 5 5 11 5 5 11
=—|—=—¢ +t—|=| =& — — |ua
| 36 36 36 36

3_
(123— ﬂ] w4 = Mcmz 994 cm?
36 36 9

Probléme

Partie A : Etude du signede x*-1+2Inx

Soit g la fonction définie sur ]0 ; + co[ par g(x) =x’- 1 +2 In x.

(In x désigne le logarithme népérien de x)

1. Calculer g'(x) et étudier son signe.

2. Dresser le tableau de variation de la fonction g.

(Les limites ne sont pas demandées).

3. Calculer g(1).

4. Déduire des questions précédentes le signe de g(x) sur l'intervalle ]0 ; + o .

Partie B : Courbe représentative d'une fonction et calcul d'aire

On considére la fonction f'définie sur ]0 ; + €3] par :

f(x):;{—l—lnx

x2

On appelle (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthogonal (O 7).
(Unités : 3 cm sur l'axe des abscisses, 2 cm sur 'axe des ordonnées.)

1. a Déterminé

lim f(x) lim f(x)

1. b Montrer que la droite (D) d'équation y = x - 1 est asymptote oblique a (C).
Y a-t-il une autre asymptote a (C) ? Si oui, donner son équation.

1. ¢ Calculer f''(x) et montrer que I'on peut écrire

7ixy = B

X

1. d En utilisant les résultats de la partie A, déterminer le signe de f(x), puis dresser le tableau de variation de la
fonction f.

1. e Calculer les coordonnées du point d'intersection entre 'asymptote (D) et la courbe (C). Etudier la position
de la courbe (C) par rapport a la droite (D).

1. f Tracer dans le repére (0515 J Ma courbe (O) et les droites (D).
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2. a Montrer que la fonction H définie par :
-1
Hixn= —(1+1n x}
x
est une primitive de la fonction /4 définie sur ]0 ; + o[ par :

;g(szlnx

X

2. b Soit £1e domaine plan limité par (D), (C) et les droites d'équation x = 1 et x = '\fé‘_ . Hachurer £4; calculer la

valeur exacte de l'aire, en cm?, de £4; en donner une valeur approchée au mm?

Correction

Partie A : Etude du signede x’-1+21Inx

1. La fonction g est dérivable sur ]0 ; + cof :
2

gix)=3x*4+— =0 pourtout réel x € ]EI;+D:J[
x

donc la fonction g est strictement croissante sur |0 ; + oa[.
2. Tableau de variation de la fonction g.

x 0 + oo

g (%) +

gix) /

3.¢()=1-1+2In1=0
4

Six =1, alors g(x) = g(1) puis que la fonction g est croissante soit g(x)= 0
Six 21, alors g(x)2 g(1) puis que la fonction g est croissante soit g(x)= 0
conclusion : sur]0; 1], g(x)=Oetsur[1;+ca[, gx)Z 0
On peut résumer tout cela par le tableau de signe suivant :

x |0 1 + o
E(x) - 0 +

Partie B : Courbe représentative d'une fonction et calcul d'aire

On considére la fonction f'définie sur ]0 ; + o[ par :

f(x):x—l—lnx

x2

On appelle (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthogonal (0870
(Unités : 3 cm sur I'axe des abscisses, 2 cm sur I'axe des ordonnées.)

1.a
lim z—-1= 4o

i = lim f(x)=+c0

In x I:* =+

lim —— =10
E 4

limzx—-1=-1
¥ 0

litn In x = —to 1i —
1 = lim f(x) =40
0 — lim —* = —en x=0

litn x2 =07 x=0 gyl

=0

De la dernicre limite, on en déduit que la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale
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a la courbe (C).

(*) voir formulaire

1.b

-ln x
HORICEDEE
. =ln =z
lim =10

¥ w2

donc la droite (D) d'équation y = x - 1 est asymptote oblique a (C).
Il y a une autre asymptote a la courbe (C) ( voir 1.a.) , c'est la droite d'équation x = 0.
l.c

f{x}:x—1—“1—f
X

—x*—2xln x

, x—2xln x
Flixi=1-2 : =1-—T
x x
x(l-21n x) 1-21lnx
x x
B x? 1-2lnx x3—1+21nx_ g(x)
s x? - x* s

|0 1 oo
7 (x) - 0+

+co
F )

f(H=0

1. e Soit x I'abscisse du point d'intersection de I'asymptote (D) et de la courbe (C), on a :

fix)=x-1soitIn x =0, par conséquent x = 1.
L’ordonnée de ce point est f{1) =0 .
La courbe (C) et la droite (D) se coupent au point de coordonnées (1 ;0)

f(x) - In x est du signe de - In x ( voir Partie B 1 .b)
Etudions le signede - In x :

-Inx20silnx =0soitlnx =In 1 doux =1
sur J0 ; 1], - In x 20 donc la courbe (C) est au dessus de la droite (D)
sur [1 ;+ o[, - In x =0 donc la courbe (C) est au dessous de la droite (D)

1. d f'(x) est du signe de g(x) car x* > 0 sur ]0 ; + o[ et le signe de g(x) a déja été trouvé a la partie A :
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o

N
j

(©)

-
~
(O

T

)

2.a

Pourtoutréel x on a:

H'(x)= %(1+1n x)+

2.b Soit &1le domaine plan limité par (D), (C) et les droites d'équation x = 1 et x = 'JE'_ .

X

—1(1] 1
—_ - = —+
x xt

donc H est une primitive de la fonction /4 définie sur ]0 ; + co[

ln x

x2

Sur[l; 'Jg ] la courbe (C) est au dessous de (D) dong 14 % ©maire A1imité par (D), (C) et les droites d'équation x = 1
etx = '\J/‘-':"_ est en unité d'aire :

| =

L‘E(x ~1y = F(x)dx = L‘E lif dx = jf;g(x).:fx
1 -1
- (1+1n Je—j+(1+1nlj} = ﬁ(
= ——+1lua= [_—3+1]><6-:?m2 =6 —icm
2-Je e

2Je

on trouve en arrondissant au mm

|

2 . 0,54 cm?.

|

o

(C)
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Probléme bac session 2000 STI série génie mécanique et génie des matériaux

Partie A

Soit g la fonction définie sur l'intervalle
=]10;+oo[ par g(x) = x* - 2Inx.
1) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.
( On ne demande pas de calculer les limites aux bornes de )
2) En déduire que pour tout réel strictement positif :

g(x)>0
Partie B

Soit la fonction f définie sur l'intervalle I par :

1 2 14+1ln=x
= —x--4+—"
Fix) 5 > "

On note (C) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d'un repére orthonormal ..J) ,
d'unité graphique 2cm.

1) a) Etudier la limite de f en O et en déduire l'existence d'une asymptote a la courbe ( C)

b) En remarquant que f(x) peut s'écrire :

1 3 1 lnx
)= —x— —+—+
Fix) 5 5

x x
étudier la limite de fen +¢0 .
2) a) Montrer que pour tout nombre réel x de l'intervalle I,

vay = BLX
7im = £
b) Déduire de la partie A, le signe de f'(x), puis le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle I
¢) Dresser le tableau de variation de f.
3) Soit (D) la droite d'équation

1 3
Y=-xr- -
2 2
a)Montrer que la droite (D) est asymptote a la courbe

(C).
b) Déterminer par le calculs les coordonnées du point d'intersection de la courbe ( C) et de la droite (D)
¢) Sur l'intervalle I, déterminer la position de la courbe (C ) par rapport a la droite ( D )

4) Construire avec soin, dans le repére @.i,0) la droite (D) et la courbe (C)
Partie C
On considere la fonction h définie sur l'intervalle I par :

B(xy= B

x

1) En remarquant que h(x) est de la forme u'(x) u(x) , déterminer une primitive de la fonction h.

2. On considére la partie du plan limitée par la courbe ( C ), la droite ( D ) et les droites d'équation : x = 1/e et x
= ¢? Hachurer cette partie de plan, puis calculer son aire en cm? .

Correction
Partie A

1) g est dérivable sur ] 0 ; +c0[ et pour tout réel x appartenant a | 0 ; +cd[ on a :

2 _ 2 _ —
g'(x):Ex—Ez ax 2=2(x 1j=2(x Nix+1
x x x x
sur l'intervalle ]0 ; + ca[ , 2(x + 1) et x sont strictement positif donc g'(x) est du signe de (x -1) on en déduit les

variations de g :
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xlo 1
g'ix) -0

g \1 /

2)g(l)=1-2In1=1>0
g admet un minimum absolu en x =1 qui est g(1) =1
donc pour tout réel x appartenant a | 0 ; +oa[

+co

g(x)> 0.
Partie B
1) a)
limlnx=-0 = hm{l+lnx)=-0w
¥+ 0 vl 1+1nx
=1 = -
linu1. x=0" P 0 x
1 3 =3
lin —x——= —
x—=0 2 o o
donc lin%| Fi(x)=—-coo
interprétation graphique la courbe (C) admet une asymptote verticale d'équation x = 0.
b)
o1
lim %~
¥ 4w 1
o1 :
lim —=10 r = lim f(x) =400
= 4w = 4w
. 1 3
lim —x — —= 40
= tw 2

2) a) fest dérivable sur I et pour tout réel x appartenant a [on a :

1—-Jr—(1+1n x)

1
% :_+X =

ERORS —

1 1-1-1In=x 1 Ilnx
- = - =

2 %2 2 x

x*  dxlnx _ x*-Zxlnx _ g(x)
2 xt 2x* 2 x® 2 x®

b) g(x) et 2x? sont strictement positif sur I par conséquent
f'(x) est strictement positif on en conclu que f est croissante sur 1.

¢)

x|l +co
t' (=) +
fiz) /
3)a)
1 3 1+1n %
- —r-_|=—""
Fix) [2 2] .
lim M:[}
0r?{—}+u:| x

( limite calculée partie A question 1) a) )
donc la droite (D) est asymptote a la courbe (C)
b) soit x I'abscisse du point recherché on :
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f{x}=1§x—%<:‘> L S D P P N
X

nz=-l= M =ple x= =
g

1/e est I'abscisse du point recherché , il suffit de reporter cette valeur dans 1'équation de (D) pour avoir
I'ordonnée de ce point :

1 1 = 1 2 1-Zg
_}?:—X———:———z

2 e 2 28 2 2e
C'est donc le point de coordonnées :

(1_1—32]
g Za

1 3 1+1n =
f“)‘[?‘ﬂ‘T

l+lnzx==0=lnx>-1= x>e”
sur l'intervalle J0 ; e[ , 1+ Inx < 0 donc la courbe (C) est strictement en dessous de la droite (D)
sur l'intervalle Je ; +ca[ la courbe (C) est strictement au dessus de la droite (D)

4)

1

(i)
|-
T
o
(L
]
Partie C :

1) h est dérivable sur I, soit H une primitive de h sur |
posons u(x) = In x on a u'(x) = 1/x et par conséquent h est de la forme u'u on en déduit : H =u?/2

(ln x)?

Hixi=

Z

35



_[;;f(x]—[;—x— ;de= _I'e LyInx e

l.fe_x x
27 2 (In 1y?
. z
{111;”&} =1n€2+&_1n1___e
2 . 2 e 2
=2+ 2+1—l=E
2 2

L'unité d'aire est de 4 cm?
L'aire de la partie hachurée est donc 4 x 9/2 = 18 cm?

Probléme du bac sti (GET- GEL) 1998

Dans tout le probléme, I désigne l'intervalle 0 ; + oof
Partie A

Soit g la fonction définie sur 0 ; + oo[ par :
gx)=xInx-2x+3
1.a. Déterminer la limite de g en 0.
limxlnx =10
(on admettra que x—0
b. Déterminer la limite de g en + oo
(on pourra mettre x en facteur ).
2. Déterminer a l'aide de la dérivée g', le sens de variation de la fonction g.
Dresser le tableau de variations de g.
3. Calculer g(e). En déduire que pour tout x appartenant a ]0 ; + oo[, g(x) >0

Partie B

Soit f la fonction définie sur |0 ; + oo par :

f(x)=2x*Inx -5x*+ 12 x

On note C la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal ayant pour unités
graphiques :

e 2 cm en abscisse,
1 cm en ordonnée.

1. Soit x appartenant a ]0 ; + co[. Montrer que f'(x) = 4g(x).
2. a. Déterminer la limite de f en 0.
b. Déterminer la limite de f en + oo.
3. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
4. a. Déterminer une équation de la tangente T, a C en son point I d'abscisse 1.
b. Déterminer une équation de la tangente T, a C en son point K d'abscisse e.
5. Tracer T, , T, et C.

Partie C
1. Soit la fonction définie sur ]0 ; + oo[ par

Hix)= 1—;5:3 [ln X - 1—]
3 3

et h la fonction définie sur |0 ; + o[ par h(x) = x* Inx.

Vérifier que H est une primitive de h sur J0 ; + oof .

2. Soit D la partie du plan limitée par les droites d'équation x = 1 et x = e, I'axe des abscisses et la courbe C.

Calculer l'aire A, exprimée en unité d'aire, de la partie D. On donnera la valeur exacte puis la valeur arrondie au

centieme.
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Correction

Partie A
1.a.

limxlnx =10

A=l

= |1 =3
lim (-2 + 3) = 3 i S (0

1.b.

glx)= xlnx—2x+3:x|:1nx—2+ E:|
X

lim lnx = +w

A= 400 . 3
3 :;»11m[1nx—2+—:|:+co
lim - —=10 Ao ke X

A= 4o '

lim x= +w

A= o0

= lim g(x)=4wm

EECR

2. g est dérivable comme somme de fonction dérivable sur ]0 ; + oo[, calculons g'(x) :

g'(x):l-lnx+x-1——2= Inx-1
X

Etudions le signe de g'(x) :

gx)>0 “Inx-1>0 ~Inx>1 “x>¢
donc g est décroissante sur [0 ; €] et elle est croissante sur [e ; + o [

On en déduit le tableau de variation de la fonction g :
z(0 £ +oa

£(x) - +

3-

3. gle)=elne-2e+3=¢-2¢e+3=3-¢

g admet sur l'intervalle ]0 ; + oo un minimum absolu en e qui est 3 -e , donc pour tout réel x de l'intervalle 10 ; +

oof

gx)>3-e>0.

Partie B.

1.

f est dérivable comme somme de fonctions
dérivables sur ]0 ; + oo[

Flxy=2x*Inx-5x*+12x

Fhix)=4xIlnx+ sz-l— 10x+12
X

dxlnx+2x-10x+12

=dxlnx-8x+12
dixlnx—-2x+3)=4g0(x)
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2. a.
Filxy=2x*Inx-5x2+12x

limxlnhx=20

x._}n = lim (2):2111 x): 0
lim 2x = 0 #=0 = lim f(x) = 0

lim (-5x*+12x)= 0

A=l
b.
Flxy=2x*Inx-5x*+12x

Fixy= x{zlnx— 5+£}

X

limm x2 = 4@
lim 2lnx = +m l
Ah e . 12

12 :~11m{21nx—5+—}=+m
lim -5+ —=-5 Ay Ao x
EEER b

EEE EEE

lim x{zlnx— 5+E}: hm f(x)=+w
X

3. f'(x) =4 g(x) donc f'(x) > 0 sur JO ; + oo d'ou f est strictement croissante sur |0 ; + oo[.

[0 - +co
£'(z) +
f@){kfffffﬁf#;fs%w
4. a.

Tangente T; a C en son point I d'abscisse 1.
f(1)=4(11n1-2+3) =4

Le coefficient directeur de T, est 4.
f(1)=2Inl1 -5+12=17.

y - (1) =f(1)(x - 1)

y-7=4x-1)
Ti:y=4x+3
b

f'(e) = 4g(e) = 4(3 - e) =12 - 4¢ est le coefficient directeur de la tangente en e.
fle) =2¢e’lne - 5e? + 12 e=2e?-5¢*+ 12e=-3e*+ 12 ¢

Equation de T,

y=-3e*+12e+ (12 - 4e)(x - e)

y=(12 - 4e)x - 3e* + 12e - 12¢ + 4¢?

T,:y=(12-4e)x +¢?

5.
/Tz
P a
T
¢
T =




Partie C

1.
La fonction H est dérivable sur [0 ; + o[ etona:
1 1
H(xy= —x° [lnx— —]
3 3
1 1 1
H'(x)=x%lnx- — |+—x"| =
3 3 X

1 1
= x*lnx- §x2+§x2: x*lnx = Alx)

(forme (uv)' =u'v+uv')
On en déduit que H est une primitive de la fonction h sur ]0 ; + oof .

2.
-
-
D
I
¢
1 °

Sur l'intervalle [1; e] , la courbe C est au dessus de 1'axe des abscisses donc 1'aire A de la partie D est égale en
unité d'aire a :

_r: Flx)dx :_[: (2x2Inx-5x24+12x)dx

] o )
- EH(x}——;: +6x2}

s 3
M g2 3L
9

11 37
A= 2[— et 4 Bero —Jcmg
o 9

( vérifiez quand méme ! )
Soit environ A= 31,35 cm?

Probléme du bac sti (GET- GEL) 1999

Dans tout le probléme, I désigne I’intervalle] O ; + oo
Partie A

Soit g la fonction définie sur l'intervalle I par :
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gx)=x*+3-2Inx

l.a. On note g' la dérivée de la de fonction g ; calculer g'(x) et étudier son signe, pour x appartenant a l'intervalle
L.

b. Dresser le tableau de variations de la fonction g.

Les limites de la fonction g en 0 et en + o ne sont pas demandées.

2. Calculer g(1), en déduire le signe de g(x) pour x appartenant a l'intervalle 1.

Partie B

Soit f'la fonction définie sur l'intervalle I par :
1 1 Inx

F) = mx -t 2
2 2x X

On note f' la fonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle I et C la courbe représentative de la fonction f dans

un repere orthonormal (@.r.) d'unités graphiques 2 cm.

1. a. Etudier la limite de f en 0 et en déduire I'existence d'une asymptote a la courbe C.
b. Etudier la limite de fen + oo,

2. a. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle I,

o E0x)
Fix)= ey

b. Déduire de la partie A le signe de f'(x) puis le sens de variation de f sur l'intervalle 1.
c. Etablir le tableau de variations de la fonction f'sur l'intervalle I.

3. Soit D la droite d'équation y = %2 x dans le repére i, J)

a. Montrer que la droite D est asymptote a la courbe C.

b. Déterminer par le calcul les coordonnées du point d'intersection E de la courbe C et de la droite D.
c. Sur l'intervalle I, déterminer la position de la courbe C par rapport a la droite D.

4. En utilisant les résultats précédents, tracer avec soin dans le méme repére (@.1.J) la droite D et la courbe
C.

Partie C

1. On considere la fonction /4 définie sur l'intervalle I par :

1 In x
B(xy= —-—
2x x
En remarquant que
In x

A
est de la forme u'(x).u(x), déterminer une primitive de la fonction h sur l'intervalle 1.
2. Hachurer sur le graphique la partie du plan limitée par la courbe C, la droite et les deux droites d'équations
x=1letx=¢'
Calculer l'aire, exprimée en cm?, de cette partie hachurée.

Correction
Partie A
1.a. La fonction g est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables sur I et :
. 2 2x2 -2
Elx)=2x- —= ——
x X
C2(x2-1)  Z2(x-1)(x+1)
X A

(x + 1) et x sont strictement positifs sur l'intervalle I donc g'(x) est du signe de x - 1.
1.b. On en déduit le tableau de variation de g :
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| 1 +oo
gz -0+

o \4 /

2.a.g(1)=12+3-2In1=4
donc g admet sur un minimum absolu en 1 qui est 4, donc pour tout réel x de l'intervalle I, g(x) > 0.

Partie B
1.a.

o1
litn —x =
r=0 2

lim — = —w = lim fix)=-m
a0t 2 A=’

limlhx=-m

A—0"

. Inx
_ . = lim ——= -w
limx=10 =00 X
A0 )
Par conséquent la droite d'équation x = 0 est asymptote a C ( asymptote verticale )

1.b.

-

. 1
lim —x = 4+
A= o 7
lim 2120 = lim f(x)= +o
A oo oy A= o
!
llmﬂzﬂl
A—r 40y ]
2.a
1
1 1 ;-x—l-lnx
x)= —+ +
J 2 Zx® x=
1 1 1-1lnx
= —+ +
2 Z2xF x®
_x2+1+2—21nx
- 2x*
_X*F4+3-2Inx  g(x)
2x* 2x=
2. b.

f'(x) est du signe de g(x) puisque 2x? > 0 sur L.
Or g(x) > 0 sur I, il en résulte f est strictement croissante sur I.

2.c.
|0 +co

f'(x) +
=)
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3.a.

limm[f(x}— %x] _

lim [_ - ln_xJ -0
Kb 4o 2x x

v
d'apré s partie B 1h.
Donc la droite D d'équation y = '4 x est bien asymptote a la courbe C. ( asymptote oblique )
3.b.
Soit (x ; y ) les coordonnées de E , E est le point d'intersection de D et de C, donc ses coordonnées sont
solutions du systéme :

y= fix)
s

J’=E

résolvons I'équation
X
Flo=—
2
sur I pour trouver l'abscisse du point E :

X
f(x}=5

1 1
_ L mr o,
Zx x
-1+ 21
nx:D
X
-1+ 2lnx=10
1
Inx=—
2

1
x=g? = Je_
l'abscisse du point E est 'JE'_ , son ordonnée est donc
y= 'Je_/ 2
E('\ffé'_; '\J/fi'_/ 2)

c. pour étudier la position de la courbe C par rapport a la droite D, il suffit d'étudier le signe de I'expression f(x)
-X/2=
-1+ 2lnx

x
Cette expression est du signe de -1 + 2Inx puisque x > 0 sur I.

-1+ 2lnx >0 = 2lnx > 1 = Inx>1/2 <:;1’x>'\.xf-'3"_
C est au dessous de la droite D sur l'intervalle [0 ; '\J'ré_ ]
C est au dessus de la droite D sur l'intervalle [-JE‘_ ;oo
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I
/.f
i
Partie C
1.
h(x)zi_lnx
2x x
11 1
=———-—Inx
2x x
1 | 2
H(x}:—lﬂ;&:—(IMC:l
2
2.
D
-'_,./'
e
=
i

La droite D étant au dessus de la courbe C sur l'intervalle [1; e

1/2]
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_[ { - f(x)}dx unités d'aire

j {21_— ln_x:| dx unités d'aire

_[ h (xoelx unités d'aire

A=L A(x)dx x 4com?

J': h(x)dx = H(£"*)- H (1)

1 vz (In 5’”2)2 _

—Ine
2 2

1 2
1 1 2 1 1 1
_—— = = — = i
2 2 2 4 & 8
1
—cme
2

Probléme du bac série STI (GET, GE), 1997

Dans tout le probléme, I désigne l'intervalle |0 ; +caf.
Partie A

Soit g la fonction définie sur l'intervalle I par :
g(x)=x*+6-4lnx

On admet que le tableau de variation de g est le suivant :
z[0 {2 +oo

g(x)

N

1. calculer g(w‘fz_ ).

2. En déduire que g est une fonction positive sur l'intervalle 1.

Partie B

Soit la fonction définie sur l'intervalle I par :
1 In x

X
A A

On f' la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle I et C la courbe représentative de la fonction g dans un

repére orthonormal (.. ) d'unités graphiques 4 cm.

1. a. Etudier la limite de fen + 0

b. Etudier la limite de f en 0 et en déduire l'existence d'une asymptote a la courbe C.
¢. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle I,

o BLx)
Flixy= e

d. Déduire de la partie A, le signe de f'(x) puis le sens de variation de f sur l'intervalle L.
e. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur l'intervalle L.
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2. Soit (D) la droite d'équation y = x/4 dans le repére (@.1..0)

a. Montrer que la droite (D) est asymptote a la courbe (C)

b. Déterminer par le calcul les coordonnées du point d'intersection de la courbe (C) et de la droite (D)
c¢. Déterminer la position de la courbe (C) par rapport a la droite (D).

(0,7

3. En utilisant les résultats précédents, tracer avec soin dans le méme repére 2 J) la droite (D) et la

courbe (C)
4. On considére la fonction h définie sur l'intervalle I par :

ln x

a. En remarquant que X est de la forme u'(x).u(x), déterminer une primitive de la fonction h.
b. Calculer en cm? l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C), la droite (D) et les droites d'équation x

= '\ffé'_ et x = e. Correction
Partie A

1et2.
g(~f2) = (xﬁ)2 +6-41n 2

=2+6-2In2=8-2In2 >0
g atteint son minimum en ~Zsur et g( 2 )> 0 donc g(x) > 0 pour tout réel x appartenant a I.

Partie B

=04

. 1 .
lim - — = —w > = lim X)=-m
A" 2 A=’ f( :I

limlhx=-m

A= 0" . lnx

_ = lim—=-w
limx=0" =00 X

A=0"

Donc la courbe représentative de f admet une asymptote verticale d'équation x = 0.
c.
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2x* x*®
X2 2 401 - xln x)
+ + =
4x2  4x= 4 x2
x2+6-dxlnx  gix)
4 x 4z
d. 4x2 > 0 sur I donc f'(x) est du signe de g(x) or g(x) > 0 sur I d'ou f est strictement croissante sur I.
e.

t'ix) +
(€]
Fon
2. a.
. x . 1 Inx

lim | fix)-—|=lm |-—+ —|=0
EE 4 A= 4o ZI T

o d'aprés:_

donc la droite d'équation y = x/4 est asymptote a la courbe (C) ( c'est une asymptote oblique ).
b. Soit M(x ; y ) le point d'intersection de (D) et (C) alors le couple (x ; y ) est solution du systéme :
X

J’:Z

x
f(x)=1

Résolvons sur I I'équation f(x) = x/4
1 I x
-t ——=10
2 x
-1+2lnx
2x

2lhx=1

=0

Les coordonnées du point d'intersection de (D) et (C) sont

(e ~fe )

c. Pour étudier la position de (C) par rapport a (D) il faut étudier le signe de f(x) - x/4, le signe de f(x) - x/4
dépend de-1+21Inx

-142Inx>0=2Inx>1 " Inx>1/2 <i;h’x>'\1/€_
Autrement dit la courbe (C) est au dessous de la droite (D) sur I'intervalle ]0 ; '\/é'_ ] et (C) est au dessus de la
droite (D) sur l'intervalle [-JE‘_ ;+ oof
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@)

—

v=x/

(<

4.a. Soit H une primitive de hsur I :

h(x}:i+m_x: i.l_+1_.1nx
2x X 2 x x
— 2
I—i'l(;»c)l=?11171;55+M

b. Soit A I'aire du domaine, (C) étant au dessus de (D)
ona:

A= _Eg[f(x}— E]d}: u.a.=_[;_h(x}dx u.a.

_r:gh(x)dx -

[= (x)]zg =
H(e)- H(Je) =

— 2
?llne+ (n e) + l—ln\,/g—

Probléme du bac sti (GE, GET) 1996

Partie A - Etude d'une fonction

Soit la fonction f définie sur l'intervalle I= ]0 ; + o[ par :
f(x) = In(2x) - In(x+1)
1. Vérifier que pour tout réel x de [on a :

Fx) = 1n(2)+1n[ * ]
x+1

2. a. Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle
b. calculer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition I.
c¢. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

3. On note (C) la courbe représentative de f dans un plan muni d'un repére orthonormal @.i..4) ; l'unité de
longueur est 2 cm.

a. Déterminer 1'abscisse du point d'intersection de la courbe (C) avec l'axe (O ; 7).
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b. déterminer une équation de la droite (T) tangente a la courbe (C) au point d'abscisse 1.

c. tracer la courbe (C) et la tangente (T)

4. Déterminer le nombre ¢tel que la tangente (&) a la courbe (C) au point d'abscisse ¥soit paralléle a la droite
d'équation y = x.

Partie B - Etude d'une fonction primitive

Soit la fonction g définie sur = ]0 ; +ca[ par :

gx)=xIn2x)-(x+ 1) In(x+1)

1. Démontrer que la fonction g est une primitive de la fonction f sur L.

2.a.

Etudier le signe de f(x) d'apreés les résultats de la partie A.

b. En déduire les variations de g sur l'intervalle I

3. Calculer en cm? la valeur exacte de l'aire de 1'ensemble des points M(x; y) duplan telsque 1 £ x =2 et0=y
=f(x)

Préciser une valeur décimale approchée a 0,01cm? prés. Correction

1. pour tout réel x de [on a :

Fixy=In(2x)- InCx+ 1)
=In(2y+Inix)y—InCx+1)

=1n(2)+1n[ x J
r+1

donc pour toutréel x delon a:

£y = In(2) + 11{ * ]

x+1

2.a. la fonction f est dérivable sur I comme somme de 2 fonctions dérivables sur I et

2 1
Ix = - = =
7 2x x+1
1 1 x+1-x 1

x x+1 x(x+1) - x(x+1)

f'(x) > 0 sur I donc f est strictement croissante sur I.

b.

Fix)=1In(2x) - In(x +1)

liI'g{ In{2x) = -w

A= 1 _
lim In(x + 1) = In1=0 lim f(x)=-o

on en déduit que la courbe représentative (C) de la fonction f admet la droite x = 0 comme asymptote
( asymptote verticale )

£y = In(2) + m( al J

x+1

lim — = fm — = fim o

s 400 A—d o0 1 A 400 1
wrl x[1+—] [1+—J
X x

or In(1) = 0 donc

lim ln[ * ]:a
5 oo x+1
lim f(x)=1In2

On en déduit donc #—+ +=
La droite d'équation y = In 2 est asymptote a la courbe représentative (C) de f ( asymptote horizontale )
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C.

4] +

fiz)

-0

3.a. Le point d'intersection de (C) avec 1'axe des abscisses a une ordonnée nulle donc son abscisse x vérifie
I'équation f(x) =0
Jlx)=0

In2xy—-lnlx+ 1) =0 &
In2xi=lnx+1) =
2r=x+1<=

x=1
C'est donc le point d'abscisse 1.
b. Calculons le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 1 :

1

S S
f(l)_lxz_z

On sait de plus que f(1) = 0 d'aprés la question 3.a
L'équation de la tangente au point d'abscisse a de la courbe est : y - f(a) = f'(a) (x - a)
Donc 1'équation de (T) esty - 0=0,5(x - 1)

1 1

(T}:y:Ex—E

C.

(T)

|

x=0]ICC])

4. Pour (&) soit parall¢le a la droite d'équation y = x il faut que ces deux droites aient le méme coefficient

directeur c'est a dire 1.
Par conséquent «¥doit vérifier 1'équation f'(x )=1



1
x(x+1):
x(x+1)=1
2+ x=1
X*+x-1=20
H=14+4=5=0donc 2 solutions pour

I'équation x*+ x-1= 0

145
2
_1_J§

x, = ———— < 0 ne convient pas

—1+f5
A

= 0 convient

donec o =

Partie B.

1. La fonction g est dérivable sur I, calculons sa dérivée :

glxy=xln(2x)— (x+1InCx+1)

2 =1.1002x) + % = 1. In(x+1) - (x+1). ——
2x x+1

=InlZ2xy+1-Inlx+1)-1

=In(2x)— In(x +1)

= fx)

g'(x) = f(x) donc g est bien une primitive de f sur I.
2.a on sait que f(1) = 0 on en déduit donc le signe de f(x) :

Lx|0 1 +oo
A

£z

-0

%) - 0 4

2.b

=(0 1 +oo

fx) - 0+

2(x) /}m\\

gM)y=In2-2ln2=-1n2
3.La courbe représentative de f est au dessus de l'axe des abscisse sur l'intervalle [1; 2] donc l'aire de I'ensemble
des points M(x; y) du plan tels que 1 = x %2 et 0£ y =f(x) est égale a :

(Lz i (x).:ix)u.a

(u.a unités d'aire )
Calculons l'intégrale :
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[ reodc=[go] = g~ g
J‘ff(xmx: 2in4-3In3+1n2

=2mh22-3IIn3+1ln?2
=4n2-3n3+1ln2

32
=5In2-3n3=1n2"-1n3"=ln_-=
27
L'unité d'aire étant de 4 cm? ,
L'aire du domaine demandé est donc de :
y=Ilnd
T
3z 32 —T=
In—ua=4ln—cm2= 0680 cm2 °| 1
27 27 B

Probléme Bac STI GET.GEL 1996

On considére la fonction f définie sur |0 ; + o3[ par :

f{x}=1+1nx

et on note C sa courbe représentative dans un repere orthonormal 0.i,0)
(‘unité graphique : 5 cm)

Partie A : Etude de la fonction f.

1. Etudier les limites de fen 0 et en + o
(pour cette derniére on pourra remarquer que :

1 lnx
Flx)=—+ )
x x
2. a. Montrer que :
, -lnx
7= —

pour tout x appartenant a ]0 ; + ©a[
b. En déduire le sens de variation de f .
¢. Dresser le tableau de variation de f.

Partie B : Etude de quelques points particuliers de C

1. Déterminer l'abscisse x; du point d'intersection M, de C avec I'axe des abscisses.

2. Soit x, = I/JE‘_ . On note M; le point de C d'abscisse x,.

a. Déterminer une équation de la tangente £, au point M.

b. vérifier que &, passe par O.

3. Indiquer l'abscisse x; du point M5 de C tel que la tangente £ a C en M; soit paralléle & I'axe des abscisses.
4. Soit " la fonction dérivée de f' : calculer f'(x) pour

X appartenant a |0 ; + ¢af .

Déterminer le réel x4 qui annule f'(x) .

On appelle M, le point de C d'abscisse Xa.

5. Vérifier que xi, X2, X3 , X4 sont quatre termes consécutifs d'une suite géométrique dont on indiquera la raison.
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6. Placer les points M;, M, M3 , M, dans le repére (©,5,.7)
Construire les tangentes &, et &; puis la courbe C.

Partie C : Calcul d'une aire

1. On note g la fonction définie sur J0 ; + ca[ par :

g(x) = (In x)?

Calculer la dérivée de g. En déduire une primitive de f sur ]0 ; + ©a[ ,aprés avoir remarqué que :
1 Inx

Fe) =+ 2E
i i

2. Hachurer le domaine plan limité par la courbe C, I'axe des abscisses et les droites d'équation x = 1/e et x = 2.

Calculer la valeur exacte A de l'aire de ce domaine exprimée en cm?.
Correction :
Al

= lim l+lnx= -
lim 1=1 K= 10 = 1i%1‘f(xj = —x

on peut en déduire en passant que la droite d'équation x = 0 est asymptote a C.

fx) == 2
X

lim 1. 0
¥ 4w ¥

= lim f(x)=0
] 1 x ¥ +w

lim =

b i x

On peut en déduire que la droite d'équation y = 0 est asymptote en + ¢

2. a.
f est dérivable sur ]0 ; + ©o[ et pour tout réel x de J0 ; + o[ on a:
1
, =;x_1(1nx4_1}=1—1nx—1=—1nx
J ) > > >
2.b.

f'(x) est du signe de - In x car x> 0 sur |0 ; + ca[

- Inx > 0 si et seulement si Inx < 0 si et seulement si 0 <x <1

on en déduit que sur l'intervalle ]0 ; 1], f(x) 20 donc f croissante
sur l'intervalle [1 ; + ca[ , f'(x) =0 donc f décroissante .

2.c.
xlo 1 +oo
Fix + -
1
fx)
-0 0
1 = 1+11n1 -1
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Partie B :

1. Le point M, a pour ordonnées 0 donc son abscisse est solution de I'équation f(x) =0 :

fm=0e T g im0 = -1
x
1 1 -1
S lhz=-lnhe=shrs=lnh—= x=—=¢
g g
x1=1— Ml[l—;[]]
g 8
2. a.
coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse x- :
1 11
T 1ﬂ’J€_=5nE=£=l><_=i
J_ 1 1 21z
J_ g g g
ordonnée du point au point d'abscisse X :
1 1 1
1+1n 1-— —
2oz Lk e
T 1T 2 1 2

équation de la tangente &, au pomt M, :

[J'][ J]”[T]

Y

};:ix— +£
2 2nfe 2

y:ix—£+£
2 2 2
_é‘

.}’—E-T

b. c'est bien I'équation d'une droite passant par l'origine du repére.
3. la tangente au point M; d'abscisse X3 est parallele a I'axe des abscisses donc son coefficient directeur est nul

donc f'(x;)=0onendéduitxs=1etM;(1;1)

4.
\ _-lnx_ Inx
SR - —=E - -
: *-axl
f"(x)=_;x xnx=_x—2x1nx=_1—21nx=21nx—1
x*t =t P e
" 2lnx -1 1
FE =06 ——-0&2lz-1-0& 2hx-1&ha-o
x

¢>1nx=1§1ne®1nx=1n£@ x=\fe—

x4=“f(€_

5.
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1
xg =£—LXE=JQ ﬁ—L=~JE_ x—4=’v';é‘_
..'-’;'1 1_ '\J'II'Q_ .?;'2 1_ x3

e e
Ay _ A3 Ay =-4"g

6.

Partie C :
1. g est dérivable sur ]0 ; + o[ et pour tout réel x de ]0 ; + ¢d[ona:

g(x) = (Inx)?

g'(x):j,xl_(lnx)l =2111_I
x x
1 Inx
Feoy= 2 B2
X X

F(xy=Inx+ i—(ln x)?

2.
2

A= J’f F(x)dx = {m ¥+ %(m :a:)z}1 -

[1112 ; %(mz)2 _ [lné+ %[m éfﬂ _

1 2 1
In2+ —(ln2y - | -1+ —|=
L2y (-4 2]

1 1
In2 + 5(1112)2 + 5:1,431&.& =35 8com?

Probléme du bac série STI (GET, GE), 1995

Partie A - Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur |0 ; +oo[ par :
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g(x)=1n—x+e
o

On note C, la courbe représentative de g dans le plan rapporté a un repére orthonormal.
1. Déterminer la limite de g en 0 et en + 2. Que peut-on en déduire pour C, ?

2. Déterminer, a l'aide de la dérivée g', le sens de variation de g. Dresser le tableau de variation de g.
3.

\ e

1]
a1}
31}

I—————————

1 1 1
\ £
courbe 1
courbe 2
courbe 3

L'une des courbes précédentes est la courbe C,. Indiquer le numéro correspondant & C,, en précisant la raison
de votre choix .

4. Calculer g(1/e) . En déduire, pour tout x appartenant a 0 ; +ca[, le signe de g(x).

Partie B - Etude d'une fonction et tracé de sa courbe représentative

Soit la fonction f définie sur |0 ; +o3[ par :
1
fixy= E(ln iR +ex—eg

On note C; la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthogonal ( unités graphiques : 4 cm
en abscisse et 2 cm en ordonnée ).

1. Soit x appartenant a 0 ; +ca[. Vérifier que f'(x) = g(x).

2. Déterminer les limites de fen 0 et en + 0

3. Dresser le tableau de variation de f.

4. Déterminer I'équation de la tangente (T) a Cren son point I d'abscisse 1. Préciser la position de C; par rapport
a(T).

5. Tracer (T) et C¢

Partie C -Calcul d'une aire

1. Soit H la fonction définie sur ]0 ; +ca[ par :

H(x) =x (Inx)?- 2x In x + 2x

Soit h la fonction définie sur ]0 ; +co[ par : h(x) = (In x) 2.

Vérifier que H est une primitive de h sur |0 ; +ca[ .

2. Soit (D) la partie du plan limitée par les droites d'équations x = 1 et x = e, la tangente (T) et la courbe C:;.
Calculer l'aire A, exprimée en cm? de (D) . On donnera la valeur exacte, puis 'approximation décimale par
défaut a 107 prés.
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Correction

Partie A
1.
limx=10"

x=0"

oo Inx
_ = lim —= -w
limlhx=-w a0t
A0

= lim [ln_x+ e] = lim g (x) = o
=0

x=0" o

Par conséquent la droite d'équation x = 0 est asymptote a la courbe C, ( asymptote verticale )

. lnx : In x :
lim —— =0 = lim [—+e] = lim g(x)=-¢
A 4wy A @ s R o
on peut donc en déduire que la droite d'équation y = e est asymptote a la courbe C, (_asymptote horizontale )
2.
La fonction g est dérivable sur |0 ; +oa[ et :

1

—x-1lnx 1-lnx

g'(x): ks —

xe xe

g'(x) est du signe de 1 - Inx puisque x? est strictement positif sur 0 ; +ca[ , étudions donc le signe de 1 - In x
1-lnx>0=1>Inx —e>x

1 1
gle) = Ll he= —te
e e
=z|0 = +coo
£(x) + -
g(x) 14\
=
-0 =
3.

» Lacourbe n°l est en dessous de la droite d'équation y = e ce qui est en contradiction avec la fonction g,
puisque la fonction g est telle que g(e) > e.

e Lacourbe n°2 est la courbe représentative d'une fonction décroissante, puis croissante, ce qui est en
contradiction avec la fonction g qui est croissante sur [0 ; e] et décroissante sur
[e;+ ool

» Lacourbe n°3 est la courbe qui correspond a la fonction g, g admet bien un maximum en e et ce
maximum est bien strictement supérieur a e.

4.
1
glx)= —+e
x
1 lnl—
g[—]: € te=-¢lne+e=-e+e=10
a 1
e
=0 lie E +co
gz + -
glz) /f\
[
& &

On en déduit le signe de g(x) sur ]0 ; +co[
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=z 1ie +oo
gix) - 0+

Partie B

1. f est dérivable sur]0 ; +cofet :

(xy= Lol L 1 g Inx
f(x)—z 2[}J(1nx)+e . +e=g(x)

lim Inx = —c0 = lim —(lnx)* = +
=l A0 2 lim f(x) = +ew
. EE
limfex —e) = —¢
2. x—=0"

On peut en conclure que la courbe Cradmet un asymptote horizontale d'équation x = 0.

lim lnx = +w = lim 1—(lﬂ X3P =+4m

A= oo Ay o lim f(x) - 4+m
. A= o0

lim (ex —e) = +m

EEER

3. f'(x) = g(x) on en déduit les variations de

2
f[l—J= l—{lnl—J +e-1——e= 15(— 1ne)2+1—e= %—e

2 & &
|0 1/e +oo

- +
fiz)] ®
32 -

4. Equation de la tangente au point d'abscisse 1.
Calcul du coefficient directeur de cette tangente

f'(l):g(l):lnTl+e=e

e est le coefficient directeur de cette tangente.
1 2
f(l): E(lnl) +e—-e=10

y-f()=F(1) (x- 1)

y-0=e(x-1)

Equation de la tangente

(Ty:y=ex-e

Pour étudier la position de la courbe C; par rapport a la tangente (T) d'équation y = ex - e il suffit d'étudier le
signe de f(x) - (ex - €)

Fix)—lex—e)= 1E(lﬂ 2=

On en déduit que Cr est au dessus de sa tangente (T) au point d'abscisse 1.



-

Partie C.

1. La fonction H est dérivable sur 0 ; +co[ :

H'(x):1-(1nx)2+x-2-[1—}1nx—21nx—2x-1—+2
X X

=(lnx@¥+2Inx-2lhx-2+2
=(lnx)?* = h(x)

donc H est bien une primitive de h sur ]0 ; +co[

2.
A= _r:[f(x)— (ex — e)]dx ii.ct.
J': [/ (x) - (ex — &) |ax
=1
v=Hz 4 = _[:%(ln Ry = %_[:h(x)cfx
- (2]
F=EE-8 =;—[e(lne)z—Zelne+2e—1(1nl)2+ 21111—2]
1 g -2
i :E[€_2€+2€_2]: 5
A:E_Eu.a:
2

¥4 x2om?® =4(e—- 2)om? = 2.87om?

FONCTIONS EXPONENTIELLES

Probléme du bac STI GC-GEN-GM Session 2001

Dans tout le probléme, le plan est rapporté a un repére orthogonal ., 5l (‘unités graphiques : 2cm sur
'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées).

Soit la f fonction définie sur |- oo ; + oo par :
flx) =3e"+2x—4
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Partie A - Construction de la courbe représentative de f

1. a. Déterminer la limite de fen + oo .

b. Vérifier que f(x) = e™ (3 + 2xe* -4 &)

Déterminer alors la limite de fen -co .

c.Soit C la courbe représentative de f et soit D la droite d'équation :

y=2x-4.

Montrer que D est asymptote a C en + oo et étudier la position relative de la droite D par rapport a courbe C.
2. a Calculer la dérivée de f. Résoudre l'inéquation d'inconnue réelle x :

-3e™* +2 20.

b. Dresser le tableau de variation de f.

c. Donner une équation de la tangente T a la courbe C au point d'abscisse 0.

d. Déterminer les valeurs exactes du minimum et du maximum de la fonction f sur l'intervalle [-2 ; 5]

3. Tracer C, D et T dans le repére W.i.7) , pour x variant de -2 a 5 ( sur papier millimétré )
Partie B - Calcul d'une aire

1. Chercher une primitive de f sur |- oo ; + oo[.

2. a. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet sur ]1 ; 2[ une unique solution o dont on donnera une valeur
approchée au dixieme pres.

b. Préciser, en le justifiant, le signe de f(x) sur l'intervalle | o ; +oo [.

¢. Calculer, en cm?, l'aire du domaine plan limité par la courbe C, 1'axe des abscisses et les droites d'équation
x=0€ etx=4.

En donner une valeur approchée, en utilisant pour o la valeur approchée trouvée précédemment.

Correction

Partie A :
1. a.

Filxi =3 "+ 2x-4

lim e ¥ =10

o = lim fix)=+m
lim 2z -4 =+ ¥t

¥ 4w

1. b.

Flxy=3e " +2x-4=¢""(3+2xe" - 4e")

lim xe® =10
o = lim (3+2zxe" -42") =3
lim —4e* =10 ¥ = lim fi{x)=+m

= —m
litn 7™ = +m
= —m

1.c.
F(x)=(2x-4) =&
lim fix)y-(2zx-4)=10

=+

donc la droite d'équation y = 2x - 4 est asymptote a la courbe C en +oo,
f(x) - (2x - 4) > 0 donc la courbe C est au dessus de la droite D.

2.a.

Ffixy=3""+2x-4
FUxy=-3g"+2

- -x -% 2 2 3
—BgT "+ 2 0 & —3p7 -2 &2 e <E¢>—x<1n—{i}x>ln—

2. b.
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x|-00 inf3/2) +co
7 (x) - ¢ +
~+co 4o
x) /
5/2)-2

= 2
Py =3 M T a0l 24 =3 01 4 =3xS 4 20n S md=2n 2~ 2
2 2 2 3 2 2

2.c.
Equation de la tangente au point d'abscisse O :

F0y=-3+2=-1
F(0y=3-4=-1

yo= 00 x-0)+ F0)

y=-x-1

2.d.

F(-2)=32"+2x(-2)-4=3¢"-8=14 est le maximum sur [-2;5]
(51 =37 +2x5-4=32"+6=6

Filn %} - 21n§— 2=-119% estle minimum sur [-2,5]

3.

)

i

Partie B :

1.

Filxi=3g""+2x-4

Flx)=-3e " +x*-4x

2.a

fi(x) >0 sur |1 ; 2[ donc :

sur l'intervalle [1 ; 2] f est strictement croissante, de plus

f(1)=3e-1+2—4=3—2<0

=

Fi2y=32+4-4=32" >0
dane (e [f(l);fﬂzj']

par conséquent I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o telle que :
l<a<2.
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f(1,7) <0 et f(1,8) > 0 donc 1,7 est une valeur approchée de a a 0,1 pres par défaut.

2 b. sur l'intervalle ] o ; +oo [ la fonction f est strictement croissante, donc pour tout réel x > o on a f(x) > f(d)
donc f(x) > 0.
2.c.

[[sdx=[F 0T = [-3e7 +x2-4x]'
- [(—BQ-4 +16-16) - (-3¢ = az—m)]

=-Zet+3e —gi+tda=4,4u.a=4,4%2cm? =28 cm?

Probléme du bac sti (GET- GEL- GO) 2000

Dans ce probléme :

» I désigne l'intervalle ]0 ; +co[
» fdésigne la fonction définie, pour tout x de l'intervalle ]0 ; +¢2[, par :

Fxy =

&
e’ —1
« f'désigne la fonction dérivée de la fonction f;
»  Crdésigne la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté a un repére orthogonal (Ox,
Oy) d'unité graphiques 4 cm sur l'axe des abscisses et 1 cm sur 1'axe des ordonnées.

Partie A

1. a. Vérifier que, pour tout x de l'intervalle I :

1
A
flxy=¢ +1+€x_1
b. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +oo, et la limite quand x tend vers 0.
En déduire 'existence d'une asymptote a la courbe Cr
2. a. Vérifier que pour tout x de l'intervalle I :

fion= 2
(e’ —1)2
b. Etudier, pour tout x de l'intervalle I, le signe de f\(x) .
En déduire le sens de variation de la fonction f et que, pour tout x de l'intervalle I, f(x) > 0.
3. a. Résoudre, dans l'intervalle I,
I'équation d'inconnue x, f(x) = 9/2.
b. Déduire, du résultat obtenu a la question précédente, les coordonnées des points A et B, points d'intersection
de la courbe Cr et de la droite dont une équation est y = 9/2.
( A est le point d'intersection dont I'abscisse est la plus petite.)

Partie B

Soit la fonction g définie pour tout x de l'intervalle I, par :

gx)=e +1.

On note C, la courbe représentative de la fonction g dans le plan rapporté au repére (Ox, Oy).

C, est donnée sur le graphique ci-aprés.

On note h la fonction définie , pour tout x de l'intervalle I, par:

h(x) = (%) - (%)

1. a. Etudier, pour tout x de l'intervalle I, le signe de h(x) ; en déduire la position de C; par rapport a la courbe
C,.

b. Résoudre dans l'intervalle I, I'inéquation h(x) =0,05.
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On admet que deux points du plan de méme abscisse sont indiscernables sur un dessin dés que la différence de

leurs ordonnées a une valeur absolue inférieure a 0,05.

Déterminer un demi-plan dans lequel les courbes C; et C, sont indiscernables.
c. Tracer, avec soin, la courbe C¢sur le graphique ci-apres.

2. Montrer que, pour tout x de I :

fix) =

A

=

-1
e’ -1
en déduire une fonction primitive de h sur 1.

—=

3. Calculer l'aire S de la partie du plan délimitée par la courbe Cy, la courbe C, et les droite d'équation

x =1In 2 et x = In3. (Exprimer le résultat en cm?)

Correction :

Partie A

1.a. Cela correspond a démontrer une égalité.
Pour tout x de l'intervalle I :

p 1 e’ +1 1
e’ +14+ — = + — =
g’ —1 1 g’ —1
(e“+1)(e”—1)+ 1
(e”—l) e’ -1
ezx_l 1 A

e'-1 e*=-1 &' -1
donc

Fixy=e"+1+

e’ -1
1.b
lime® - 1) = +w

A= o0

. 1
litn -

R - R |

=0

. 1 .
=>11m{e"+1+ - }:lmﬂ Fix)=+w
lim (e”+1): +m = ¢ 1 -

A= 4o

Six >0 alors e*>1, d'oue*- 1> 0 par conséquent :

lim (e® - 1) = 07

2=0"
on en déduit :
. 1
lim = 4m

PR - R |
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lim — = +m 1

=0 et — ] :}Hm{e”+1+ : }:limf(x):+m
. * x=0" g’ -1 x=0"

lim (e +1)= 2

A—=0"

par définition la droite d'équation x = 0 ( axe des ordonnées ) est asymptote a la courbe C(asymptote verticale )
2.a. fest dérivable sur [ et :

o2
o= S—
£y = et et — 1) - e et _
(e" —1)2
et (2t =2 — g™ _ et let = 2)
(e -1 ("1
Remarque : on a utiliser la formule suivante pour dérivée

7=

Iy

'Y — v

7=t
W

b. Le signe de f'(x) ne dépend que du signe de €*- 2, puisque les expression e* et (¢* - 1) sont toujours
strictement positives sur I.

Etudions le signe de ¢* - 2

e -2>0 " e>2 “ Ine* > In2 ( car la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0;+oo[ )
= x>In2

donc f est décroissante sur ]0 ; In2] et elle est croissante sur
[In2 ; + oo [.
&

11‘12: = =
Jn2) e™i 1 21

f admet sur I un minimum absolu en In 2, ce minimum est 4, donc pour tout x de l'intervalle I, f(x) =4 > 0.
3.a.

9
f(x):E

Eﬂx

12 2
2

2

e* -1 2

2e? = 9¢" - 9

2e’ - 9" +9=10

Pour résoudre cette derniere équation, posons X = e*

on a X? = e* et X est un nombre strictement positif puisque
e*>0.
2X2-9X+9=0

A=(-9)2-4%x2x9=81-72=9>0
done 2 solutions réaelles distinetes

pour I'équation 2X¥2-9X +9=10

9-fo 9-3 3

Xlz -
4 4 2
G+ fF P+ 3
Xzz .\X_: = 3
4 4

Ces deux solutions pour X sont acceptable puisque strictement positives
en reprenant X = e*
on a donc e*=3 ou e*=3/2
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d'ou x =In3 ou x = In(3/2)

S = {In3; In(3/2)}

3. b. Il s'agit d'interprétation graphique les solutions de 1'équation f(x) = 9/2 sont les abscisses des points
d'intersections de Cravec la droite d'équation réduite y = 9/2, on a trouvé In (3/2) et In3 comme solution pour
I'équation f(x) = 9/2, donc A et B sont les points

A(In(3/2);9/2), B(In3 ; 9/2).u

Partie B

1.a

n(x) = fx)- gx)

—e" +1+ — -+ 1) = 31
g’ -1 g’ —1

Etudions le signe de h(x) sur I :
sur I, ¢* - 1> 0, donc h(x) > 0.
On en déduit que la courbe représentative de f est au dessus ( strictement au dessus ) de la courbe représentative

de g.

1.b.

Bix)< 0,05

<1 < 0,05
g’ -1

R 1—

0,05

et =120

e® =21

r=1n2l

(Pour résoudre cette inéquation, on utilise le théoréme de rangement des inverses et des logarithmes.)
Le demi-plan dans lequel les courbes C; et C, sont indiscernables est le demi-plan caractérisé par l'inéquation
X ZIn 21.

C.

demi-
plan

—

x=In 21

2. Pour toutréel x delona:
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g’ - g’ _e"—l
e’ -1 S et-1 e’ -1
_¢e ~¢ +1: 1 = i)

e’ —1 e’ -1

( voir comment démontrer une égalité )
L'expression qui suit est de la forme u'/u avec u(x) =e* - I et u'(x) = " avec u> 0 sur 1

A

e

e’ -1
On sait que une primitive d'une telle fonction est In [u]
Soit H une primitive de h sur I, on a alors :

B(x) = e’

A

-1
1

Hixi=In(e"-1)-x
3. On sait que la courbe représentative de f est au dessus ( strictement au dessus ) de la courbe représentative de

gsurl
donc l'aire de la partie du plan est égale en unité d'aire a :

3 3
[ [r - ga]ax =" mGodx=[H @]
_ H(In3)- H(In2)
= Infe®™ -1 - In3-Inle®™* -1y +1In2
=In3-D-In3-In2-1)+1In2
=ln2-1n3-lnl+ln2
=2h2-In3
:lni
3

Soit A l'aire de partie du plan définie dans 1'énoncé, 1'unité d'aire étant 4 cm? , A = 4 In(4/3) cm?

Probléme du bac sti (GET- GEL- GO) 2000

Dans ce probléme :

+ I désigne l'intervalle ]0 ; +co[
« fdésigne la fonction définie, pour tout x de l'intervalle ]0 ; +¢2[, par :

2
5
(x) =
7 e’ -1
» f'désigne la fonction dérivée de la fonction f;

»  Crdésigne la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté a un repére orthogonal (Ox,
Oy) d'unité graphiques 4 cm sur l'axe des abscisses et 1 cm sur 1'axe des ordonnées.
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Partie A

1.a. Vérifier que, pour tout x de l'intervalle I :

1
e’ -1
b. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +oo, et la limite quand x tend vers 0.

En déduire 'existence d'une asymptote a la courbe Cs
2. a. Vérifier que pour tout x de l'intervalle I :

fien=2"2
(e’ - 12
b. Etudier, pour tout x de I'intervalle I , le signe de f'(x) .
En déduire le sens de variation de la fonction f et que, pour tout x de l'intervalle I, f(x) > 0.
3. a. Résoudre, dans l'intervalle 1,
I'équation d'inconnue x, f(x) = 9/2.
b. Déduire, du résultat obtenu a la question précédente, les coordonnées des points A et B, points d'intersection
de la courbe C; et de la droite dont une équation est'y = 9/2.
(A est le point d'intersection dont I'abscisse est la plus petit.)

Filxi=e"+1+

Partie B

Soit la fonction g définie pour tout x de l'intervalle I, par :

gx)=¢e+ 1

On note C, la courbe représentative de la fonction g dans le plan rapporté au repére (Ox, Oy).

C, est donnée sur le graphique ci-aprés.

On note h la fonction définie, pour tout x de l'intervalle I, par:

h(x) = f(x) - g(x).

1. a. Etudier, pour tout x de l'intervalle I, le signe de h(x) ; en déduire la position de C; par rapport a la courbe
C,.

b. Résoudre dans l'intervalle I, I'inéquation h(x) £0,05.

On admet que deux points du plan de méme abscisse sont indiscernables sur un dessin dés que la différence de
leurs ordonnées a une valeur absolue inférieure a 0,05.

Déterminer un demi-plan dans lequel les courbes Cr et C, sont indiscernables.

c. Tracer, avec soin, la courbe Cesur le graphique ci-apres.

2. Montrer que, pour tout x de I :

By = -

-1

e’ -1
en déduire une fonction primitive de h sur .

—=

3. Calculer l'aire S de la partie du plan délimitée par la courbe C, la courbe C, et les droite d'équation
x =1In 2 et x = In3. (Exprimer le résultat en cm?)
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Correction :
Partie A

1.a. Cela correspond a démontrer une égalité.
Pour tout x de l'intervalle I :

. 1 e’ +1 1
e’ +14+ — = + — =
g’ —1 1 g’ —1

e +1)le” -1 1
o)), 1

(e”—l) e’ -1
2 2
g’ -1 1
Tt = = Jfx)
e’ =1 g’ =1 -1
donc

1
Flxy=e"+1+—
g” -1

1.b
lim (e® - 1) = +w
. 1
Iim — =0 1
At @ " — ] :}~1im|:e"+1+ . :|:1im Fix)=+w
lim (€x+1)= + o o e -1 o
Six >0 alors ¢*> 1, d'oue*- 1> 0 par conséquent :
lime® -1y = 07
A—0"
on en déduit :
. 1
lim — = 4w
==t 2" — 1
lir'q - = +m 1
=0t e -1 :>~lim|:e”+1+ - }=limf(x)=+m
) x P ag" =1 r—s"
lim (e +1): 2
=0

par définition la droite d'équation x = 0 ( axe des ordonnées ) est asymptote a la courbe Cr(asymptote verticale )
2.a. fest dérivable sur I et :

Fx)=

e

e’ -1
zeﬂx(ex _ 1)_ ng-é‘x
f I(x:l = P =
(e” —1)®
e (2t -2 — g™ _ e let - 2
(e” — 132 (e — 1
Remarque : on a utiliser la formule suivante pour dérivée

2
7=3

v — 1!

fre
v

b. Le signe de f'(x) ne dépend que du signe de €*- 2, puisque les expression €™ et (¢* - 1) sont toujours
strictement positives sur .
Etudions le signe de e* - 2

e -2>0 " ¢*>2 “ Ine* > In2 ( car la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0;+oo[ )
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= x>1In2
donc f est décroissante sur ]0 ; In2] et elle est croissante sur
[In2 ; + oo [.

&

].2= = =
Sn2)= o773

f admet sur I un minimum absolu en In 2 , ce minimum est 4, donc pour tout x de l'intervalle I, f(x) =4 > 0.
3.a.

2
f(x}:E

]
g’ o

I3 2
2

e* -1 2

ze* = 9¢" - 9

2e* — 9" +9=0

Pour résoudre cette derniére équation, posons X = ¢*

on a X? = e* et X est un nombre strictement positif puisque
e*>0.

2X2-9X+9=0
A=(-9)2-4x2x9=81-72=93>0

donec 2 solutions réeelles distinctes

pour 'équation 2X2-9%X +9=10

9-f9 9-3 3

Xlz -
4 4 2
94 -9 o4+ 3
X, = I: - 3
4 4

Ces deux solutions pour X sont acceptable puisque strictement positives

en reprenant X = e*

on a donc e*= 3 ou ¢*=3/2

d'ou x =1n3 ou x = In(3/2)

S = {In3; In(3/2)}

3. b. Il s'agit d'interprétation graphique les solutions de I'équation f(x) = 9/2 sont les abscisses des points
d'intersections de Cr avec la droite d'équation réduite y = 9/2, on a trouvé In (3/2) et In3 comme solution pour
I'équation f(x) = 9/2, donc A et B sont les points

A(In(3/2) ;9/2),B(In3 ; 9/2).n

Partie B

1.a

B(x)= fx) - g(x)

=e +1+ — -+ )= xl
g’ -1 g’ —1

Etudions le signe de h(x) sur I :

sur [, e* - 1> 0, donc h(x) > 0.

On en déduit que la courbe représentative de f est au dessus ( strictement au dessus ) de la courbe représentative
de g.
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1.b.
Rix) < 0,05
1
g -1
e"—lzl—

0,05
e* —1220
et =21

x =z ln2l
(Pour résoudre cette inéquation, on utilise le théoréme de rangement des inverses et des logarithmes.)

Le demi-plan dans lequel les courbes Cr et C, sont indiscernables est le demi-plan caractérisé par 1'inéquation
X ZIn 21.

C.

0 <

0,05

i
derni-
plan

Cr
Cy
T x=I 21

o7
2. Pourtoutréel xdelona:

e’ _ e’ e’ —1
e’ —1 et -1 et -1
:e—xe +1: xl = ()

e’ -1 g” —1

( voir comment démontrer une égalité )
L'expression qui suit est de la forme u'/u avec u(x) =" - 1 et u'(x) = e avec u> 0 surl
]

e
e’ —1

On sait que une primitive d'une telle fonction est In [u]
Soit H une primitive de h sur I, on a alors :

Bix) = -5

e
e’ -1
Hixy=In(e"-1)-x

3. On sait que la courbe représentative de f est au dessus ( strictement au dessus ) de la courbe représentative de
gsurl

donc l'aire de la partie du plan est égale en unité d'aire a :

-1
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3

3 i3
[ [0 gC]ax = nindr = [H @],
= B (n3)- H (n2)
=Infe™ -1y - In3-Inle™ —13+1n2
=In3-1D-In3-In2-+1In2
=ln2-In3-Inl+1In2
=2In2-1In3
:lni
3

Soit A l'aire de partie du plan définie dans 1'énoncé, 1'unité d'aire étant 4 cm? , A = 4 In(4/3) cm?

Probléme du bac STI GC, GE.GM session 2000

Partie A - Etude graphique d'une fonction

Soit f1a fonction définie sur ]-ca; +ca[ par :
D x & ¥

Jlx)= ———
e -2t +1
On trouvera sur le graphique ci-apres, le tracé de la courbe C représentative de f et le tracé de la tangente a la

courbe C au point K(0 ; 1), dans le repére orthonormé (@.1..4) .
On admet que le point K est centre de symétrie de la courbe C et que le point B(1; 3) appartient a la tangente T.

3 B
T
L C

1VE
T
A
o T 1

1. On se propose de démontrer certaines propriétés de la courbe C.
a. Etudier la limite de f en - toet préciser I'asymptote a C correspondante
b. On admet que pour tout réel x, f(x) peut se mettre sous la forme :

Flx)= —22°

- " +2"

.4
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En déduire la limite en + ©Qet préciser I'asymptote a C correspondante.

¢. Vérifier par le calcul, que le point A(-In2, 0) est un point de la courbe C.

2. Grace a une lecture graphique, répondre aux questions suivantes en justifiant vos réponses.
a. Déterminer la valeur de /'(0)

b . Donner le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

Partie B - Etude d'une primitive de f sur |-co; +caf

Soit F la fonction définie sur ]-0; +c0[ par :
Fixy=1n(e* =" +1)

et (I") sa courbe représentative dans le repére orthonormé
(0.7.7)

1. Etudier la limite de F en - €2, Interpréter graphiquement ce résultat pour la courbe (I7).
2. a. vérifier que pour tout réel x , F(x) peut s'écrire :

Fixy=2x+1ln(l-e™ +27%)

b. Calculer la limite de F en +co, puis la limite de F(x) - (2x) en +co

¢. En déduire que la courbe (I7) admet une asymptote.

3. a. Démontrer que f est la fonction dérivée de F sur |-co; +0a[

b. Vérifier que F(-In2) = 1In (3/4)

c. Déduire de la partie A le tableau de variation de la fonction F.

4. Recopier et compléter le tableau suivant en donnant les résultats a 107 prés *

% -3 -2 -1 0 05 1 15 2 25

Fix)

[ra—
5. Sur la feuille de papier millimétré, tracer dans le repere (O . __,lr :l d'unités graphiques 4 cm, les droites d'équations respectives y = 2x et y = 0, puis la courbe (l_‘).

Partie C - Calcul d'une aire

0
1. Calculer la valeur exacte de _[_ T2 f ( .'-’C:I dx .

2. En déduire la valeur exacte en cm? de l'aire du domaine AOK (grisé sur la courbe jointe) et en donner une valeur approchée a un millimétré carré pres par exces.

Probléme du bac STI GC-GEN-GM Session 2001

Dans tout le probléme, le plan est rapporté a un repére orthogonal (i) (unités graphiques : 2cm sur 'axe
des abscisses et 1 cm sur l'axe des ordonnées).

Soit la f fonction définie sur ]- oo ; + oo[ par :

fx) =3e*+2x-4

Partie A - Construction de la courbe représentative de f

1. a. Déterminer la limite de fen + oo .

b. Vérifier que f(x) =e™ (3 + 2xe' -4 &)

Déterminer alors la limite de f en -o .

¢.Soit C la courbe représentative de f et soit D la droite d'équation :

y=2x-4.

Montrer que D est asymptote a C en + oo et étudier la position relative de la droite D par rapport a courbe C.
2. a Calculer la dérivée de f. Résoudre I'inéquation d'inconnue réelle x :

-3¢ +2 0.

b. Dresser le tableau de variation de f.

c. Donner une équation de la tangente T a la courbe C au point d'abscisse 0.

d. Déterminer les valeurs exactes du minimum et du maximum de la fonction f sur l'intervalle [-2 ; 5]

3. Tracer C, D et T dans le repére (&..7) , pour x variant de -2 a 5 ( sur papier millimétré )

Partie B - Calcul d'une aire
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1. Chercher une primitive de f sur ]- o ; + oo[.

2. a. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet sur ]1 ; 2[ une unique solution o dont on donnera une valeur
approchée au dixiéme pres.

b. Préciser, en le justifiant, le signe de f(x) sur l'intervalle ] o ; +oo [.

c. Calculer, en cm?, l'aire du domaine plan limité par la courbe C, 1'axe des abscisses et les droites d'équation
x=0€ etx=4.

En donner une valeur approchée, en utilisant pour o la valeur approchée trouvée précédemment.

Correction

Partie A :
1. a.

Filx)=3e""+2x-4

lim e " =10

P = lim fi{x)=+m
lim 2z -4 =+ ¥t o

¥+

1. b.

Flxy=3e " +2x-d4=e"(3+2zxe" —4e")

lim xe® =10
o = lim (3+2xe" -4g") =3

lim -4 =10 ¥=-w = lim fi{x)=+w
¥ —m ¥=r —m

lim e™ = +w

= —m

1.c.
Fx)-(2x-4) =27
lim f{x)-(2x-4)=10

¥

donc la droite d'équation y = 2x - 4 est asymptote a la courbe C en +oo,
f(x) - (2x - 4) > 0 donc la courbe C est au dessus de la droite D.

2.a.

Filxi =327+ 2x-4
Flix)=-3e"+2

—ZeTT+ 20 -3 >—2<‘t>£'x{%<:> —x(ln%@ J':>1nE
2.b.
x|-c0 {nf3/2) oo
7 ) -0
—+co 4o
Fix)
31252
W 3 m 3 2 3 3

Fn 2y =3 T D4 =3 T ol D 4 =3xS 420 D4 = 20n 2D
2 2 2 3 2 2

2.c.
Equation de la tangente au point d'abscisse O :
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F0y=-3+2=-1
F(0y=3-4=-1

yo= S0 (x -+ F00)

y=-x-1

2.d.

F(-2y =32 +2x(-2)-4=3"-8=14 est le maximum sur [-2;5]
(51 =37 +2x5-4=32"+6=6

Filn %} - 21n§— 2=-119% estle minimum sur [-2:5]

3.
C
T
-,
!
% 1
D

Partie B :

1

Fixi =3 " +2x-4
Fizxy=-32"+x*-4x

2.a

fi(x) >0 sur |1 ; 2[ donc :

sur l'intervalle [1 ; 2] f est strictement croissante, de plus

f(1)=3e'1+2—4=3—2<0

g
Fi2y =3 +d4-4=327 >0
danc  0e[fF(1); F(2)]

par conséquent I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o telle que :

l<a<2.

f(1,7) <0 et f(1,8) > 0 donc 1,7 est une valeur approchée de a a 0,1 pres par défaut.

2 b. sur l'intervalle ] o ; +oo [ la fonction f est strictement croissante, donc pour tout réel x > o on a f(x) > f(a)
donc f(x) > 0.

2.c.

[[ sz =[F 0] = [-3e7 +x2-4x]'
- [(—32-4 +16-16) - (-3e7" = &2—4&)]

= -t + s — gttt da =4 dua=44%2cm?=25cm?
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Probléme du bac sti (GET, GEL. GO) session 2002

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur E.par g(x) = e*(x + 3) -1

1. Déterminer la limite de g en + o et la limite de g en - co.

2. Déterminer, a l'aide de la dérivée g', le sens de variation de g. En déduire le tableau de variation de g.
3. Montrer que 1'équation g(x) = 0 admet une solution unique o qui appartient a l'intervalle ]-4 ; 0.

4. Déduire des questions précédentes le signe de g(x) en fonction des valeurs de x.

Partie B: Etude d'une fonction et tracé de sa courbe représentative

Soit f'la définie sur E.par : f(x) = -x + (x + 2)e*

On note (Cy) la courbe représentative de f dans le repere orthogonal (O ; ;; /) (Unités graphiques : 2 cm sur
'axe des abscisses et 3 cm sur I'axe des ordonnées )

1. a. Déterminer la limite de f en -co.

b. Montrer que la droite d'équation y = -x est asymptote a courbe (Cy) en -co.

c. Etudier, en fonction des valeurs de x, les positions relatives de (D) et Cy
2. En remarquant que f{x) peut s'écrire

f(x):e”{:§~+ﬁf+2)}
&

déterminer la limite de f'en + co.

3. Vérifier que pour tout réel, on a f'(x) = g(x)

4. Dresser le tableau de variation de f.

5. Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cy) en son point A d'abscisse 0.

6. Déterminer, a I'aide de la calculatrice, une valeur approchée de o a 107 prés, puis une valeur approchée de f{(
a)a 107 prés.

7. Tracer, dans le repére (O ; ;; /)? La courbe (Cy), la tangente (T) et I'asymptote (D).
(Utiliser la feuille de papier millimétré fournie)

Partie C.

1. Soit H la fonction définie sur Epar H(x) =(x + 1)e*. Calculer H'(x) puis en déduire une primitive de f sur ..
2. Calculer en cm?, I'aire A comprise entre la courbe (Cy) , I'axe des abscisses , la droite d'équation y = -2 et I'axe
des ordonnées. On donnera la valeur approchée a 10~ prés.

Partie A :
1.
lim " = +e
R = lime'(x+3)=+w
lm (x+ 3) = +w 2 o
A= o0
= lim(-1)=-1
A 400
= lim g(x)=+4m
A= 40

glx)=¢e"(x+3)-1=xe"+3¢e" -1

lim xe* =0

A= —oo

K= —co

lim 3e* =0 = lim g(x)= -1

lim (=1) = — 1

A= —0
Femarque : la courbe représentative de g

admet la droite d'équation y = -1 comme asymptote
2. La fonction g est dérivable sur F. etona
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glixy=e*(x+3)+e”
=" (x+3+1)

=e"(x+ 4
e > 0 sur F.donc g'(x) est du signe de x + 4
On en déduit les variations de g

= |-00 -4 +co
'@ - 0+
-1 4o
&1

g(-4)=e'(-4+3)-1=-¢*-I

3.
g0)=0+3)-1=3-1=2

e La fonction g est dérivable sur /-4, 0]
e g'(x) > 0 pour tout réel x de I’intervalle]-4 ; 0f
© 0€[g(-4);g0)] =[-€"-1;2]

Donc I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o sur l'intervalle /-4 ; 0 ] (théoréme de la bijection)
4.

3 |-00 -4 o 4o
g - 0 4

-1 +c0

gz \ /
el

Pour x £]- o0; a] , g(x) =0
pour x €[a; +oo [, g(x) 20

3 |-0o . +oo
glx) - 0+
Partie B.

l.a
Fix)=-x+(x+2)" = -x+xe”" +2&”

lim - x=+mw
A= =0
lim xe* =0 ;= lim f(x)=+4w
A=y —a0 A= —o
lim 2e¢”* =0
A=y —e
1.b
Flxy—(—x)=-x+xe"+ 2"+ x
=xe' + 2e”
lim xe® =0
A=y —e -
= lim | f(x)-(-x)|=10
lim 2e* =0 H"’“‘[ ]
A= —on
donc la droite d'équation y = -x est asymptote a courbe (Cy) en -oo.
l.c.

fx) - (x) = (x + 2)e" est du signe de (x + 2)
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e six =-2,lacourbe Crest au dessous de la droite d'équation D : y =-x .
* six -2, lacourbe C;est au dessus de la droite d'équation D : y =-x .

( voir position relative de 2 courbes )
2. L'expression

FO=e'| 4 (x+2)
5

est obtenue en mettant ¢* en facteur dans f(x).

Fly=e| 2+ (x+2)
&

111‘[‘1 3 =D ) -
A 2 = lim | —+ (x+2) | = 4w
lim (X + 23 = 4@ L e

lim e¢* = +w

A= 4o

K 4o

g = lim f(x)= 4w

lim |:T+ (X + 2):| = 4w

A= 4o | 2

3. fest dérivable sur Eet :

Fuixi=-1+e" +(x+ 23"
=—-1+(x+2+1e’

-1+ (x+ 3"

=(x+3)e"-1=g(x)
4. On a déterminer le signe de g(x) a la question 4 de la partie A, on peut donc en déduire les variations de f et
dresser le tableau de variation de f.
- sur |- o0; d] f'(x) < 0 et f est décroissante
- sur [0 ; +oo [ fi(x) > 0 et f est croissante
f atteint son minimum en 0.
w|-00 f. +co

e I -

=)
\E@ /’

5. £'(0) = g(0) = 2 d'apres la question 3 de la partie A

f0)=-0+(0+2)’=2

I'équation de la tangente au point A d'abscisse O :

y - f(0)=1£'(0) (x - 0)

y-2=2x

y=2x+2.

6. On peut utiliser la méthode de dichotomie que I'on peut programmer sur calculatrice graphique. On trouve
ainsi

f(-0,80) < 0 et f(-0,79) > 0 donc une valeur approchée de a a 10” prés est a =€ -0,79.

Valeur approchée de f( 0) 51,34 ( pour trouver cette valeur sur la calculatrice on est obliger de laisser les deux
fonctions f et g dans le méme tableau).

7.
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(Cf)

—1

@)

Partie C.

1. La fonction H est dérivable sur [F.et

Hx)=e+(x+ )e*=e*"(x+1+1)=¢e"(x+2)

donc la fonction h définie sur E.par h(x) = e*(x + 2) admet H comme primitive sur [E..
f est dérivable sur ., soit F une primitive de fsur E.:

f(x)=-x+e'(x+2)

F(x)=-x¥2 + (x + 1)e*

2. L'unité d'aire en cm? est de 6 cm?.
Sur l'intervalle [-2 ; 0 ], Crest au dessus de 1'axe des abscisses ( minimum > 0 ) donc l'aire est égale en
unité d'aire a :

[° 1 Coax = {};_2+ (x + 1:.@*}
- [£+ (0 + 1)e’ ] - [-(_22)2 +(-2+ 1)9‘2]

=1-{-2-1e7)

—1+2+4+e"
]

=3+e
A=6(3+¢e?) cm? =:18,81cm?

(Ct)

—l

Ll

/o
) @)
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Probléme du bac sti (GM. GC, GEN) 1997

On appelle f1a fonction numérique de la variable réelle définie sur]-2 ; +oo[ par :
X+ 4x+ 2
Jx)= ———
2+ 20

On note C sa courbe représentative dans le repere orthonormal ..J) d'unité graphique 2 cm.
Partie A - Etude de la fonction f

1. Etudier la limite de f(x) lorsque x tend vers -2.

En déduire 1'existence d'une asymptote D a la courbe C.
Donner une équation de cette asymptote.

2. a. Etudier la limite de f{x) lorsque x tend vers + oo.

b. Déterminer trois nombres a, b, ¢ tels que, pour tout x élément de ]-2 ; +oo[ , on ait :

flxy=ax+b+

X+ 2
c. Montrer que la droite A d'équation

X
=S 4+1
75

est asymptote a la courbe C.

Etudier la position relative de la courbe C et de la droite A .
3. a. Montrer que la dérivée f’ de la fonction f

peut s'écrire de la fagon suivante :

(xy = L !
= 2 oy

b. En déduire les variations de la fonction f'et dresser le tableau de variations de cette fonction sur sur ]-2 ; +oo].

4. Représenter sur un méme graphique les asymptotes D et A et la courbe C.
Partie B

Correction :

1.
lim 2(x+ 2)=0"

A= =27

limx2+4x+2=4-8+2=-2

EE

done lim f(x)=-w

EE

donc la droite d'équation x = -2 est asymptote a la courbe ( asymptote verticale )
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2.a.

XE+4x+ 2
2x+ 2
x* 1+i+i X 1+i+i
x2+4x+2_ by x2 _ x 2
2x+4 x{2+ i] [2+i]
X x

A= 4o

. 4 2
lim |14+ —4+ — |=1 4 2
A e X  x= lim x[1+ —+ —]: +m

lim x = +m

A= 4o

. 4
lim [2 + —J
A= 400 b

(3 %)
x| 1+ —+ —
x  x®

I
]

lim 2 = +m
X
2.b.
+ 5 + 23+
F)max+b+t o laxrbixt e
x4+ 2 x4+ 2
_axP+lax+bx+2b+c  Zax®+2(Za+bix+ 2(2b+c)
- x+ 2 - 2(x+ 2)
_XEF4+4x+ 2
O 2(x 4+ 2)
a—l a—l
2a=1 ) )
Dna e 22a+bi=4=:2a+b=2=b=1
2(2b+ech=12 2h+e=1 £=-1
On en déduit que f(x) peut se mettre sous la forme :
X 1
X)=—+1-
J ) 2 x+ 2

C

f(x)—[§+1]= -

T+ 2

. x . 1
litn - —+1 = lim - =0
H*‘“’{f( ) [2 ]} LR L o

donc la droite d'équation

=241
4 2
est asymptote a C.

Pour étudier la position relative de C par rapport a la droite A
il faut étudier le signe de la différence :

x 1

six + 2 > (0 c'est a dire si x > -2 cette différence est négative

79


http://homeomath.imingo.net/polydef.htm
http://homeomath.imingo.net/liminf1.htm
http://homeomath.imingo.net/poscourb.htm

donc C est en dessous de la droite A sur l'intervalle /-2 ; +oof.
3. a. fest dérivable sur ]-2 ; + oof.

x 1
X)=—+1-
700 2 T+ 2

x . 1
ol = E+1 a pour derivée x = E

-1 . 1
X a pour dérivée x b ———
X+ 2 (x+ 232
donc on a bien pour tout réel x de ]-2 ; + oo[
1 1
(x)= —+ ——
/ 2 (x+2)
f'(x) > 0 sur ]-2 ; + o[ donc f est strictement croissante sur
-2+ oo[ :
W _2 +co
Fifx) +
oo
fi) /
mts
x=-2
(L)
=%+
¥=3 -
11
@ o
-

Devoir surveillé des terminales GM (2004)

Etude d'une fonction avec logarithme népérien ( ref sujet du bac sti)

Partie I : Soit g la fonction définie sur 0 ; + ¢2[ par g(x) = -x + xInx
(ou In désigne le logarithme népérien).

1. Résoudre dans I’intervalle] 0 ; + co[ I'équation g(x) =0
2. Résoudre dans l'intervalle ]0 ; + co[ I'équation g(x) > 0

Partie II :
Soit f* la fonction définie sur ]0 ; + co[ par :
3 1
Ffixy=—"zx*+—xlnzx
4 2
On appelle (I") la courbe représentative de f dans un repére orthonormal ..J) (unités 2 cm) .
1. Déterminer :

lim f{x) et liﬂ&‘f(xj

K= 4w

2. Montrer que f'(x) = g(x). Utiliser les résultats de la partie I pour établir le tableau de variation de f".
3. Calculer f{e*?). On fera apparaitre le détail des calculs.

4. Soit A le point d'abscisse 1 de (I'). Déterminer une équation de la tangente (T) en A a la courbe (I7).
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(0,7

5. Tracer dans le repere
a I’intervalle] O ; 6].

6. Soit F la fonction définie sur ]O ; + co[ par :

Fixi= %fln x—%f

0 la tangente (T) ainsi que la partie de la courbe (I") relative

6.a. Montrer que F est une primitive de f'sur |0 ; + co[.

6.b. Calculer en cm? 'aire du domaine limité dans le repére ., 5l par la courbe (1), I'axe des abscisses et

les droite d'équations x = 1 et x = e. On en donnera la valeur exacte puis une valeur approchée a 10~ prés.

Correction :
Partiel :
1

g =0
x +xlx=0 =
x(-1+Inx)=0

-1+ Inx = 0 ( puisque x #0 sur J0 ; + €[ , on peut diviser par x ) =

Inx=1
Inx = lne =
x=e
S={e}

2.

gx)>0=

X +xlnx >0 =

x(-1 +lnx) >0 <=

-1+ Inx> 0 ( puisque x>0) =
Inx>1<

Inx > lIne =

x>e

S =Je; +eof

Partie II :

Frte 4 4 jlim—§+1nx:+m

§=% 4+

1im—3x2: 0
4

¥—= 0

lim z%lnx=0= lim l:Jr.':‘lnpf::[:l

=0 =0

2.

Fix)= —;(Ex)+%[2xln r+zx

3

X

= lim Ff(x)=4cw

¥— 4w

= lim f(x)=0

¥= 0

=~ x+ xln x+lx: —x+xlnx=g(x)

2

or d'apres la partie I, on sait que g(x) > 0 si et seulement si x > e et g(x) = 0 si et seulement si x = e, on en déduit

donc les variations de f:
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x|n 8 +co
Fix) - 0 +
Too
7@ \
_EE
3 ] 1 2 3 2 1 2 _5'2
gl=——g"+—g"lne=—-—e°+ —g° =
ite) 4 2 4
3.
3 332 342 3
Fle? :—E 22 +l 22 | In|e? :—223+l£3
4 2 4 2
4.
coefficient directeur - F {(11=-1+1lnl1= -1
201 -3

ordonnée du point & - F (1) = _T+ 512 Inl= T
y=F'x-1)+ 71}

3
y=-(x-1-3

y:—x+1—i
4
}.?:—x-l—l_
4

1'équation de la tangente (T) au point A d'abscisse 1 est:y=-x+ 1/4
5.
!

g

=]
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6.a.

Fixn= 1—;':3111 x—;—lf
Flix)= Lo x+lx3l—£(3x3j Ll a1l
& X 326 2 & 12
= lJr21r1 x+ix:4 _sz: 1'—len x—ixg = —Exz+lx21n x= fix)
12 12 2 12 4 2
Fi(x) = %)
donc F est bien une primitive de f'sur ]0 ; + o[
6.b.

Sur l'intervalle [1 ; €] la courbe (I") est en dessous de 1'axe des abscisses donc l'aire du domaine limité est en
unité d'aire :

- [ 7 (x)ax

c 1 . 11 .7 [1 s 11 5 11 -5 5 11
,:f = F = J— 1 el — = — —_— + — | = - + —
|, f mdx=[F ] {6"{ nE aﬂxl [62 36° 36 |36 36
l'unité d'aire graphique est 4 cm? donc la valeur exacte de 'aire est :
af 2o M2 1
26 36 G 9

et une valeur approchée 107 prés de cette aire est : 9,94 cm?



Bac ES Pondichéry 2005

EXERCICE 3 (4 points)
Commun a tous les candidats
L’objet de cet exercice est de démontrer le résultat suivant :

lim 2% _ g

A—p ooy

Partie A : Etude d’une fonction
On considere la fonction f définie sur]0 ; +co[ par :

Fx)=lnx—Jx

1. Calculer f'(x) et montrer que I’on a :

2 - Afx
Jix)=—"
ix
2. En déduire le tableau de variations de f'sur |0 ; +ca[ (les limites aux bornes
ne sont pas demandées).

3. Justifier alors que, pour tout x de ]0 ; +eo[ ,ona :

lnxix/;s?

Partie B: Utilisation des théorémes de comparaisons
1. Démontrer que, pour tout réel x strictement supérieur a 1, on a :

r;.gln_xgl_

x  afx
2. Déterminer :

. 1
1
Filr 2 = .\d/;
En déduire
. Inx
lim ——
B 4oy

On rappelle que la dérivée de la fonction

1
2-dx

Tk fxr estxi—
Correction :

Partie A :
1. La fonction f est dérivable sur ]0 ; +co[ et
pour tout réel x strictement positif on a :

1 2 Nfx 2-afx

| — 1 —
f(x:J_;_zJ;_Ex_Ex 2x
2.
f'(x) est du signe de 2 - '\Jq, car x>0 sur ]0 ; +oo[
¢étudions le signede 2 - v ¥
2-~x>0si
2> xsi
4>x 20

on en déduit les variations de f'sur ]0 ; +oo[
flA)=In4-2<0
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) + -
nd-2

7x)

fadmet un maximum absolue sur ]0 ; +ca[ qui est égal a In 4 - 2 <0 pour x =4 donc

pour tout réel x de I'intervalle ]0 ; +co[ ona:
f(x) =0 par conséquent : /n x - e =0 d'oulnx <fx

Partie B :

53
H
-

.H‘

oo
A=+ i

le théoréme de comparaison des " gendarmes " permet de conclure

penx o 1
X ng X
1
— =0 = lim ﬂ:[ZZI
X—}+m.r‘ A—¥ 400 x
lim 0 =10
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