Club math collége privé laic les pigeons

FICHE DE TRAVAUX DIRIGES
STRUCTURE :CALCUL INTEGRAL ET PRIMITIVES

EXERCICES CORRIGES

1. 1. Calcul de primitives
x4l
(x2+2x)®’

a. f(x)=

x+1 1 x+2 _1u(x) _1

i : = — = ! -3 :_lx_lx - ! -3
Correction : f(x)_(x2+2x)3 = 2'(x2+2x)3 20 ) 2u (U (x) it (=2)u'(xu " (x),

1

ux)=x*+2x,n—-1=-3,n=-2, F(X):_E(XzJ,ZX)—Z - =
4 Axz+ 20)2

X

b. ()=~

sur ]1; +ool.
1 ] [

Correction : f(x) = X :lx G :_1xu(x)
x2-1 2 x2-1 2 uk)

avecu(x) =x*-1,

F(x) :%In u’x) :—;In(x2—1)+k.

C. f(x):x—1+|n—x sur R+%*,
X

Correction : f(x) = x—1+|n—x = x—1+1>< Inx= x—1+§1x2u'(x)x u(x) avec u(x) = Inx,
X X

X2 1 X2 1 2
FX - —-X+ u2X =—=X+—- |nX +k-
(=5 mxa5 w09 =% —xr(Inx)

1. 2. Basique 1
Soit la fonction f, définie par f(x) = (sin’x — 3 sin x +8)cos x.

Déterminer sur R la primitive F de f telle que F(%T) = 0.
Correction

f(x) = (sin’x — 3 sin x +8).COs x = COS X X sin’x — 3 €OS X X sin X + 8 COS X ;

u(x) = sin® x, u’(x) = 3cos x sinx, v(x) = sin? x, V'(x) = 2cos x sin x, w(x) = sin x, W’(x) = cos x.

H(x) =%Sin3 x—gx sin® x+ 8x sinx+k.

C
F(3—”)=o o Lsint T 3isir Ty o sinFak= 0o =3 gr= 0. k=2 % 485
2 3 2 2 2 2 3 2 6 6
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F(x) = Lain x—sine x+ 8sin+>2.
3 2 6
1. 3. Basique 2

1. Montrer que x> +5x° + 7x+4 = (x + 3)(x* + 2x + 1) + 1.

XX + 52 + X + 4
X+ 22X+ 1

2. En déduire une primitive de la fonction f définie par f(x) = sur]—e ; -1J.

Correction

3 2
XA+ X+ 4A_k+ 32+ L 4, 01 a1
X2+ 2x + 1 X2+2x+1 X2+ X+ 1 (x+1y
2
F(x):x—+3x—i.
2 X+1

f(x) =

1. 4. Centre de gravité

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O:1,]).

Partie A : Calcul d’une primitive

On note g la fonction définie sur I'intervalle [0 ; 2] par g( x) :Tl'
X

1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x appartenant a l'intervalle [0 ; 2],

—a+ .
g(x) a X+1

2. En déduire une primitive de g sur 'intervalle [0 ; 2].

Partie B : Détermination du centre de gravité d’'une plague homogéne
On note f la fonction définie sur I'intervalle [0; 2] par: f(x)=—.

On considere une plague homogéne formée par I’ensemble des points M(x ; y) du plan dont les

coordonnées vérifient les relations: 0< x< 2 et 0<sy<f(x). (Voir schéma ci-dessous).
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1. Soit S I'aire de la plaque exprimée en unité d’aire. Calculer S.

2. Soit G le centre de gravité de la plaque. On admettra que les coordonnées (X ; Y) de G sont

2
données par les formules suivantes : ——J' )dx et Y __S.[ [f( x)]2 dx .
0

a. Calculer la valeur exacte de X, puis une valeur approchée arrondie au centieme.

b. Calculer la valeur exacte de Y, puis une valeur approchée arrondie au centiéme.

Correction
On note g la fonction définie sur I'intervalle [0 ; 2] par g( x) :_il'
X
1
Al 1-—.
g( ) x+1
Z.Ig=x—ln(x+1).
2
B.1.S=I g(x)dx=2-In3-0+Inl= 2- I3,
0
2 2 2
B.2.a. Xzij x(l— 1 jdx=—1J. x—idx=—1[—1x2—x+ln(x+1)} -__In3 = 0,61.
2sJo x+1 xJo” x+1 B 2 o 2(2 In3)

2 2 2 2
J. [f(x) ] dx= [1— 1 } dx=— 1——2+—1dx:—1{x—2In(x+ 1)——1}
25 x+1 BJo x+1 (x+1)? B x+ 1l

, soit Y :i(z—zlns——1+ 1]:L'”3= 0,2€.
2S 3 6( 2- In3)
1.5.QCM 1
Les résultats suivants sont-ils justes (justifier brievement les réponses...) ?
T T
2 1 7. 1
a) I cosadt=—. b) I sin 2dt==.
0 2 0 2
v
e = sint 1
c)j Intdt = 1. d) _[ 3 ST =1, e)j tefdt=1.
1 0 cost 0
Correction
m T m n
a) Vrai: J. 4costht—[E smtr' -1 b) Vrai : J. 4sinZdt:[—£cosz}4 =1
0 2 0 2 0 2 0 2
e /. w
c) Vrai : j Intdt=[tint-t];=1. d) Vrai : I 3Lntdt=[—1}3 =2-1=1
1 0 cogt cost

H.SILA EXERCICES CORRIGES FONCTIONS



Club math collége privé laic les pigeons

! t
e) Vrai : Intégration par parties, J. tehdt = [(t—l)e J =1.
0

1
0
1.6. QCM 2

Répondre simplement par Vrai ou Faux a chaque question.

On rappelle que 2 < e < 3. Soit f la fonction définie sur R par f(x) =(x+1)&*.

a. La fonction f vérifie I’équation y'(x)—2y(x) = &*.

b. L'équation f(x)= _1_16 a deux solutions distinctes.

-1
Pour aréel, on pose I(a) :J. f(x)dx.
a

c. Pour tout réel @, ona:l(a)= SEREAE Ry
4¢ 4

d.Ona: aIerlw I(a) =+
Correction
a. Vrai: f'(x)= € +2¢%(x+1)= > (2x+ 3), on remplace :
f'(x)—2f (x) = € (2x+ 3)- 2+ 1F** =€ ; C’est bon.

b. Faux : Inutile d’essayer de résoudre, ¢a ne peut pas marcher. Regardons les variations de f :
comme le texte nous le dit si gentiment on a 2<e<3, d’ou

oot et-Lcle3c_ 1 Ccommele minimum X | —o0 -3/2 +00
8 27 16 2 |
, . . 1 , . , +

de f est supérieur & ~—, équation proposée n'a pas de fix) | O *
solution. /

1 3

-Z¢€
2

c. Vrai : on a tout intérét a utiliser I'équation différentielle

pour calculer /(@) : comme f'(X) = 2f (x)+ €, en intégrant I'égalité, on a :

f(x):ZIf(x)dx+%§x :If(x)dx:%(x+l)ezx —zlle2X :( 2(: 1]e2".

-1 -1
D’ou finalement : I(a) :I f(x)dx = K 2X4+ 1jezx } = __j'e—2 _27_+1€2” ___1_ &+ 1e2’ .
a

. 4 4 4 4
d.Faux: lim I(a)= —i—o - (il faut utiliser lim x"e‘ =0).
a--o 4¢ 4 X oo
Rappel : somme des n premiers termes d’une suite géométrique de premier terme uy,, de raison q :
1
. 1-q*

1-q
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1.7. QCM

a. f est définie sur ] -1; 1[ .
b. f est croissante sur ] -1; 1[ .
c. f(0)=1.

d. f est une fonction paire.

e. En écrivant que 1 -1 —1+—1 onobtlentf In(\ll x)
1-t2 20U 1-t 1+t

Correction

a. VRAI : la fonction

> est continue sur ] -1; 1[ , elle a donc une primitive qui est continue.

b. VRAI: f'(x) =

! 5 >0 sur]—l;l[.
- X

c. FAUX: f(0) =

d. FAUX : L'intégrale d’une fonction paire est une fonction impaire (a justifier).

e. FAUX : — :3(—1+—1]: I—d+2.[x—1dt:——3fn|l—x|+—3fn
2 2 2

1-t%2 2\ 1-t 1+t 01-1 o 1- 0o Mt
soit f(x)= ;I i X —In F
X -X

1. 8. Calcul d’intégrales, fonction rationnelle

2 _
1. Déterminer les réels a, b, c tels que pour tout u différent de %, i: au+b+—°
0 2_1
2. Calculer I dx.
-12x-1
0
3.Ca|cu|erf CO—S%_de.
-T1-2sinx
6
Correction
2 -1 2au’ 2ou-b 2a=1 ast/2 1 3/4
- —-au+ -b+
Ul uspe S ARU AU AUTBYC oy gl lp=1/4 of @)= turio LA
2u-1 -1 -1 2 4 w-1

c-b=-1 c=-3/4
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0 0
2. '[ d I 1 +—1——3—2dx=[—1x2+—1x——3|n|2x—1|} =0- (— — _?1n| 2-1 ]
-12x-1 120 4 8x-1 4 4 8 1 4 4 8

soit §In3.
8

3. La fonction a intégrer ressemble un peu a la précédente en prenant u=sinx :

u2 -1 sinx-1_  coéx o . . .
f(uy=——= f(sinx)=— = — ; pour pouvoir intégrer f(sinx), il faut que ce soit sous
-1 2sinx—-1 F 2six

la forme (sin X)'F'(sinx )= (cox F '(sink ou F est une primitive de f. Or on a a intégrer

cos x _ { co$ x }_ { t sifx
= COSX| ———— | = cos(| —————

} donc tout va bien.

1-2sinx 1- 2sinx  2six
0 0
On a finalement I CC)—§_)(dx:[—:I'sin2 x+—13inx——3ln| 2sinx— 1} =3 In:.
—gl—Zsmx 2 4 8 T 8
6

1. 9. Fonction rationnelle,

. . fpr ,e 1
1. Soit g la fonction définie sur I'intervalle [L; +o par: g(x) =—.
X(x°-1)
, a b c
a. Déterminer les nombres réels a, b et c tels que I'on ait, pour tout x>1: gX)=—+—+——.

X X+1 x-1

b. Trouver une primitive G de g sur l'intervalle JL; +of .

2. Soit f la fonction définie sur I'intervalle J1; +o par: f(x)= ( 1) . Trouver une primitive F de f

sur l'intervalle T1; +od .

3. En utilisant les résultats obtenus précédemment, calculer : | :I ﬁln xdx . On donnera le
2 (x°-1
résultat sous la forme pln 2+qln 3 avec p et g rationnels.
Correction
1

1. gx)=——.

x(x? -1)

+1) (X - 1)+ bx(x - 1)+ X (X + 1 +b+cX + c-b k-

a. gx) =a, b, S rxix- rxix+ 1) @ cx’ + e-bx-a d’ou on tire par

X x+1 x-1 X(X+1)(x-1) XK+ Dk- 1)

a+b+c=0 b+c=1 b=1/2
-1 1 1 +1 1

identification: < c-b=0 < <{c-b=0< <c=1/2.0nadonc gx)=—+=-——
X 2x+1 2x-1
-—a=1 a=-1 a=-1
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b. I g(x)dx:—In|x|+%|n|x+1|+—;In|x—1|:>G(x):—Inx+—;In(x+ 1)+—;In(x— 1) (ne pas oublier les

valeurs absolues au départ, on les supprime par la suite car on est sur L ;+od ).

2. Pour trouver une primitive de f(x) =(2—X1)2 , il suffit d’utiliser I u'u"dx :%1u“”l avec u=x*-1
- n

X2

(X2 _1)—2+1 — -1

et n=-2: f(x)dx = _
[ foome=—— e

3. A premiere vue (et méme a seconde vue) il faut intégrer par parties :

2X

u=lnx,v'=——=u
(x* =1)?

ce qui donne

3 _ 3 3
I:I %In xdx:[ 2Inx} +I Tldx
2 (x°-1) X“=11, 2 Xx(x“-1)

:—Eln 3+1'In 2+(— In 3+—1 In 4+—1In 2]—(— In 2!-—1 In 3+—1 Inlj
8 3 2 2 2 2

:—Eln 3+1'In 2-1In3+In 2+—1 In2+ In 2——1 In3:—i3 In 3|.i7 In2
8 3 2 2 8 6

1.10. ROC

On considere la fonction f, définie sur [1; +co par f(t) :%.

1. a. Justifier la continuité de fsur [1;+o .
b. Montrer que f est croissante sur [1;+of .
2. Restitution organisée de connaissances

On pourra raisonner en s’appuyant sur le graphique fourni.

Pour tout réel x, de [1;+o[, on note A(X,) I'aire du domaine délimité par la courbe représentant f

dans un repére orthogonal, I'axe des abscisses et les droites d’équations x=1 et x=Xx,.

a.Que vaut A(1) ?

b. Soit X, un réel quelconque de [1;+c et h un réel strictement positif. Justifier I'encadrement

suivant :

f(xo)swsf(xom).

c. Lorsque X, 21, quel encadrement peut-on obtenir pour h<0 et tel que x, +h=1?

d. En déduire la dérivabilité en X, de la fonction A ainsi que le nombre dérivé en X, de la fonction A.
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e. Conclure.

Correction

1. a. fest continue sur [1; +c comme quotient de fonctions continues.

b. f'(t)=étt—;é= é(tz_l) ;

é et t? sont évidemment positifs, t—1 I’est également lorsque t=1 . Donc

fest croissante sur [1; +o .

2. Restitution organisée de connaissances
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a.A(1) vaut 0.

b. Sur [1;+0odq fest croissante ainsi que A. La différence A(x, +h)— A(X,) représente I'aire de la
bande sous la courbe de f, comprise entre les droites X=X, et x =X, +h : cette bande a une aire
supérieure a celle du rectangle de hauteur f(x,) et de largeur h, et inférieure a celle du rectangle de

hauteur f(x, +h) et de largeur h. On a donc
hf (%) < A% +h) = A(%,) < F(xo + h)h
d’ol I'encadrement demandé en divisant par h puisque h est positif.

c. Sion prend h<0, ¢a ne change pas grand-chose sur le fond, il y a surtout des questions de signes a
respecter : la bande sous la courbe de fa pour aire A(x,)— A(X, +h), le rectangle inférieur a pour aire

f(x +h)(=h) et le rectangle supérieur a pour aire f(x,)(=h) ; on a donc
(=h)f (%o +h) < A(Xg) = A(Xg + h) < (=h)f(Xg) = hf(Xg+h) < A(xy+h)— A(Xx g < hf(x o, soit

Alxo +h) — AlXo)
h

fO +h)2 2 (%)

en divisant par h (attention au changement de sens des inégalités : h est négatif).

d. On a le méme encadrement pour h positif ou négatif, on peut passer a la limite lorsque h tend vers

Al )~ AlX)
h
dérivé de A au milieu de '’encadrement.

0, ce qui donne f(xy) =2 Emo 2 f(X9) = A'(Xg) = f(Xg) puisqu’on retrouve le nombre

e. Conclusion du cours : I'aire sous la courbe de fentre x =1 et X=X, est obtenue en trouvant une

primitive de f (la fonction A) telle que A(1)=0.

1. 11. Approximation d’aire,
6 points

On considére la fonction f définie sur |0 ;+oo[ par f(x)=1+xInx.On note (C) sa courbe

représentative dans un repére orthogonal (O;i, ).
Toutes les aires considérées dans ce probléme seront exprimées en unités d’aire.
Partie A

Le but de cette partie est de déterminer un encadrement de I'aire A du domaine délimité par I'axe
des abscisses, la courbe (Cy) et les deux droites d’équations x=1 et x=2.

On note M et N les points de (C;) d’abscisses respectives 1 et 2, P et Q leurs projetés orthogonaux
respectifs sur I’axe des abscisses. La figure est donnée plus bas.

1. a. Montrer que f est positive sur [1 ; 2] .

b. Montrer que le coefficient directeur de la droite (MN) est 2In 2.
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c. Soit E le point d’abscisse ﬂ Montrer que sur l'intervalle [1 ; 2] , le point E est 'unique point de (Cy)
e

en lequel la tangente a (Cy) est paralléle a (MN).

d. On appelle (T) la tangente a (Cy) au point E. montrer qu’une équationde (T) est :

y=(2In 2)x—ﬂ+1.
e
2. Soit g la fonction définie sur [1; 2] par g(x) :f(x)—[(ZIn 2)x—%+ 1}

a. Montrer que g'(x)=1+ In(%j pour tout x de [1;2].
b. Etudier les variations de g sur [l ; 2] et en déduire la position relative de (C;) et de (T) sur cet
intervalle.

3. Soient M’ et N’ les points d’abscisses respectives 1 et 2 de la droite (T). On admet que la courbe

(Cy) reste sous la droite (MN) sur I'intervalle [1 ; 2] et que les points M’ et N’ ont des ordonnées

strictement positives.

a. Calculer les aires des trapezes MNQP et M’'N’QP.

b. En déduire, a 'aide de la calculatrice, un encadrement de A d’amplitude 107"
Partie B

Le but de cette partie est de déterminer la valeur exacte de A.

2
1. A l'aide d’une intégration par parties, calculer J' xIn xdx .
1

2. En déduire la valeur exacte de A.
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2,5 y N / //
/
/ N
4
/
2 A
Ve
//
e/
15 ///
J/
J
M //
1 /
\ %
N 4
N )~/
//
0,5 @)
//
/
I/ X
o / P Q
0 0,5 1 1,5 2

Correction
Partie A

1.a.Inx>0 sur [1 ; 2] donc f est positive sur [1 ; 2].

b. M a pour coordonnées (1;1), N (2;1+ 2In2) ; le coefficient directeur de la droite (MN) est

Yu “Yn o Z2N2_50 5

c. Ladérivée de fest: f'(x)=Inx+ x><l =In x+1;latangente a (C;) est parallele a (MN) lorsque

X
2
Inx+1=2In2 < x:ez'”z‘lzl(e'”) -4
e e
d. y:2In2(x—£j+(l+£In(—4D:( 2In2)x - 2nax e w4 In4——4:( 2In Ix+ }—4(
e e \e e e e e

In4=2In2).

2. Soit g la fonction définie sur [1; 2] par g(x) :f(x)—[(ZIn 2)x—%+ 1]
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a. g'(x)=f'(x)-2In2=1+ Inx— In4= 1+ Ir(%j

X

b. g'(x):1+ln(§)20@ In[—)z—l«: Xsetox22,
4 4 4 e

4 o . 4 . -
Lorsque x =—, g est nulle ; donc décroissante jusqu’a — puis croissante, le minimum est 0 ;
e e

conclusion g(x)=0 et (Cy) est au-dessus de (T).

3. a. Il nous faut les ordonnées de M’ et N’ : y,. =(2In 2) + 1—i1, yn =(4In2)+ 1-2
e

e
PM + QN +
AiredeMNQP:(—ZQ)XPQ:(yM—Zy”)X1:1+In2= 1,695 ;
PM '+ QN Yy
airedeM’N’QP:( 2Q )><PQ:(y'vI ZyN )><1:3In2+ 1—11: 1,60¢;
e

b. L’aire A est comprise entre ces deux valeurs : 1,6 4 107" pres.

Partie B

7

1.0npose u'=x,v=Inx= u:%xz,v':E d’ol
X

2 2 2 2
I xIn xdx=[£len x} —I EXZX—ldx=2In2—[—1x2} = 2In2- = 0,63€ .
1 2 1 1 2 X 4 1 4

2 2 2 3 1
2. A=J f(x)dx=I 1dx+I xInxdx =1+ 2In2-===+ 2In 2= 1,63¢.
1 1 1 4~ 4

1. 12. Aires
5 points

1. On considere la fonction g définie sur ]O ;+00[ par: g(x)=In X—E. On donne ci-dessous le
X

tableau de variations de g.

/

Démontrer toutes les propriétés de la fonction g regroupées dans ce tableau.

—00

2. Soit f la fonction définie sur ]O ;+oo[ par f(x)= 5In x .
X

H.SILA EXERCICES CORRIGES FONCTIONS



Club math collége privé laic les pigeons

. 10 . . . .
a. Démontrer que f (%) == OU X, est le réel apparaissant dans le tableau ci-dessus.
Xo

a

b. Soit a un réel. Pour a>1, exprimer J' f (t)dt en fonction de a.
1

3. On a tracé dans le repere orthonormal (O ;i, j) ci-dessous les courbes représentatives des

fonctions f et g notées respectivement (Cf ) et (Cg ) . On appelle / le point de coordonnées (l ; 0),

Py le point d’intersection de (Cg ) et de I'axe des abscisses, M, le point de (Cf ) ayant méme

abscisse que Pq et Hy le projeté orthogonal de M, sur I'axe des ordonnées.

()

3

On nomme D, le domaine plan délimité par la courbe (Cf ) et les segments [ IR | et [RRM;]. On

nomme D, le domaine plan délimité par le rectangle construit a partir de [OI ] et [OHO ] .

Démontrer que les deux domaines D; et D, ont méme aire, puis donner un encadrement d’amplitude
0,2 de cette aire.

Correction

2
1. =lnx-—.
g(x)=Inx <
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/

—00

. R 2 ... 2
Limite en 0 : In tend vers —« de méme que —— ; limite en +o :Intend vers +o , —— tend vers 0.
X X

1. 2 . . ,
g(x) ==+—>0 donc g est croissante ; comme elle est continue, elle s"annule une seule fois.

X X

Ona g(2,3)=-0,04et g(2,4)=0,04donc 2,3< % < 2,4.

5In X :52/)(0 =10 car 9(%)=0-= Inxozi.
Xo

2.a. f =
(%) ” o X

o 1 ) . . 1
b. On se rappelle que la dérivée de Int est T et qu’une primitive de u'u” est Tlu”+1
n

a

J' dt_sj' amdt— sj'la% Intat = 5[—;( Int)z} =—2( Ina)z——;)( In 1)2 =‘§( Ina)?.

1

3. ’abscisse de P, est x, donc I'ordonnée de M, est f ( Xo ) =1—g . L’aire de D; est

Xo
%
I f(t)dt=§(lnx0)2 =3 4 =£)=f(xo),soitI'airedudomaineDz.
1 2 2 xg xg
10
Comme 2,3< X% < 2,4, 1,892 —=> 1,7<..
X0

1. 13. Approcher In(1+x),

But de I'exercice : approcher In(l + a) par un polynédme de degré 5 lorsque a appartient a I'intervalle
[0;+oo [.

a
Soit a dans l'intervalle [0; +c [; on note 1,(8) =I % et pour kON*, on pose
0
d(t-a) a)
W@ [ e

1. Calculez Iy(a) en fonction de a.

2. Al'aide d’une intégration par partie, exprimez /;(a) en fonction de a.

(_1)k+1 k+1

3. Al'aide d’une intégration par partie, démontrez que 1,,,(3) :T

+ 1, (a) pour tout KON*,
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4. Soit P le polyndme défini sur R par P(x) Z%XS —%x“ +—:::x3 ——;x2+ x . Démontrez en calculant /,(a),

I5(a) et I4(a), que Is(a) = In(1 + a) — P(a).

5. Soit Ja) :J‘a(t—a)5 dt. Calculez J(a).
0

6. a. Démontrez que pour tout tO[0; a],

b. Démontrez que pour tout all[0; +o, Ya@)<I5(a)<0.
a6
7. En déduire que pour tout al[0 ; +oof, |In(1+a)- P(a)] s?.

8. Déterminez, en justifiant votre réponse, un intervalle sur lequel P(a) est une valeur approchée de
In(1 +a)a 107 pres.

Correction

1. IO(a):J‘Oa% :[In(1+t)]g =In(1+a)-In1=In(1+a).

2. 1I(a)= Ja(t : intégration par parties, on pose L(t):t_a d’ou U'(t):il et
1+ t)2 vi(t) = (1+t) Wt) =Tt
1,(a) =[ '11(:6‘)} : —j:(l"—ftt)z —a+ly(a)=In(1+a)-a.
3. Encore une intégration par parties :
ut) = (t-a)* u() = (k+1)(t-a)
v _W, soit w0 :J‘ L+t 2t :ﬁ(lﬂ)—k—zu :m )

—(t——a)kﬂ:|a+."a (k+1)(t—a)" dt_(_a)k+1+J.a(t—a)kdt:(—1j<+1ak+1+|k(a).

(k+1)(L+t)f ) o (tft k+l

d'ou I 4 (a)=
k 1( ) I: 0 (k+1)(1+tj<+l k+1

x x* x* x
4. Soit P(x) :€_7 +—3——2+x ; calculons I5(a) a l'aide de I'égalité précédente :
1Y a2 2
pourk=1: Iz(a):( 1; a +I1(a):a7+ln(1+a)—a,

1343 3 2
(-1a +I2(a)=—%+a—2+ln(1+a)—a,

pourk=2: 15(a)=
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at at ad 2
k=3: 1,8 =—+I(d) =——-——+—+In(1+a)—-a
pour 4(3) 4 3(a) 7 3 (1+a)
_a5 _aS a4 a3 a2
pourk=4: I5(a):?+I4(a):?+—4——3+—2+ln(1+a)—a:In(1+a)—P(a),
(t-a)° a) a®
5. Xa)= I(t a)° dt = __a
0 6
(t-a)°

° - <1 (1+tP 21cequi

6.a.Comme t<a,onat-a<0= (t-a) <0 d’ou s =(t-a ! 5
(1+t) (1+1)

est évidemment vrai (remarquez les deux changements de sens des inégalités...).

a aft — q\°
b.Ona (t-a)° <( 3 donc en intégrant sur l'intervalle [0 ; o] : j (t—a)5dtsj %dt
(1+1)° 0 0 (1+t)

(t-2a)°

d’ou Ja)<I5(a) ; de plus f

<0 et l'intégrale d’une fonction négative sur un intervalle dont les

. . — a(t-a)° .
bornes sont rangées dans le sens croissant est négative donc I ( )6 dt<0, dou

0 (1+1)
RN a(t-a)°
IO (t-a) dt<IO F dt<

7.0nad’aprés 4. |In(1+a)- P(a)| =| I5(a)| <

a 6
I (t-ay dt‘ z% (inégalité du 6.b. devient
0

du fait du changement de signe).

j “(t-a)dt|>
0

J‘a(t a) dt
0 (1+t)°

6
8. Il suffit de prendre = 5 <1073, soit a<¥6.10° = 0, 42¢.

Moralité : pour x dans [0; {6.10° ], on approche In(1+ a) par P(a) avec une erreur maximale de
0,001. Ceci est tres utile pour calculer les valeurs des logarithmes.

1. 14. Suite intégrales

5 points

1. Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x*€"*.

On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormal (O;1,]) d’unité graphique 2

cm.

a. Déterminer les limites de fen -« et en +x ; quelle conséquence graphique pour C peut-on en
tirer ?

b. Justifier que f est dérivable sur R . Déterminer sa fonction dérivée f’.
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c. Dresser le tableau de variations de f et tracer la courbe C.

1
2. Soit n un entier naturel non nul. On considére l'intégrale I, définie par I, = I x"e *dx..
0

a. Etablir une relation entre /,,; et /,.
b. Calculer I, puis /,.

c. Donner une interprétation graphique du nombre /,. On la fera apparaitre sur le graphique de la
question 1. c.

3. a. Démontrer que pour tout nombre réel x de [0 ; 1] et pour tout entier naturel n non nul, on a

I'inégalité suivante : x" < x"é™ < x"e.

b. En déduire un encadrement de /, puis la limite de I, quand n tend vers +o .
Correction

5 points

1.a. f(x)=x*¢" tend vers + en - car les deux termes tendent vers +o .

En +x, les croissances comparées permettent de dire que I’exponentielle fait tendre fvers 0. On a
alors une asymptote horizontale y=0.

b. f est le produit de fonctions dérivables sur R et est donc dérivable sur R.
fr(x)=2xe™ -x%* = x(2-x)e"™.

c. Comme I'exponentielle est positive, f est du signe de x( 2- x) .

X | —o 0 2 +00
+00 4e—1
0 0
La représentation graphique est laissée au lecteur.
, T : u=x"t fu=(n+1)x"
2. a. Faisons une intégration par parties : > d’ou
V' = el X V' = _el—x

1 1 1
|n+1:J' x”+1el‘xdx:[—x”+1e1"x]z—j -(n+1)x"e ™ dx = -1+ 0+(n+ 1)_[ x"edx = -1+ (n+ D1,
0

0 0

1 1 1 1
b. I, :I xte X dx = [ —etx ]O +I e Xdx = -1+ e+[—xe}X }0 =e- 2 ; par application de la formule de
0 0

récurrence, on trouve : I, =-1+2l; =-1+ e~ 2) = 2- &
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Remarque : on aurait pu faire calculer 1, = J‘Olel"xdx = [ - J 2 = -1+ e puis appliquer la formule de
récurrence : |, = -1+ 1y = -1+ (e~ 1) = e~ 2... on aurait évité une deuxiéme intégration par parties...
c. Aire entre la courbe de f, 'axe horizontal, x=0 et x = 1.

3.2.0sx<1le -1s-x< 0o 0< I-x< 1e @ <€ <e = x"<x"e ™ < x"ecar x" >0.

b. On integre I'inégalité entre O et 1:

1 1 1 1 1
I x”dst. x”el"xdst. x"edx [Lx”ﬂ} SlnSe[ix””} a—lSInS—e;

0 0 0 n+1 0 n+1

donc /, tend vers 0 grace a nos amis les gendarmes...

1. 15. Intégrale et suite 5

s m
2

Pour tout entier naturel n, on définit I, =I 2™ sinxdx et J, =J. e ™ cosxdx.
0 0

1. Calculer Iy et J,

I, +nd, =1

2. En intégrant par parties /, puis J, montrer que e

-nl,+J,=e 2
3. En déduire les expressions de /, et J, en fonction de n.
4. Déterminer la limite de /, et celle de J, quand n tend vers +o .

Correction

V4 T V4

m 7 LT
1. 1, =J. Zsinxdx=[-cosx] 2 =1 J =J. 2 cosxdx =[ sinx] 2 = 1.
0 0

X 1 T NX
u=e u'=-ne .
2. On pose par exemple I d’ol
v'=sin X V=-COX
m n m
In =I 2e™sin xdxz[—e‘”X cosx}g —J. “ne™ cosdx= %nJ, = I,+nJ, = .On procéde de méme
0 0
pour la deuxiéme intégrale.
T
l,+nJ, =1 o 1™
3. On résoud facilement le systeme : a=>@A+m)l,=1-ne 2 « |, = >— Puis
2 "2 1+n

-n“l,+nd, =ne 2

2 Vs

nl,+n"J,=n _ "

_rgz>(1+n2)\]1:n+e
-nl,+J,=e 2

n+e
= 4]——2.

1+n

NS
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o

. . . 1- . . n
4. L’exponentielle 'emporte toujours, donc lim |, = =0 et lim J, =Ilm —=0.
N +oo 1+ n- +oo no +oo n2

1. 16. Méthode d’Euler,
7 points

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O i, ). On s’intéresse aux fonctions dérivables sur

[0 ;+00[ vérifiant les conditions :

(1) pour tout réel x appartenant a [0 ;+oo], f'(x)=4—[f(x)]2 ;

(2) f(0)=0.
On admet gu'il existe une unique fonction f vérifiant simultanément (1) et (2).

Les deux parties peuvent étre traitées de maniéere indépendante. L'annexe sera complétée et remise
avec la copie a la fin de I'épreuve.

Partie A : étude d’une suite

Afin d’obtenir une approximation de la courbe représentative de la fonction f, on utilise la méthode

itérative d’Euler avec un pas égal a 0,2. On obtient ainsi une suite de points notés ( M, ) , d’abscisse

(x,) etd'ordonnée (y,) telles que :

{XO =0, Xpey =%, +0,2
Yo =Ovyn+1 =_O:A/r21 +yn + 018

1. a. Les coordonnées des premiers points sont consignées dans le tableau ci-dessous. Compléter ce
tableau. On donnera les résultats 3 10™ prés.

n 0 1 2 3 4 5 6 7
Xn 0 0;2 014
Y 0 0,8000 1,4720

b. Placer sur le graphique donné en annexe les points M, pour n entier nturel inférieur ou égal a 7.

c. D’aprés ce graphique, que peut-on conjecturer sur le sens de variation de la suite (yn ) et sur sa

convergence ?

2. a. Pour x réel, on pose p(x)=-0,2x* +x+0,8. Montrer que si x0[0;2] alors p(x)0[0;2].
b. Montrer que pour tout entier natureln, 0<y, < 2.

c. Etudier le sens de variation de la suite (Y, ).

d. La suite (y, ) est-elle convergente ?

Partie B: étude d’une fonction
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e* -1

e4X +1

Soit g la fonction définie sur [0 ;+00[ par g(x)=2 et (Cg ) sa courbe représentative.

1. Montrer que la fonction g vérifie les conditions (1) et (2).
2. a. Montrer que (Cg ) admet une asymptote A dont on donnera une équation.
b. Etudier les variations de g sur [O ;+00[ .

3. Déterminer I'abscisse a du point d’intersection de A et de la tangente a (Cg ) a l'origine.

4. Tracer dans le repére la courbe (Cg ) et les éléments mis en évidence dans les questions

précédentes de cette partie B.

2,8

2,6

2,4

2,2

1,8

1,6

1,4

1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

Correction

Partie A : étude d’une suite

1.a.
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Xn

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

Yn

0,8000

1,4720

1,8386

1,9625

1,9922

1,9984

1,9997

b. Voir ci-dessous

c. La suite (y, ) semble croissante et converger vers 2.

2.a. p(x)=-0,2¢+x+0,8, p'(x)=-0,4x+ 1 qui est positif lorsque x<0—14:2,5- Donc p est

croissante de [0;2] vers [ p(0);p(2)]=[0,8;20[ 0:3.

b. On a par récurrence Yy :OD[ 0; 2] ; par ailleurs si y, D[O ; 2] alors Youq = p(yn )D[O ;2] avec ce

gu’on aditen 2. a.

c. y; =0,8>vy, ; par récurrence on a alors p(y; )>p(Yo) = ¥, > V4, etc. En appliquant p autant de
fois que nécessaire on a y,,; >, (notez que c’est uniquement le fait que y; =0,8>y, quirend la

suite croissante, si c’était le contraire, y, <y, alors la suite serait décroissante...).

d. La suite (yn ) est croissante et majorée par 2, elle converge ; sa limite est le point fixe de p dans

[0;2], a savoir 2.

Partie B: étude d’une fonction

e4x0 -1 4e4x e4x +1)- 4e4x e4x _ 4x
1. g(0)=255-"=0; g(x)=2 (¢"+1) 2( ):16 <
e +1 (e4X +1) (e4X +1)
e4X _1 2 e4X + 1 2 _ e4X _ 1 2 4x 4x
par ailleurs 4~ g(x)]2=4—4( )2 =4( ) ( 5 ) = 4%¢ x22= 16—° 5
(e4x+1) (e4x+1) (e4x+1) (e4"+1)

La fonction g vérifie bien les conditions (1) et (2).

ax -1 e4x
2.a.En +o g(x)=2 ™ se comporte comme ses termes les plus forts, soit 2—— - 2 ;

e’ +1 e

I"asymptote est donc y=2. Il n’y a pas d’asymptote verticale car X +1>0.
b. La dérivée a déja été calculée au 1. ; elle est positive donc g est croissante.

3. Latangente a (Cg) a I'origine a pour équation y=g'(0)(x-0)+g( 0) = 4. Elle coupe A en

)
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2,8 A
2,6 A
2,4 A H
2,2 A

K
1,4 A /
'I

1,2 - ;
!

0,8 -
0,6 -
04 -
0,2 -

X

0 T T T T T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

1. 17. Equa diff, intégrale,
3 points
On a représenté ci-dessous, dans un repére orthonormal (O;i, ), la courbe représentative de la

fonction f, dérivable sur R, solution de I’équation différentielle

(E) y'+y=0 ettelle que y(0)=¢e.

1. Déterminer f(x) pour tout x réel.
2. Soit t un réel donné de l'intervalle [1; e]. Résoudre dans R I'équation &% =t d’inconnue x.

3. Soit A le point d’abscisse 0 et B le point d’abscisse 1 de la courbe. On considere le solide obtenu

par rotation autour de I'axe des ordonnées de I'arc de courbe AB comme représenté sur la

e
deuxiéme figure. On note V son volume et on admet que V = 7TJ' (1-Intydt.
1

Calculer V al'aide de deux intégrations par parties successives.
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3,54

-0,5

0,5

Correction
1.(E) y'+y=0 < y'=-y et y(0)=e: f(x)=Ce* et f(0)=Ce& =C=e donc f(x)=es* =&7*.

2. ¥ =t=1-x=Int = x=1-Int (on a ainsi la fonction réciproque de f: f *(t)=1-Int).
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e
3.V =7Tj (1-Int)dt : on pose u=(1-Inty,v'=1, d’ou u'=2£—%)(1— Int) et v=t:
1
e e e e
v=nj (L-IntPdt= 7] 1~ Inty | +2er 1- Intdt = O- 77+ ZTJ' T oIrtdt ;
1 1 1 1

. 1 e e
onpose u=1-Int,v'=1, d’ou u':—E etv=t: j 1—Intdt:[t(1—lnt)]f—J- —ldt=-1+ - l)=e-
1 1
et enfin V = -+ 2re- 4/1= 11(2e- 5)= 1,37.

Remarque : on voit sur la figure que le volume en question est quasiment celui d’un céne de base un

n 1 . .
cercle de rayon 1 et de hauteur 1,5. Comme le volume d’un cOne est §nR2h, on a bien environ 1,5.

1. 18. Equa diff + fonction+intégrale,

11 points
Partie A :Résolution de I’équation différentielle (1) : y'—2y = x€".
1. Résoudre I'équation différentielle (2) : y'-2y =0, ol y désigne une fonction dérivable sur R.

2. Soient a et b deux réels et soit u la fonction définie sur R par u(x) = (ax+h)e".

a. Déterminer a et b pour que u soit solution de I'équation (1).

b. Montrer que v est solution de I’équation (2) si et seulement si u+v est solution de (1).
c. En déduire I'ensemble des solutions de (1).

d. Déterminer la solution de I’équation (1) qui s’annule en 0.

Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2€ —x—2.

1. Déterminer la limite de g en - et la limite de g en +c .

2. Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.
3. On admet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.
a. Vérifier que 0 est I'une de ces solutions.

b. L’autre solution est appelée a . Montrer que -1,6<a <-1,5.

4. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x.

Partie C : Etude de la fonction principale

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = €* —(x+1)&.
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1. Déterminer la limite de fen —w et la limite de fen +o .( On pourra mettre €*en facteur)

2. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) etg(x) ont le méme signe. Etudier le sens de variation de f.

a’+2a

3. Montrer que f(a)=- ,0u a est défini dans la partie B. En déduire un encadrement de

f(a) (Onrappelle que -1,6<a <-1,5).
4. Etablir le tableau de variation de f.

5. Tracer la courbe (C), représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal (unité
graphique 2 cm ).

Partie D : Calcul d’aire

0

1. Soit m un réel négatif. Interpréter graphiquement l'intégrale I f(x)dx. (On justifiera la réponse)
m

0
2. a. Calculer I x€“ dxa I'aide d’une intégration par parties.

m

0
b. En déduire I f(x)dx.

m

0

3. Calculer la limite de I f(x)dx, lorsque m tend vers — .
m

Correction
Partie A

1. L’équation (2) sans second membre a, d’aprés le cours, pour solutions les fonctions définies sur R
par :

x> ke?* avec k réel quelconque.

2.a.0na u'(x) =(ax+b)d +ae' =(ax+a+hb)& donc u est solution de I'équation différentielle (1)
= (ax+a+h)g —2(ax+b)g = x&'. Comme €& #0 pour tout réel x, u est solution de I'équation

différentielle (1) = ax+a+b-2ax-2b=x c’est a dire si et seulement si, pour tout x réel,

-a=1
—-ax+a—-b=x soit = a=-leth=-1
a-b=0

La fonction u cherchée est donc définie par u(x) = (-x—-1)e".

b. On sait que u'(x)—2u(x) = X&', v est solution de (2)
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o V-2v=0e V-+u- 2=x = ¢%+u’> 20+u ) xe
= (V+U)'=2(v+u)=x€ < u+v est solution de (.

Remarque : on peut aussi supposer que v est solution de (2) et en déduire que u+v est solution de (1)
puis supposer que (u+v) est solution de (1) et en déduire que v est solution de (2).

c. Soit f une solution de (1). On peut poser f=u + v. (On aalorsv=f—u).On sait que u + v est
solution de (1) = v est solution de (2).

Les solutions de (1) sont donc les fonctions f définies par : x> —(x+1)& +ke®* (k OR )

d. On cherche k tel que f{0)=0: f(0)=0 = —& +ké’ = 0 = k= 1. La solution de (1) qui s’annule en 0
est la fonction x> —(1+ x)& + &

Partie B

1.0na lim & =0 donc lim ¢x) = lim —x-2 =+ . Ecrivons g(x) en mettant en facteur le terme

X — =00 X - =00 X - =00

qui croit le plus vite : g(X) =€&(2-xe*-2e™). Oron sait que lim xe* = lim €* =0 par conséquent

X — +oo X — +oo

lim gX) =+,

X - +00

2. La fonction g est dérivable sur R et sa dérivée est: g'(x)=2€ —-1= Z(é‘ —%j .

Signe de g'(x) :Ona: e"—lzo - 2E - X2 In—l = x=-1In2.
2 2 2

Tableau de variations :

X —00 -In2 +00

g'(x) - 0 +
-i-m\ /+oo
g
In2-1

1)) 2pe(3) o 1)
Remarque:In2-1=-0,31, g| In > =2e =In > -2=-1+In2.

3.a. g0)= 2 - 0+ 2= 0 donc O est une solution de I'équation g(x)=0.

b. D’apreés le tableau de variation de g, I'autre solution a est dans lI'intervalle ] —o ; —In2[ ; or sur cet
intervalle, g est décroissante. La calculatrice donne : ¢(-1,6)= 0,004 eg € 1,5 — 0,05, par

conséquent o(-1,5)< g(@)< g(-1,6)etdonc—-1,6< a <-1,5.

4. Etude du signe de g(x) : résumons la dans un tableau.
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X —00 a -In2 0 +00
+00 +00
In2-1
signe de g(x) + 0 - 0 +

PartieC:

1. f(x) = —x& —~ €. On sait que lim & =0, lim x& =0, lim € =0, par conséquent

X — —00 X — —00 X — —00

lim f(x)=0.

X — —00

f(x):ezx(l—xe‘x—e‘x) :onsaitque lim xe* =0 et lim €*=0 donc lim f(X)=+cw.

X — +00 X — +00 X — +00

2. La fonction f est dérivable sur R et sa dérivée vaut :

f'(x):2e2"—[(x+1)e?<+l><é<]: 2 - (x+ 28

Mettons € en facteur pour faire apparaitre g(x) : f'(x) = €(2€ —x—-2)=€'g(x) ; comme, pour tout x

réel, € >0, f'(x)est du signe de g(x). On en déduit le tableau de variations de f:

X —00 a 0 +oo
f’(x) + 0 - 0 +
fla) +oo
0 0
a+2

3. Onsait que ga)=0 donc 2¢' —a-2=0 soit & = —

2
On obtient f(a)= &7 —(a +1)¢ =(a7+2j —(a+1)(

a+2)_a2+4a+ 4 (a®+ 3+ 2
2 4 2 '

2 2
soit f(a)= a42a:_a -:120'.

4. Nous l'avons déja donné a la question 2.

5. La courbe (C) admet I'axe des abscisses comme asymptote horizontale au voisinage de -« et
comme tangente en O.
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Partie D :

1. Comme m <0 et que fest positive sur [m; 0], l'intégrale en question est I'aire de la partie de
plan comprise entre I'axe des abscisses, la courbe (C) et les droites d’équation (x = m) et (x = 0).

2. a. Faisons, comme suggéré par I'énoncé, une intégration par parties :

u(x) = X u'kF 1
{v'(x):ex vk =€

0
0

e ax=[ e | - [ e axmcmen [ @ =-md - (1-¢0) = (- mpgn -1

m

On en déduit J

m

0 0 0 0 0
b.OnaJ. f(x)dx:J. (eZX—xeX—e‘)dx:I (ezx—e?‘)dx—J. xede:EeZX—e‘} -(1-m)d" +1, soit

m

0
finalement : J. f(x)dx:%—l——;ezm+é“—(1— m)e" + 1:—;+mé“——:zlezm.

m

m- —oo m- —oo m- —co

0
3.0nsaitque lim mé"=0 etque lim €™=0 donc lim J. f(x)dx:%.
m

1. 19. La chainette
La chainette est la courbe suivant laquelle se tend un fil homogene, pesant, flexible et inextensible
suspendu a ses extrémités a deux points fixes.

On montre et on admettra dans ce probléme que, rapportée a un repére orthonormé (O;i, )

convenable la chainette a pour équation
eﬂx +e—/1x
=f,(X)=——
y=H(x) o]

ol A est un paramétre réel positif dépendant de la longueur du fil. On note C, la courbe

représentative de f, .
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On laisse pendre un tel fil d’'une longueur de 4 m entre deux points situés a une méme hauteur et
distants de 2 m. Le but du probléme est de calculer une valeur approchée de la fleche prise par le fil,
c'est-a-dire la distance d indiquée sur le schéma.

2m

A. Etude de la chainette

1. On prend A =1 : étudiez les variations de f;(X) ; déterminez ses limites en +o et —co .
2. Tracez les courbes C;, C, et C; (unité graphique 1 cm).

3. Prouvez que pour tout A la courbe C; se déduit de la courbe C; par une homothétie dont on

précisera le centre et le rapport.
Dans toute la suite on prend A strictement positif.

B. Recherche de d

Pour une courbe d’équation y = f(x) un petit élément de courbe a pour longueur ds tel que
ds? = dx? +dy?, soit

d 2 d 2 d X
(d_f(j :l+[d_§j :d_i: 1+[f|(X)]2:>dS= l+[f '(X)]ZdXSS:J.a l+[f '@()]2dX.

1. Faites un schéma montrant que vous avez compris quelque chose aux explications précédentes et
¢ -¢e”

montrez que la longueur de la chainette est L(A) = y

2. Exprimer en fonction de A la fleche d(A) de la chainette C,.
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C. Le probleme consiste donc a trouver la valeur de A pour laquelle L(A)=4

1. Donnez une valeur approchée & 107 prés de la solution a de I'équation (E) : L(A)=4.

t

2. On considere la fonction ¢(t) = ¢- . Calculez ¢'(t) et montrez que ¢'(t) est toujours positive.

Déterminez la limite de #(t) en +o et déduisez-en I'existence d’une unique solution de (E).

3. Déterminez alors les coordonnées du minimum de la fonction f,(x) ainsi que d(a ).

D. Une variante (nettement plus élaborée) de la question précédente est la suivante :

1. Résoudre I'équation d’inconnue X, X?-4AX-1=0.

2. En déduire que L(A)=4 équivaut & A =In(24 ++/44% +1).
3. Soit g la fonction définie par g(x)=1In ( 2X+ 4x% + 1) .

a. Etudier les variations de g sur R.
b. Tracer sa courbe représentative ainsi que la droite D(y = x).
¢. Montrer que I'équation g(x) = x a une seule solution comprise entre 2 et 3.
4.0n note | =[2,+o .
a. Démontrer que pour tout x de /, g(x) appartient a /.

b. Prouver que pour touttdel, 0< g'(t)< 0,5. En déduire que pour tout x de /,

|dx)-a|<0,5x-a|.

5. On considére la suite u, définie par u, =2 et pour tout n20 U, = gu,).
a. En utilisant la construction du 3.b. conjecturer le comportement de u,.
b. Démontrer que pour tout n, |u, -a|<0,5"| 2-a|. Conclure quand a la convergence de u,.
c. Déterminer un entier no tel que U, soit une valeur approchée de a a 107 prés.

d. Améliorez le résultat obtenu au C.3.
Correction

A. Etude de la chainette

g+e” g&-e*
2

1. A=1,y=f(x)= =coshf); fi(x)= =sinh(x) ;
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&-e¥20e &26* « x=2-x = x=20 ; donc cosh est décroissante avant O, croissante aprés.
’ 7 p

En fait cosh est paire donc sa courbe est symétrique par rapport a 0 ; en +w la fonction est comme

& et tend vers +o . Le minimum est 1 en 0.

2. Merci a I'ordinateur...

D

3. Essayons une homothétie de centre O, de rapport k (inconnu) sur C; ; pour ce faire on écrit
analytiquement cette homothétie, soit M’(x’, y’) en fonction de M(x, y) puis on obtient les
coordonnées de M en fonction de celles de M’ ; enfin on remplace dans f;.

MOGY) - M (x ')‘x':kx x=(1/K)x'
X;y) - M(X'5yY)| - >
y'=ky |y=(@Q/k)y
x X x X
X Tk K k k
remplagons : y=f(X) = e y_&re @y'zﬁm‘l(x').
2 k 2 2} Y
k

Moralité, la courbe Cy, y = f;, (X), est 'image de C; par I'homothétie de centre O de rapport k donc

C, estI'image de C; par 'homothétie de centre O de rapport ;1 .

B. Recherche de d

1. Uessentiel est dans ds* = dx? +dy? : on considére un petit morceau de courbe comme un bout de

tangente et cette expression est le théoreme de Pythagore a cet endroit.
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ds dy

b
On a donc s=J' J1+[f '(x)]zdx avec g=-1, b=1et f =1, :
a

X ~AX X _ g AX X _ s AX
y=1,00= S8 L o= A€ e

qui s’annule en x=0 ; le repére choisi est

24 2
. . 2 1 )
donc centré sur le sommet de la courbe ; par ailleurs f, (0)=§ =]’ enfin comme la largeur est de
. e . o , ¢ +e”
deux metres les extrémités sont aux abscisses -1 et 1 et a 'ordonnée f,(1)=f,(-1)= ,ona

A
dA) =1, ()1, (0):%. On a donc :

2 -1 4 -1 2

x_ g Y x 2Ax X ax \2
L(A)zjl: 1+[f,{(X)]2dX=J._ll\/1+(ﬂj dx:jl\/4+e2” -2+ dx=Il (ef‘ +e” ]dx

+1 +1 g5 A g1
d'OU L(/‘):EJ. e/1X+e—/]XdX=iL|:_1(e/1X_e—/]X):| =e/] e e’ +e :e/] e ]
2) 212 . 21 F

A
2.Commevuaul.ona d(A)=f,(1)-f,(0)= ¢ +e —%,

2

C.1. L(A)=4 210 prés vaut 2,1773.
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4,000005 - y

3,999995

3,99999 A

3,999985

3,99998

X
3,999975 ]

2,177308  2,17731  2,177312 2,177314 2,177316 2,177318 2,17732  2,177322

8 y

7

6

5

4

3

2

1

0 X

0 0,5 1 15 2 25 3 35
d-¢et d+eht—-(é-¢ .
2.t>0, ¢(t)= , 9'() - )tz( ) . La situation se corse...
i . -g! .y , 4
Nous allons considérer la fonction tanht = ~ dont la dérivée est tanh t=——— ;ona alors
re (¢+¢")

(€ +et-(é-e')=(e +e")[t-tanht] ;

posons ut) =t—tanht, alors

vo_a 4 _(é+e'y? -4 (é-€e')
O e T @re (@re

donc u est croissante et ut)=u0)=0. Ouf I!!
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Nota bene : lorsqu’on trace la courbe de ¢(t) on s’apercoit qu’elle démarre a 2 qui doit donc étre la

_1 —_
=2 car lim ¢ 1:1.
x-0 X

limite de ¢ en 0. On peut I'obtenir comme suit : Iir‘rg) Q) :Iim02e't
t- t-

En +o00 c’est plus simple puisque ¢ se comporte comme % qui tend vers +o .

@ est donc continue, monotone strictement croissante de [0 ; +oq vers [0 ; +of, elle est bijective et

I’équation ¢(t) =4 a une seule solution.

.. 1 1 .
3. Le minimum de f,(X) estenx=0, f,(0)=—=———=0,46 ce qui donne
2(X) +(0) 221773 q
—a
day=2 " 1 5 050 0,46~ 1.5
2a a
25 1y

[}

D.1. X?=4AX-1=0: A=16A%+4, X, =2A-4A% +1, X, =24+ 4% + 1.

A X =¢
4l L dsel 4l o @ -4l 1= 0o

2. L(A)=4 donne alors .
X?-4AX+1=0

Comme A est positif, on choisit la racine positive, soit & =24+v442+1 < A= In(2A ++ Y2 + 1.

J

3. gx)=In

2%+ 4x? +1).

( gy X 2+ a2+ 1
2X++/4x +1) > >

= ax“+1 = X +1 = 2 >0 donc croissante sur R.
ox+Vaxd+1  X+Jal+1 x+v &%+ 1 A #2+ 1

a. g'(x)=
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3,5

2,5

2

Vax2 +1

V(X)=0 e 2=vaC +1e 4= &°+ 1o xz@.

c. Pour x>0, soit v(x) =g(x) - x: v'(x)= -1;

On a le tableau de variations ci-contre. On calcule  2)= 0,1> 0 et \3)=-0,05< O0donc v s’annule

une seule fois.

4. a. g est croissante, g(2)=2,094> Zdonc pour tout x, g(x) appartient a /.

b. Pour 0< g'(t) c’est évident ; pour g'(t)<0,5:
2

Va4 +1

Intégrons cette relation entre xet a :

t22=4° > 16> 4%+ >V 17> 4

2_1
<===.
4 2

a a
0<g'(t)<0,5= O<I g '¢)dtsj. 0,8t= 0<gé& >gx ¥ 0,$a-x) ; on peut recommencer avec
X X

X supérieur a a , ce qui donne la relation dans I'autre sens d’ou en remarquant que ga)=a,

|dx)-a|<0,5x-a|.
5.0 =2, Uy = dUW,).
a. La suite est croissante, majorée, convergente vers a .

b. On utilise | (X)~a|<0,5 x-a| avec x=u,, oX)=u,,; d'oll |U,; —a|<0,5/u, -a|. Par récurrence

il estimmédiat que

|u,-a|<0,5|u; -a|< 0,5 |u_,-a|< ..< 0,8|u—a|= 0,3 2a].
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Cette derniére suite est géométrique de raison 0,5 ; elle converge donc vers 0 et u, converge vers a

c. A la calculatrice on voit que v, =2,1773.. et est donc stabilisé 3 107 prés de a (voir le fichier). A

la main on peut résoudre 0,5"| 2-a|< 10%, ce qui donne une idée.

In10™ _

Onaalors 2<a<3=|2-a|< 1= 0,8]| 2a|< 0,8< 10 =n> o

13, soit n, =14.

d. On peut donc obtenir une valeur trés précise de a :2,17731898496531 pour u,, est trés bon.
Soit I'équation différentielle (E): y'+y=x-1.

1. 20. Primitive de In

Soit la fonction définie sur l'intervalle | = ]4 ; +co [ par:

f(x) = —2x+ 5+ 3In> L
xX—4

et (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormal (O ;i, j), unité graphique : 1 cm.

1. Etude de f
a. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de I.

b. Montrer que sur |, f'(x) est strictement négative et dresser le tableau de variation de f.

c. Montrer que la droite (D) d'équation y = — 2x + 5 est une asymptote a (C). Préciser la position de
(C) par rapport a (D).

2. Calcul d'aire

a. Déterminer, a l'aide d'une intégration par parties, les primitives sur ]0; +o [ de la fonction x > In
X.

b. Montrer que la fonction G : x - (x+ 1) In (x + 1) — x est une primitive de la fonctiong : x — In (x +
1) surl.

c. Montrer que la fonction H : x - (x —4) In (x — 4) — x est une primitive de la fonction h: x — In (x—
4) sur .

d. Déduire des questions précédentes le calcul de I'aire A du domaine plan délimité par la courbe (C),
la droite (D) et les droites d'équations respectives x =5 et x = 6.

On donnera la valeur exacte de A puis une valeur approchée a 10~ % prés.

Correction

x+1 - x+1
1. a. Lorsque x tend vers 4, 4 tend vers +w ainsi que In 4 donc ftend vers + .
X= X=
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x+1 x+1
Lorsque x tend vers +o , —— tend vers 1, In—— tend vers 0, -2x+5 tend vers —« donc f tend vers
X_

—00 ,

b. f'(x):—2+3[ |n:_:'ﬂ =-2+ 3 Inf+ 1 Ink— 4] =- 2+ % 1 1 }_—2(x+1)(x—4)— 15

x+1 x-4]  (x+1)x-4)

Lorsque x > 4, x+1 est positif, x4 est positif donc le numérateur est négatif et le dénominateur est
positif. Moralité, f est négative.

x+1 .
c. f(X)—(-2x+5)= In—4 ; nous avons dit que ce terme tend vers 0 lorsque x tend vers +« donc la
X—

R +1
droite (D) est une asymptote a (C). Lorsque x > 4, X—4 >0 donc (C) est au-dessus de (D).
X—
. 1 ) s - 1
2.a.0npose u=Inx,v'=1=u'==,v=x d’ou une primitive de In x est xIn x—J. =xdx =xIn x-Xx.
X X

b. On dérive G: G'(X)=1.In(x+ 1)+ (x+ 1))%1— 1= Ink+ 1.

c. Exactement pareil.

d. On cherche A = I:f(x) —(-2x+5)dx = 3L6 Inx+1)- In(4-x)Yx= 3G (6)>G (5)F 3H (6)-H (5);
G(6)-G(5)=7In7-6-6In6+ 5= 7In# 6In6 , H(6)-H(5)=2In2-6-1InH 5 2In2 .

etlerésultat A=3[7In7-6In6- 2In = 4,45L.

1. 21. Equation différentielle

On se propose de déterminer les fonctions dérivables solutions de I'équation différentielle
2y'+y=x*+2x-2 (E)

1. Montrer qu'il existe une fonction polyn6me g du second degré solution de (E) et déterminer
laquelle.

2. Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f— g est solution de I'équation différentielle :
2y'+y=0 (E')

3. Résoudre (E’) et en déduire toutes les solutions de (E).

4. Déterminer les solutions dont la représentation graphique passe par I'origine du repeére.

Correction
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1.0n pose g(x)=ax® +bx+c d’olt 2g'+ g= dax+ 2b+ax? +bx+c=ax?+ (da+bx+ d+c, soit par
a=1 a=1

identification : { 4a+b=2 < {b=-2= g(x)=x%> - X+ 2.
2b+c=-2 c=2

Vérification, 2y'+y = 4x— 4+x% — X+ 2=x%>+ X~ £, ok.

2.festsolutionde (E): 2f +f =x®>+2x-2=2g%g= 26 ~g'* f-gF O= A-gH¥ {-gF (ona
donc bien f— g est solution de I'équation différentielle : 2y' + y =0 (E’).
1 1

1
3. y':—%y:y:Ce 2 d’ol f(x)—g(x)=Ce 2L f(x)=Ce 2X+x2—2x+2.

1
-=X
4. On doit avoir f(0)=0 = C+2= 0« C=-2etlasolution f(x)=-2e 2 +x%-2x+ 2.

1. 22. Equation différentielle et primitive

Soit I'’équation différentielle (E) : y'+y=x-1.
X
1. A l'aide d’une intégration par parties, calculer I é(t-1)dt.
1
2. Soit z une fonction dérivable sur R, on pose f(X)=z(x)e ™. Montrer que f est solution de (E) si, et
seulement si, pour tout x réel, z'(x)=€(x-1).

3. A l'aide de la premiére question, déterminer toutes les fonctions z vérifiant z'(x) = €(x—1).

4. Déduire de la question précédente les solutions de (E). Déterminer la solution pour laquelle
I'image de 1 est 0.

Correction

1.Onpose u=t-1L,v'=d > u'=1,v=¢ d'ou
j Xé(t—l)dt:[(t—né]x —I “ddt= (x- 1 - 0-& +e= - 2F +e.
1 1 1

2. f(X)=z(x)e™.
f est solution de (E) :
fef=x-1le z2'XE -2zX)E +2(X)e" =x-1 2'XE  =x-1 z'K)= k- 1.

3. Il est clair que z est une des primitives de (x—1)&, soit une fonction du type du 1. agrémentée

d’une constante : z(xX)=(x-2)& +e+K.

4. f(x)=ZAx)eX = f(x)=x-2+ee X +Ke* ; f(1)=-1+ee +Ke'=Ke'= 0= K= 0.
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La solution cherchée est donc f(x)=x-2+e**,

1. 23. Equation différentielle : transfusion

Une exsanguino-transfusion peut se schématiser de la fagon suivante : un récipient R contient un
liquide L dans lequel se trouve une substance S dont on veut diminuer la concentration. Le volume de
R est de p litres (genre le corps humain...) et la concentration initiale de S est de a gramme par litre
dans L.

1. Premiere méthode : on injecte dans R de maniére continue du liquide L ne contenant pas la
substance S et on préléve simultanément la méme quantité de mélange par un tuyau de sortie de
sorte que le volume de liquide dans R reste constant. Les tuyaux d’arrivée et de sortie ont des débits
de d litres par heure.

On note m(t) la quantité de S dans L au bout du temps t et C(t) sa concentration.

a. Montrer que m(t+h)—m(t) = —-dhC(t) ; en déduire que m'(t)=-dC(t) puis que C'(t) = —EC(t) (E).
p

b. Démontrer que I'unique solution de (E) est C(t) = aexp[ —Etj .
p

c. Au bout de combien de temps la concentration de S est-elle inférieure a 5 % de sa valeur initiale ?
d. Cette méthode permet-elle d’éliminer completement S ?

2. Deuxiéme méthode : toutes les minutes on préléve dans R un pourcentage fixe g de mélange que
I’on remplace par la méme quantité de L ne contenant pas S. A la minute n on appelle m, la masse de
S restant dans R et C, sa concentration.

a. Exprimer en fonction de n et des autres parametres la masse Am, de S prélevée a la minute n.

b. Exprimer m,,; en fonction de m, puis C,,; en fonction de C, . En déduire C, en fonction den, g,

petaq.

c. Au bout de combien de minutes la concentration de S est-elle inférieure a 5 % de sa valeur
initiale ?

d. En posant n=60t donner une expression de C,,. Comparer au résultat du 1.

Correction
1. Premiere méthode : on note m(t) la quantité de S dans L au bout du temps t et C(t) sa
concentration.

a. Pendant la durée h la quantité m de S passe de m(t) a m(t+h) ; la différence entre les deux est ce
qui est sorti pendant ce laps de temps, soit

volume sorti x concentration = débit x temps x concentration,

on a donc bien m(t+h)-mt) = -dhC(t) ;
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divisons tout par h : M =-dC(t) ;

passons a la limite quand h tend vers 0 : m'(t) = —dC(t).

Par ailleurs a un instant t donné on a m(t) = pC(t) = m'(t) = pC'(t) d’'ou C'(t) = —%C(t) (E).

b. On reprend donc le cours et on a C(t) = Kexp( —Et] ; comme C(0)=a on en déduit que K=a et
p
C(t)= aexp(—gt}
p
c. On cherche t de sorte que

In(0,05
C(t)s0,0Sa@aex;{—gt]s 0,08 - exE—Et]s 0,06 -Jt< |n(0,059t2—%).
p p p

d. Pour éliminer complétement S il faudrait que C(t) s’annule a un moment, ce qui est impossible...
ceci dit c’est comme pour I’lhoméopathie, au bout d’un certain temps la quantité restante de S
devient tellement faible que I'on peut considérer qu’il n’y en a plus.

2. Deuxiéme méthode : toutes les minutes on préléve dans R un pourcentage fixe g de mélange que
I’on remplace par la méme quantité de L ne contenant pas S.

a&b.At=0onamy=ap, at=1mnona m =m, —qm, =ap(l-q), puis de minute en minute on
multiplie par 1-q, ce qui donne m, =ap(1-q)".

La concentration quand a elle est C,, :%w(t) =al-q)"

c.Ona C,<0,05, = (I-qJ < 0,05= n In(+q ¥ In(0,05) n= Il:(;),_o(;
d. n=60t, soit C,, = a1-q)*™ =aexp( 6@ In(t-q)=a exfkt) avec k=60In(1-q)= In[ (1—qf°]

Pour que ce soit semblable il faut donc que In [(1— a)®° ] = —% , Soit

l-g=ex ~4 = 1- ex ~ 4
a 60p a 60p |

Application numérique : p=51,d=0,11/mn, on aalors g =0,03 %, pour le premier cas t supérieur a
150 mn, pour le deuxiéme cas n supérieur a 8987 (secondes), soit t supérieur a 150 mn.

1. 24. Equation différentielle : populations

Une étude sur le comportement de bactéries placées dans une enceinte close dont le milieu nutritif
est renouvelé en permanence a conduit a proposer une loi d’évolution de la forme
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N'(t)=2N(t)-0,0048 N(t) T’ (1)

ou t est le temps exprimé en heures. N (t) représente le nombre d’individus présents dans I'enceinte

alinstantt;at=00ona N(0)=1 (en milliers).

1. On pose y(t) :ﬁ ; montrer que y est solution d’une équation différentielle (E) du type
y =ay+b.
2. Résoudre (E).

1
0,9977% 2 + 0,0022'

3. En déduire que la solution de (1) est N (t) =

4. Etudier les variations de N.

t
5. Montrer que N(t)= 5 99775+e20 e Déduisez-en une primitive de N(t).

T
6. On appelle nombre moyen de bactéries la limite quand T tend vers +o de %J' N(t)dt. Calculer
0

cette intégrale et en déduire le nombre moyen de bactéries dans I'enceinte.

Correction
1. y(t)= 1. N(t):—lzN'(t)——w.Remplagonsdans(l):
N (t) y(t) y* (1)
N'(t)=2N(t)-0,0043 (t)* - —12':3—0’0245@ y =- %+ 0,004.
y- y y
. _ . 0,0045_ _ _ )
2. 0On a donc la solution y(t) =Ce —_—Z—Ce +0,00225. At=00naN(0)=1douy(0)=1et

donc 1=C +0,00225= C = 0,9977.

1 1 et

3. La solution pour N est donc N(t)= = = .
(t) y(t) 0,00225+ 0,99778%  0,0022%+ 0,997

-(0,99775¢<— x &2 2t
4.0na N'(t)= ( )2 = 1,995% > >0 donc N est croissante. En
(0,00225+ 0,997762‘) ( 0,00225 0,997e7%%)
L. 1
+00 sa limite est =444
0,00225
t '
5.N(t)= ¢ ; N(t) est de la forme Y avec u=0,0022% - 0,0012, soit
0,0022%" + 0,9977! u
u'=0,0045".
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1 0,004%"

On écrit donc N (t) = 0.00450 0022 + 0.9977"

; une primitive de N est alors

S (0,0022@2t + o,9977§.
0,0045

- T

ij N(t)dt=i{ = In(0,00225% + o,9977ﬂ

 Tho T| 0,0045 .

' in(0,0022%" + 0,99775- 1o 1 I 0,00288 + 0,997y
0,0045 B 0,004%

Quand T tend vers +ow , (0,0022@2T + 0,9977))6 est équivalent 3 0,0022%" et

In(0,0022%" + 0,9977
( iest équivalent 3 2T +In(0,0022 -2 I( 0,0022p

qui tend donc
0,0045" 0,0045r 0,0045 0,004

vers L =444,
0,0045

1. 25. Equation différentielle : poursuite

Le but de I'exercice est de résoudre I’équation différentielle xy"=-R/1+y? (E).

T X

1. a. On consideére la fonction sinh(x)= . Etudier les variations de sinh(x).

b. Montrer que pour tout u réel, il existe un unique x tel que sinh(x) = u.

c. Montrer que x =sinh™ ()= Inu+~u’ + 1).

u

N

d. Montrer que la dérivée de sinh™(u) est (sinh’1 (u)) '=

2. a. Montrer que I'équation (E) est équivalente a =—— et donne apres intégration
X

J1+y*?

sinh™ (y )=-RInx+K

<

ou K est une constante.

1 & x*?
b. En déduire que y'==| —-—|.
aue y Z[XR eK]

R
c. Avec la condition initiale y'(1)=0, montrer que y' =%[(£) —(X)R}.
X

c. Démonstration de cours :

Montrer qu’une primitive de x™ ou m est réel et différent de -1 est —+x”“1.
. m
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En déduire que si R est différentde 1ona y= 20-R) xR _2(1—1R)XR_1 +K' ol K’ est une constante.
Déterminer la valeur de K’ pour que y(1) = 0.

d. Tracez la solution obtenue (on prendra R = 2).

Correction

1. a. sinh(x)= ¢-e est définie sur R ; sa dérivée est cosh )= - qui est toujours positive.

En +«, sinh tend vers 4+, en —o elle tend vers —w .

b. sinh est continue, monotone strictement croissante de ] —00 ; +00[ vers ] —00 ; +00[ donc pour tout

u on aura un unique x correspondant. sinh est bijective.

c. Il faut résoudre I'équation

X

g€ -€ g =X

X2 -2uX-1=0

sinh(x)= U - =l & - - 1= O«:{

u+ AP +1

On a une équation du seconde degré a résoudre : A =4u? +4 d’ou X = —u+y? +1 et

X, = uw? —vJu? +1 ; mais comme & =X >0 la deuxieme solution ne convient pas. On a donc

x=sinh™ @)= In(X, )= Inu++u? + 1).

X

On pouvait également remplacer x par In(u++/u? +1) dans sinh(x)= et vérifier que le résultat

est bien x.

d. Attention a la dérivation des fonctions composées :
Zu'u  u(utv? +1)

2 o+
[u+ u +1] 4 u2+1: Z+l U

u+Ju? +1 u+Vu +1 u+Jul+1 u?+1

NV +1)] =
[ ]

Ce résultat peut s’obtenir également en passant par (fog)'=g'.(f > g) et en prenant g=f*; ona

alors (fog)'(x)=(fof™)(x)=(x)'=1et fog=fuf™ dob (r* ) oy 1f_1 . Ici ga donne

] 4 r _ |' 1 - 2ul - ZJ'
(smh (U)) ’ cosh( |ﬂ(u+ U+ 1)) In(w UZHJ _m(m u2+l] UV 1 : |
e

te u+uf +1

soit le résultat demandé car
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_J2
u+Vu? P PR YU /I P Lt Au?+1,

u+vur +1 v -u? -1
2.a.0na(E) xy"=-RJ1+y? = Y - r. Y =—B:>sinh‘1(y')=—RInx+K.
1+yl2 ’1+y|2 X

b. On applique sinh des deux cotés :
. L . 1, _ _ 1 R R 1 _ 1
sinh| sini* § ") = sinf-R Ix+K] = y £=(gRn*xK _gfinxK) = Z (e x™ gkt X ) = 2 xR -~ xR
[sinti* g = sinf-R Inc+K] - y =1 )=3( )=3[ex 4]
1( & xR
et finalement y'==| —-—|.
Y 2[xR eK]
d 1 1

! —E———: - = o eX=1< = Qe = "ol ':E_—R
c.y(1)—2(1 é‘] 0o € X €“=1- K=0- K=0.Douy 2[ x]

3. a. Démonstration de cours :utiliser x™ =™ * ..

1 1] 1 1
b.Onintégre: y'==|x " -x" |=>y== —Xl_R_—XR+1:|+K'_
gre:y 2[ ] Y 2[1—R 1+R

Y(l)=£{—1 gL 1R*1}+K': O:K':—l[ L 1}: R
2[1-R 1+R 2l *R IR| 1-F

c. La solution obtenue est y(x) :E[ ! xR - ! XR+1}+ R ,soitavecR=2:
2[1-R 1+R R

il 1 1,17 2. 1
X)=—|————X + —_—=——
e 2{ x 3 } 3 e
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10

D

.10

On vérifie bien les conditions initiales...

1. 26. Eq. différentielle : désintégrations successives
partie A

La désintégration radioactive du Zirconium 95 (*°Zr) se fait en deux étapes : formation de Niobium
radioactif (*>Nb) puis transformation du Niobium qui conduit a un isotope stable. On s’intéresse a
I’évolution du *>Nb en fonction du temps.

A Vinstant t (exprimé en jours), on note Z(t) le nombre d’atomes de *Zr et N(t) le nombre d’atomes
de *Nb.

La fonction Z(t) est solution de I'équation différentielle Z'(t)=-0,02Z(t) avec Z(0)=2,.
1. Donner I'expression de Z(t) en fonction de t et de Z,. Quel est le sens de variation de Z?

2. Pendant que Z décroit, N croit et est solution de I'équation différentielle N'(t)=Z(t)-0,0IN(t)
avec N(0)=0.

a.Onpose N(t)=f(t)e®%" Montrer que f'(t)=2,e"°".
b. En déduire que N (t)=100Z, ( g0t _ 0,02 )

Partie B

On prend Z, =2, de sorte que sur l'intervalle [0 ; +o [ I'expression de N(t) est :
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N (t)=200( e®%" - %),

On note C la courbe représentative de la fonction N dans un repéere orthogonal d’unités graphiques :
1 cm pour 10 jours sur I'axe des abscisses et 1 cm pour 10 unités sur I'axe des ordonnées.

1. Calculer N(0).
2. a. Calculer la limite de N(t) lorsque t tend vers +o .

b. Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

3. a. Montrer que la fonction N’ dérivée de N vérifie N'(t) = 200e_0'02( 0,02 0,08°°* ) .

b. Résoudre I’équation N’(t )= 0. Donner la valeur exacte puis une valeur approchée a 107 prés de la
solution t, de cette équation.

c. Résoudre dans [0 ; +o [ I'inéquation N (t) >0. En déduire le tableau de variations de la fonction

N. Préciser la valeur exacte de N(t).
4. Construire la courbe C sur 'intervalle [0 ; 150].

5. a. Déterminer graphiquement I'intervalle de temps pour lequel N (t)=40. (On laissera apparaitre

sur la figure les constructions utiles).
b. Résoudre I'inéquation N (t)=40 par le calcul (on pourra poser X = g0y,

Correction
Partie A

1. 2'(t)=-0,02Z(t), Z(0)=2Z, : on applique le cours, Z(t)=Ce®"? ; avec Z(0)=2,,0na C=2,

et Z(t)=2,6%%%. La fonction Z(t)=2Z,e%%? est décroissante : Z'(t)=-0,02Z,6*** < 0.
2.a. N(t)=f(t)e®™ = N'(t)=f'(t)e " -0,0% (t)e ** d’ou en remplagant :
N'(t)=2(t)-0,0IN(t) = f (t)e*°"-0,01(t)e % =2z,e *%- 0,00(t)e %, soit finalement :
F(1) 600 = 2,600 ., f1(1) = 2,6 0% 0= 7,6 OO,
1 _

b. Onintegre f'(t)=2,6°%" : f(t)=———2Z,€

"o 0.0 4 K =-100Z,e °°* + K puis on remplace dans N :

N(t)=f(t)e%"" =] -100Zpe "' +K |& *"=-10@ye *%+Ke O
Comme N(0)=0,ona -100Z, +K = 0 = K = 10@, et finalement en mettant 100Z, en facteur :

N (t)=100Z, (€®° -& %),
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Partie B N(t)= 200( G001 _ 50,02 ) .

1. N(t)=200(& -¢)

0.

0,01 t e—0,0Zt

2. a. Lorsque t tend vers +o , € e tendent vers O car lim & =0.

X — —00
b. La courbe C a une asymptote horizontale en +« :y=0.

3.2. N'(t)=200(-0,08°% + 0,08 °% )= 208 °%(- 0,e”™+ 0.

b. N'(t)=0 = 2003'0'02‘( 0,02 0,0&0'01) = (or €29 n’est jamais nulle, donc on résoud :

-0,02

0,02- 0,08 = 0~ - 0,08 =- 0,02 e°%=
-0,01

= 2 00 In2t= 100In2t;= 6.

c. €992 ast toujours strictement positif, on résoud donc

-0, 02
0,02- 0,0 %% > 0~ - 0,08>% >- 0,02 %< = 2 0,08 In2t< 1001
-0,01

1 1
Par ailleurs N (t, )= 200( g0 01x 1000 2 _ g 0,02 100 In 2) = 200( g Mg 2N j: 200{— ——j = 5
2 4

On a donc le tableau

t 0 100In2 +00
N'(t) + 0 -
50
N(t)
0 0

5. a. Comme on le voit ci-dessus et avec I'aide de la calculatrice, on a N (t) =40 lorsque

32,2<t< 128,7.

b. N(t)240 = 200 €°% - %) > 40~ ¢ *%-¢ °®- 0,2 0- ¢ *'%¢ % 0,2

+./ _
On pose donc X =€%%", ce quidonne X*-X+0,2< 0; les racines sont X, _1+70.2 20,2,X1 _1 20’2,

soit I'intervalle solution :

X XX, o X;2€°%" <X, o InX;<-0,0k< InX, - —100InX ;>t>- 1001 ..
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Le calcul donne alors -100InX, = 32,3tet -100InX; = 128,5¢

N

50

40

30 -

10 +

0 20 40 60 80 100 120 140 160

1. 27. Equation différentielle ROC
5 points

1. Restitution organisée des connaissances

Prérequis : on sait que les solutions de I’'équation différentielle y' = ay sont les fonctions de

la forme f(x)=Ce™ ou C est une constante réelle.
a. Déterminer les solutions de I'équation différentielle y' = ay +b.

b. En faisant un changement de variable de la forme y=¢(Y ) dans I'équation précédente on obtient

I'équation Y'=2aY + 2bJY . Quelle est la fonction ¢ a votre avis ?
2. Résolution d’une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (1) : y'+y=2€, dans laquelle y désigne une fonction

inconnue de la variable réelle x, dérivable sur I’ensemble R des nombres réels.

1. Résoudre I'équation différentielle (2) : y'+y=0.

On considére I'équation différentielle (1) : y'+y=2€, dans laquelle y désigne une fonction

inconnue de la variable réelle x, dérivable sur I’ensemble R des nombres réels.

2. Soit la fonction h définie sur R par h(x)=(ax+B)e™. Trouver les valeurs de a et S telles que

h soit solution de I’équation (1).
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3. On admet que toute solution de (1) s’écrit sous la forme g + h, ou g désigne une solution de
I’équation (2).

a. Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation (1).
b. Déterminer la solution f de I'équation (1) vérifiant la condition initiale f (0)=-1.

c. Quelle est la limite de f lorsque x tend vers +o ? Vers —o ? Dresser le tableau de variation de f.

Correction

1. b. Comme il y a une racine dans Y'=2aY + 2bJY on peut se dire que y = p(Y)= JY :dérivons

Y! . Y'
'=— _ ,cequidonnedans y'=ay+b « —— =a/Y +b = Y'=2aY + 20/Y . Ok.
Y VY Yoo VY

2.1. y'+y=0 a pour solutions y=Ce ™.

2. h(x)=(ax+B)e*=h'(x)=(a-ax-B)e* = (a-ax-L)e* +(ax+B)e* =2e™ d’ou par

identification: a =2 et B quelconque, par exemple 0, soit h( x) =2xe *.
3.a.y=g+h=>y=Ce*+2xe* =(C+2x)e™*.
b. f(0)=C=-1=f(x)=(2x-1)e*.

c. Lorsque x tend vers +w , f tend vers O (croissances comparées) ; Vers — , f tend vers —o car

2x -1 tend vers - et €% vers +oo . f'(x)=~f(x)+2e* =(3-2)e*.

X —o0 3/2 +00
signe de f'(x) + 0 -
2e1®

Variation de f /
—o0 0

1. 28. ROC+eq. diff., 4 points
1. Dans cette question, on demande au candidat d’exposer des connaissances.

On suppose connu le résultat suivant : La fonction x+— € est I'unique fonction ¢ dérivable sur R
telleque ¢'=¢, et ¢(0) =1.

Soit a un réel donné.
a. Montrer que la fonction f définie sur R par f (x) = & est solution de I'équation y' = ay.
b. Soit g une solution de I'équation y' = ay . Soit h la fonction définie sur R par h(x)=g(x)e ™.

Montrer que h est une fonction constante.
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c. En déduire I'ensemble des solutions de I'’équation y' = ay .
2. On considere I'équation différentielle (E) : y' =2y + cosx.

a. Déterminer deux nombres réels a et b tels que la fonction f, définie sur R par :
fo (x) = acosx +b sinx soit une solution f, de (E).

b. Résoudre I'équation différentielle (Eo) : y'=2y.
c. Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f —f; est solution de (Eo).

d. En déduire les solutions de (E).
e. Determiner la solution k de (E) vérifiant k(gj =0.

Correction

a. f'(x)=a¢™ =af (x) donc f(x)=e estsolution de I'équation y' = ay .

b. W(x)=g(x)e™ -ag(x)e™ =ag(x)e™ -ag(x)e™ =0=h(x)=K.

c. h(x)=K=g(x)e™ = g(x)=Ke*.

2. fo(x) = acosx + b sinx est solution de I'équation différentielle (E) : y' = 2y + cosx si

-a=2b

a. fg(x)=2fy(x)+cosx = —asinx+b cox= Pa cas+b si)+ c&s:{b=2a+1:

b. y' =2y a pour solutions y = K& .

f'=2f + cosx

= f'—f, =2(f—-1,), soit f —f, solution de
fg = 2f, + cosx 5 =2(f~f) 0

c. f est solution de (E) si et seulement si {
(Eo)-

d. Les solutions de (E) sont données par f —f, = Ke™ o f (x) :(—écosx+—; sinxj + Ke*.

27
e. k| 2= —30037—1+Esin7—T +Ke 2 =—1+Ke”- 0= K=——1e‘”
2 2 5 2 5 5

1. 29. 2Population de rongeurs
6 points
PARTIE A

Soit f la fonction définie sur R par f(x)= 3¢
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3

X

1+2e 4

a. Démontrer que f(x)=

b. Etudier les limites de la fonction fen +o eten - .
c. Etudier les variations de la fonction f.
PARTIE B

1. On a étudié en laboratoire |'évolution d'une population de petits rongeurs. La taille de la
population, au temps t, est notée g(t). On définit ainsi une fonction g de l'intervalle [0; + [ dans R.

La variable réelle t désigne le temps, exprimé en années. L'unité choisie pour g(t) est la centaine
d'individus. Le modele utilisé pour décrire cette évolution consiste a prendre pour g une solution, sur

I'intervalle [0 ; + [, de I'équation différentielle (E;) y' :X.

4
1. a. Résoudre I'équation différentielle (E,).

b. Déterminer |I'expression de g(t) lorsque, a la date t = 0, la population comprend 100 rongeurs,
c'est-a-dire g(0) = 1.

c. Apres combien d'années la population dépassera-t-elle 300 rongeurs pour la premiere fois ?

2. En réalité, dans un secteur observé d'une région donnée, un prédateur empéche une telle
croissance en tuant une certaine quantité de rongeurs. On note u(t) le nombre des rongeurs vivants
au temps t (exprimé en années) dans cette région, et on admet que la fonction u, ainsi définie,
satisfait aux conditions :

4 12

pour tout nombre réel t positif ou nul, ou u' désigne la fonction dérivée de la fonction u.

a. On suppose que, pour tout réel positif t, on a u(t) > 0. On considére, sur l'intervalle [0 ; + [, la
fonction h définie par h==. Démontrer que la fonction u satisfait aux conditions (E,) si et seulement
u

L

1
h'(t)=—-=h(t)+ , ..
® 4 hY 12 pour tout nombre réel t positif ou

h0)=1

nul, ou h' désigne la fonction dérivée de la fonction h.

si la fonction h satisfait aux conditions (E,) :

b. Donner les solutions de I'équation différentielle y' = —££1y+1—12 et en déduire I'expression de la

fonction h, puis celle de la fonction u.
c. Dans ce modele, comment se comporte la taille de la population étudiée lorsque t tend vers 4w ?

Correction
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PARTIE A

a. On multiplie en haut et en bas par e

Nlx
—
~—~
N
1
w
(?Mx
D
Nlx
Blx| W

X

X
- 3
b. Lorsque x tend vers +«, e 4 tend vers 0 donc ftend vers —— =3 ; lorsque x tend vers -« , e 4

tend vers +o donc ftend vers 0.

Limites vraiment simples en utilisant la deuxiéme forme de f.

X

c. On peut remarquer que e 4 est décroissante et que la fonction inverse I'est également ; on a alors
a b a

b
. . - 3 3
une fonction croissante : asb=e 4>2e 4=2e 4+1>22 4+ 1>

s— —=f@sxfo)
2e 4+1 2e 4+1

_xY 1 =%
—[1+2e4] —[—24e 4]
Avec la dérivée : f'(x)=3 =3

X2 X2 X 2>O'
[1+2e4] [1+2e 4] £1+k4J

Attention & bien utiliser la dérivée de 1/u, soit -u’/u’.

PARTIE B

1
—t
1.a. y'=% a pour solutions y=Ce* .

1 1
20 2t
b.Avecg(0)=1ona y0)=Ce* =C=1d'ou gt)=¢€*.
L
c. gt)y=¢e* 23 = th In3 = t=4In3= 4,2d’ou environ 4 ans et 5 mois. Aprés 5 années on est slr

que la population dépassera les 300 individus.

Cette premiére partie ne présente pas de difficulté. Attention aux unités quand méme.

. _U(t)_U(t)2
2.(6): VO Ty

w0)=1
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v _11 1
a. h=l =h'= —iz. Or le systeme (E,) devient en divisant par u* : { W?(t) 4 u(t) 12, soit
u u
u0)=1
1 1
h'(t) == h(t) -—
® 4h() o
1 .
ho)=——=1
u0)
1 1 1
-t -= -=t
b. y':—1y+i a pour solutions y=Ce 4 —£:Ce 4 +—1. On adonc ht)=Ce 4 o1 et avec
47 12 -1/4 3 3
h0)=1, on tire C+E =1=C :E. La solution u est donc ut) -1 11 = f ,oul'on
3 3 ) o -3t 1 -t
5e 4 += 204 +1

retrouve la fonction de la partie A.

c. Lorsque t tend vers +o u se comporte comme f et tend vers 3, la population de rongeurs se
stabilise donc vers 300 individus.

Le modeéle ici présenté est classique et avait été donné sous une forme différente (et plus
compliquée) en 2003. L’équation différentielle initiale provient du mécanisme suivant : on a

u'(t) :%Zu(t)( 3-u(t)), la population croit, donc u est positif et inférieur a 3 ; le terme %u est la

croissance exponentielle de la population, le terme 3-u(t) tend vers 0 donc u tend vers 3. C'est

I’équation logistique que I'on retrouve dans d’autre situations physiques (comme des réactions
chimiques).

1. 30. Equa diff : Populations+probas,
7 points
Les parties A et B sont indépendantes.

Un laboratoire de recherche étudie I'évolution d’'une population animale qui semble en voie de
disparition.

Partie A

En 2000, une étude est effectuée sur un échantillon de cette population dont I'effectif initial est égal
a 1000. Cet échantillon évolue et son effectif, exprimé en milliers d’individus, est approché par une
fonction f du temps t (exprimé en années a partir de I'origine 2000).

D’apres le modele d’évolution choisi, la fonction f est dérivable, strictement positive sur [0 ; + o, et

satisfait I'équation différentielle : (E) y'= —%y( 3-Iny).
1. Démontrer I'équivalence suivante : une fonction f, dérivable, strictement positive sur [0 ; + o,
vérifie, pour tout t de [0; +oo, f'(t) = —2—10f(t)[ 3-In(f (t))] si et seulement si la fonction g=In (f )

e 1 3
vérifie, pour tout tde [0 ; + o[, g'(t)=— (t)—— .
P [ [, g'(t) 20@J() 20
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2. Donner la solution générale de I'équation différentielle : (H) z' =% 2—2—30.

3. En déduire qu’il existe un réel C tel que pour tout tde [0; +o] :

f(t) :exp[ 3+C exp{%n

(la notation exp désigne la fonction exponentielle).

4. La condition initiale conduit donc a considérer la fonction f définie par f(t) = exp( 3-3 exp{z—tojj .

a. Déterminer la limite de la fonction fen +e .

b. Déterminer le sens de variation de fsur [0 ; + o .
c. Résoudre dans [0 ; +oq I'inéquation f(t)<0,02.

Au bout de combien d’années, selon ce modeéle, la taille de I’échantillon sera-t-elle inférieure a vingt
individus ?

Partie B

En 2005, ce laboratoire de recherche met au point un test de dépistage de la maladie responsable de
cette disparition et fournit les renseignements suivants : « La population testée comporte 50%
d’animaux malades. Si un animal est malade, le test est positif dans 99 % des cas ; si un animal n’est
pas malade, le test est positif dans 0,1 % des cas. »

On note M I'événement « I’animal est malade », M I’événement contraire et T I'événement « le test
est positif ».

1. Déterminer P(M), R, (T) et P, (T).
2. En déduire P(T).

3. Le laboratoire estime qu’un test est fiable si sa valeur prédictive, c’est-a-dire la probabilité qu’un
animal soit malade sachant que le test est positif, est supérieure a 0,999. Ce test est-il fiable ?

Correction
Partie A

1. Partons de g'(t) =% g(t)—% et remplacons g par In f, g’ par -f/f:

PO_L -2 o =2 23) - f ()= ——f0)( 3-
T 20" 0750 = FO=5fO(Nf9-3) = 0=~ F0(3-10). Ok!

1 1

—t - —t
2.(H) z' -1 z—i. Application directe du cours : z=Ce?0 —MJ:Ce20 +3.
20 20 1/20
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1 1 1
—t —t —t
3. g est solution de (H) donc ¢(t)=Ce?® +3, soit In f(tf) = g(t) =Ce?0 +3 = f(t)= exp[ Ce?0 + 3} .

4, a. exp(i) tend vers +ow , 3—3ex;{ij tend vers —» , exp| 3- 3ex;{i] tend donc vers 0
20 20 20

lorsque t tend vers +ow .

20

ofoesn{ )] of o 103, b o i<

f est décroissante.

t 1 t
b. exp| — dérivée —exp| — | d
p( 20) a pour dérivée 20 p( j onc

c.
t t 3-In0,02 t
exp| 3—-3exp — | |< 0,02 3 3e < In0,02 ————< e
p[ F{zon {%j 3 %pz_oj
- In M<L - t>20|nw2= 16,69
3 20 3

Ainsi, selon ce modele, au bout de 17 ans, la taille de I’échantillon sera inférieure a vingt individus.
Partie B
1. D'aprés I'énoncé, P(M) =0,5; R, ( T)=0,99 et P; ( T)=0,001.
2. D'aprés la formule des probabilités totales, P(T) = P(M)x R, ( T)+P(M)xP. ( T) donc
P(T) =0,5x0,99 + (1-0,5)x 0,001 = 0,4955.
3. Pour savoir si un test est fiable, il faut calculer sa valeur prédictive, c’est-a-dire P (M).

_AMnT) _RAM)xRu(T) _0,5x0,99
P(T) P(T) 0,4955

donc le test n'est pas estimé fiable.

or P (M) ~ 0,99899. Ce nombre n'est pas supérieur a 0,999
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