EXPONENTIELLE - FEUILLE D’EXERCICES

Un des exercices corrigés sur la chaine Maths en téte (voir QR Code) est susceptible de tomber en évaluation. WWW.MATHSENTETE.FR
L

< SIMPLIFIER, DEVELOPPER ET FACTORISER AVEC EXPONENTIELLE
Exercice 1 : simplifier les expressions suivantes :

— 3)2 5 — 52 7 _ﬁ —ﬁ = i
A= (32 xe B=e?2xe xe c=5 D=2 E=(5)
(2 _ 2 _ X _ ox _e¥ _(1)?
F=(e D(e“+1) G_(eZ)Z H=e"Xxe I_e—x ]_(ex)

Exercice 2 : développer les expressions suivantes :
A= (e?—e)? B=(e3—-e)(1—¢e?) C=e(el+e?)
D= (e*—e™*)?2 E=(1-e*(1+e?

Exercice 3 : factoriser les expressions suivantes :

A=e3 —e* B =e* —e** C = 2e%* — 4e*

Exercice A : utiliser les regles de I’exponentielle

3x -X
a) Simplifier A = =2 et B = ¢* X (e72%)3

eX

b) Développer C = e?(e 2 +e)et D = (e* —e)(e* +e).
c) Factoriser E = 2e%% — e?*,

<2 RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS AVEC EXPONENTIELLE
Exercice 4 : résoudre dans R les équations suivantes :
a)eX =1 b)eX = et cJe*—e=0

d) e2*+4 =1 e) e73%+7 = =2 ) e —e=0

Exercice 5 : résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) e3x+1 >1 b) e—2x+1 > 84 C) er+1 + eSx—7 <0
d) (x? —1)(e? —e?* 1) =0 e)(1—eX)e*=0

Exercice 6 : soit f la fonction définie sur R par f(x) = e — e¥™2. 4
Sa courbe représentative Cr a été tracé dans le repére ci-contre : 13
1. a)Résoudre graphiquement I'équation f(x) = 0.

b) Retrouver le résultat précédent par le calcul.
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2. a) Résoudre par le calcul I'inéquation f(x) > e. “4 3 -2 -
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b) Controler le résultat précédent graphiquement.

S DERIVATION ET ETUDE DE VARIATIONS AVEC EXPONENTIELLE
Exercice 7 : étudier le signe des expressions suivantes sur R.
a)e**l (4x — 7) b) xe* — x c) 4x + 4e?7*

Exercice 8 : calculer la dérivée des fonctions suivantes sur I'ensemble précisé.
4
a) fix— —3e* +4e 21+ esurR b) g:x — (e* + 1)(e* — 1) sur R c) hix — —surR

x+1 eX+
d) h:x — —sur R* e k:x—
eX e

X

isur]O; +oo[




Exercice 9 : pour chacune des fonctions suivantes, étudier les variations sur I'ensemble précisé.
a) fi:x — e * surR b) fo:x +— 4e 5** > surR ) farx— —e 2 3 surR

2 3x
sur R h) f7:x Hﬁsur R\{—-5}

4e*
eX+1

d)f4:xl—>ex—xsur]R e)f5(x)=ﬁsur]R f) ferx —

Exercice 10 : soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2(x? — x + 1)e*.
Sa courbe représentative Cr a été tracée dans le repere ci-contre.

1. Conjecturer les variations de f.

—_

2. Démontrer la conjecture précédente. 7 X
3. Déterminer une équation de la tangente a Cr au point d’abscisse 1. —— >
g g raup 32 4971 2

i,

Exercice B : fonction exponentielle mystére

On considére une fonction f définie sur R par f(x) = (ax + b)e ™ ol a et b sont deux réels.
Sa courbe représentative Cy, tracée dans le repere ci-dessous, passe par le point A(3; 0).

T est la tangente a Cf au point d’abscisse 1.

3a+b=0

1. Déterminer la valeur de a et de b. On se montrera qu’on se raméne a un systéme {a b= —2¢

Etudier les variations de la fonction f.
Déterminer une équation de la tangente a C; au point d’abscisse 0.
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Exercice 11 : soit f la fonction définie sur R par f(x) = e** ou k est un nombre réel.

1. Calculer f'(0) en fonction de k. . Y
2. g et h sont des fonctions définies sur R qui ont également 3
une expression de la forme e**, ou k € R. "
Leurs courbes représentatives ont été tracées dans le repere ci-contre. ’
Déterminer pour chacune d’elle une valeur approchée de k. — J| o X
ST RE RN
< SUITE ET EXPONENTIELLE
Exercice 12 : On consideére les quatre suites ci-dessous :
e (u,) définie pour toutn € N paru,, = e™ e (w,) définie pour tout n € N par w,, = e3"
e (v,) définie pour tout n € N par v,, = e~ " e (1) définie pour toutn € N parr, = e?n

a) Donner la nature de ces suites.
b) Déterminer le sens de variations de chacune d’entre elles.

Exercice C : exponentielle et suite

Soitn € N*. On considére lasomme S =1+e+e? +e3 + - +e" =31 ek
1. Montrer que S est la somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique.
2. Déterminer S en fonction de n.

3. Pour quelle valeur de n la somme S va-t-elle dépasser un milliard ?




Exercice 13 : durant la période des soldes, le gérant d’'un magasin souhaite se débarrasser d’un stock de pantalons, dont
le prix affiché avant les soldes est de 35 €. Il décide pour cela de baisser le prix des pantalons de 10 % chaque semaine.
On note u,, le prix du pantalon (en €) aprés n semaines. Ainsi uy = 35.

1. Déterminer le prix du pantalon au bout d’'une semaine.

—010536 3 1073 pres.

—0,10536n

2. Déterminer une valeur approchée de e

3. Justifier que I'on peut approximer le nombre u,, par 35 X e

4. Al'aide de la calculatrice, déterminer si le prix aura été divisé par trois a la fin de la période des soldes (qui
durent 6 semaines).

< EXERCICES BILAN

Exercice 14 : avec une fonction auxiliaire.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x —2)e* + x + 1.
1. Déterminer une expression de f'(x).

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (x —1)e* + 1
a) Etudier les variations de g.
b) En déduire que, pour toutx € R, g(x) =0
3. Montrer que f'(x) = g(x) et en déduire les variations de la fonction f

Exercice 15 : 'entreprise BBE (Bio Bois Energie) fabrique et vend des granulés de bois pour alimenter des chaudiéres et
des poéles chez les particuliers et les collectivités. L'entreprise produit entre 1 et 15 tonnes de granulés par jour. Les
co(its de fabrication sont modélisés par une fonction C définie sur [1; 15] par C(x) = 0,3x% — x + e **> ou x désigne
la quantité de granulés en tonnes et C(x) le co(t de fabrication quotidien correspondant en centaines d’euros.
Pour cette entreprise, le prix de vente d’une tonne de granulés de vois est de 300 €.

1. Déterminer la recette R(x) en centaines d’euros obtenues pour x tonnes de granulés vendus.

2. Calculer les colts de production pour 5 tonnes de granulés produites.

y (en centaines d’euros)

524

3. Ondonne dans le graphique ci-contre les représentations sl
graphiques des fonctions C et R. st |-

a) Associer chaque courbe a sa fonction. :Z

b) Déterminer graphiquement pour quelle quantité de 324

granulés le colt quotidien est minimal. 28T

c) Déterminer le bénéfice réalisé pour 6 tonnes fabriquées
et vendues. 16+
d) Déterminer pour quelle quantité produite et vendue

I'entreprise réalise un bénéfice. all
X (en tonnes)
0 +——t+—+—t+—+—t+—t+—+—t—+———1
01 2 3 45 6 7 8 9 1011 1213 14 15
Exercice D : Un caillou a la mer
Un enfant monte au sommet d’un phare et laisse tomber verticalement un caillou dans la mer.
On modélise la vitesse (en metre par seconde) du caillou au bout de t secondes par la fonction :
eO,lt -1
ft) =6 X——
Clonce [w] y7 L [m]
1. Vérifier que le caillou est bien laché sans vitesse initiale selon ce modéle.

2. a) Déterminer une expression de f'(t).
b) Etudier les variations de f sur [0; +oo].
3. Lavitesse du caillou dépassera-t-elle les 10 m.s ? E
"




Exercice 16 : le tableau suivant indique la population Ance Ll i

de la Belgique en 1831 et en 1866. Population (en milliers) 3787 4828
(Source : Institut national de statistique, Bruxelles)
Manquant de données, on souhaite estimer la population de la Belgique au XIX® siecle en s’appuyant sur ces deux dates.
On souhaite modéliser la population (en milliers) de la Belgique I'année 1831 + n par une suite (u,) de la forme
u, = C X e*™ oui C et k sont deux constantes réelles.
1. Donner les deux équations que doivent vérifier C et k.

En déduire la valeur de C.

Déterminer a I'aide de la calculatrice une valeur approchée de k a 1073 pres.
0,00694n

W

Dans la suite de I'exercice, on prendre u,, = 3787¢

a) Déterminer une estimation de la population en 1840 selon ce modele.

b) Toujours selon ce modéle, déterminer en quelle année la population de la Belgique dépasserait les 10
millions d’habitants.

c) Une étude statistique estime la population de la Belgique en 1900 a 6 694 milliers. Déterminer I'erreur en
pourcentage de I’estimation obtenue avec ce modéle.

Exercice 17 : concentration d’un médicament.

Un protocole de traitement d’'une maladie, chez I'enfant, comporte une perfusion longue durée d’'un médicament
adapté. La concentration dans le sang du médicament au cours du temps est modélisée par la fonction C définie sur
[0; +oo[ par:

d _a,
Cc(t) =—(1 — e 80 )
a
e ( désigne la concentration du médicament dans le sang, exprimée en micromole par litre ;
e treprésente le temps écoulé depuis le début de la perfusion, exprimé en heure ;

e ( est le débit de la perfusion, exprimé en micromole par heure ;
e g est un parametre réel strictement positif, appelé clairance, exprimé en litre par heure.

Le paramétre a est spécifique a chaque patient. En médecine, on appelle plateau la limite en +oo de la fonction C.
A. Etude d’un cas particulier.
La clairance a d’un certain patient vaut 7, et on choisit un débit d égal a 84. Dans cette partie, la fonction C

est donc définie sur [0; +oo[ par:
7
Cc(t) =12 (1 — 780" )
1. Etudier le sens de variations de C sur [0; +oo].
2. Pour étre efficace, le plateau doit étre égal a 15. Le traitement de ce patient est-il efficace ?
B. Etude de fonctions.
. . fp 105 3
1. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = 7(1 —e 40 )

Démontrer que, pour tout x € ]0; +oo] :

105
Fr = 1250

3 3
ou g est la fonction définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = z—ze_ﬁx +e 20" —1

2. Ondonne le tableau de variations de la fonction g :

X 0 400

0
Variations de g \

En déduire le sens de variations de la fonction f.




S EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice & : lorsqu’un animal meurt, le Carbone 14, qui est un isotope radioactif du carbone, n’est plus renouvelé : au
fur et a mesure des désintégrations radioactives, la quantité de Carbone 14 contenue dans les ossements décroit.

En mesurant le pourcentage restant de Carbone 14 dans des ossements, on peut arriver a déterminer la période lors de
laquelle a vécu cet animal. En notant f(t) le taux de noyaux de Carbone 14 restants, ol t représente le temps écoulé

en année depuis le décés, on sait que f(t) = e ¥ avec k = 0,0001238.

1. Calculer f£(6 000).

Quel pourcentage de Carbone 14 reste-t-il encore dans les ossements apres 6 000 ans ?
2. Déterminer le pourcentage de Carbone 14 restant dans les ossements apres 12 000 ans.
3. La datation au Carbone 14 est utilisée pour dater des ossements dgés de 500 a 70 000 ans.

a. Quel pourcentage de Carbone 14 reste-t-il aprés 500 ans ? aprés 30 000 ans ?
b. On a mesuré un pourcentage de 22,64 % de Carbone 14 sur un squelette de lapin fossilisé.

A quelle période a-t-il vécu ?

Exercice f3 : la constante d’Euler e
Partie A : Un Encadrement de e*.

1. On considére la fonction f définie sur R par f(x) = e* — (1 + x).

Etudier les variations de la fonction f sur son ensemble de définition.
2. En déduire que, pour tout nombre réel x, 1 + x < e* (E;).
3. Apartir de (E;), démontrer que, pour tout nombre réel x strictement inférieur a 1, e* < i (Ey).
Partie B : Un Encadrement du nombre e.
1. Déduire de I'inégalité (E;) que, pour tout nombre entier naturel n non nul, (1 + %)n <e.

A e e e, . 1\t
2. Déduire de I'inégalité (E,) que, pour tout nombre entier naturel n non nul, e < (1 + Z) .

Partie C: Une valeur approchée du nombre e.

n n+1
On considere les suites (u,) et (v,) définie respectivement sur N* par u,, = (1 + %) etvy, = (1 + %) .

1. Déduire des questions précédentes que, pour tout nombre entier naturel n non nul, u,, < e < v,.

On pourra démontrer I'année prochaine que les suites (u,,) et (v,) convergent vers e.
2. Donner une valeur approchée de 14 goo €t V1 go0-

3. Endéduire une valeur approchée du nombre e.



