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Travaux dirigés sur le CALCUL DES INTEGRALES

Calculs d’intégrales

Exercice 1
Calculer les intégrales I indiquées a I'aide d’une primitive.
1 1

I=[(x—3)dx. I=f_1(t2—4t+3)dt1=f2(t2+t—1)dt I=f14(ﬁ—;)dx
I—f (2x + 1)(x? +x+1)dx1—f0 dx. I—f (x—2)(x — 4x + 1)dx.

( 2 1)2
3 dt 2 t3 4 d 3
1= Tl = [y amdt 1= \/5x_x I= [ (2t+1)2 I= fn costdt. I = [ sin2tdt.
I = fonsin(x+4)dx I —f tet*~1dt. I —f e3t+4dy. I— fl - 1+2dx.

T 3 2Xx
| = f03 tantdt. | = fe @dt. = fOZ cos3 tdt. [ = f2 —Dx+D) dx

Exercice 2
Calculer I'intégrale en utilisant les propriétés.de intégration (relation de Chasles,

linéarité).
a) I =[Intdt+ [’ (t+ln )dt
b) J = [ In(1 + t*)dt + fe (14 t?)dt.

T 7T
) K = [¢cos2tdt &+ [[F cos2tdt

Exercice 3
Calculer les intégralés, I alaide d’une intégration par parties

= fexlnxdx = fez Intdt. I = fn(x— 1cosxdx. I = fl(x+ Z)exdx.
I= f3 3xsin3xdx. I —f (2x + De .1 —f (t — 2)e?tdt. I—f \/_

Exercice 4
Utiliser la parité des fonctions pour évaluer les intégrales proposées.

I=[" (sinx —x)dx ;I = f_lll_e I—f ln( )dx 1=/ 21+t§+t4dt

1+e

Exercice 5
1.

1 x
a) Caleulerl; = [ —dx.

b) On se propose de calculer I, = fl X dx Calculer I, + I, et déduisez-en la

0 1+
valeur de I,.



s .
— Sin2x

2. On souhaite calculer I =
01+2mnx

COoSX
a) Calculer] = foz 1+Zsmx

b) Calculer I + J et déduisez-en la valeur de I.
Probléme type BAC

Probléme 1
_ (T _(r 2 _(r )
Onnote K = [~ e¥*cos2xdx, | = [ e*cos®xdxet ] = [~ e*sin® xdx.
e™-1
=

1. Al'aide d’'une double intégration par parties, prouver que K =

2. Calculer + ] et I — J.Déduisez-en les valeurs de I et J.

3. En exprimant cos? x et sin? x a I'aide de cos2x, retrouver a I'aide de K les valeurs
del et J.

Probléme 2
f est la fonction définie sur |1; +oo[ parf(x) = ln(x +A/x2 — l)dx.
1. Calculer f'(x) puis déduisez-enl =

f\/_\/xz—
2. Onpose ] = f\/ZE\/xZ — 1dx. A l'aide d’uné intégration par parties, exprimer [ + |
en fonction de /.
3. Déduisez-en la valeur de I.
Probleme 3

1

1. g estla fonction sur |1; +oof"par : g(x) = x(x2-1)"

a) Trouver des réels a, b, ¢ tels'gte pour tout > 1, g(x) = - + m + ﬁ :

b) Déduisez-en uneprimitive G de g sur]1; +oo|.
2. f estlafonction@définie sur |1; +oo[ parf(x) = (xzz_xl)z
f sur]1; +oof
3. Utiliser les résultats précédents pour calculer I = f23( 1
résultat sous la forme pin2 + qin3 avec p etq rationnels.
Probleme 4

. Trouver une primitive F de

Inxdx. Donner le

—x?

. oz le
On se propose d’encadrer l'intégrale : I = fo e dx.

1. En étudiant les variations des fonctions u et v définies sur 'intervalle [0; 1] par :
2
ux)=e*+x—-1letv(x)=1—-x+ x; — e™* ; prouver que pour tout réel x
2

dans[0;1],1—x <e™*<1-x+= [1].
2

2. Déduisez-en un encadrement de e ™" lorsque x est dans l'intervalle [0; 1] puis
prouver que pour tout x dans l'intervalle [0; 1] :

[2].

—X

1—x§
1+

<1—x+

2(1+ )



a) Vérifier que pour tout x dans 'intervalle [0; 1],

x4 3 2 1
—=x"—x"+x—-1+—
1+x x+1

b) Déduisez alors de [2] que : % <I< % + %an, puis donnez une valeur

approchéede I a3 x 1072 prés.
Probléme 5

3
Pour tout entier naturel n, on consideére les réels I, = fOZ e ™sinxdx et

Jn = [ e cosxdx.
1. Calculer I, et J,,.

2. Onsupposen = 1.
I,+nJ, =1
a) Enintégrant par parties [,,, puis J,,, prouvez que : nm ;

—nl, +J,=e 2
b) Déduisez-en les expressions de I,, et J,, en fonction de n.

3. Calculer lim I, et lim J,,.
n—-4oo n—-+4oo

Probleme 6
La figure ci-dessous est la représentation graphique dans un repéere orthonormal de la
fonction f définie sur R par f(x) = (x H1)e™*. On note (u,) la suite définie sur R
par u, = f:ﬂ(x + 1)e *dx.
1.

a) Interpréter u, géométriquement.

b) Al'aide d’une intégration’par parties, calculer u,, en fonction de n.

c) Lasuite (u,) est-elle convergente ?

2. Onpose S, =Y X=0 Uy = Ug + Uy + -+ + u,. Calculer lirP Sn-
Nn—-+0o

Probleme 7

La fonction f est définiesur Rpar: f(x) =1+ x — xe ***1 et C sa courbe
représentative dans un repere orthonormal (unité graphique :2cm).
1. Prouver que C admet le point I(1; 0) comme centre de symétrie.




2. Démontrer que C admet une asymptote (D) en +oo et préciser leur position
relative.

3. Pourtout réel 1,1 > 0, A(1) désigne laire, exprimée en cm?, du domaine
défini par C, (D) et les droites d’équations x = 0 et x = A.
a) Exprimer A(A) en fonction de A.
b) Quelle est la limite A de A(4) lorsque A tend vers +o0?
c) Déterminer un réel A, tel que, lorsque 1 > 4, alors|A — A(1) | < 1072,
Probleme 8
Tracer la courbe (C) de la fonction f dans un repére orthonormal (unité : 2cm),
puis calculer I'aire en cm? du domaine limité par (C), I'axe des abscisses et les
droites d’équations x = a et x = b.
a) fx)=2+x—x%;a=0; b=1.
b) f(x) =In(x +1); a=—%; b =0.
c) f)=((x+1e™; a=-1;, b=In
d) flx) = — a=1; b=a4

(2x+1)2’

Probleme 9

On considere les fonctions f et g définies sur I'intervalle [0; 4o par: f(x) = In(x + 1)
et g(x) = e* — 1. On note (C;) et (C,) léurs,cotirbes dans un repére
orthonormal (0; ;7).

1.

2.
3.

Vérifier que(Cy) et (C,) ontune tangente commune A au point 0. Préciser la
position de (Cr) par rapporta A
Prouver que(Cf) et (Cg) sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x
Soit a un réel, a >,0..0n se propose de calculer de deux facons différentes le
nombre: I(a) = foe In(x + 1) dx.
a) Tracer(Cf) , (Cg) et A.
b) Par des considérations sur les aires justifier que :

I(a) = aln(a+1) — f()ln(a+1)(ex — 1)dx.
c) Déduisez-en I(a).
d) Retrouvez la valeur de I(a) en effectuant une intégration par parties.

Probleme 10

Calculer, en u. a, les aires des domaines colorés dans chaque cas.



yi
1 y = In(x+2)-1
i
10| el
! e X
| uk
\ ' y=(x2—1)e
0 S

n 4 A

Probleme 11
P est la demi- parabole d’équation y== %xz avec x dans l'intervalle [0; +oo[ ; n est un

entier naturel. On note u,, I'aire du domaine limité par P et les droites d’équations

x=n+1ety=in2.

yi
A
A B
1 .»‘;/
0 1 n n+lx

Démontrer que la suite (u,) est une suite arithmétique. Préciser sa raison.

Probléme 12
f est la fonction définie sur [0; 2] par f(x) = (x — 2)e* et (C) est sa courbe dans un

repére orthonormal(0;7; J) (unité graphique :1cm)




1. Etudiez les variations de f puis tracez (C).

2. S estla partie du plan comprise entre (C) et I’axe des abscisses. Calculer la valeur
exacte de |'aire de S, puis donne une valeur approchée a 1072 prés.

3. Entournant autour de 'axe(0; 1), S engendre un solide de révolution de volume V.
a) Trouver des réels a, b et c tels que la fonction G définie par

G(x) = (ax? + bx + c¢)e?* soit une primitive de 2 sur R.
b) Déduisez-en la valeur exacte deV, puis une valeur approchée a 1073 prés.
Probleme 13

Prouvez que folw/x(l —x) = %.

Examinateurs : MM, PEMHA, DONTSA, GEUFO, et CHACHOUANG
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