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CAPACITES ATTENDUES

m CALCUL L'INTEGRALE DE FONCTIONS : POLYNOMES, RATIONNELLES, IRRATIONNELLES, TRIGONOMETRIQUES
EXPONENTIELLES, LOGARITHMIQUES,...

[ ] APPLIQUER DEUX TECHNIQUES DE CALCUL INTEGRAL : FONCTION PRIMITIVE ET LA TECHNIQUE DE
L'INTEGRATION PAR PARTIES.

m CALCULER L’AIRE D'UN DOMAINE DELIMITE PAR DEUX COURBES ET DEUX DROITES PARALLELES A L’'AXE
DES ABSCISSES.

s CALCULER LE VOLUME D'UN SOLIDE REVOLUTION ENGENDRE PAR LA ROTATION DE LA COURBE
REPRESENTATIVE D'UNE FONCTION AUTOUR DE L’AXE DES ABSCISSES.




Intégrale d’'une fonction un intervalle

-

< 1. Intégrale d’'une fonction continue sur un intervalle

~

] Désinrtion

\: Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I.

Z b

L) On appelle intégrale de f de a a b, notée J f(x) dx, le nombre réel F(b) — F(a), ou F une fonction primitive quelconque
de f sur L. ¢ .

L J f(x) dx = F(b) — F(a)

D a

@}

4]

< Remarques

@

b

f(x) dx = {F(X)} — F(b) - F(a).

a

b
On note aussi : J

b
Les réels a et b sont appelés les bornes de l'intégrale J f(x) dx.

a

b
Dans lécriture J f(x) dx, la variable x est muette, donc elle peut étre remplacée par toute autre variable :
a

Jb f(x)dx = Jb fly)dy = Jb f(t)dt =...

a a a

La notation dx, dy, dt..., indique la variable par rapport a laquelle on integre la fonction.

/
/ Exemples

2
1. Calculons lintégrale : J X2 dx
-2

la fonction x — x> est continue sur R et [f 2; 2] CR

On sait que . 1 y . . :
. { la fonction x —— §X3 est une primitive de la fonction x — x? sur R

2
2 3 23 (72)3 16

D Zax = | X | <2 = -
onc L?x dx {3} 2 3 3 3

€

2. Calculons lintégrale : j
1

—dx
X

\ 1 .
la fonction x — = est continue sur [1;¢]
On sait que x 1
la fonction x — In (x) est une primitive de la fonction x — s 10; +oo

€

Done J Ly {m (x)} —ln(e)—In(1) =1

1 X 1
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3. Calculons lintégrale : J Vxdx
1

la fonction x — /X est continue sur [0; —l—oo[

On sait que ) - L . 1
q { la fonction x —— §VX3 est une primitive de la fonction x —— — sur [0; +oo[
X

e [[vias= |2] <2 2F -2 (na-1)
1 1

—




2. Propriétés d’intégrales

proprieté O

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a, b et ¢ trois éléments de 1.

1. Jaf(x)dx=0 et be{x)dx:—JGf(x)dx.

a a

2. Jb f(x)dx = —Ja f(x) dx.

a

b c b
3. Relation de Chasles : J f(x) dx :J f(x) dx—i—J f(x) dx.

/
/ Exemples

2
1. Calculons lintégrale : J !xsldx
-1

. . . Vx
On sait que la fonction x — x* est continue sur R, et que {

0 2
2 0 2 4 4
— 1 15
D Sldx = | —°d Sdx = | = Xl o2 ia=2
onc J71|X| X J,l X x—i—Lx X 1 + 1 4+ 1
—1 0
propriété (1
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b], et « un réel.
b b b b b
1. J (f+g)(x)dx :J f(x) dx—i—J g(x) dx. 2. J (cf) () dx = ocJ f(x) dx.
4
/ Exemples ¥
g 5
1. Calculons lintégrale : J 3e* —4x dx A
0 %
On sait que la fonction x — 3e* — 4x est continue sur R >
=]
2 2 2 2 1 2 4 §
Donc JSeX—élxdx:SJ exdx—4j xdx =3[e*| —4| x| =3("—e")—4(5—-0) =3¢ E;
0 0 0 0 21, 2 =
proprieté 3
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b}.
b a
1. Si la fonction f-est positive sur [a; b], alors J f(x)dx >0 et J f(x)dx < 0.
a b
b a ®
2. Si la fonction f est négative sur [a;b], alors J f(x)etdx <0 J f(x)dx > 0. . <
a b
b b é
3. Si la fonction f est supérieure a g (f > g) sur [a;b], alors J f(x) dx > J g(x) dx. 8
a a J—
™
b b s
4. J f(x)dx| < J |f(x)| dx. R‘
a a g
™
7
Remarques
b
Si la fonction f change son signe sur [a; b], alors on ne peut pas conclure le signe de l'intégrale I f(x) dx.
b
Réciproquement, si J f(x) dx > 0, alors la fonction f n’est pas forcément positive sur [a; b].

—
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ie:ona J 2x — 1dx = 6, mais la fonction x — 2x — 1 change son signe sur lintervalle [0; 3].
0

-
< =
[ \4
© Calculer les intégrales suivantes :
=
= 23 3 o1
: Rl dx J 3 sin(2x) dx
L -3
— 1 7
J 3vx — —x3dx 1
% 4 J tan(x) dx
1
5 1 (xz — 4x) dx
= L X n(2)
& e dx
& J cos(3) dx J, n(2)
- 0
< o n(3)
2 sin(x) dx J e (e —1)dx
-3 0)
2
Soit f la fonction définie sur [0;1] par: f(x) = |
XZ 2
Montrer que pour tout x de [0;1] : 5 < f(x) < x°.
12
En déduire un encadrement de lintégrale J dx.
o x+1
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118 Mécthodes de calcul d’intégrales

1. Primitive d’'une fonction

Expression de f Expression de primitives Définie sur
a ax +c¢ R
Xn+1
(n € N) x™ — +c R
n+1
1 Xfﬂﬂrl
(n eN— {71}) — =x " +c Tout intervalle inclus dans R — {0}
X" —n+1
X'r+1
_ _1 ) T R*
(r cQ—{-1}) «x i +c t
1 .
cos(ax + b) —sin (ax+Db) +c¢ R
. 1
sin(ax + b) — cos (ax+Db) +c¢ R
1 Tout intervalle inclus dans
2 —_
tan(x) 1+ tan®(x) = o5’ (x) R_ {g £ ¥m/k € Z}
1 . .
™ In (Ix]) +c¢ Tout intervalle inclus dans R — {0}
e* e’ +c R
u’(x) Tout intervalle out u est dérivable
ln |u(x)} +c \
u(x) et ne sannule pas -
=
/ u(x) w(x) . N L. =
u'(x)e e +c Tout intervalle oit u est dérivable o
g,
+1( ) (='D
e , . u " (x Tout intervalle ot u est dérivable
(T €Q—{ 1}) wx) x wi(x) r+1 te et u” est définie %’
S
— 2
Calculer les intégrales suivantes :
1 1 3x x 7T
J _ x4 5 J 267 —e" -5 cos(3x — 5) dx
0 X2 +2x+1 0 ex 0
1 2 1 x 0 .
J —2x dx J v 5 dx cos(x)e"™) dx ®
1 (x®+3) o (ex+1) -z
b % n(x) -3 , ¥
dx J dx cos”(x) — sin”(x) dx
|7 o , v 4
2 1 3 -5 >
—x © . ™
J e — v dx J tan(x) dx J cos(x). sin(x) dx 3
1 (x?) 0 0 >
2
2
2. Intégration par parties ]

Propriété

a et b étant deux réels d’'un intervalle I.
Soit u et v deux fonctions dérivables sur I tels que 1’ et v’ sont continues sur 1.

Jb W (x)v(x) dx = |:u (x) v (x):|

b

a
a

ﬁ
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Calculer, en utilisant une intégration par parties, les intégrales suivantes :

SE

I = J xsin(x) dx.
0

On pose Alors

—
<
~
)
=
~
Z
—

]

CAaLcuUulL

Interprétation géométrique d’intégrale

Le plan est muni d’'un repére orthogonal (O,ED

1. Cas d’'une fonction positive

Soit a et b deux réels tels que a < b.

Si f est une fonction continue et positive sur lintervalle [a;b], alors l'aire du domaine D délimité par la courbe
b
représentative de f, l'axe des abscisses et les deux droites d'équations x = a et x = b est le nombre positif J f(x) dx

a
exprimé en unité d’aire.

L’'unité d’aire est HfH X Hﬂ’

Unité d’aire
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x*+6
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 3

On note (Cr) sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O,f,f) tel que ||T]| = 2cm et |[i]| = 1em.

—




Montrer que f est strictement positive sur [— 1; 2].

Calculer, en cm?, laire du domaine limité par (Cf), l'axe des abscisses et les deux droites d’équations x = —1 et x = 2.

2. Cas d’une fonction négative

Soit a et b deux réels tels que a < b.

Si f est une fonction continue et négative sur lintervalle [a;b], alors —f est positive sur [a;b].

Dans ce cas, l’aire du domaine D délimité par la courbe représentative de f, l'axe des abscisses et les deux droites
b

d’équations x = a et x = b est le nombre positif J —f(x) dx exprimé en unité d’aire.

a

\

=

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =e

*—x

On note (Cf) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O,{:T) tel que Hf” =1.5cm et ||TH =2cm.

Montrer que f est strictement négative sur. [1;2].

Calculer, en cm?, laire du domaine limité par (Cf), l'axe des abscisses et les deux droites d'équations x =1 et x = 2.

3. Valeur moyenne d’'une fonction continue sur un intervalle

Propriéte
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b].

1. S'il existe deux réels M et m tels que pour tout x de [a;b] : m < f(x) <M
b

Alors m(b—a) §J f(x)dx < M(b—a).

a

2. Sil existe un réel k tel que pour tout x de [a;b] : |f(x)| <k

b
Alors J f(x)dx| < k’bfa}.

On suppose que f est continue et positive sur [a; b] etque: 0<m<f(x) <M.

La premiere propriété nous dit que l'aire du domaine D délimité par la courbe représentative de f, l'axe des abscisses
et les deux droites d’équations x = a et x = b est comprise entre l’aire du rectangle (\'ert) de cotés M et (b — a) et
laire du rectangle ( ) de cotés m et (b—a).

MenNoy 2u1sseyx ‘A

SendewRey-K ®
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m
—A
[ )
- >
O 0 T
= b—a
<
@ —
Désinition
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b}, ol a #b.
1 b
On appelle la valeur moyenne de la fonction f sur [a; b}, le nombre réel 1 = b aJ f(x) dx.
- a

Théoreme
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b], ol a #b.

b
Il existe un réel ¢ de [a;b] tel que f(c) = p, ou encore (b — a)f(c) =J f(x) dx.

On suppose que f est continue et positive sur [a; b] etque: 0<m<f(x) <M.

L’aire du rectangle (violet) de cotés fC et (b—a) est égale & laire du domaine D délimité par la courbe représentative
de f, Uaxe des abscisses et les deux droites d’€quations x = a et x = b.
Autrement dit, la valeur moyenne wde f correspond a la hauteur du rectangle (violet).

X a X b
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a b

Dans chaque cas ci-dessous, calculer la valeur moyenne mu de f sur lintervalle I :

fix) =xvx2+1; I=[-10]. f(x) = (x —1e*; I=[0;1].




Applications

1. Calcul d’aire

oroprieté (O

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]

L’aire du domaine D délimité par la courbe représentative de f, l'axe des abscisses et les deux droites d’équations x = a
b

et x =D est égale & J |f(x)| dx exprimé en unité daire.
a

Pour calculer laire d'un domaine définie par une fonction de signe quelconque, il faut déterminer les intervalles sur
lesquels la fonction est positive et ceux sur lesquels elle est négative, puis on applique la relation de Chasles.
On suppose que la fonction f change son signe sur lintervalle [a; b} , comme lillustre le graphe ci-dessous. On a donc :

€1 C2 c3

b -, —
f(x)dx—J f(x) dxo |1 = 1]

c3

Sp :Jb ]f(x)|dx:+J

a

f(x) dx—J

St

f(x) dx+J

C2

a

ST
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x> —2x, et (Cf) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O,{:;) tel
que H?H =1.5cm et HfH =2cm
Etudier le signe de f sur lintervalle [0;2].

Calculer, en cm?, laire du domaine délimité par (Cf), l'axe des abscisses et les deux droites d'équations x =0 et x = 2.

propriété (1

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].

Laire du domaine D délimité par la courbe représentative de f, la courbe représentative de g et les deux droites
b

d’équations x = a et x = b est égale a J |f(x) — g(x)} dx exprimé en unité d’aire.
a

MenNoy 2u1sseyx ‘A
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On suppose, comme lillustre le graphe ci-dessous, qu’il existe un réel ¢ appartenant a [a; b]
tel que :

1. La fonction f est inférieure a g sur lintervalle [a;c] ie:Vx € [a;¢]  f(x) < g(x).
2. La fonction f est supérieure a g sur lintervalle [c;b] ie:Vx € [a;c] f(x) > g(x).
b
a

b -, . b - -
Donc,ona: Sp :J [f(x) — g(x)| dxxx |[i]] > [[i]] :—J f(x) — g(x) dx+J f(x) — g(x) dxx[[i]| < [[j]].

(cr)

(Cq)
Dy
Dy \/_\

\{

ST
On se place dans un repére orthonormé (O,f,;) d'unité ”f” =2cm.

’ et g(x) =X

Soit f et g les fonction définie sur [0;+oo[ par : f(x) =x

Tracer les courbes (Cr) et (Cg) dans le repére (O:{;))

Calculer, en cm?, laire du domaine délimité par (C¢) et (Cg) et les deux droites d'équations x = 0 et x = 2

2. Calcul de volume

—.

L’espace est muni d'un repére orthogonal (O,f,f,k)

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b}, et D la partie du plan (O,iq,ﬁ délimité par la courbe représentative
de f, l'axe des abscisses et les deux droites d’équations x = a et x = b.

Le volume du solide de révolution engendré par la rotation de D autour de l'axe des abscisses sur [a; b], exprimé en
b
unité de volume, est égale a V = nJ (f(x))2 dx.

Liunité de vobutne est [[3] x ||  [[]}



~|
el

On se place dans un repére orthonormé (O,f,;,l?) de Uespace d'unité ||fH =lcm.
Soit f la fonction définie sur [In(2);In(3)] par : f(x) =e*, et (Cr) sa courbe représentative dans le repére (O,f,f)

Calculer, en cm?, laire du domaine D délimité par (Cf), l’axe des abscisses et les deux droites d’équations x = In(2) et
x =1n(3)

Calculer, en cm?, le volume du solide de révolution engendré par la rotation D autour de l'axe des abscisses.

MenNoy 2u1sseyx ‘A

sanolrewavle\y-K ®



https://www.facebook.com/X.maths01

	Intégrale d'une fonction un intervalle 
	Intégrale d'une fonction continue sur un intervalle 
	Propriétés d'intégrales

	Méthodes de calcul d'intégrales
	Primitive d'une fonction
	Intégration par parties

	Interprétation géométrique d'intégrale 
	Cas d'une fonction positive
	Cas d'une fonction négative
	Valeur moyenne d'une fonction continue sur un intervalle

	Applications
	Calcul d'aire
	Calcul de volume


