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PROBABILITES I l

Pré requis

Pour faire un bon probabiliste, il faut maitriser le cours sur les dénombrements (au
programme en classe de premiére).

@M LN EM N Succés assuré vous met a disposition une fiche de cours sur les
dénombrements. (Voir www.succes-assure.com )

Les probabilités

Soit A un événement et Q l'univers des cas possible.
cardA

P(A)=——
cardQ

Soit A et B deux événements. L'événement A ou B se note AUB tel que
card(ADO B) =cardA+cardB-card(An B)

P(AOB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

AN B est I'événement A et B

Exemple

Un dé cubique numéroté de 1 a 6

Q={1,2;3;4;5;

A={1,2;3;4

B={4;5,6

AnB={4

cardA=4

cardB =3

card(An B) =1

card (A0 B) =cardA+cardB-card (An B)

=4+3 -1

card(AOB) =6

P(A)=P({1,2;3,4)
=P(1)+P(2)+P(3+P(4
:£+1'+_1+_1:_4:_2 P(A):g

6 6 6 6 6 3= 3
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P(ADB)=P(A)+P(B)-P(AnB) ~

4+3-1
P(ADB)=———= p(ADB)=1

L’événement AL B est égal a I'univers des cas possibles.
On parle d’équiprobabilité lorsque tout les événements élémentaires de
I'univers on la méme chance de se réaliser.

Soit F " les chiffres paires ”
G " les chiffres impaires ”

_3_1 -1
G={139 F={2446 ; P(F)—6—2,P(G) 5
L'évenement impair est contraire a I’événement pair.
1 1 1
P(F)== — 1-—=P =—
. (F)=3 o P(G)=1-P(F) 175 (G)=3
Remarque :

Soit A un événement et A I'événement contraire de A
OnaP (A) =1-P (A).

-On dit que les événements A et B sont incompatibles ou impossibles s’ils ont rien en
commun.

ANB=0
CARD (AN B)=CARD(A)+CARD(B)
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

C’est-a dire lorsque

ANB=0
P(ANB)=0O

comme

d’ou
Alore P(AUB)=P(A)+P(B)
Définition :

+ La probabilité d'un événement est toujours comprise entre 0 et 1.

+ La probabilité de I’événement certain est 1. (Un événement certain se réalise
toujours).

+ La probabilité de I'événement impossible est nulle. (Un événement impossible
ne se réalise jamais).

+ La probabilité d’'un événement est la somme des probabilités des événements
élémentaires qui le compose.

Application 1

Soit Q I'univers des éventualités a, b, ¢, d, e d’une expérience aléatoire
Déterminer la probabilité sur Q telle que :

P(a)=2P(b) =2P(c)=4P(d) = 4P(e)

Réponse

Calculons la probabilité des événements A, B, C définies par :
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A={ab} =~ B={cd . C={bc,d}

Comme la ’somme des pr<’3babilités de tous les événements de l'univers est 1 on a :
P(a)+P(b)+P(c)+P(d)+P(e) =1

Déterminons la probabilité des événements a, b, c, d en fonction de P(e)

P(a)=4P(e) ; P(b)=2P(e) ; P(c)=2P(b) ; P(d)=P(b)

rigi o : 4P(0)+2P(b)+ 2P(b) + P(e) + P(e) = 1= 10P(e) =17 P(€) = 15 os

P(a)=4x0,1= P(a)= 0,
P(b) =2x0,1= P(b)
P(c)=2x0,1= P(c)

P(d)=P(e)=P(d)=0,1

D’ou

0,z
0,2

Vérification

P(a)+P(b)+P(c)+P(d)*+P(€) _ o 410 2+0,2+0,140,1=1

Calculons P(A) ; P(B); P(C)

P(A)=P(a)*P(b) _ 44102 = 06

P(B)=P(c)*P(e) _ 24101 =03

P(C)=P(b)+P(c)+P(d) =0,2+0,2+0,1 = 0,5

% Cas d’équiprobabilité

Ce cas est suggéré dans un énoncé par certaines expressions.
« Pour le lancer des dés
« Pour le lancer des piéces de monnaies...

Sont supposés parfaitement équilibrées et leur face portes des signes.
e pour le tirage de boules, de jetons, des dartres...

Sont indiscernables au toucher de plus, tirer au hasard.

Application 2

Une urne contient six boules indiscernables au toucher numéroté de 1 a 6

On lance un dé cubique parfaitement équilibré, on lit le numéro inscrit sur la face
supérieure.

Quelle est la probabilité avoir un chiffre pair ?

Quelle est la probabilité d’avoir un chiffre plus grand que 4?

Réponse
Tirer d'une urne une boule indiscernable au toucher et lire son numéro anisi que lancer

un dé cubique est une expérience aléatoire dont I'univers Q est défini par :
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Q={1,2;3;4;5;6
Soit A I’événement « le chiffre obtenu est pair».

B I’événement « le chiffre obtenu est plus grand que 4»
Calculons les probabilités de A et B

Avec A:{2;4,q; B={5;6

CARD(A) =3 _CARD(B)=2 o CARD(Q)=6
CARD(A) 3 1

()= CARD(Q) 6 2
CARD(B) _2_1

(B)= CARD(Q) 6 3

Autre méthode

Dans |'équiprobabilité des événements élémentaires chaque événement a la méme

probabilité
1
C’est-a dire 6
211 1 1
P(A)=P({24:4)=P(2)+P(4)+P(6 "57 6 5 2
21 1 1
P(B)=P({5:8)=P(5)+P(6) "6 "6 "3

% Tirage simultané

Application 3 :

Un sac contient dix boules indiscernables au toucher dont six rouges

Et quatre noires N;, N, N3’N4. On tire simultanément et au hasard trois boules du sac.

On note leurs couleurs.
A « I'événement les trois boules tirées contiennent au moins une rouge »
B « I’événement les trois boules tirées contiennent au plus une rouge »

Réponse

6boulesrouges

10boules )
4bhoulesnoires

Soit Q I'univers des cas possibles
C’est un tirage simultané de 3 boules dans un total de 10 boules.

CARD(Q)=C} =120

_ CARD(A)
( )_CARD(Q)
CARD(A) =CgxCi +CixCy+CixCy_ 116

RuRz’RsyRmeRe
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(A)=110- 29
120 30
CARD (B)

( )_CARD(Q)

CARD(B) =CgxC +CgxC; 20
40 _1

(B)=12673

Remarque 1: sur la notion d’au moins et d’au plus.

« Un oncle vient vous rendre visite et vous lui dite avant de partir donne moi au
moins 100f. Cela veut dire simplement ; s’il ne vous a rien donner c’est 100f ou
plus que Ca.

« Sur une table est posé dix bonbons et vous demandez qu’on vous apporte au plus
un. Cela veut dire si on vous a trop apporté de bonbons c’est un ou rien.

« Simultanément veut dire a la fois ; en méme temps ou a la fois.
Remarque 2 : A quel moment utilise-t-on la notion de combinaison

On utilise la combinaison lorsqu’on parle de :
« tirage simultané
« tirage simultané avec remise
« tirage successif
« tirage successif avec remise (on tire I'un aprés l'autre avec remise)

% Tirage successif avec remise

Application 4 :
Un sac contient huit boules indiscernables au toucher dont cing rouges RiRy

Et trois noires Nl’NZ’N3.On tire au hasard une boule du sac, on note sa couleur on la
remet dans le sac puis on tire au hasard une deuxiéme boule, on note sa couleur.
Calculons les probabilités de chacun des événements suivants :

A « les deux boules tirer sont de couleur différente »

B « les deux boules tirées sont de méme couleur>.

R, R, R:

Réponse

5boulesrouges

8boules )
3boulesnoires

Tirer une boule parmi 8 la remettre et tirer 3 nouveau une boule parmi 8 est un produit
CARD(E)=8 _ CARD(F)=8
et
CARD(ExF) =CARD(E)xCARD(F)

= 8%8
= 64

cartésien de I'ensemble E dans F tel que

Ce produit cartésien est noté E*FouF xE
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Soit A I’événement « les deux boules tirées sont de couleurs différentes ».
A est constitué par les éléments des ensembles suivants :

{RIRI R R REX{N;N NS {N;N, NG x{R; R, R; R, RS
CARD (A) =(5%3)+(3x 5= 3C
(A)= CARD(A) _30_15
5 CARD(Q) 64 32
onc

Soit I'’événement B « les deux boule tirées sont de méme couleur ».
B est constitué par les éléments des ensembles suivants :

{RiRiRi R R R R R R R} o { NN, N N NN
CARD (B)=(5X5) (3x3=34

NB : B est contraire a A car P(A) =1- P(B)

s Tirage successif sans remise

Application 5 :

Un sac contient huit boules indiscernables au toucher dont cing rouges

) . N,,N,,N .
Et trois noires "1’ "2’ "3.0n tire au hasard une boule du sac, on note sa couleur on ne la

remet pas dans le sac puis on tire au hasard une deuxiéme boule, on note sa couleur.
Calculons les probabilités des événements suivants :

A « les deux boules tirées sont de couleurs différentes. »

B « les deux boules tirées sont de méme couleurs. »

RL!R2’R3'R4!R5

Réponse

5boulesrouges

8boules )
3boulesnoires

Soit Q I'univers des cas possibles.

={RIRIR;R;RsN;NNY L g-g
Le premier tirage d’une boule s’effectue dans les 8 boules.
Comme on ne remet plus les boules tirées dans le sac alors le deuxiéme tirage s’effectue
dans les
(8-1) boules restantes c’est-a dire 7 boules.

Calculons le CARD (Q)

Il s’agit d’'un arrangement de 2 boules dans un total de 8.
-Un arrangement fait intervenir la notion d’ordre mais sans répétition.

CARD(Q) = A’ =8x7=56
Ici encore I'épreuve a lieu dans le cadre de I’'équiprobabilité des événements

élémentaires.
A« les deux boules tirées sont de couleurs différentes »

CARD (A) = (Al x A}) +(A1x AL) =
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_CARD(A)_3_0_1_5 15

()= CARD(Q) 56 26 = P(A)=5g
B« les deux boules tirées sont de méme couleurs »

CARD(B) 26 13 13

(B)= CARDEQ; 56 28 \B)T %

On remarque les deux événements A et B contraires.
_,15_13 _,13_15
on P(B)=1-P(A) =27 58758 etP(A)=1-P(B) =" 28~ 28

% Lancer d’un dé cubique truqué

Application 6 :

On lance un dé cubique parfaitement équilibré dont une face est marquée
(a), deux faces sont marquées (b) et trois faces sont marquées (c) ; un tel dé est
truqué

On note la lettre marquée sur la face supérieure du dé immobilisé.

Quelle est la probabilité pour que la face supérieure soit marquée (a) ? Soit marquée
(b) ? Soit marquée (c) ?

Réponse
Un dé parfaitement équilibré dont les faces présentent des événements élémentaires

distincts en nombre. Un tel dé est truqué et les événements élémentaires n‘on pas la
méme chance de se réaliser donc n‘ont pas les mémes probabilités.

‘. . . Q={ab;c
Pour cette expérience, I'univers des possibles est { }

Désigne par i la face une

f, - a

f, - b,b

f, - ¢c,cc

A I'’évenement « la face supérieure est marquée (a) >> CARD (A) =1 »

, P(A
Soit A cette probabilite ( )
B est I’événement « la face est marquée (b) »

_ CARD(B) 1
(B)=Carp(a) :carp(B)=2 =P(B)=%=3
C est I'événement « la face supérieure est marquée »
CARD(C)=3
_CARD(C) _3_1
()= cARD(Q) 6 2°tP(C)=

N

% Lancer d’'un dé cubique pipé

Application 7 :

On lance un dé cubique dont les six faces sont numérotées de 1 a 6. Le centre de gravité
de ce dé ne coincide pas avec son centre, on dit que ce dé est piqué.
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Ce dé est tel que les événements élémentaires 1 ; 2 ; 3 ont la méme probabilité, cette
probabilité étant le double de la probabilité de chacun des autres événements
élémentaires.

Quelle est la probabilité P définie sur I'univers Q de cette expérience aléatoire ?

Quelle est la probabilité d’avoir un chiffre paire ?

Réponse
Soit Q l'univers des cas possible

Q={1,2,3,4,55

Le dé étant pipé il n'est donc pas équilibré, les éveénements élémentaires ne sont pas
équiprobables.
La probabilité des événements élémentaires est telle que

P()=P(2)=P(3=2(4=P(§= P($

. —_ . I P(6
Ecrivons toutes les autres probabilités en fonction de la probabilite de ( ) et comme la
somme des probabilités des événements élémentaires est 1 on a :

P()+P(2)+P(J+P(4+P(9+P(§=1
2P(6)+ 2P(g+ P(§+P(§+P( §+P( §=

9P(6) = 1= P(6):é douP(1) = 2= P( Q:é
P(1)=§ | P(Z)ZS P(3):§ P(4):p(5):p(6):%

’ 7
Désignons par A I'’événement « le numéro de la face supérieure est un chiffre paire »
A={2;4;9

2 1 1 4 4
P(R)=P(2)+P(4)+P(§ "5 5" 5™ 9= PN 75
% Probabilité et proportionnalité
Application 8 : 4 w

On considére une cible de tir a I'axe de rayon 0,8 m
comme indiqué lorsque la fléche atteint la cible, le
tireur note le nombre de points inscrits dans la
couronne ol se trouve la fleche.

Sachant que la probabilité d’atteindre une couronne
et proportionnelle a l'aire de cette couronne trouver
la probabilité des événements élémentaires 4 ; 6 ; 8
et 10.

Réponse

Soit Q l'univers des cas possible.

Q={4;6;8;1Q

La probabilité d'atteindre une couronne étant proportionnelle a I'aire de cette couronne.

Calculons les aires des couronnes de la cible.
Justifier ceci

Numéro 10 8 6 4

(mz) 0,125 0,377 0,628 0,879
Aire
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A=rm?

A(10) = 7x(0,2* = 0,12!
(8)=x(0,4*-A(19= 0,37
A(6)=7x(0,6)° - 77(0,4° = 0,62
(4)=7x(0

On calcule I'aire d'une couronne en retranchant l'aire qui n‘est pas comprise dans cette
couronne.

La proportionnelle entre la probabilité d’atteindre chaque couronne et I'aire de cette
Couronne :

P(10) _P(8 _P(§_P(4 P(10)_P(§ _P(g _P(4
A(10) A9 A(§ A(4 0125 0377 0,628 0,87

P(10)+P(8+P(6+P(4="

La somme des probabilités élémentaires est exprimons

0,377 0,62
P(10) +- P(1o)+’—§3(1()
les autres probabilités en fonction de P( ) D’ou 0,125 0,125
16,07P( 10 = := P(10) = 0,06zalors P( § = 0,18

On a
P(6)=0,312 P(4)=0,437

®,

< Pourcentage et probabilité

Application 9 :

Dans une population E 15% des individus ont une maladie Ma. Parmi les individus
atteints de la maladie Ma, 20% ont une maladie Mb. Parmi les individus non atteints de
la maladie Ma, 4% ont la maladie Mb.

On prend au hasard un individu de la population E. A et B désignant respectivement les
événements suivants :

« L'individu est atteint de la maladie Ma ».

«L'individu est atteint de la maladie Mb ».

Quelle est la probabilité pour qu’un individu de E soit atteint :

1) de Ma et Mb

2) uniquement de Ma

3) uniquement deMb

4) d’'aucune de Ma et Mb

Réponse
Désignons par A I'’événement « individu ayant la maladie a (Ma) »
B I'événement « individu ayant la maladie B (Mb) »

A L'événement n‘ayant pas la maladie A

B L'événement n‘ayant pas la maladie B
An B L'événement « individu ayant la maladie Ma et Mb

AN B L'éveénement « individu n‘ayant ni la maladie M. nila maIadieMb.
La probabilité pour qu’un individu de E Soit atteint :
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e M.eM,
_15_ 20

x—=0,03

P(M.NM,)=P(ANB)=P(A)xP(B)=Tox——

Uniquement M,

Cela veut dire Eue I'individu a_Ia maladie Mj et non |a maladie M,
Ona: P(ANB)=P(A)xP(B) avecP(B)= +P(B)

20
P(B)=100=%2 =1-P(B)=0,8

P(AN I§)=11—050><0,8: 0,12

Uniguement de M,
P(ANB)=P(A)xP(B)
Le pourcentage de ceux qui n‘ont pas la maladie A est (100 -15) % = 85%

— _ 4 _
P(ANB)=0,85« = 0,03

4) d'aucune maladie de M.etM,

P(ANB)=P(A)xP(B)

On a 80% A et (100_ 4)% B= 96 9, B
.\ _85_96
P(ANB)=105"T0c =0,85 % 0,96=0,81

Dans ce type d’exercice I'éléve doit arriver a déterminer tous les pourcentages
qui donnent directement les probabilités.

15% des individus ont la maladie Ma directement les individus qui n‘ont pas la maladie

M., ont pour pourcentage (100_ 13

15

100 donne la probabilité 0,15
85

100 donne la probabilité 0,85

% = 0,85%

20
M —=0,2
20% d’individus ont une maladie " b cette probabilité est 100

Les individus n‘ayant la maladie M, on pour pourcentage (100-20) %=80% de
probabilité 0,8

On peut éllucider plus clairement et simplement cet exercice apartir d’'un arbre de choix.

oy A=M.eB=M,
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B AL B
20% de
________ 80% de
............... ’B ADB
.......... 85% 1% g AOB
15 20 e ~
P(ANB)=—>x--=0,03 .
1) (ANE) 100 100 ' ewll 96%
--------- . - _ _
—\ _ 15 80 B ALB
P(ANB)=—2x—=0,12
2) (AnB) 100 100
P(AﬂB):EX—4=O,O34
3) 100 100
P(Amé):ﬂxﬁ:o,sm
4) 100 100

<<< www.succes-assure.com



