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INTRODUCTION

Dans l'optique d’aider nos éléves,j’ai pensé préparer un cours de mathématiques en classe de
Terminale D.Ce cours est conforme au programme camerounais de mathématiques.La classe de
Terminale D avant d’étre une serie spécialisée dans la biologie est tout d’abord une série purement
mathématiques.J’invite donc tous les apprenants et distingués lecteurs a se mettre au travail.
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CHAPITRE UN

RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Pour démontrer que 1+2+3+...4+n = %n(n+ 1) est vrai pour tout entier naturel supérieur ou
égal a 1,on ne peut utiliser que le raisonnement par récurrence.Ce dernier sert donc & démontrer
qu'un énoncé mathématique dans lequel figure une lettre n est vrai pour tout entier naturel
supérieur ou égal a un entier naturel fixé ny.

1.1 Théoréme de la récurrence

ng est un entier naturel fixé et P(n) un énoncé mathématique.Si P(ng) est vrai et si P(n) étant
vrai,implique P(n + 1) vrai alors pour tout entier naturel n > ngy,P(n) est vrai.

1.2 Principe du raisonnement par récurrence

no est un entier naturel fixé et P(n) un énoncé mathématique.Pour démontrer que P(n) est
vrai pour tout entier naturel n > ng,

1. On vérifie que P(ng) est vrai
2. On suppose vrai P(n)

3. On se sert de la supposition pour démontrer que P(n + 1) est vrai

1.3 Exemples

1.3.1 Exemple 1

Notons P(n) < 142+ 3+ ...+ n=in(n+ 1).
Ici, ng = 1 car 1 est le plus petit entier naturel concerné.Montrons que P(n) est vrai pour n > 1.

1. P) = 1=11)(1+1)

S1=1
P(1) est vrai

2. supposons vrai P(n) & 1+2+43+ ..+ n=1in(n+1)

3. Utilisons la supposition pour montrer que P(n + 1) est vrai.
Cest-a~dire 1 +2+3...+ (n+1) = 3(n+1)(n+1+1)
Doul+2+3+..4+n+(n+1)=3snn+1)+(n+1)

=(n+1)(1+in)

(n +1)("5?)

= ( +1)(n+2)

=1n+D[n+1)+1] D’out P(n) est vrai
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1.3 Exemples 3

1.3.2 Exemple 2

Démontrons par récurrence que le nombre 10™ — 1 est multiple de 9.
Posons P(n) < 10" — 1 est multiple de 9

1. Vérification pour n = 0.
P(0) < 10° — 1 est multiple de 9 D’ott 0 est multiple de 9

2. supposons vrai P(n) < 10" — 1 est multiple de 9
C’est-a-dire que 10" — 1 = 9k

3. Utilisons la supposition pour montrer que P(n+1) est vrai. P(n+1) < 10"t — 1 est multiple
de 9
10"t —1=10" x 10 — 1
— 10(9 +1) — 1
=90k+10—-1
=90k +9
= 9(10k + 1)
= 9k" avec k' = 10k + 1

1.3.3 Exercice 1

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

12 422 4 32 4 ... 4 n? = 2letDCntD)

1.3.4 Exercice 2

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, le nombre 32" — 2" est multiple de
7.

1.3.5 Solutions

(a) Exercice 1
Posons P(n) & 12 +22+ 32+ ... +n? = w
-Vérification pour n = 1
Pl) & 12 = % =1 d’ou P(1) est vrai
- Supposons vrai P(n) < 12+22+32+ ... +n? = w
- Montrons que P(n + 1) est vrai c’est -a-dire
12422+ 3%+ .+ n? 4 (n+ 1)2 = Dl DHRe )]
124224324 . 40+ (n+1)% = 2ol g 4 92

= (n+ )22 4 (n 4 1)]

= (n+ 1)(%)

= (n+ 1)(%%#)
Factorisons 2n? + 7n + 6

2n® + Tn+ 6 = 2(n® + 2 + 3)
=2[(n+ 1) — 35 + 3]
=2[(n+]

n -+ 1)(2n2+67n+6) _ (n+1)(n22)(2n+3)
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1.3 Exemples 4

_ (n+1)[(n+1)+1][2(n+1)+1]

_ (n+l)[(n+l)$1][2(n+l)+1]
o 6

(b) Exercice 2
- Vérification pour n =0
P(0) < 320 — 20 est, un multiple de 7
0 est un multiple de 7 vrai.
- Supposons vrai P(n) < 3" — 2™ est un multiple de 7.
32" — 2" est un multiple de 7 < 3" — 2" =7k (k€ N)
32 =Tk + 2"
- Utilisons la supposition pour montrer que P(n + 1) est vrai.
P(n+1) & 320+ — 2001 egt un multiple de 7.
32n+2 _ 2n+1 — 32n % 32 — 9" % 9
=3 x9—2"x2
= 9Tk +2") — 2 x 2
=63k+2"x9—2"x2
=63k +2"(9 — 2)
= 63k + 2™(7)
= 7(9 +2")
=77 avec Z =9k 42"
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CHAPITRE DEUX

SUITES NUMERIQUES

2.1 Rappels

Une suite numérique est une fonction pour laquelle I’ensemble de départ E est une partie de
N.

2.2 Monotonie

Une suite monotone est une suite croissante ,décroissante ou constante.(U,,) n € E est une suite

numérique.
- (U,) est croissante < Vn € E, U, < U,y

- (U,) est décroissante < Vn € E, U, > U,

- (U,) est strictement croissante < Vn € E, U, < U,

- (U,) est strictement décroissante < Vn € E, U, > U,

- (U,) est constante < Vn € E, U, = U,

- (U,) est stationnaire < U,, est constante a partir d’un certain rang.
Pour étudier la monotonie de (U,),on peut utiliser I'une des méthodes suivantes :
- Calculer U, — U, et étudier son signe
- Comparer a 1 le nombre "“ (pour U,, > 0)
- Utiliser le sens de varlatlon "de la fonction fsionalU,=f(n)
- Se servir de la courbe de f et de la droite d’équation y = x pour representer les termes sur ['un
des axes et conjecturer pour U,1 = f(U,)
Exemple
Donner le sens de variation de (U,,) dans chacun des cas suivants :

1.U,=3—-2n

_ n+1

3.Up = 5

2n

4 Uy = 1
) Un+1 - %Un +3
Solutions

1. U,=3-2n
= Up1=3-2(n+1)
=U,1—U,=3-2(n+1)—(3—2n)
=3—-2n—2—-34+2n
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2.2 Monotonie 6

=-2<0

Un+1 -U,<0= Un+1 < U,

= U, > U,

(U,) est strictement décroissante.

— ntl
2. U, = 241

_ nt2
= Un+1 = 13

_ n+2 n+1
= Unpn —Un =503 — i

_ (n42)’—(n+1)(n+3)
- (n+3)(n+2)

_ nP44n+4—(n?+4n+3)
- (n+3)(n+2)

_ n?’44n+4-—n2—4n-3
- n24+5n+6

_ 1
~ n2+5n+6 >0
U1 —U,>0=>U, <Upq

(Uy,) est strictement croissante.

3.U, =%
3
= Uny1 = 51

_ .3 3
= Uni1 —Un =501 — 5n

3 3 2
= onx2 T om
_ 3%
- 2"§<2
=571 <0

U1 — U, <0=>U, >Up
(U,) est strictement décroissante.

4 Uy = 1
) Un+1 = %Un + 3
Soient les droites d’équations (d) :y =z et (d') 1y = Lo +3

e
4

[RRE= 5
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2.3 Suite Majorée,Minorée,Bornée 7

2.3 Suite Majorée,Minorée,Bornée

(Un)ner est une suite numérique.M € R et m € R.
(Uy,) est majorée par M< Vn € E,U, < M
(Uy,) est minorée par m< Vn € E,U, > m
(Uy,) est bornée par M et meVn € Eom < U, < M

2.3.1 Exemple 1

U, = cosn
VneN, —-1<cosn<l=-1<U,<1
(U,) est bornée par —1 et 1

2.3.2 Exemple 2

U, = Hﬁ et V,, = n? + 2n + 5,montrons que :

1. (U,) est majorée par 1
2. (V,,) est minorée par 5
Solution

_ 1
LUy~ 1= 15— 1

:11—":2 d’ot1 Vn € N, 1;—":2 <0=U,—-1<0=U, <1D’u (U,) est majorée par 1

2. V,—5=n* +2n+5-5
=n?>+2n>0douVn e N,n?2+2n>0

=V,—52>0
=V, > 5 D’ou (V},) est minorée par 5
Retenons

Pour montrer que (U,,) est minorée par m,on étudie le signe de U,, — m.
Pour montrer que (U,,) est majorée par M ,on étudie le signe de U,, — M.
On peut encore utiliser la récurrence.

2.4 Suites convergentes

Soit (U,,) une suite numérique telle que U,, = f(n).
Si
lim U, =1

n—-4o0o

et [ € R alors f est convergente et converge vers [.

Si
lim U, = 4o
n—-+o0o
alors (U,,) diverge vers 400
Si
lim U, = —o0
n—-+00

alors (U,) diverge vers —oo
Application
Etudions la convergence de (U,,) dans chacun des cas suivants :
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2.4 Suites convergentes 8

__ 4n+1
L Un =355

2. U,=n*>+3n—-5

Solution
1.
lim U, =4
n—-+o00
d’out (U,) converge vers 4.

2.

lim U, = 4o
n—-+o0o

d’ou (U,) diverge vers +oo.

Pour une suite non définie par une formule explicite,l’étude de la convergence peut utiliser 'une
des techniques suivantes :

Py) -Toute suite croissante et majorée est convergente.
-Toute suite croissante et non majorée diverge vers 400

Py) -Toute suite décroissante et minorée est convergente.
-Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo

Py) (Uy,) et (V,,) étant deux suites telles que U,, < V,, a partir d'un certain rang,

S1

lim U, =4+
n—-+oo
alors
lim V,, =400
n—-+4oo
si
lim V, = -
n—-+oo
alors
lim U, = -
n—-4oo

Py) Si (Uy), (Vi) et (W,,) sont des suites telles que U, < V,, < W, et
lim U,= lim W, =1

n—-4oo n——4oo

alors
lim V, =1

n—-+o0o

P5) Si (U,) et (V) sont des suites pour lesquelles |U,, — | <V, et

lim V,, =0
n—-+00
[ € R alors on a
hrf U,=1

Applications
U, = —n + cosn, étudions la convergence de (U,)
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2.4 Suites convergentes 9

Solution
VneN, —1<cosn<l=-n—-1<-n+cosn<-n+1

lim (-n—1)=—
(T 1) = e

lim (—n+1)=—oc0

n—+00
i (—n= 1) = i (-n+1) = o0
et n—-1<U,<—-n+1
d’ou
lim U, = —o
n——+00

(U,,) diverge vers —oo.
Ps) Si Upy1 = f(Uyn), si (U,) converge vers [ et si f est continue en [ alors [ est solution de
I'équation f(z) = .
Exemple
Up=1
{ Un+1 = %Un + 3
f@)=z=>3iz+3=u

(U,) converge vers 6

.
L

[RERE
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2.5 Suite arithmétique et suite géométrique 10

2.5 Suite arithmétique et suite géométrique

Ce sont deux suites particuliéres pour lesquelles les résultats a ne pas oublier sont les suivants :

Suite arithmétique Suite géométrique
Premier terme Ug Ug
Raison 3 q
Formule de recurrence Upt1=Un+7 Upt1=aUn
Formule explicite Up = Uy 4+ nr ou Up = Up + (n — p)r si Up est le premier terme Up = Upq"™ ou Up = Upq" P
; n 1—g"
Somme des n premiers termes Ug + Uy + U + ... + Uy 1 S=3Wo+Up_1) S = Ugp( T—q )

Rappel
Pour montrer qu'une suite (U,,) est arithmétique, on peut :
— Calculer U,,;1 — U, et vérifier qu’il est indépendant de n
— Examiner sion a U,y =U, + 1
— Examiner si on a U, = Uy + nr
Pour montrer qu’une suite (U,,) est géometrique on peut :
— Calculer % et vérifier qu’il est indépendant de n
— Examiner si on a Upi1 = qU,
— Examiner si on a U, = Uyq"

Exemple
Uy=1
Un+1 = U?g_;:g

1. Démontrer que la suite (V},) telle que V,, = Uin est une suite arithmétique
2. Exprimer (U,) et (V,,) en fonction de n

3. Vo + Vi +...+V, en fonction de n

4. Etudier la convergence de (U,)

Solution
Up=1 1 1 1 1
1.{Un+1:U2UJ?2 =g ==y Vi1 = gon = Unn = 53
1 2y  (F) o Vo= L2V oy ] S
Vot (D)je . I T Iy, T Vet T Tt = Vet T 0=
— 1 _ 1 _ 1
2. Vo=1+43n Un—Vn—H%n
1)(2+1
3. Vot Vit .4V, = 0w

2.6 Utilisation des suites dans la résolution des problémes

La résolution de certains problémes de notre environnement peut utiliser les suites.Dans ce cas
il y’a trois étapes de travail.

— La modélisation du probléme qui consiste a rechercher la suite qui convient & la résolution

du probléme.

— La résolution mathématique

— L’interprétation des résultats
Exemple
Le loyer mensuel d'une maison est de 50.000 fca.Le loyer augmente de 6 pour cent chaque année.

1. Quel est le montant de ce loyer apres 8 ans
2. Au bout de combien d’année le loyer aura-t-il doublé

3. Calculer la somme des loyers payés au bout des 10 premiéres années
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2.6 Utilisation des suites dans la résolution des problémes 11

Solution

1. Modélisation du probléeme

Posons ug = 50000

Uy = U + —o= 100 uo(1 + 100) = 1,06uq

Apreés deux ans us = uy + 100“1 =ui(1l+ 100) = 1,06u; = (1, 06)%ug

Aprés n années, u, = (1,06)"u

Aprés 8 ans le montant du loyer est ug = (1,06)%uy = (1,06)%.50000 = 79692, 4
2. Nombre d’année n

(1,06)™.50000 = 100000

(1,06)" = 2
_ In2 __
n = 1706 = 12

3. S5 =12ug + 12u; + 12u2 + 12usg 4+ 12uy + 12us + 12ug + 12u7 4+ 12ug + 12ug
= 12[50000(%)}
= 7908476,9 fcfa
Exercice 1
x,y et z sont dans cet ordre trois termes consécutifs d’une suite arithmétique.Calculer ces trois
nombres sachant que leurs sommes est 9 et la somme de leurs carrés est 59.
Exercice 2
x,y et z sont dans cet ordre trois termes consécutifs d’une suite géométrique croissante.Calculer
ces trois nombres sachant que leurs sommes est 63 et la somme de leurs inverses est 1—76.
Solution 1
Soit r la raison , posons y = r + x et z = r + y par substitution on obtient z = 2r + x.0On a le
systéme { I;— Y j . :2 )
ey +22=239

Remplagons y et z par leurs valeurs.On obtient {

3r+3r=9

3z% + 5r? + 6rz = 59
= r =3 —r , remplagons x par sa valeur dans la seconde équation.On obtient 3(3 — r)? + 5r% +
6r(3 —r) =59
= 3(9 — 6r +1r?) + 5r? + 18r — 6r* = 59
= 27 — 187 + 3r2 4+ 5r% + 18r — 6% = 59
= 2r? +27 =59
= 212 = 32
=12 =16
=r=4our=—-4
pourr=4,xr=3—4=—1letonobtientxt =—1,y=3,2=7
pour r=—4,x =3+4="Tet onobtient t =7,y =3,z=—1
Solution 2

r+r+rx+2r+zxz=9
224+ (r+x)?+ (2r + )% =59

x+y—|—z—63

q étant la raison, v = x , y = qx , 2 = ¢>x et on obtient le systéme { + +
- 16

1 %) =63
{ fgl i(i_:_qi)) _7 = %(Hg—qu) = % remplacons 1 + ¢ + ¢* par sa valeur. x(1 + q + ¢*) =
~ 16
1 T —
63=14+q+q¢* =2 don ( +g+q )= 3(&) =1
= 1008 — 74¢% = 27 q =144 = qr = £12
qr = 12 == 1q2. Remplagons x par sa valeur dans la premiére équation du systéme.On obtient :

%(1 +q+q°) =63 = % +124+12¢ = 63 = 12¢®> + 12 — 51¢ = 0.0n obtient deux solutions ¢; = +
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2.6 Utilisation des suites dans la résolution des problémes 12

et go = 4.Comme la suite est croissante, ¢ =4 et x =3, y = 12, z = 48.
Pour qx = —12 pas de solution.
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CHAPITRE TROIS

NOMBRES COMPLEXES

3.1 Ensemble des nombres complexes

Une équation de la forme 22 = —1 n’a pas de solution dans R.Il existe un nombre imaginaire

noté i qui vérifit i2 = —1 qui permet de résoudre I'équation.On a 22 = —1 = 22 = i? = 1 =
t ou x = —i. 1 est I'élément de I'ensemble des nombres complexes noté C qui contient tout les
éléments de R et des éléments de la forme a + bi ou a + b, a € R, b € R.

Onaalors: NCZcDcCcQcRcC

3.2 Forme algébrique d’un nombre complexe

C’est l'écriture a + bi ou a+1ib,a e R, b e R
Exemple
2—4i ,5+iV2,5, 6i

3.3 Partie réelle et partie imaginaire d’un nombre complexe

z=a-+1b a:Partie réelle b : Partie imaginaire
On note : R.(2) =a et S (2) =0

Exemple
2=T7-2i R(2)=7 Sn(z)=-2
Propriétés
2eC,7eC
r_ Re(2') = Re(2)
b —“i*{ () = Sn(2)

3.4 Nombres imaginaires purs

Ce sont des nombres complexes de la forme ai ou ia (a € R)
Exemple

6i  iv/3
(z imaginaire pur)< Re(2) =0
oy S(2) 0

(z est un nombre réel)< J,,(z) =0
L’ensemble des nombres imaginaires purs se note iR*
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3.5 Calcul dans C

3.5.1 Egalité de deux nombres complexes

"
z=a+biet z':a’+b’i.Onaz:z’(:>{ Z,;s
Application
z=>5—3iet 2 =5+ (4+ z)i.Calculons z tel que 2’ = 2
Z=ze44+0=-3
=x =7

3.5.2 Addition de deux nombres complexes

z=a+biet 2 =ad +i
d+z=d+Vi+a+bi=d+a+ il +0)
Re(z4+2") =Re(2) + Re(?) et Sp(z +2') =
Exemple
z=—4+2iet2Z=7-11i
24 z=T—1li+(—4+2))=7T—4+i(2—-11) =3 -9

S (2) + S (2))

3.5.3 Produit de deux nombres complexes

3.5.3.1 Puissances entiéres du nombre i

Onai?=-1
i3 = —i
it=1
0 =
Vk e N,i* =1
Z'4k+1 =3
Z'4k+2 =1
,L'4k+3 = —3
Exemple
;2007 _ ;4x501+3
= (§4)50L x 43
=1 x —i = —i. On divise 2007 par 4
Calculer 3600 4543 4260

Dans toute opération oil cela est necessaire , 72 est remplacé par -1 ou bien -1 est remplacé par i2.

3.5.3.2 Produit de deux nombres complexes z =a + bi et 2/ =d' + Vi

272" = (a+bi)(a' 4+ Vi) = ad’ + ali + a'bi + bV'i?
= ad +i(ab + a’'b) — bV
zz' = ad — bb' +i(ab + a'b)

Exemple
z2=1—-2iet 2 =-3+1
22/ =(1-2i)(=3+1i)=-3+14+6i+2=—-1+47Ti

3.6 Conjugué d’un nombre complexe z = a + bz

C’est le nombre complexe Z = a — bt tel que :
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3.7 Module d’un nombre complexe z = a + bi

15

- Re(2) = Rel2)

= Sm(z) = —Sn(2)
Exemple
z=—1-3 zZz=-1+3%
Remarques

l.zeR=2zZ=1z2

2. z€iR*=Z=—2
Propriétés
zeC,ZeC

1.z2=12

2
3. z4+2 =zZ+ 7
4

5. D=4 (£#0)

6. z2=a+bi Z=a—bi 2zZ=a*>+ 10

La propriété 6 est utilisée pour rendre réel un dénominateur qui ne l’est pas.

Exemple

Ecrivons sous forme algébrique le nombre complexe z = ===

143 _ (1434)(245i) _ 245i+6i—15 _ —13

z =

3.7 Module d’'un nombre complexe z = a + bi

C’est le nombre réel positif — |z| = va? + b2

Exemple

z=3—4di=|z| = /32 + (-4)2=25=5
Propriétés

2eC,”eC

L |z2|=0<2=0

[\]

22 =2 x|z

3. 151=13 (< #0)

e+ < e+
5. |§| = ﬁ (z #0)

Application

i

W

z=3—4i  Z=14+i/3 22/ =(3—4)(1+iV3)

|22'| = |3 — 4i| x |1 +iV3] =5x 2 =10

3.8 Réprésentation géométrique d’un nombre complexe

z=ua-+ b

- — . )
(O, i, j) est un repére orthonormé.

z = a + bi est représenté par le point M (a,b).

M (a,b) est le point image de z = a + bi.
z = a + bi est I'affixe du point M.

—

OM est le vecteur image de z.

2-5i  (2—50)(245i) 4425 =3 T3
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3.9 Argument d’un nombre complexe z = a + bi 16

25 est l'affixe du vecteur OM. Le plan s’appelle plan complexe.
Application

Plager dans le plan les points A,B,C',D d’affixes respectifs

4,2+ 3i, —3i, =3 + 1.

Remarque

) 25 =2B—24=2+31—4=-2+4+3i ]

AB !
—
TQ) |ZAB| — ||AB|| — /13 & -7 -6 -5 -¢ -3 -3 -1 7’-:‘ 1 2 3 & 5 & 71

3.9 Argument d’un nombre complexe z = a + bi

- N . . .
(o, i, j) est un repére orthonormé, M le point image de z.
= =
mes(or,0M) =0 = argument de z

V= Mi(z)
I
1
|
1
1
1
1y |
i 1
o X
Exemple
Nombre | z1=3|20=2i| 23=—-2| 24 = —2
Argument 0 3 s =

Si © est un argument de z, alors © + 2km (k € Z) en est un autre. Un nombre complexe a une
infinité d’arguments. L’argument principal est élément de 'intervalle | — 7, 7].

3.10 Forme trigonométrique d’un nombre complexe z = a + bz

C’est lécriture z = |z|(cos © +isin ©) ou © est un argument de z.
Exemple
z=1+1
2] = V2
arg(z) = 7§
z=V2(cos T +isin%)
Onaz=a+b

z = |z| cos © 4 i|z|sin O I
. Par identification, |z|cos© = a et |z|sin® = b d’ou
cosO = % sin® = %
|| ||
et

Application
z=1+1iv3 Trouvons la forme trigonométrique de z
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3.11 Propriétés des modules et des arguments 17

2] = /(1) + (V3)? = 2

cos© = 3 .
@—argumentdezi{sin@: \/75 =0=2
3.11 Propriétés des modules et des arguments

2eC,zeC
i =ze || =z et arg(?) = arg(z) + 2km

—_

2. |27 = |z| x || et arg(z2') = arg(z) + arg(2)
3. 11 =1

4. |—| = I et arg(%) = arg(z) —arg(z")

5. 2" = ]z|” et arg(z") =n x arg(z)

3.12 Forme exponentielle d’un nombre complexe z = a + bt

C’est Iécriture z = re® dans laquelle r = |z| et © = arg(z)
Exemple

Forme algébrique | |z| | arg(z) | Forme exponentielle
z=1+iV3 2 z z = 2€'s
z=1+4+1 V2 T 2 =+/2¢e'
—6 + 6iv/3 12| = 2 =123

3.13 Formule de MOIVRE

(cos O +isin©)" = cosnO + isinnO
C’est I’écriture vyneN VO eR
Application
Calculons (1 + iﬁ)mo?
( % 43 )2007 —

(cos § 4 isin £)2007

20077r

3
= cos &5 +isin =5

= c0s 6697 + ¢ sin 6697
= cos (6687 + 7) + i sin (6687 + 7)
= CcosST +18inm

=—-14+10)=-1

Calculons (‘/5 + i‘[)ul (L2 + @"2[)741 (cos T 4 isin T)™!

= cos ™  jsin T17 741“

= cos(mf” + 1) +231n(74f” P =2 () = 2 2

3.14 Formules A’EULER

cos© = €24
.. - 2
Ce sont les écritures et

vante :

obtenues de la maniére sui-

On pose € =  (cosO® +isin®
b e7® = (cos® —isin®

les formules ’EULER.

= ¢© + 79 =2c0s0 et €© —e7® = 2isin O et on déduit

Cours de terminale D NzouekeuPatrice@Decembre2014



3.15 Linéarisation 18

Ces formules servent a la linéarisation des polynémes trigonométriques.
. in® _ _,—in®
sinn® = “————

ein@ +€—in®

cosn® = 5

VneN VO e R,

3.15 Linéarisation

Linéariser I’écriture cos™ z , (n € N) c’est 'exprimer en fonction de cos pz et cosqx ou (p € Z)
et (q € Z).
Linéariser I'écriture sin” = , (n € N) c’est 'exprimer en fonction de cos px et sin gz. La linéarisation
peut utiliser les formules d’EULER.

Exemple

linéarisons cos® x. -

cosz = T =08’ p = ()P

= (e + e K

— 3%(61&% + 56141 —1ix + 106131 —2ix + 10621@6731‘9: + 561‘3:6741'1 + 6751'96)
— 3%[625r +€—5zm +5ezz —Zl‘( 13 +6—3ix) + 1062ixe—2ix<eiz +e—im>]
= =5[2cos 5z 4 5(2 cos 3z) + 10(2 cos )]

= 35[2cos bz + 10 cos 3z —I— 20 cos ]

= = cosbx + = cos 3z + 2 cosw

cos’ x = 1—600s5x + —cos?)x +3 g COST

Dans certains cas les formules trigonométriques peuvent permettre d’éviter les formules d’EULER.
Exemple

linéarisons cos* z.
cos? g = LEO2L of gin® g = 1=

4, __ 2 2 _ (1l4cos2zx\2 __ 1 2 cos 2z cos? 2z
cos’ © = (cos® x)? = (LEEEAL)2 — L 4 200sdn y cos 2w
1+cos4z)

4p_—11 1
cos1 xT 4+200512x41—4( 5
=7+t 3c082x + 3 + gcosdx

= %cos4x+%0052x+§

1—cos 2z

3.16 Equations dans C

3.16.1 Racine n-iéme d’un nombre complexe z = r(cos« + isin a)
n € N\ {0, 1,2}

C’est un nombre complexe u = ¢(cos © + isin O) qui vérifie u™ = z

Soit [p(cos© + isin ©)]" = r(cos a + i sin )
= " (cosn® + isinnO®) = r(cos o + isin )
j{;‘;@: bk :»{g: %/i%” ke {0,1,2,3,...n—1}
Un nombre complexe admet n racines n-iéme de méme module.
Exemple
Déterminer les racine 4-iéme de z = 1 +iv/3
|z| =2
©=arg(z) >0 =%
z = 2(cos § +isin g)

= p(cos © + isin O©) est racine 4-iéme de z si et seulement si :
u' = z & p*(cos40 + isin40) = 2(cos § + isin §)

4 4
pt= 2 p= V2
‘:){4@: T 4 2k ;X{ 2k
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12 Ug = [(4/57 171'_2] uy = [\4/57 %] Ug = [\4/§’ 113_27T] us = [%’ 119_27r]

W N = O
|

3.16.2 Racine Carrée d’un nombre complexe z = a + b:
ur= oz
ul* =[]
j{(z%—z’y)Q: a+ bi {xQ—yQ—l—Z:cyi: a+ bi

C’est un nombre complexe u = x + iy qui vérifie :{

juf? = 2|
?-yt= a (B)

= 224y = ¢ (Ey) avec p=|z| =+a®+ b2
2xy = b (Es)

On détermine u en résolvant le systéme ci-haut.

(E)) + (By) =212 =a+¢

=r=/%Cour=—,/"2¢

(Ey) — (By) =2 =9 —a

=y=/5ouy=—/5=

2 2
Pour b < 0, x et y sont de signes contraires.

a+ . —a
Ry A AVA

Uy = —/ 2 44y /252

Pour b > 0, z et y ont le méme signe.

=[5 iy
a+ . —a
uy = —\[ 55 =[5

Exemple
z2=-=5+12
z=-5+12i = |z| = /(-5)?+ (12)2 =13

(u = x + 1y est racine carrée de z)< uf? =

lul|? = 13
?—y*= -5 (E))

& 2*+y?= 13 (E,;) Aprés résolution on trouve x = 42 et y = 3. Comme zy = 6, = et
2oy = 12 (E3)

y sont de méme signe et on a uy = 2+ 37, up = —2 — 3i.

<:>{ 2?2 —y? +2xyi = —5+ 12i

3.16.3 Equation du 2° degré az?+ bz +c =0 dans C

Pour la résoudre, on calcule A = b — 4ac
\/SiA:Oalorsz:g—f
\/SiA;«féOalorsz:%EOUQ,':%Z
Exemple
(E1):322—2+42=0 (Fy):2°—=(2i—1)z—(1+14)=0
(E1):322—2+4+2=0
A= (—12-4x3x2=1-24=-23=23i> = (i/23)?
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2 = 2y = 1+zg/% S — {1—%/%; 1+z’6\/ﬁ}
(E) (22—1)z—(1+i)20

A= (- D2 +4(1)(1+d)=1=VA=1
=>2zn=1 zm=—-14+i S={i;—-1+1}
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CHAPITRE QUATRE

NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

4.1 Nombres complexes et configuration du plan

4.1.1 Vecteur et nombres complexes

. —
Soit le vecteur AB :
AB est caractérisé par :
v' Son affixe zB — A= 2

AB
v' Sa norme HABH = AB = |z53| = |2 — 24
= _
v’ L’angle (OI, AB) qui vérifie mes(OI, AB) = arg(z;3)

Exemple

ZA):l_% zp=—4+124

AB apour affixe 243 = 2p —24 = —4+12i — (1 = 2i) = 4+ 12i = 1+ 2i = =5+ 14
— —

AB a pour norme ||AB| = AB = |z53| = 1/(—5)? + (14)? = v/221

e —
mes(O1, AB) = arg(z;3)

4.1.2 Angles orienté de deux vecteurs et nombres complexes

—_—
——

— NN — fA—
Soient les vecteurs AB et CD , mes(AB,CD) = arg(22) = arg(22=2) + 2kn

AB

Application
ZA:i/zB\:?n' zo=1 zp=25

mes(AB, CD) = arg(22) = arg(2=22) = arg(3=4) = arg(4) = arg(%) = arg(~20) =

4.1.3 Egalité de deux vecteurs et nombres complexes

— —
AB:CD<:>ZA—B>:ZC-D><:>ZB—ZA:ZD—ZC

Application

ZA:2+i, ZB:6—|—32, ZC:1+2i, ZD:5+4Z

Démontrons que ABC'D est un parallélogramme.

pp =28 —2a=06+3i—2—i=4+2 zzm=ip—sc=5+4i—1-2i=4+2
vap = 2ep = A+ 2

4.1.4 Egalité de deux distances et nombres complexes
AB =CD & |z3] = |25

2a=241,2=6+3, 2c=1+2i, 2p=5+4
ik |zCD| = |4+ 2i| = V20
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4.2 Nombres complexes et transformation du plan 22

4.1.5 Alignement de trois points A,B,C' et nombres complexes

(A, B, et C sont alignés)< j*‘% e R*
AB
Application
ZA:1—|—7:, 232—3—3i, ZC:7+7Z

Montrons que les points A,B,C sont alignés
FAG _ zo—za _ T4Ti—1—-i _ 6+46i _ 6(1+i) %3 c R*

Eye ZB—ZA —3-3i—1—1 —4—47 T —4(1+9)
Z=— . ,
Comme 2< € R* alors A, B, C sont alignés.
AB

4.1.6 Orthogonalité de deux droites

A, B, C, D sont des nombres complexes : (AB) L (CD) <
Exemple
ZA:1—|—i, ZB:6+6Z, Zc:1+4i, ZD:4+Z
Montrons que (AB) L (CD)

Z== .
22 ciR”

c
1B

On vérifie facilement que ic% = %32 € 1R*
AB

Conclusion

(AB) L (CD)

4.2 Nombres complexes et transformation du plan

4.2.1 Bijection plane , bijection complexe associée , notation complexe

A toute transformation plane :

F: P-=7P
M(z)— M'()
est associée une transformation complexe
f: C—-C
22 = f(z)

L’écriture 2z’ = f(z) est la notation complexe de F.

4.2.2 Transformations élémentaires

4.2.2.1 Symétries.

D - C
(-4+31) (@31

45 , =

1. La symétrie par rapport a 'axe (OI) a pour écriture complexe 2/ = Z

2. La symétrie par rapport a 'axe (OJ) a pour écriture complexe 2z’ = —%Z
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4.2 Nombres complexes et transformation du plan 23

3. La symétrie par rapport au point O a pour écriture complexe z' = —z

4.2.2.2 Translation.

¥(2,5)

L J

L J

M(x,y) M'(x',v")

Soit le vecteur V de coordonnées (2,5) et les points M(z,y) et M'(2,y).

, —_ = ¥—r= 2 = z+2
M_tV(M):MM—Vi{y,_y: 5 :>{y,: Y+ 5

—
¥4y =x+iy+2+5i=2=z+bavecb=2+5i; V est un vecteur d’affixe b € C.
H
La translation de vecteur V' a pour écriture complexe 2’ = z + b.

4.2.2.3 Rotation de centre O

—
»

0 \

R(0O, Z) est larotation de centre O et d’angle 2. J = R(I) et z; = ¢'2z; car i = (cos Z+isin Z) x 1.

Une rotation de centre O et d’angle de mesure © a pour écriture complexe 2’/ = €?©2.

4.2.2.4 Homothétie de centre O

Toute homothétie de centre O et de rapport o € R* a pour écriture complexe 2z’ = az.

4.2.3 Transformations usuelles du plan

4.2.3.1 Rotation de centre quelconque () d’affixe w et d’angle 6 de mesure 0.

La rotation a pour bijection complexe associée

f: C-—-C

Cours de terminale D NzouekeuPatrice@Decembre2014



4.3 Similitude directe du plan. 24

22 =f(z)=e%2+0b
avec f(w) = w.
Exemple
Q) a pour affixe 2 + 7. 6 a pour mesure

- La rotation de centre ) et d’angle & a pour écriture
complexe 2’ = €5z + b avec 2 + i = €5 (2 + 1) + b. Aprés résolution de lequatlon, nous trouvons
b= ﬂg “[ et on déduis que

SN Y BN RS e

2 —ezﬁz—i— 5

4.2.3.2 Homothétie de centre quelconque 2 d’affixe w et de rapport o € R*.

Elle a pour bijection complexe associée
f: C—-C
22 =f(z)=az+b

avec f(w) =w , b € C. L’écriture complexe est 2z’ = az + b.
Exemple
Donnons I’écriture complexe de 'homothétie de centre 2 d’affixe 4 — ¢ et de rapport —2.

Solution
Z= —224b b e C. Apros résolution, on trouve b = 12 —3i d’ot 2/ = —22 + 12 — 3
4_7/: —2(4—2)—|—b . pes esolution, o ouve = 1 ou 2z = z 1

4.2.3.3 Composé F oG de deux transformations et bijection complexe associé.

Si F' est associée a la bijection complexe f, GG associée a la bijection complexe g alors F' o G est
associée a la bijection complexe f o g.
Exemple
f est 'homothétie d’écriture complexe 2’ = —2z 4+ 2 — i et g est la rotation d’écriture complexe
Z=(3+ \/751)2 + 3i
Trouvons ’écriture complexe de fo g :
flz)=—-2z+2—1
9(z) = (3 + \/751),2 + 3i
fog(z)=flg(z) = —29(z) +2—i=—2((3 + Li)z +3i) +2 —i= (-1 —V3i)z +2—Ti
(fog)(z) = (—1—V3i)z+2—Ti

4.3 Similitude directe du plan.

4.3.1 Définition

Une similitude de rapport o € R* est une transformation du plan pour laquelle deux points M
et N ayant pour images respectives M’ et N’ vérifient
M'N'"=aMN.
Exemple
Une rotation, une homothétie , une symétrie centrale ; la composée d’'une homothétie ou d’une
isométrie sont des similitudes.
Une similitude directe est celle qui concerve l'orientation des angles. Une similitude indirecte est
celle qui change l'orientation des angles. Le programme concerne les similitudes directes.
Propriétés
A toutes similitudes planes directes est associée une transformation complexe f définie par f(z) =
az+b,aeC* beC.
Réciproquement, & toute transformation complexe f définie par f(z) = az + b est associée une
similitude.
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4.3 Similitude directe du plan. 25

4.3.2 Caractéristiques géométriques d’une similitude S définie par f(z) =az +b

v Le centre 2 donc Paffixe w vérifie f(w) =w et w = &

1-a
v' Le rapport o = |a|
v’ Son angle 6 = arg(a)
On note : S(2, a, 6)

4.3.3 Interprétation d’une écriture complexe du type 2’ =az+b

Z=az+0b
Valeur de a | Nature de I’application Caractéristiques géométriques
a=1 Translation Vecteur d’affixe b
a=—1 Symétrie centrale Centre Q d’affixe §
ae R \{-1,1} Homothétie Centre Q d’affixe w = 72— et de rapport a
a = a4+ Biavec |a| =1 Rotation Centre © d’affixe w = 72— et d’angle § = arg(a)
a = a+ Bi avec |a] # 1 Similitude Centre 2 d’affixe w = 1ﬁa de rapport o = |a| et d’angle 0 = arg(a)
Application
Donner la nature et les caractéristiques géométriques de 'application associée a 2z’ = az + b
Z=az+b Nature Caractéristique
2/ =245—6i | Translation | Vecteur d’affixe b = 5 — 6i ou ‘_/(5, —6)
Z' = —4z+12i | Homothétie W= % ,a=—4
Z=iz+6—1 Rotation w:%—i-gi,ﬁzg
o — (\/7g —1)z+1i | Rotation w= %}5‘@ , 0= arg(\/Tg -3
7' =2iz—4—8 | Similitude | w==la|=2,0=arg(2i) =73
Exercice

Soit h lapplication du plan dans lui méme qui & tout point M d’affixe z associe M’ d’affixe 2’
telle que 2’ = */752%— */75 +1i

1. Déterminer l'affixe du point 2 telle que h(2) = Q

2. En déduire la nature exacte et les éléments caractéristiques de h

3. r est la rotation de centre (2 et d’angle 15°. Donner la nature et les éléments caractéristiques

de S=hor

Solui\:}on s
_ 2 2 .
2= 4+

1. Affixe du point Q) telle que h(2) = Q.
V24 i Ty i .
ZQ:ﬁzli—?:\{i—J&%.DOUZQ:2:(2/§+2_2\/§:1+\/§+Z<2+\/§)

2. Nature exacte et les éléments caractéristiques de h

d=2y 2y
h est une homothétie de rapport a = ‘/75 et de centre € (5/__?_ i}%)
3. (€, 15°) , nature et les éléments caractéristiques de S = hor
S est une similitude de rapport a = \/75 , d’angle 15° = 5, de centre

V241 _ V3 qro_ =
Q(2+\/§ et on note S(a = %%,15° = Z, Q(V2+ 1,2+ v/2))

Annexe
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Les propriétés sont données dans le tableau ci-dessous :
Configuration Caractérisation Caractérisation complexe
— —F I
.*HE‘S[AB, CD| = —+kn In— I,
(AB) L (CD) | 2 E—— el
A0 n Ip—ZIg

(AB) || (CD) mes[AB, CD] = kn ﬁeﬁ

A eR
Zp— ZA

A, B et C alignés

MPS[TBE] =0+knm

Romaric Tchapnga ( PLEG)

e de Nkolnda-Nsimalen 10
|
AB = AC et MesA = «
"‘_-[-.-_ ‘:1. _ E]’.:r o "‘-f.-_ 'f". — {"_ ia

ABC estisocele en A D=sa<=m — = —
LR — L4 LE— LA
AB = AC = BC
- a - a JI ]'E - _|£
ARC est équilatéral |et MesA = — T _ o3 ogu XA _ 3
3 IR—Za Zp—IA
AR AC T L 24 Ic—ZA
ABC rectangle en A WES[HB, AC| = - +kn —— =i ou —— =i
. 2 IZR— L4 IR—ZA
A, B, C et D cocy- | mes|CA, CB| = mes|DA, DE|[n] (zg -z -|_ |z,|,—:g;'|
c]iques LZa—Zg) \ZA—ID)

NzouekeuPatrice@Decembre2014
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CHAPITRE CINQ

SYSTEMES LINEAIRES

5.1 Systéme de 3 équations linéaires dans R3

ar +by+cz= d
C’est une écriture pouvant se mettre sous la forme : dr+by+dz= d ou(r,y,z2) est
a///x + b//y _|_ C//Z — d//
I'inconnue. La résolution peut utiliser :

1. La méthode de substitution
2. La méthode de combinaison
3. La méthode de comparaison

4. La méthode du pivot de Gauss

Exemple
dr —3y+z2= 8
Résolvons dans R chacun des systémes suivants : (5) —2r+y—2z= -9
r+y+z= 6
5= {(2.1.3)}
—r+2y—z= —4
(S2) 3r—y+2z2= 6 S={(1,-1,1)}
20 +2y — 3z = —3

5.2 Systéme de 2 équations linéaires dans R3

ar +by+cz= d
dr+by+dz= d
I'inconnue. La résolution considére 'une des inconnues comme parameétre.
Exemple

—dr+y—-3z= 6 165z —2+14z
(51) {2x—3y+4z: -2 S=A( 113 = 2)})

C’est une écriture pouvant se mettre sous la forme : { ou (x,y,z) est

r+y+z= 8 _ [(38-9z 1842z
<S2> { _337 + 4y o 52 — —6 S - {<—7 y T ,Z)}

z

T Y
3 4 2 _ B B B
(5) { 2w 3yt = 16000 ° = {(=12000,-16000, ~8000)}

5.3 Probléme conduisant & un systéme de 3 équations.

C’est un probléme dont la mise en équation donne un systéme de 3 équations.
Exemple
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5.3 Probléme conduisant & un systéme de 3 équations. 28

Déterminer un nombre de trois chiffres sachant que la somme des chiffres est égale a 15. Quand
on permute le chiffre des centaines et celui des dizaines, le nombre augmente de 350.Quand on
permute le chiffre des dizaines et celui des unités , le nombre augmente de 18.
Exemple
Le nombre est zyz
On a

r+y+z=15 (5.1)

Aprés permutation de z et y , on a le nombre yzz. il vient
100y + 10z 4+ z = 100z 4 10y + z + 350 d’o apreés réduction on obtient :

9y — 9z = 45 (5.2)

Aprés permutation de y et z , on a le nombre zzy. il vient
100x + 10z 4y = 100x 4+ 10y + 2 + 18 d’out aprés réduction on obtient :

—9y 492 =18 (5.3)

On trouve S = {(1,6,8)}. Le nombre est 168 , aprés la premiére permutation on a 618 et aprés la
seconde on a 186.

Exercice

Une coopérative décide d’acheter trois terrains. Les terrains 1 , 2 et 3 cotitent respectivement
942000 , 2374000 et 1004000. Les membres de la coopérative sont répartis en trois groupes A,B et
C. Le tableau ci-dessous indique ce que chaque membre de chaque groupe a payé pour ces trois
achats :

A B C
Terrain 1 | 9000 | 12000 | 21000
Terrain 2 | 12000 | 35000 | 80000
Terrain 3 | 7000 | 13000 | 31000

Quel est le nombre de membres de cette coopérative ?
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CHAPITRE SIX

LIMITES ET CONTINUITE

6.1 Limites

6.1.1 Limites de référence

acR , beR, ceR

Propriétés
L. lim, ,b="0 lim, , b="0 lim, ;0o b=10
Exemple
: R—-R . . .
/ s 8 lim, 4 f(x) =8, lim, 0o f(z) =8, lim,, o f(x) =

2. Vn € N* lim,_ o 2" = 0 ainsi lim,_,o2°> =0

L el S Eit

ainsi limgH w8 =400 et lim, ., 7" =—00
4. lim,_,_ oox—n =0 limy oo = = =0

ainsi lim,_,_ 13 =0 et lim, . o m% =0

. —o0 sl n est impair

g hmxﬁm =t limg, o~ Z7 = { +o00 sl n est pair

ainsi lim,_,g+ i4 =400 et lim, ,o- $—14 = 400 et lim, ,o- J}% = —00
6. lim, oS82 =1

ainsi hmm_@ sin 5"’“" = lim,_,q Sigjm - 333 X 22 = lim,_,o % X ﬁ X g—i

3z

_ _5
—1><1><§_§

preuve de la propriété 6
Fxo) = limy_y, L9=1@0) gyee f(2) =sinz f/(z) = cosx

Tr—xQ

/ — 1i ( )—f(0) sinz—sin0 __ o

f1(0) = lim,_o == =5 = lim, o ™= =cos0 =1

7. lim, o 82— = ()
l—cosz __ 1

8. lim,_o 1=esz — 1

Preuve

z2
cosz=1— 2% dou =L ~ % ~ 1

6.1.2 Limites en l’infini des fonctions polyndmes et des fonctions rationnelles
Propriétés
1. (a) limgyoo(@n®™ + ap 2™ '+ o + a1t + ag) = lim,_, oo (ana™)

(b) limg_, oo(@n@™ + ap 1™t + ..o + ayzt + ag) = lim,_,_ oo (ap,z™)
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La limite d’une fonction polyndémes quand x — 400 ou quand x — —oo est égale a celle de
son terme de plus haut degré.
Ainsi lim, , oo (=225 + 32* + 22 — 3) = lim, . _(—22°) = +00

. Anx "+ an 12" T +ajzl+ag _ q: anz™

2. (a) limy— o0 bpaP by 1271+ Tl = Me oo bpa?
. AT +an_12" T4 +aizltag _ s anz™

(b) limg o bpaP +by_1 2P+ Tl = Me— oo bpa?

La limite d’une fonction rationnelle quand x — +o00 ou quand x — —oo est égale a celle du
quotient des termes de plus haut degré du numerateur et du denominateur.

. . 7. 2_ . 2 .
Ainsi limg oo (B2 = lim, oo (25) = lim,—_oo(2) = 0

6.1.3 Limites a gauche et limite a droite en 25 € R

La limite de f a gauche de x, est la limite [ en x de la restriction g de f sur Dy N ] — 00, zo].
On note lim,_ - f(z) =lim,_,, g(z) =1
La limite de f a droite de z est la limite I’ en x de la restriction h de f sur Dy N ]xg, +00[. On
note lim,_ .+ f(z) =lim, ., h(x) =1
Exemple

flx) =22 4+32 -7 si x<2

flx) =dz+1 si z>2
lim, o- f(z) = lim, o(z* + 32 —7) =3 lim, o+ f(z) = lim, o4 +1) =9
Propriétés

1. Quand lim%_mCa

2. Quand  lim,_ - flx) = lim,, .+ f(x) =1 , alors [ est la limite de f en xg

fx) # lim,, .+ f(x) , f n’a pas de limite en x

3. Quand la limite de f en x( existe, elle est unique.
Ilustration
f(zo) n’existe pas
lim, - f(z) =lim,_+ f(z) =1
[ est la limite de f en xq \

6.1.4 Limites et opérations sur les fonctions

Quand f et g ont des limitesen zy , f+¢g, fg, 5 ont aussi des limites en xy. Ces limites sont
données par les théoréemes suivant :

limf | limg | im(f+g¢) | lm(fg) lim (5)
l i [+ A L U#£0
0 & A 0 0
l 0 l 0 00
0 | 0 0 0 U (FT)
0 00 00 0 x oo (FI) 0
00 0 00 oo X 0(F1) 00

+00 | +00 +00 +00 = (FI)

+o00 | —00 | 00— 00 —00 = (FI)

—00 | 400 | 00— 00 —00 = (FI)

—00 | —00 —00 +00 = (FI)

Cours de terminale D NzouekeuPatrice@Decembre2014
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6.1.4.1 Exemples

1. Calculer +3
. 2 1 v
lim(a? + 32 — 5)v50 — 1 |
2. Etudier
. 2+ 3zx-1
lim ———
T——4 IE+4
Solution
. — . z+3 5 L, TAse—1
QICI_)II%(I' +3z—5)Vir—1=-2 il_,néx2+x+1_7 IEI—I}r r4+4 OO
i 2?2+ 3z —1
lim ———— = 400

z——41 Tr+4

6.1.4.2 Les formes indéterminées

Ce sont les résultats 8 ;, 00 x 0, 00—00, 2.0n leve I'indétermination par la méthode de
factorisation,la méthode de 'expression conjuguée, etc.

Exemple :
Calculons
1.
o 3P —x—4
lim ———M—
r——1 12 —x — 2
2.
lir+n Vr+2—+x
Solution :
. 32 4 3+41—4 0
lim 20 — P70 gy 2T 0 Ry
z——1 32 — 3 — 2 z——114+1—-2 0

3z2—z—4 _ (z+1)(3z—4) _ 3z—4
x2—z—2 = (z+1)(z—2) = z-2

lim f(x)= lim Zzg

z——1 z——13

(Vz+2+/7) VIT+24+/x T Vzi2+yz

2
hm \/[L’+ — xr = hm —:O
w00 Ve r—to0 /T + 2 + /T

Pour lever I'indétermination, on peut encore faire une transformation qui raméne a une limite de
reférence.
Exemple :

9 \/ﬁ _ \/5 _ (VTF2—/T) (/T +2+/T) T2+ 2(v+2)—/z(z+2)—2 2 dou

2 . 0
lim — =lim—— - —0
z—0 sInx r—(Q ST 1

X
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6.1.5 Limites et inégalités

f et g sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert contenant a € R U {—o00, +00}.

1. SiVez e R, f(x) < g(z) alors
lim f(z) < lim g(x)

2. SiVez e R, f(z) < g(x) et si f et g ont des limites en a
— Silim,, f(z) = 400 alors lim,_,, g(z) = +00
— Si lim, ., g(z) = —o0 alors lim,_, f(z) = —o0

3.81Ve € R, f(z) < g(z) < h(z) et lim,—, f(z) = lim,, h(xz) = [ alors lim,_,, g(x) = [

(Propriété des gendarmes)

Ainsi calculons )
. sinx
lim
r——+o00

VxGR,—lgsinxglé%gﬁ%S%avecx>0

-1 1 sin x
lm — = lim —=0= lim
rz—+o00 I r——+00 T T—+o0 I

6.1.6 Limite d’une fonction composée go f

=0

=cosm = —1

Propriété
Silim, ., f(z) =1 et lim,,; g(x) = I" alors on a lim, ,,(go f)(x) =1’
Application
h(xz) = cos3x = (go f)(x) avec f(z) = 3z et g(z) = cosz
lim h(r) = lim cos 3z = cos 3(%) =
T—% T

lim (g0 f)(x) = -1

s
or
r—=3

6.2 Continuité

6.2.1 Continuité en a € Dy

(f continue en a)< lim, ., f(z) = f(a)

6.2.2 Prolongement par continuité d’une fonction f en a ¢ D;

C’est une fonction g qui utilise lim,_., f(x) = [ et qui est définie par { g(a) =

f n’est pas continue en a mais g l'est.
Exemple

2 —x—2

T) =

fla) =

Déterminons le prolongement par continuité de f en 2
1.

(6.1)

2_p_92 0
i) 22220
> —r—2=(x—2)(z+1)dou
_ otz —=2 (=2 (z+1)
fim flo) = lim ——— = Im —— 75— = lim(e+1) =3
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2. Prolongement
{ glx)= x+1 pour z #2
9(2) = 3

s S

522+ 2 —6
h =
(z) 2+ x—2

1. Montrer que h est prolongeable par continuité en 1

(6.2)

2. Déterminer le prolongement de A en 1

Solution

5x24+x—6
242

—Ti 5246 __ 11
= lim, z+2 — 3

1. lim, . A(x) = lim,_;

2. Prolongement
{ glz) = 225 pour =z #1

i

g(1) = 3

6.2.3 Continuité sur un intervalle

f est continue sur |a, b[ si et seulement si elle est continue en tout élément de |a, b|.
f est continue sur [a, b] si et seulement si elle est continue sur |a, b puis a droite de a et a gauche

de b.

6.2.4 Image d’un intervalle par une fonction continue f

6.2.4.1 Présentation

Soit la fonction f.On distingue trois cas :

— f(la,b]) = [f(a), f(b)] si f est croissante sur [a, b] f([a,b]) = [f(b), f(a)] si f est dé-

croissante sur |[a, b

— f([a,b]) = {f(a)} = {f(b)} si f est constante sur [a, b]

— f(la,b]) = [m, M] si f admet un minorant m et un majorant M sur [a, b]

6.2.4.2 Propriétés
1. Par une fonction continue, 'image d’un intervalle est un intervalle ou un singleton.Un single-
ton est un ensemble constitué d’un seul élément.

2. Dans certains cas,l'image d'un intervalle dépend du maximum ou du minimum de la fonction
dans 'intervalle considéré.
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Exemple

flx)=2" -3z +1 (6.3)

Déterminons f([—2,2]) : f(—=2) = —1; f(2) =3; f'(z) =322 -3
fl(x)=0=32>-3=0

= 3(z2 — 1) =0

r=1louxr=-1

F(1) = —Let f(—1) =3 don f([-2,2]) = [~1,3].

6.2.5 Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone f

Propriétés
o GRU{_OO7+OO} ) ﬁERU{—OO,—{—OO} y 0 < ﬁ
si f est continue,

1. et strictement croissante sur |o, 8] alors f(|a, 5]) =|lim, o+ f(2), lim,_5- f(x)]
2. et strictement décroissante sur |a, 3] alors f(Ja, B]) =] lim,_g- f(z),lim,_ o+ f(2)]
3. et strictement croissante sur [a, ] alors f([o, 8]) = [f(«), f(5)]

4. et strictement décroissante sur [a, 3] alors f([«, 5]) = [f(B), f(a)]

Exemple

_x—|—3

fa) =252 (6.4)

Déterminons f(]2, +o00[)

D —R\{2} (@) = o

f est continue et strictement décroissante sur |2, +oo[. lim, .o+ f(x) = 400 et lim, o f(z) = 1.
S (12, +00]) =]limg oo (), limgy f(2)[=]1, +o0]

Exemple

f(z) =2*+ 5z (6.5)

Déterminons f(] — 1, 1])
f est continue et strictement croissante sur | —1,1[. f(—=1) = —6 ; f(1) =6. f(]—1,1]) =] —6,6]

6.2.6 Calcul approché des zéros d’une fonction continue f

Un zéro de f est un réel a telque f(a) =0
Propriété
Si f est continue sur l'intervalle I et si « et 3 sont des éléments de [ tels que f(a)f(3) < 0 alors
I'équation f(z) = 0 admet au moins une solution unique xg € o, 5.
Si en plus f est strictement monotone, alors I’équation f(z) = 0 admet une solution unique
zo € |a, 4.
Application

flz)=—2°—2+4 (6.6)

8 — 2+ 4 = 0 admet une solution unique z € |1, 2[.

Démontrer que I'équation —x
Solution

f est continue sur R.
flx)==-322-1=—-(32>+1)<0. f(1) =2 f(2)=-6

Comme f est continue et strictement monotone sur R et sur [1, 2] en particulier et que f(1) et f(2)
sont de signe contraire, 'équation —z® — z + 4 = 0 admet une solution unique z, € ]1,2[.
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La recherche d’un encadrement ou d’une valeur approchée du zéro utilise la méthode de balayage
ou la méthode de dichotomie.
Méthode de balayage
flx)=—a3—x+4

f(1,1) =1,56 ;f(1,2) = 1,07 ;f(1,3) = 0,5 ;f(1,4) = —0,14 d’on
1,3 <zo<1,4=zg= 132 =135

Méthode de dichotomie

F(2) <05 f(1,5) = f(12) <0;£(1,25) >0 1,25 <0< 1,5

—_

6.2.7 Autres propriétés d’une fonction continue et strictement monotone f

Si f est continue et strictement monotone sur l'intervalle I alors :
— f est une bijection de I sur f([I)
— f admet une réciproque f~! définie sur f(I)
— f~! est continue sur f(I) et admet le méme sens de variation que f.
— Dans un repére (O, 7, 7), (Cy) et (C'y-1) sont symétriques par rapport a la droite d’équation
y = x (premiére bissectrice)
Application

fx)=2+22 -5 (6.7)
définie de [1, 3] vers R
1. Montrer que f admet une réciproque f~*
2. Donner l'ensemble de départ de f~*
3. Donner le sens de variation de 1
4. Montrer que I'équation x3 + 2x — 5 = 0 admet une solution unique x4 € |1, 2[.

Solution

1. Montrons que f admet une réciproque f~*
[ est continue et dérivable sur [1, 3] comme une fonction polynome. f'(z) = 3z?4+2 > 0,comme
f est continue et strictement croissante sur [1, 3],elle constitue une bijection et elle admet une
réciproque L.
2. Ensemble de départ de f~
3. Sens de variation de f~!
f~lest strictement croissante comme f

4. Montrons que I'équation x3 4+ 2x — 5 = 0 admet une solution unique z, € |1, 2[.
f(1)=—=2;f(2) = 7. f est continue et strictement monotone sur R, sur [1,2] en particulier,
en plus f(1) et f(2) sont de signe contraire alors 'équation z® 42z —5 = 0 admet une solution
unique xg € |1,2[.

ieme

6.2.8 Fonction racine n et fonction puissance d’exposant rationnel

6.2.8.1 Fonction racine n'*"¢ (n € N*)
C’est la fonction
] Ry —Ry
1
x| an =Y

Exemple
fo] Ry =Ry
x

Hx%:%
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Remarque
La fonction racine n*“™¢ est la bijection réciproque de la fonction puissance n'“™¢ définie par
Ry - R
+ 27 | Avec (n € N¥)
T =X

Propriétés des racines n*m®

. /x>0 neN*
2. VJaxr==x
.xeR, jyeR, y=Yresz=y"
4. x x oy = ry
z _ YV
D. y 5
1 1
6. /Y= C/E car (xi)% = gm
1 1.1 pin
7.z x \/— 2P car YT = xn YT =av YT X YT = xw X xp = gnv = g =
(l'p'i'n)? — \/xp‘i’n
6.2.8.2 Fonction puissance d’exposant rationnelle
Rappel
Un rationnel est une écriture qui peut se mettre sous la forme ¢ (a € Z,b € Z*).La fonction
. . R R .
puissance d’exposant rationnelle est de la forme fx T_)—;T tloureqQ
Propriétés
reQ , "eQ , zeR, , yeR,
12" x o =zt
(l,r)r’ _ .Z'TT/
(xy)r _ .TT X yr

vk N
=
=
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DERIVABILITE

7.1 Fonction dérivable en z; € R

C’est une fonction f pour laquelle

)~ )
z—z0 T — Tg

(Il e R).
[ se note f’(x).Sion pose h=1x — 1z =2 ="h+ xg

r — 2o

h —0

oAU ”“"02 — ) f(h+x0) = f(x0) + Ik + ho(h)
Avec
lim o (h) = 0

v s’appelle differentielle de f

7.2 Interprétation géometrique de la derivée en x

Si f est dérivable en xq, alors sa représentation graphique admet au point d’abscisse zy une
tangente ayant pour équation :

y = ['(wo)(x — o) + f (o) (7.1)

7.3 Dérivée a gauche, Dérivée a droite

Quand il existe , le nombre
o £ = fw)

T—T T — X

se note fg’,(xo) et se nomme dérivée a gauche de z¢; C; admet au point d’abscisse xy une demi-
tangente a gauche ayant pour équation

y = fo(wo)(@ — x0) + f(x0) (7.2)

Quand il existe , le nombre
@)~ fw)

a:—>ac0+ T — X
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se note fj(xo) et se nomme dérivée & droite de zy; C; admet au point d’abscisse z une demi-
tangente a droite ayant pour équation

y = fi(xo)(x — o) + f(xo) (7.3)
Si fi(wo) # fy(zo) , f est non dérivable en xq, My(o, f(r0)) est un point anguleux.
P
o) )

z—z0 T — T
f est dérivable en xy. Cy admet au point d’abscisse xy une demi-tangente horizontale ayant pour

équation y = f(xo).
Pour

lim Jlw) = fxo) =400 ou (—o00)
T—T0 T — 2o

f n’est pas dérivable en xy. C; admet au point d’abscisse x( une demi-tangente verticale ayant
pour équation x = x.

Exemple

flx)=|2*+2—6| glx)=a2>—4z+7 h(zr)=x

Montrons que :
1. f est non derivable en 2
2. C, admet au point d’abscisse 2 une tangente horizontale

3. C, admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente verticale.

Solution
1.
X —i0 -3 2 +00
xZ4+x—6 + 0 — 0 4
|.').'2_.').'_6| .').'2_.').'_6 | _1'2_1'_6 | 1.2_1._6

a gauche de 2, f(z) = —2*> —x +6 et fj(v) = —22 -1

fy(2)=-2(2)-1=-5
adroitede 2, f(z)=2*+x—6et fi(z)=20+1
fa(2) = 2(2) + 1 =5 d'ou fi(2) # f4(2)

2. 9(x) =2 —4dx+7 J(x)=22-4 ¢(2)
L’équation de la tangente est y = ¢'(2)(x —
y=23

um—4:o

&H
A
[\
SN—
I
=)
~—~
[\
S~—
I
[\
no
|
W
—~~
)
SN—
+
\]
I
w

limﬁzlimﬁxﬁ—' < —hm———l—oo

z—0 T x—0 ;[,'X\/E _alcll}’(l)xx\/_ x—»O\/_

D’ou h admet au point 0 une demi-tangente verticale.

hmwzhmﬂz
rz—0

x—0 xr — 0 z—0

Toute fonction dérivable en xy est continue en xy. Toute fonction continue en zy n’est pas dérivable
en Iop.

7.4 Fonction dérivable sur un intervalle |a, b

On appelle ainsi une fonction dérivable en tout élément de cet intervalle |a, b|.
Toute fonction polynoéme est dérivable sur R.
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7.5 Fonction dérivable sur un intervalle [a, b]

C’est une fonction dérivable & la fois sur |a, b[,a droite de a et & gauche de b.
Exemple

)
= 7.4
f) = (7.4
est dérivable sur [2, §]
7.6 Dérivées successives d’une fonction f
Exemple
flz)=a%+42 -7 (7.5)
Dérivée 1¢7¢ | f'(x) = 62° + 4
geme f”(l‘) — 301‘4
geme fm<l’> — 120133
geme f(z) = 36022
Heme f?(x) = 7202 | Une fonction peut étre dérivable une fois, deux fois,...,n fois
6 f(x) =720
7eme f7(.7)) =0
neme fn(x) — 0

7.7 Dérivée de go f composée de f par g

Si f est dérivable sur l'intervalle I et si g est dérivable sur un intervalle J contenant f(I) alors
go f est dérivable sur I. On a Vx € [ |

(9o f)(z) = f'(z) x ¢'(f(z)) (7.6)
Exemple
fl@)=5bz+2 g(x)=2" h@)=(Gx+2)"=gof [fl(z)=5 g'(x) =Ta®
B(x)=T7x5x (bz+2)% h'(zx)=355x+2)°
Application
f(z) f'(@)

(1 —4x)® | —12(1 — 4x)?
cos3z+1 | —3sin3x +1
sin2 — bx | —5cos2 — bx

7.8 Dérivée de f!réciproque d’une fonction continue et strictement
monotone f

vel,ye fI),

Exemple
fl)=a*+z+1
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f(x)=322+1>0

f(1) =3
=4 (G =pp=1
Application

flz) =2+ +z+1
Sachant que f est bijective et f(1) = 4,calculer (f~1)(4).
flle) =52 +32+1  f(1)=4 f(1)=9 dou (f)4) =5y

7.9 Dérivées des fonctions rationnelles de reférence.

7.9.1 Dérivées des fonctions de reférence.

Ol

Ensemble de dérivabilité Fonction dérivée
R f(z)=a;a€eR f'(z)=0
R OET: 7o) =1
R flx)y=a";7reR | fl(x)=ra"1
| — 00, 0[U]0, +00] fl@)=%;reR f'(r) = =
10, +o0] flzx) =z f(z) = 2\1/5
R f(z) =sinx f'(x) =cosz
R f(z) = cosx f'(x) = —sinzx
R\(E +hry [ J(@) = tane = 22 | ) =
R\ (Fr) () = cotr = £ | (a) = oot

7.9.2 Dérivées et opérations sur les fonctions dérivables.

Si u et v sont dérivables et ont pour dérivées respectives u’ et v’

Fonction Dérivée
ku, (k€ R) kv
u+ v u 4+
uv uw'v +v'u
Vu NG
u", (r € R) ru'u" "t
% u’fuv—Qv’u
cos U —u'sinu
sin u u' cosu
cos (ax +b) | —asin (ax +b)
sin (az +b) | acos(ax +0b)
Application
f(z) f'(z)
flz) = Bz —1)7 f(x) = 21(3z —1)°
f(ZE) — COS(QJEH) f/(x) — %Sin(%c;—l)
f(z) =sin (1 — 3z) f'(x) = =3cos (1 — 3x)
flz) = 5= () = 572
f(x) = Vsin 2o fa) =2
f(x) = Veosdx | f'(x) = (5 sinda)(cosdx) s
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7.10 Application de la dérivée

7.10.1 A Yétude du sens de variation sur l’intervalle /

f est croissante sur I si Ve € T, f'(x) >0
f est décroissante sur [ siVe € I, f'(x) <0
f est constante sur I siVez € I, f'(x) =0

7.10.2 A la recherche des extrema : Minimum et Maximum

Propriété
Si f'(zo) =0 et si f'(x) change de signe en xq alors f(zy) est un extremum relatif.

7.10.3 A lYencadrement

Propriété 1 : (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS)
f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Sia € I ;b€ I, a < b et §’il existe deux
nombres réels m et M tels que pour tous z € [a,b] , m < f'(x) < M , alors on a
m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)
Propriété 2 :
f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. S’il existe un réel M tel que Vax € I |
|f'(x)| < M alors pour tous les réelsa € I et be I, |f(b) — f(a)] < M|b— al.
Exemple
Démontrons que Vr € R, —x < sinz < x.
f(z) =sinz , f'(z) =cosx et —1 < cosz < 1.
L’inégalité des accroissements finis appliquée a la fonction connue nous donne sur l'intervalle [0, z] :
—1(z—=0) <sinz —sin0 < 1(z — 0) d’ot —z <sinz < x

7.10.4 Au calcul de certaines limites

Propriété :
f, u, v sont des fonctions dérivables sur [

Si f(w) = 45 et si lim, , f(z) =§ (FI)

alors on a : (o)
. Zo
] -
A 1) = )
Exemple
. x?—x—2
lim

e——1722 -3 —4

:1:2.73174 - 0
Premiére méthode

xr— —1 e 1, . .
JRSPPN o Levons l'indétermination.

Deuxiéme méthode

2 —x—2 . 2r—1 2(-1)-—
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Application
I ver+1-1 I 1 1
m -————=111N — = —
z—0 €T z—0 2/ +1 2
’ 2 —5-—2 ’ 2x 3
m-—-—— =111 — = —
T—3 r—3 r—3 2\/m 2
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ETUDE DES FONCTIONS

8.1 Quelques généralités

8.1.1 Représentations graphiques et transformations du plan
Les transformations du plan sont utilisées pour déduire les représentati(ils gaphiques de cer-
taines fonctions de celles d’autres fonctions dans un repére orthogonal (O, I, J).

1. Si g(x) = f(z — o) + [ alors la courbe €, de la fonction g est I'image de la courbe C de la

é
fonction f par la translation de vecteur V (o, ()

2. Si g(x) = —f(z) alors Cy est le symétrique de Cy par rapport a (O1).

3. Si g(z) = f(—=) alors C, est le symétrique de C'y par rapport a (OJ).

4. Si g(z) = —f(—x) alors Cy est le symétrique de Cy par rapport a l'origine O.

5. Si g(z) = |f(z)| alors Cy est constituée de la partie de Cy située au dessus de (OI) et du
symétrique par rapport a 'axe (OI) de la partie de C située en bas de (OI).

6. Si g(x) = f~(x) alors C, est le symétrique de C; par rapport a la droite d’équation y = .

7. Sig(xz) = f(|z|) alors Cy est constituée de la partie de C'y associée aux x > 0 et du symétrique
par rapport a l'axe (OJ) de cette partie.

8.1.2 Centre de symétrie

(I(a,b) est centre de symétrie)< (Vo € Dy ,a—x € Dy ,a+x € Dy, fla—x)+ fla+x) = 2b)
(I(a,b) est centre de symétrie)<(Vz € Dy ,2a —x € Dy, f(2a —x) + f(z) = 2b).
Application

: . : R—-R : "
Soit la fonction o 2L I(—1,—2) est-il centre de symétrie de Cf?
41

a—r=—l—-zetatr =—1+z. fla—zx) = f(—1—x) = % et flatz) = f(—1+x) = W
dou fla—x)+ fla+zx)=f(-1—2a)+ f(-1+4+z) = $2+f;+2 + m2_ix+2 =4 = —4 =2(-2).Donc
I(—1,—2) est centre de symétrie de C}.

8.1.3 Axe de symétrie

(La droite A : & = a est axe de symétrie pour Cy) (Ve € Dy ,a—x € Dy ,a+x € Dy,
fla—1x) = fla+x)).
(La droite A : z = a est axe de symétrie pour Cf)< (Ve € Dy ,2a —x € Dy, f(2a —x) = f(z))
Application
La droite A : z = 2 est-il axe de symétrie pour la fonction f(x) = 2? —4x + 77
a—r=2—-zetat+r=2+xfla—x)=fR—2)=2>+3et flatz)=f2+x)=02+3
dou f(a — ) = fla+ ) = 2% + 3.La droite A : z = 2 est axe de symétrie pour la fonction
flz)=a* -4z + 7.
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8.1.4 Point d’inflexion

(I(a,b) est un point d’inflexion )<(f"(a) = 0 et f”(z) change de signe en a).

Exemple

f: R—R
r— 23— 32 +8

f'(z) = 3z* — 6z et f"(x) =6z — 6.

fflx)=06x—6=0<x=1et f(1) =6.

. Montrons que I(1,6) est un point d’inflexion.

8.1.5 Branches infinies
f: R->R

x— 2

g: R—R

La direction d’une branche dépend du nombre f@)

1. Pour lim, ., o @

= £00 ou lim,_,_ o @ = 00 , (Cy) admet une branche infinie parabo-
lique de direction asymptotique (OJ).
Exemple : f(z) = 22 et lim, @ =lim, ., r =400
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2. Pour lim,_,, @ =0, (Cy) admet une branche infinie parabolique de direction asympto-
tique (OI).
Exemple : f(z) = /x et lim, ., @ = lim, | ‘/TE = lim, | \/LE =0

3. Pour lim,_, | @ — 6 ou lim,, 1@ —g4 , on calcule lim, ., [f(x) — az]

ou limxﬁ_oo[f(xg)ﬁ — ax].

T

(a) Silim, ;| f(z) —azx] = £oo alors (Cf) admet une branche infinie ayant pour direction
asymptotique celle de la droite d’équation y = ax.

(b) Silim, 4oo[f(z) — ax] = b alors (Cf) admet une branche infinie vers +00 ou vers —oo
ayant pour asymptote la droite d’équation y = ax+0b. La position de I’asymptote oblique
par rapport a (Cy) dépend du nombre e(x) = [f(x) — (az + b)].

Si e(x) > 0 alors (C) est au dessus de 'asymptote.
Si e(x) < 0 alors (C) est en dessous de I'asymptote.

Exemple : Soit la fonction f(z) = %.Montrons que (Cy) admet une asymptote oblique

puis donnons la position relative de (Cf) par rapport a I'asymptote.
z2+3z75
(

fl@) T 2?4325 : ) _1; 22432-5 __ 1; z2 _

T zm — T x2°9p hnlm—>—|—oo2 T 1lnlx—>+oo 2—9r hInx—H—oo 2 1

: . z“43z—5 _ 13 52—51 _ 13 5] __ LIRS
limy oo [f(7) — az] = lim, oo [72252 — 2] = limyj0o[5] = limyyoo[>7] = 5 d'ott la

droite d’équation y = = + 5 est asymptote oblique a (C}).
f(z) —(x+5) = % — (z +5) = =25.En é¢tudiant le signe de - sur R on déduit que
pour = €] —00,2[, f(z)— (z+5) < 0et (Cf) est en dessous de 'asymptote.Pour = €]2, +-00]

, f(x) = (x+5) >0et (Cf) est au dessus de 'asymptote.

4. Pour lim, ., f(x) = a ou lim, . f(x) = a , (Cf) admet une branche infinie ayant pour
asymptote horizontale la droite d’équation y = a.

Exemple : f(z) = 5%
limg 4 oo 2“;—131 =lim; 100 5> = % d’ou la droite d’équation y = % est asymptote horizontale a

(Cy)-

5. Pour lim, .- f(z) = £o0 ou lim, .+ f(z) = £oo , (Cy) admet une branche infinie ayant
pour asymptote verticale la droite d’équation x = a.
Exemple : f(x) = %
lim, o+ f(x) = lim,_,o+ 962?23%_5 = —o0 et lim, - f(z) = lim,_,o- % = +o00. La droite
d’équation z = 2 est asymptote verticale a (C}).

8.2 Plan d’étude d’une fonction.

L’étude d’une fonction comporte les étapes suivantes :

Détermination du domaine de définition.

Détermination du domaine d’étude compte tenu de la parité ou de la périodicité.
Calcul des limites aux bornes du domaine d’étude.

Etude de la dérivabilité et de la dérivée.

Tableau de variation.

Etude des branches infinies.

N ot W =

Tracer la courbe.
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8.3 Quelques exemples.

8.3.1 Exemple 1

f(z) =2V6 —2x (8.1)
1. Dy : f existe si et seulement si 6 — 2z > 0 soit < 3 d’ou Dy =] — 00, 3]

2. lim, . f(z) =lim, ., o xv6 — 22 = —00
lim, .3 f(z) =lim,_.32v6 —2x =36 —-6=0

3. lim, o @ = lim, ,_ v6 — 22 = +00.(C}) admet en —oo une branche infinie parabolique

ayant pour direction asymptotique 'axe (O.J).

4. f n’est pas dérivable en 3.(Cy) admet au point d’abscisse 3 une demi-tangente verticale
d’équation x = 3.

5. f(x) = 2L,
fllr)=0= 2L ==z =2.
f(2) =2,/6 —2(2) =2

6. Tableau de variation.

X —co 2 3
fix) + 0 =
2'{?
flx)
7. Courbe

&
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8.3.2 Exemple 2

1.

2.
3.

4.

f(z) =sinx + cosz

D; =R. f est périodique de période 27 car

f(x +2m) =sin (z + 27) + cos (z + 27) = sinzx + cosz = f(z).

(8.2)

Les fonctions sin x et cosx sont périodiques de période 27 et tan x de période 7.
sin (ax + b) et cos (ax + b) sont périodiques de période %.On I’étudie sur un intervalle d’am-

plitude 2.

Dg =10, 27]

lim, o f(x) = lim, gsinz + cosx = 1
lim, .o, f(x) = lim, o, sinz + cosz = 1
f est dérivable sur R dont sur [0, 27].
f'(x) =cosz —sinx

f'(z) =0= cosx —sinx =0 = cosx = sinz = cos (5

5 — )

r= 5 —x+2km r= 5 +kn
r= —3%+x+ 2k 0= -3+ 2k
k 0] 1 3

V3

e[S

x:£_|_]m % 52 f(z):SIH—+CosZ:7+

F(2F) =sin 2 + cos 2 = 5[—1— 5[:—\/5

. Tableau de variation

x 0

2w

5
_ 4
fix)=cosx —sinx 0

N|c:...-|::

e

. Representation graphique

N

Remarque
Les fonctions cos (ax + b) et sin (azx + b) sont périodiques de période %.Une fonction écrite avec

sinus

, cosinus et tangente a pour période le PPMC' des périodes.
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CHAPITRE NEUF  mm—

PRIMITIVES

9.1 Primitive d’une fonction sur un intervalle K

9.1.1 Présentation

Dans R, F(x) =sinz , f(x) = cosx et on a F'(z) = (sinz)’ = cosz = f(x). f est la dérivée
de F' et F' est une primitive de f sur R.

9.1.2 Définition

Une fonction F' est une primitive sur 'intervalle K d’une fonction f si et seulement si F' est
dérivable sur l'intervalle K et admet f pour dérivée.

9.2 Condition d’existence d’une primitive.

f admet une primitive sur K si et seulement si elle est continue sur K

9.3 Les primitives d’'une méme fonction sur l’intervalle K.

Fonctions Dérivée
Fi(x) =sinz coS T
Fy(x) =sinz+3 | cosxz |Fy, Fy, F3, Fy sont les primitives sur R de cos z.

Fy(x) =sinz —5 | cosx

Fy(x) =sinz+6 | cosxz
F étant une primitive de f sur K , la fonction x — F(x) + ¢ (¢ € R) est une autre primitive
de f sur K. L’écriture F(x) + ¢ représente toutes les primitives de f sur K. L’écriture sin(x) + ¢
représente toutes les primitives de cos x sur R.

9.4 Les primitives vérifiant les conditions initiales.

Ce sont les primitives prenant pour valeur yo en xy. F(z) + ¢ représente toutes les primitives
de f sur K , celle qui prend pour valeur yy en ¢ est telle que F(zg) 4+ ¢ = yo d’ott ¢ = yo — F'(xg).
La primitive cherchée est z +— F(x) + yo — F(z0).

Exemple

Déterminons la primitive sur R de f : x — cosx qui prend pour valeur 4 en
Solution :

F(z) =sinz + ¢; (¢ € R) represente les primitives sur R de f. On a
f(5)+c=4=sinf +c=4= 1+ c=4= c =3 d’ou La primitive cherchée est F'(x) = sinz + 3.

us

2
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9.5 Tableau des primitives usuelles.

9.5.1 Primitives des fonctions de référence.

Fonction f Intervalle ou f admet des primitives | Primitives

flz)=a(aeR) | R F(z)=ax+c

flz)=2a" R F(z) = fi:l

flz) = = R F(z) =2z +c

f(z) =sinx R F(z) = —cosz+c

f(z) = cosx R F(z) =sinz + ¢

flz) = R\ {2k +1)7} F(z) =tanx + ¢

flx) = == R\ {kn} F(z) = cothz + ¢

f(z) =sin(az +b) | R F(x) = =L cos(ax +b)

f(z) =cos(ax +b) | R F(z) = Xsin(ax +b)

Application :

Fonction f Intervalle ot f admet des primitives | Primitives
flx)y=2"-5 R F(x) =12 —br +c
f(:B):x—lg—f—\/LE R*% Flz)==+2/x+c
f(z) =Tsinx — cosx R F(z) =—T7cosx —sinz + ¢
f@)=cos(2-3)+— | R\ {(2k+1)7} F(z) =2sin (5 —3) +-tanz + ¢

9.5.2 Primitives et opérations sur les fonctions.

U et V sont dérivables et ont pour dérivées respectives U’ et V.

Fonctions Primitives
KU’ KU
u+v U+V
Uv +Vv'u v
UV—VT U

V2 v
U—tu;re@\{-1} Ur+1

U/
2/U \/ﬁ
U cosU sin U
U'sinU —cosU
Application :
Fonctions Primitives

Complétons le tableau suivant : | f(z) = 2\/% F(x)=+3x—5+c¢

f(r) =2zsinz? | F(z) = —cosz? + ¢

9.6 Recherche des primitives.

9.6.1 Recherche utilisant le tableau.

Le tableau des primitives est parcouru pour rechercher celle qui correspond & la formule donnée.

Exercice :

Determiner la primitive de

fx) = % + 6(22 + 3)° —

(9.1)

Bk
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qui prend en 1 la valeur 8.

-1  6(2 3)¢ 1 2 3)¢
F(x):_+ﬂ_4(2\/5):_+ﬁ_8\/g+c
T 12 2
F(1) =8 = c= 19 don
—1 2 3 15591
F(z) = ?Jr%—s\/‘ (9.2)

9.6.2 Recherche qui exige la transformation de la formule.

Déterminer les primitives de f dans chacun des cas suivants :
L. f(z)=(4z+1)(2—x)
2. f( ) 5zt —22245

22
3. flx) == ;fl :
Solution

1. f(z) =4z +1)(2—2) = —4a? + Tx + 2
Fz) =2+ 122 + 22 + ¢
2. f(z) =220 =52 — 24 5

2
F(z)=21*—-2z-32+c¢
z2—x—
3. flo) =t = —2

F(z) =42 =2z +¢

9.6.3 Recherche exigeant la linéarisation ou la transformation de polynémes trigo-

nométrique.
Exemple :
Déterminons les primitives de f dans chacun des cas :
1. f(z) =cos’w
2. f(x) = cos®x
3. f(z) =sin*z
Solution :

L. f(z) = cos’r = % ‘l'%COSQx
F(z) = %$+%Sin2x+c

2. f(z) = cos®x = cos® x.cosz = (1 — sin®z). cosz = cos — sin® z. cos x
F(x) :Sinx—|— Sin3x +e

3. f(x) =sinz = (Sm z)? = (%)

F(z) = 55sindx — §sin 2z + 3

%— COSQ:E—I—%COSKLQJ

1
2
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CHAPITRE DIX

FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

10.1 Définition

La fonction logarithme népérienne c’est la primitive sur l'intervalle |0, +oco[ de la fonction z +— %

In: ]0,+00[— R

r—Inzx
x 0,1 0,7 |1]1,5| 7
Inz | -2,3|-0,35]10]0,41]1,93

qui s’annule pour z = 1. On la note :

Application :

10.2 Propriétés données par la définition.

1. Dy, =]0, +o0]

2. (Inz) =1

3.In1=0

4. La fonction In est strictement croissante car % >0

a€RL,beRL
5. lna=Inb<a=90
6. ha<lnbesa<b

7. Pour0<a<1,lna<0
Poura>1,Ina >0

10.3 Ensemble de définition des fonctions écrites avec In.

Inu(z) existe si et seulement si u(z) > 0. In |u(z)| existe si et seulement si u(z) # 0.
Exemple :Déterminons Dy dans chacun des cas suivant :

1. f(z) =In(2 —x)

2. f(z) =In(—2® —z +2)
3. f(x) = In(22))

4. f(x) =In|z* + = — 6|

Solution :
1. f(z) =In(2 — x) existe si et seulement si 2 — 2 >0 — = < 2. Dy =] — 00, 2|
2. f(z) = In(—2? — x + 2) existe si et seulement si —2? —z+2 > 0. Dy =] — 2,1]
3. f(z) = In(%L]) existe si et seulement si L > 0. Dy =] — oo, —1[U]2, +o0]

4. f(x) = In|z? + z — 6] existe si et seulement si 2° + x — 6 # 0 soit ¥ # —3 et x # 2.
Dy =] — oo, —3[U] — 3,2[U]2, +00]
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10.4 Le nombre ¢

C’est le nombre qui vérifie Ine = 1. On 'appelle base de logarithme népérien. C’est un irra-
tionnel. e ~ 2, 71828. Dans les résultats on conserve e sauf si les valeurs approchées sont exigées.
Dans toutes opérations ol cela est necessaire , 1 est remplacé par Ine ou In e est remplacé par 1.

10.5 Propriétés algébriques de la fonction In

ac R} ,beR;
1. In(ab) =Ina+1Inb
2.In(2)=—-1Ina
3. In(3) =Ina—Inb
4. Ina" =rlna,r e Q
Exemple :
ln\?/§:1n2%:%ln2
In64=1n26 =6In2
In4v5 =4 +Inv5 =122 +1n57 =22+ 11n5

10.6 Equations et Inéquations écrites avec In

10.6.1 Equation du type Inu(x) = Inov(z)

La résolution consiste a la détermination de I'ensemble de validité donné par les contraintes
u(z) > 0etv(x) > 0. lnu(z) =lnv(r) = ulr) =v(z).
Exemple : Résolvons dans R

In (z° — 4) = In (1 — 42) (10.1)
In(z +2) = 2 (10.2)
Solution :
1. Contraintes sur z. 2 —4 > 0 et 1 — 4z > 0 d'ou B, =] — 00, —2[ , S = {5}

2. By =] —2,+o00], S = {e? — 2}

10.6.2 Inéquation de la forme Inu(z) < Inv(x)

L’ensemble de validité est donné par les contraintes u(z) > 0 et v(x) > 0.
Inu(z) < lnv(z) < u(z) < v(z).
Application : Resolvons dans R :

In(2z —4) <In(6 —x) (10.3)
In(2—xz)>-1 (10.4)
On trouve les solutions respectives Sy =2, [ et Sy =] — 00,2 — 1]

10.6.3 Equations de la forme a(lnz)? +blnz +c =0

On effectue un changement d’inconnue en posant u = In x. L’équation devient au? +bu+c = 0.
Exemple :
Résolvons dans R 'équation —(Inz)? — (Inzx) + 2 = 0.
E, =TR%. Posons u = Inz. L’équation devient —u* —u+2 =0 d’ouu = 1 ou u = —2. En revenant
au changement d’inconnue , Inz =1 =Ilne =>zr=cetlnzr = 2= -2x1= 2lne=¢2 =
r=e2 Dou S ={e;e?}
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10.6.4 Systéme écrit avec In

Exemple : {

Inz+2lny =3
—3lnxr+Iny =5

S={(e7he*)}

10.7 Limites de reférence pour la fonction In

1.

Face a une indétermination , on fait une transformation pour se ramener & I'une de ces limites.

Exemple :
1.

lim Inxz = 4+o00
r—-+400

limlnz = -

z—0

lImzlnz =0

z—0

) Inz
lim — =0
r——+oo I

Inz

lim =1
N A |

lim In(z+1)
z—0 x

=1

lim In(x+1)

T——400

. r+1
lim
xr——+00 ln xr

10.8 Etude et représentation graphique de la fonction In

Dln :]07 +OO[
Limites aux bornes :
lim, . o Inz = +o00 et lim, o+ Inx = —o0. La droite d’équation x = 0 est asymptote verticale.

Dérivée :

1

In est dérivable sur Dy,. (Inz)" = = > 0.

Tableau de variation

X.png
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10.9 Dérivées et primitives des fonctions écrites avec In.

lim, o Z"Tx = 0, La fonction In admet une branche infinie de direction asymptotique 1'axe (OT).

10.9 Dérivées et primitives des fonctions écrites avec In.

Fonction Dérivée Fonction Primitives
Inu(z) , u(z) >0 Z/((j)) 15((;)) In |u(z)|
In |u(x)| Z((j)) Z((;)) et u(x) >0 | Inu(x)
Fonctions DéEiQV €e | MFonctions | Primitives
1n1\5 — 21| = = (22 + 1)
Exemple 2n St sing —snz In(cos x)
—_— In (x4 3z +1) 243011 Z’%ﬂ 3|z + 5]
ln\% (15%1?)2 2:07_1 %ln|2x—1\

10.10 Etude et représentation graphique d’une fonction écrite avec In.

fR—R
Exemple v n (2 —2)
Df :] — 00, 2[
lim, .» = —o0 et lim,_,_,, = +00. La droite d’équation x = 2 est asymptote verticale.

fl(z) =572~ <0.

tableau de variation

x |- E
f(x) -
flx) | +oo \
—0
Courbe \
v x=|2
Ini2 - ] 2|

Equation de la tangente a C; au point d’abscisse 1.
y = ()@ — o) + flao) = 2 +1

Cours de terminale D

NzouekeuPatrice@Decembre2014



10.11 Fonction logarithme décimale 55

10.11 Fonction logarithme décimale

log :]0, +00[— R
x—logx = 11;1“1”0
utilise les propriétés du logarithme népérien.

C’est la fonction notée Le logarithme décimal ou logarithme de base 10

10.12 Fonction logarithme de base a € |0, 1[U]1, +o0]

log, :]0, +oo[— R

x> log, x = W2

C’est la fonction notée log x (lire logarithme de base a) et définie par :
na

log, :]0,+00[— R

— Inz
v logy v = 1

Exemple : La fonction logarithme de base 4
Calculer les limites suivantes :
1. lim, . joo(f — Ina)
limg— oo (725 )
lim, ()

lim, o+ (% — Inz)

T

hmxﬂ+oo ( 1—in x )

1flnx)

llmmﬂo( -

N v W

lim, 10 z(1 —Inx)
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CHAPITRE ONZE

FONCTION EXPONENTIELLE

11.1 Fonction exponentielle népérienne

11.1.1 Définition

La fonction exponentielle népérienne est la réciproque de la fonction logarithme népérienne.
In: R}, — R exp: R — R

On a :
r—Inx rr—expr =e”
Par la fonction exponentielle , les images sont données par la touche e* de la calculatrice.
Exemple x -3 | =210 0,5 2
== exp(x) | 0,04 | 0,13 | 1] 1,64 | 7,38

11.1.2 Propriétés

LyeRL , zeR,y=ec"z=Iny

2. Ine®* =z ainsi lne®> =5

3. e"? = g ainsi e?? =3

4. e"=1

5. e = eiz

6. e*tY =% x ¥ ainsi e!T"* = el x P = e x x = ex
7.V =% ainsi e T2 =7l x M2 =2

8. e = (e%)¥ ainsi €23 = (el3)2 =32 =9

9. ¢ >0

11.1.3 Equations et Inéquations écrites avec e”

Leur résolution utilise les propriétés de la fonction exponentielle népérienne et celle de la fonc-
tion logarithme népérienne.
Exemple 1
Resolvons dans R chacunes des équations et inéquations suivantes :

et =5 (11.1)
el =2 (11.2)
e te" —6=0 (11.3)
e —3e" +2<0 (11.4)

Solution 1

B =5=2me* =nf=>2+3=In5=2r=-3+1nb
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S ={-3+1Inb}
Exemple 2

) . 'l . . ) 3e* —¢Y
Résolvons dans R x R le systéme d’équations suivant : { 4" 4 3eY

Application :
Résoudre dans R

e* —5e" +4=0
e" —h < —4e™"
S1={0;In4} et Sy =]0;In4].

11.1.4 Représentation graphique.

=3
=1

S ={In2,In3}

La représentation graphique de la fonction In et celle de sa réciproque exp sont symétriques

par rapport a la droite d’équation y = .

T
ey

11.1.5 Limites de réference pour la fonction exp

1. lim,,_e*=0

2. lim, ., e* =+
3. lim, ,_2e® =0
4

im0 & = +00

. T __
o. llmxﬂo 671 =1

Application : Calculons

1. lim, oo (€” — @) = lim, oo [2(E — 1)] = +o0
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11.1.6 Dérivées et primitives liées a la fonction exponentielle.

Fonction

Dérivée

flz) ="

f'(z) = e

(@) = e

Fe) = )™

Déterminons f’(z) dans chacun des cas suivant :

['()

(x) =1+¢"

T
(1) = 22213

f/
ful= |7
f(x) = et =5 | f/(x) = (322 + 2z)e® +4° -5
Fonction Primitive
f(x)=¢€" F(z)=¢€"
f(z) = (2)e"™® | F(z) = 4@
f(,CL“) — eaatd F(a:) — éemﬁ'b
Fonctions Primitives
1 T _ T
Déterminons F'(z) dans chacun des cas suivant : ]}Eg — iei;fg Fg()x)_ineﬁxtf
f(l') = 272 F(I) — %GSI_Q

11.2 Fonction exponentielle de base a € |0, 1{U]1, +00]

C’est la fonction notée exp, et définie par :

exps : R — R%
Exemple v 3T _ prind
f(l') — egr:lna

f'(z) = (Ina)e*™ avec lna{

strictement croissante.
Pour 0 <a<1lona f'(x) <0, f est strictement décroissante.

Application :

Etude et représentation graphique des fonctions f(z)

)x — e:cln%

1

2

Posons f(z) = (
D;=R

f'(z)

(InDyer™z <0

Tableau de variation

positif pour a >0
negatif pour 0<a <1

exp, : R — R%

T — a® = ewlna

1

2

(

X —oo

fix)

flx)

)r = e et g(a)

Pour a > 0 on a f'(z) > 0, f est

(3)90 = e® In3
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=072 [}
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CHAPITRE DOUZE

CALCUL INTEGRAL

12.1 Intégrale d’une fonction continue

12.1.1 Définition

f est une fonction continue sur un intervalle /. a et b sont des éléments de [ tels que a < b. F
est une primitive de f sur I. Le nombre F(b) — F(a) que 'on note [F(x)]% (lire f(x) pris entre a

et b) ou f f(z)dz (lire somme de a & b de f(x)dx) est une intégrale.
Donc f f(z)dx = [F(x)]b = F(b) — F(a). = est la variable muette de 'intégrale , elle peut étre

remplacée par une autre lettre.
Exemple : Calculons f2 x4 3)dx = [F(x)]3 = [2° + 3z]3 = [(34> + 3(4)) — (52 + 3(2))] = 12

Application : Calculer les nombres suivants :

w3

/g sinxdx:[—cosa:é :—cosg—i—cosgz—2 5 5 (12.1)
‘1
/ —dr =[lnz]{ =Ine—Inl=1 (12.2)
Lz
Remarque :
Le calcul de
K = 12.3
/ o (123)
est impossible car la fonction f(z) = —=5 n’est pas continue sur [0, 5]

12.1.2 Intégrale et primitive

L’intégrale fax f(z)dz représente la primitive de f qui s’annule en a.

Exemple :
"1
/ —=[nz]f=lnr—Inl=Ihz (12.4)
L
v 1 1 1 1 1 1 1 1 10
G(z) = /2 (2—2+a)dr = [2x—§x3+§x2]§ = [2x—§x3+§x2—(2(2)—§(2)3—1—5(2)2)] = 23:—5:153—1—5:152—?
(12.5)

12.1.3 Intégrale et aire

12.1.3.1 Unité graphique d’aire

L’unité d’aire est l'aire du carré ayant pour cotés [OI] et [OJ]. Si l'unité sur les axes est le em
, I” unité d’aire est le em?. Si l'unité sur les axes est le m alors I’ unité d’aire est le m?2.
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12.1.3.2 Propriétés

f est une fonction continue et positive sur [a, b]. L’intégrale ff f(z)dz est aire de la partie du
plan limité par (Cy) , 'axe des abscisses et les droites d’équations x = a et z = b.

Exemple : f(z) =2+ 3
Calculons

2

. /O f(a)dz = /O (o4 8)dr = 12 + 303 = (2 +3(2) = 8 (12.6)

12.2 Propriétés de I'intégrale

1.

/baf(a:)dar S /abf(a:)da:
a) = —(Fl(a

car [} f(w)dz = F(b) - F( ) = F() =~ [ f(a)da

/a f(z)dz =0
car [ f(z)dz = F(a) — F(a) =0

/Cf(x)dx _ /abf(x)dx—i—/bcf(x)dx

RELATION DE CHASLES car

J) @)z + [} f(x)de = F(b) = F(a) + F(c) = F(b) = F(e) = F(a) = [

/ab(f(:c) + g(z))dr = /abf(x)da: + /abg(x)d:c

PROPRIETE DE LINEARITE
5, aeR,peR

/ab(ozf(:c) + Bg(z))dx = oz/abf(x)dx + ﬁ/abg(x)dx

6. Si f est continuesur [ ,a €l ,beletsif>0alors

/ab f(x)dx >0

7. 51 f et g sont continues sur [ ,a € I etbe letsif < galors

/abf(x)da: < /abg(m)dx

(12.7)

(12.8)

(12.9)

f(z)dz

(12.10)

(12.11)

(12.12)

(12.13)

8. Si f est continue sur I , a € I, b € [ et §'il existe deux réels m et M tels que m < f(x) < M

alors

m(b—a) < / f(@)dz < M(b—a)

b
WM<M¢/M@W<MWw>

(12.14)

(12.15)
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9. Si f est continuesur [ ,a€l ,bel,

1 b
u = b—a/a f(z)dx (12.16)

est la valeur moyenne de f entre a et b.
Soit la fonction f(z) = 2% + 3z — 1. Calculons la valeur moyenne de f entre 0 et 4.

o, 31
u=——/[ (x4 3z — 1)de = — (12.17)
40/,

12.3 Techniques de calcul

12.3.1 Utilisation des primitives.

Le calcul intégral peut utiliser les primitives.Dans ce cas on peut consulter le tableau des
primitives.
Exemple : Calculons

i 1
I= /4( —cosT + ——)dx = [Inx —sinz + tanz]z = —0, 37 (12.18)
z cos? x

SHE—
SNEFNEY

=]

12.3.2 Intégrale d’une fonction.

N
I = _— 12.1
| (12.19)
I= [ e = [[(x - 3) — L5lde = [La® + 3z —In|r — 2]} = L + In2

12.3.3 Intégrale d’une fonction trigonométrique

Elle peut utiliser le tableau de primitives , la linéarisation ou une simple transformation.
Exemple :

{ 51 2 511 11 - 3
I:/W cos? xdx :/;j (W)dw :/er (§—|—§COSQ£E)d$ = [§$+Z sin2x]% = %%—\%——g—l
(12.20)
6 intz .«
J = / sin® x cos vdr = [SHZ x]g (12.21)
0
T 2 T 2 T 2 2
K:/ cos” x sin :de:/ cos” x cos T sin xda::/ (1 — sin® z) cos x sin” xdx (12.22)
0 0 0
i 9 4 sin*z  sin’x =«
K:/ (sin”z cosx — sin” x cos x)dxr = | T T % I3 (12.23)
0
0 in’ 2 1 x
T = /4 sin? x cos® xdx = [SH; S gsin5x + ?sin7 x]g (12.24)
0

Si 'expression sin? x cos? x est telle que p ou ¢ est impair , le calcul de sa primitive peut éviter la
linéarisation.
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12.3.4 Intégrale d’une fonction paire , impaire , périodique.
1. Si f est paire,

/_(; f(z)dx = /Oa f(z)dz (12.25)

et
f(@)dz ::QL/" f(z)da (12.26)
—a 0
Exemple :
3 $3
/ 22z — [P, =18 (12.27)
_3 3
0 CL’3
/ vidr =[], =9 (12.28)
_3 3
3 £E3
/ vidr =[—p =9 (12.29)
0 3

3 3
/ x2dx:2/ v?dx (12.30)
-3 0

/0 flz)de = — /Oa f(z)dx (12.31)

2. Si f est impaire, alors

/a F@)dz =0 (12.32)

3. Si f est périodique de période T alors
a+T T
/ f(z)dx = / f(z)dz (12.33)
a 0

12.3.5 Intégration par parties.

f et g sont des fonctions dérivables sur I et ont pour dérivées respectives f' et ¢’. Si f’ et ¢

sont continues sur I et si ¢ et b sont les éléments de I alors on a :

b b
/f’(x)g(ﬂf)dl“:[f(fﬂ)g(l“)]ﬁ—/ f(@)g (z)dx (12.34)

Exemple : Calculons

us

I= /d xsin xdx (12.35)
0

Posons f(z) =z et ¢'(x) =sinz. f'(z) =1 et g(x) = —coszx

ol

I = /03 f(m)g/(x)dx = [f(2)g(2)]¢ — /03 f’(:l:)g(x)dx (12.36)

(12.37)

| %

ol

I= [—xcosx]§ —/ (1)(— cosx)dx = [—xcosm]og + [sinx]§ =
0
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12.3.6 Intégration par changement de variable affine pour calculer [ = fab(at + B)dt.

Onpeutposeru:at+ﬁ,du:adtédt:%.
Pourt=a,u=aa+Fetpourt=5b,u=ab+ 0

b ab+p du
I= / (at + p)dt = / u— (12.38)

a aa+0 «

Calculons .
I= / (3z 4+ 1)%dx (12.39)
0

1 1 1 1

I= / (3 + 1)%dz = / 5(39: +1)(3)dr = [5(3x +1)%5 =7 (12.40)
0 0

12.3.7 Calcul approché d’une intégrale [’ = fabf(x)dx

Quand aucune méthode d’intégration ne convient et que (Cy) est tracée alors l'intervalle [a, b]
est partagée en n intervalles de méme amplitude b_Ta Une valeur approchée de I est

= )+ ) + ) 4 + 0% ) (12.41)
1= O f o) + F@) + F(@2) + e+ F(n )] (12.42)
= - 4 if(a;i) (12.43)

12.4 Application du calcul intégral au calcul des aires.

12.4.1 Cas ou le domaine est limité par (Cf) , ’axe des abscisses et les droites
d’équations z = a et © = b.

/_\

Aire(A) = | f(z)dz (12.44)
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12.4.2 Cas ou [ est alternativement positive et négative entre a et b.

Aire(A) = /cf(x)dx—/ f(x)dx—i—/d f(z)dx
Exemple
f@) = —o+2
Aire (A)= fOQ(—:U +2)dz — f24(—:17 +2)dx =4 u.a

(12.45)

12.4.3 Cas ou le domaine est limité par la courbe de f , celle de g et les droites

d’équations xr = a et z = b.

cf

(12.46)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

13.1 Définition

Une équation differentielle est une équation dans laquelle 'inconnue est une fonction et qui
contient I'une des dérivées successives de la fonction.

Exemple
f+3f—=2f"=1 (13.1)
f—=5f =2 (13.2)
y—4y' +y" =0 (13.3)

13.2 Equation differentielle du type f'+af =0ouy +ay=0

On l'appelle équation differentielle linéaire a coefficient constant de premier ordre et sans se-
cond membre.
Exemple

f—2f=0 (13.4)
Af +12f =0 (13.5)

13.2.1 Résolution de I’équation differentielle du type f' ' +af =0

Les solutions sont les fonctions fi telles que fi(z) = ke™* car f(x) = —ake ™" et
fi(x) + afi(z) = —ake ™ + ake™** = 0.
Exemple

Equations Solutions

f"+2f=0 | fu(x) =ke ™
f=2f=0 | fula)=kez"
Af +12f =0 | fulz) = ke 3"

13.2.2 Solution de I’équation differentielle du type f'+af = 0 vérifiant les conditions
initiales.

Exemple
Trouvons la solution de ’équation diferentielle

f+3f=0 (13.6)
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qui verifie f(0) = 2.
Solution générale.

fk($) = ke 3"
f(0) =2 = ke =2 = k = 2. La solution cherchée est fo(r) = 2757,

13.3 Equation differentielle du type f"+af +0f =0o0u ¢y’ +ay +by =0

On l'appelle équation differentielle linéaire de second ordre & coefficient constant sans second
membre.
Exemple

=2 +3f=0 (13.7)
Af' —f=0 (13.8)

13.3.1 Equation caractéristique de I’équation differentielle f” + af' +bf = 0.
C’est Iécriture r2 +ar +b = 0.

Exemple
f"+f=2f=0 (13.9)

Son équation caractéristique est 72 +r —2 =0

Application

f"4+2f —6f=0] 1 =2r—6=0 r=2or=-3

f"=4f=0 2 —4=0 r=-2;7r=2

f"=2f +f=0]r*=2r+1=0 r=1

fT—f —2f=0 1] ”®—r—2=0 r=2;r=-—1

f'=f+5f=0| r2—r+5=0 r = =i/l

13.3.2 Résolution de I’équation differentielle f” + af’ +bf = 0.

Il y’a trois cas :

1. Si équation caractéristique r? + ar + b = 0 a deux solutions 7, et ry alors on a
f(z) = Ae™® + Be™* (AeR,BeR) (13.10)
2. Si I'équation caractéristique > + ar + b = 0 a une seule solution r alors on a :
f(z) = (Az + B)e™ (13.11)

3. Si I’équation caractéristique 72 + ar +b = 0 a deux solutions complexes a + i3 et a — i3 alors

f(z) = (Acos Bz + Bsinfx)e®™ (A€R,BeR) (13.12)
Exemple :
"= =2f=0 ?—r—2=0 r=—-1,r=2 f(x) = Ae™® + Be*®
f"=4f +4f=0 | P —4r+4=0 r=2 f(z) = (Az + B)e™
f"+9f=0 ”?+9=0 ry=—3i,ry =31 f(z) = Acos3z + Bsin3x
=T +10f =02 =Tr+10=0 rmn=2,17=>5 f(x) = Ae* + Be™®
f"=6f +9f=0| P —6r+9=0 r=3 f(x) = (Az + B)e™®
f"+16f =0 2 +16=0 ri=—41,1ry = 4i f(x) = Acosdx + Bsin4dx
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13.3.3 Solution vérifiant une condition initiale

Trouvons la solution de I’équation
"+ —2f=0 (13.13)

qui vérifie f(0) =1 et f/(0) = —1.

Solution

4+r—2=0 r=-2,r=1dou f(zr) = Ae %" + Be".
f'(z) = —2Ae %" + Be®

fO)=1=A+B=1

. : A+B=1
/ _ . - _ [P \ )4 .
f(0)=-1= -24A+B 1 d’ou le systéme d’équations suivant { oA+ B——1 et on
déduit que A = % et B = %
2 1
fz) = 56_233 + gem (13.14)
Application
Trouvons la solution de I’équation
"+ f—=12f=0 (13.15)
qui vérifie f(0) =2 et f'(0) = 3.
11 —4z 17 3x
fz) = Ta¢ + 146
Trouvons la solution de I’équation
f"+25f=0 (13.16)

qui vérifie f(7) = —1 et f'(7) = 2.

2
f(z) = cosbx — R sin 5z
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STATISTIQUES

14.1 Série statistique double.

C’est une série statistique a deux caracteres.
Exemple
On a relevé les notes en mathématiques et en francais pour 8 éléves d’une classe de terminale D.
Les résultats sont les suivants :

14.1.1 Organisation des données.

14.1.1.1 Tableau linéaire des résultats.

Eleves A|/B|C|D|FE|F|G|H
Notes z; enmaths | 4 |11 11| 6 | 3 |10| 8 | 5
Notes y; en francais | 5 | 8 | 8 [ 12|10 | 7 | 2 | 13

14.1.1.2 Tableau a double entrée des résultats.

Posons E, = {3,4,5,6,8,10,11} et E, = {2,5,7,8,10,12,13}.

E Ey 215 |7[8|10]| 12| 13 | Total
3 0/0]0j0O]1]0]O0 1
4 0{1({0[0} 0] 0]O0 1
) 0j0(0J0OL 001 1
6 0/{0(0f0O} 0} 1]0 1
8 110(0]/0] 010710 1
10 0/{0(1({0} 0} O0]O0 1
11 0(0(0(2,01]0]O0 2
Total |11 1|21 |11 8

14.1.2 Séries statistiques marginales associées a une série statistique double.

& Série statistique de caractére X.
Modalités x; | 3 |4 |56 | 8|10 | 11
Effectif n; 1{1(1]1/1| 1] 2

& Série statistique de caractére Y.
Modalités y; | 2 |5 |7 |8 |10 | 12| 13
Effectifn; |1 (1121 ] 1|1
En abrégé , la série statistique de caractére X se note (z;,n;) et la série statistique de caractere

Y se note (y;,n;). La série statistique double se note (x;, y;, n;).
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Pour la série (2, n;) la moyenne est 7 = 2EHBWHADBULHOMIEDTION) _ 7 95

(1)+5(1)+7(1)+8(2§+10(1)+12(1)+13(1) — 8195,

Pour la série (y;,n;) la moyenne est § = 2 3

14.1.3 Nuages de points associés a une série statistique double (z;,y;, n;).

C’est I'ensemble des points de coordonnées (x;,y;). Pour notre exemple on a :
x; |41 |11 6 | 3 [10|8] 5
v || 8 [ 8 12|10 7 [2]|13
¥y nuage des points

¥y =-0.31119 x + 10,381

¥
}
I
'
|
'
|
'
|
'
'
'
'
|
|
|
1
1
|
'
|
n
|
|
|
|
4
|
'
'
'
1
1
|
1
|
|
'
|
|
|
|n-—-.______’

14.1.4 Point moyen d’un nuage

C’est le point G(7,7y). Pour notre exemple c’est le point G(7,25 ; 8,125).

14.2 Ajustement du nuage des points.

Ajuster un point consiste & déterminer la ligne simple formée par les points du nuage. Quand
la ligne simple est une droite , on dit que l'ajustement est linéaire. L’ajustement linéaire utilise
deux méthodes :

1. La méthode des moindres carrés.
2. La méthode de MAYER.

14.2.1 Ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés

Elle utilise deux droites : La droite de regression de y en x et la droite de regression de x en y.
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14.2.1.1 Droite de regression de y en z.

Elle a pour équation y = ax + b. Elle passe par le point moyen G. Le réel

~ Cov(z;y)

14.1
Vo) (14.1)
ou V(z) est la variance associée a x.
2
Viz) = Z% — 7 (14.2)
ot N est effectif total pour le caractére x et Cov(z;y) est la covariance de la série double.
1 = —
Cov(z;y) = + > (zi—T)(yi — ) (14.3)
1
Cov(z;y) = N Z T — T.Y (14.4)
x| 411 |11 |6 3|10 8|5 | T

Pour notre exemple \— 500735 9 700 [ 64 | 25 | 492
1

. x; [ 411116 [ 3 ]10[ 8 [5
Vi) =205 g2 =192 (7952893 y, |5 |8 |8 [12[10] 7 | 2|13
ziy; | 20 [ 8888|7230 70 | 16 | 65 | 449
Cov(z;y) =~ > wy; — .y = 22 — (7,25)(8,12) = —2,74

=N

0= SR 2 _ 3

y=—0,3z+0b

y=-0,3cT+b=>b=7+0,3T = 8,12+ 0,3(7,25) = 10,3
y=—0,3z+10,3

14.2.1.2 Droite de regression de = en y.
Elle a pour équation =’ = a’y + . Elle passe par le point moyen G(7,y). On a
. Covlaiy)

T (14.5)
Covlisy) = %Z (@ =)~ ) (14.6)
Cov(z;y) szyz . (14.7)
et
V(y) = Z% -7 (14.8)

Pour notre exemple , écrivons 1’équation de la droite de regression de = en y.
x;, | 4 |11 ]11] 6 3 |10 8| 5 T
v |5 | 881210 | 7]2]|13 | X

xy; | 20 | 88 [ 88| 72 | 30 |70 | 16 | 65 | 449
y? | 25[64 64144100 49| 4 | 169 | 619

Cov(z;y) = & > wy — Ty = 252 — (7,25)(8,12) = —2,74

V(y) = Zme g2 — 619 _ (g 12) — 11,44

Cov(z =274 __
a’ V(y)y) 11,44 T _0 23
T=dy+b=0=T—dy="7,25—-(-0,23)(8,12) = 9,68
r=—0,23y 4+ 9,11
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14.2.1.3 Correlation linéaire entre deux variables statistiques = et y.

Deux variables statistiques = et y sont en correlation linéaire quand la courbe de regression

de y en x et la courbe de regression de x en y sont des droites. Le réel r = cm(}(f’y() ) s’appelle
v(z).v(y

coefficient de correlation linéaire.
r? = aa’ avec q = <Y of of = V@)
v(z) v(y)
Exemple
Pour notre exemple r* = aa’ = (-0, 3)(—0,23) = 0, 069.
2 = 0,07=r = ++/0,07 = +0, 26.

Exemple
1. r porte le signe de cov(x,y)
2. Pour 72 = 1 , les deux droites sont confondues ; I'ajustement est parfait.

3. Pour |r| proche de 1 , on dit qu'il y’a forte correlation. Les deux droites sont proches 'une
de I'autre.

14.2.2 Ajustement linéaire par la méthode de MAYER.

Il est utilisé pour un nuage constitué de deux parties E; et Ey d’égal effectif. G; étant le point
moyen de E; et Gy celui de Es. La droite (G1G3) est la droite d’ajustement appellée droite de
Mayer.
Application

x| 21416 8110 | 12
y; | 10 112 |8 6] 2|4

Gy ! 107 G 2 3
0+12+8 2 2+4+6
Yo, = —3 = 10 g =

yGQ - 3

G1(4;10) ; Go(10;4) et la droite qui passe par ces deux points est y = —z + 14.

o = 2EAE648+10412 _ 7

y o 10+12+§+6+2+4 —7 G(?, 7) etona’7= —7+ 14=7douG
¢ =776 =

Ecrivons I’équation de la droite de regression :

Point moyen du nuage G

appartient a la droite.
Exercice.

x| 2416 8 |10 12
y|5H 21411012 | 8

Une série statistique double est définie par le tableau suivant :

1. Construire le nuage de points associé a la série.

2. Déterminer les moyennes T et 3 associées respectivement a x et a y.
3. Déterminer le point moyen du nuage.
4

. Ecrire I'équation de la droite de regression de y en x et celle de la droite de regression de x
en y , puis tracer ces droites.

5. Calculer le coefficient de correlation linéaire entre = et y et interpreter le résultat.

Solution.

_ 2044648410412 _ 7

= 2408 HI0H2

_ 5+2+4+610+12+8 — 6,83

2. G(7;6,83)
3. y=ax+b; cov(x,y) = 8,52

<oy
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Ty =07285T x+ 17333 °

4 1 4 1 A A 1 A 1 1 A 4 1
{ 4 { { { { 4 4 { 4 { { 4 { { {
-1 1) 1 2 3 4 5 4] 7 8 =] 10 11 1z 13
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CHAPITRE QUINZE

PROBABILITE

15.1 Quelques rappels sur le dénombrement.

15.1.1 Arrangement

Le nombre d’arrangement a p éléments (p € N) dans un ensemble a n éléments est A2.On a :

Al =nn—1)(n—2)....(n—p+1) (15.1)

n

A3, =12 x 11 x 10 = 1320

Exemple :

Combien de nombres de trois chiffres distincts peut-on écrire avec les chiffres 4 , 6 , 7,8 , 9.
n=A3=5x4x3=060.

15.1.2 Permutation.

Une permutation d’'un ensemble a n éléments est un arrangement des n éléments. Le nombre
de permutation des n éléments est n!.
Exemple :
Le nombre de maniére de placer six personnes dans un rang est n =6! =6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1.

15.1.3 Combinaison

Une combinaison a p éléments dans un ensemble a n éléments est une partie a p éléments. Le
nombre de combinaison & p éléments est

n!

Ch = - (15.2)
pl(n —p)!
Exemple :
Le nombre de maniére de constituer un bureau de 3 personnes dans une classe de 60 éléves est
no— (3 — 601 _ 60x59x58x571 _ 60x59x58
T 60 T o3Is7! T 3x2x1x57! T 3x2x1

15.2 Vocabulaire des probabilités

15.2.1 Epreuve

Une épreuve est une expérience pour laquelle on connait tous les résultats possibles mais dont-
on ignore le résultat a obtenir.
Exemple :
Lancer un dé dont les faces sont numerotées de 1 a 6 et s’intérésser au chiffre lu a la face supérieure.
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15.2.2 Univers

C’est I'ensemble des résultats d’une épreuve.On le note . Dans notre exemple i = {1,2,3,4,5,6}.
L’univers est encore appellé ensemble d’éventualité.
15.2.3 Evénement

C’est un sous ensemble quelconque de I'univers. Pour notre exemple , A = {2,4,6}; B = {1,2};
C ={4,6}.
15.2.4 Evénement élémentaire.

C’est un événement constitué d’un seul élément. On ’appelle encore un singleton. Pour notre
exemple les é vénements élémentaires sont {1}; {2}; {3}; {4}; {5}; {6}.
15.2.5 Evénement réalisé.

C’est un événement qui contient le résultat obtenu. Pour notre exemple , si a la fin le résultat
est 3 alors {2,3,4}; {3}; {3,6}; {3,5,1} sont des événements réalisés.
15.2.6 Evénement impossible.

C’est un événement jamais réalisé. La partie vide (0)) est un événement qui n’est jamais réalisé.

15.2.7 Evénement certain.

C’est un événement toujours réalisé. L’univers U est un événement certain.

15.2.8 Evénement contraire de A.

On le note A (lire non A).On I'appelle ainsi le complémentaire de A dans I'univers .
A={3;6} A={1;2;4;5}
15.2.9 Evénement AN B. (A et B)

C’est un événement qui est réalisé quand A et B sont tous les deux réalisés. Pour notre exemple
, "obtenir un nombre pair” A = {2,4,6} . "Obtenir un multiple de 3" B = {3,6} ”"Obtenir un
nombre pair multiple de 3" AN B = 6.

15.2.10 Evénement (AU B). (A ou B)

C’est un événement qui est réalisé quand A et B sont tous les deux réalisés. Pour notre exemple
, "obtenir un nombre pair” A = {2,4, 6}.”obtenir un multiple de 3" B = {3, 6}.”obtenir un nombre
pair multiple de 37 AN B = {6}.

15.2.11 Evénement (AU B). (A ou B)

AU B est lié a la phrase "obtenir un nombre pair ou multiple de 3". AU B = {2,3,4,6}.
L’événement (A U B) est réalisé quand un au moins des événements A et B est réalisé.
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