FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
EXERCICES CORRIGES

Exercice ni.
. , , 1 1 1.1
1) Exprimer en fonction de In 2 les nombres suivams=In8 B= InE3 C =§In16 D =Eln71r
2) Exprimez en fonction de In 2 et In 3 les réelvanis :a=In24 b=In144 c= Ing
3) Ecrire les nombres A et B a l'aide d'un seul litgare : A=2In3+ In2+ In% B =%In9— 2In3
Exercice n2.
Compléter le tableau suivant, a partir de certauadsurs (arrondies a 0,1) prés de la fonctionritiyme népérien
a 2 3 4 6 9 8 27 72 216 In(%) In(%G)
In(a) |0,7 1,1
Exercice n3. Comparez les réejsety : x=3In2 et y=2In3 Xx=In5-In2 et y=In12-1In5

Exercice nd. Simplifier au maximum a = In(ez) b= In(e3) c= In(ij d= In(\/é) e= In(e\/_e)

Exercice nS.
Le son se manifeste par des variations de preskddfair. L'unité de mesure de la pression de lgst le Pascal. La

pression de I'air s'exerce sur le tympan de I'deeflumaine. Pour une pression supérieure ou éga@xa0° Pascals
s'exercant sur son tympan, l'oreille humaine pdrgan son dont le niveau se mesure en décibels. @B n

p, = 20x 10°. Pour une pression gePascals s’exercant sur le tympan, ayee [, . le niveau sonore pergu est égale a

20
f(p)= |n(10)|n (50000p)

1) Quel est le niveau sonore percu pour une presleidhPascals? 0,2 Pascals? 0,02 Pascals? Cdlg)er

2) A partir d’'un niveau sonore de 120 décibels, osseat une douleur. Déterminer la presgiocorrespondant a ce
niveau sonore.

3) Montrer que pour tout réet= p, : f(10x) = 20 +f(x). On en déduit "le niveau sonore augmente de 20 discduand
la pression s’exercant sur le tympan est multipfiéel0".
4) Exprimer, pour tout réek= p,, f(100x) en fonction dé(x) et énoncer la propriété du niveau sonore corredgate.

Exercice n6. Précisez I'ensemble de définition puis résoudsr@dpiations suivantes :

1) In(2+ 5x) = In(x+ 6) 2) In(x-1)+In(x-3)=In3 3) Inx=2 4)w=
5) (Inx)? +In x-6=0 6) IN(2x—5)=1 7 |n(2"__1}=o 8) In[ 2Xx_—1JD:O
9) In(x-1) =In(2x-1) 10) In(|x—]j)=|n(2x—]) 11) In(|x—]j)=|n(|2x—]l)
Exercice n7.
1) Développer I'expression A( x) = (x—1)( x+1)( x- 2)
2) Résoudre les équations suivantés) :In (x3 + 2) = In(2x2 + x) . (b) In (|x|3 + 2) = In(2x2 +| >1)
(c) In(x3 - x?-3x+ 3) = In( X — 2 x+ :I) . (d) In(x3 - x?-3x+ 3) =2In(1- ¥).
Exercice n8.

_3 _ _
Résoudre le systéme d'équations suivant{ 1) 2 ) {5Inx+ 2lny= 26 {In xy=4

2Inx=-3lny=-1 (Inx)(Iny)=-12

InXx+Iny=0
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Exercice n9. Précisez I'ensemble de définition puis résoudréniéguations suivantes :

1) In(2+5x)< In(x+ 6) 2) In(x-1)+In(x-3)<In3 3) Inx=2 4) 2(1+X|“X) >0
5) (Inx)* +Inx-6<0 6) In(2x-5)=>1 7) (1,2)" = 4,nON 8) (0,8)" < 0,1,nON

Exercice n10. Un capital de 5000 euros est placé a intéréts oeégpau taux annuel de 6%.
Déterminer le nombre d’années partir duquel le capital acquis sera supérich®GD0 euros

Exercice nil. Etudier le signe des expressions suivantes :
A(X) =In X(In x+1) B(X) =2xIn(1- x) C(X)=-XIn(x+1)

Exercice n12. Déterminer I'ensemble de définition des fonctisoszantes :

4_X2J 3) f:x—>ln(4—x2)—lnx 4) f:x—>ln(x2—4)—ln(—x)

1) f(X)=In(x® +3x-4) 2) f:xaln(

Exercice n13. Déterminer les limites suivantes :
1 lim (xX+Inx)  2) lm(L-x)inx  3) lim (In2-3Inx) ~ 4) m(x=4+Inx)  5) limInx’

X — +00 X — +0o X — —00

6) Iirr(m)ln—x 7) lim x=In x 8) lim xIn (1+£j (PoserX :E) 9) IimM (PoserX =2x)
X X X X

X X = +00 X = +00 X-0

Exercice ni4.
Déterminer les ensembles de définition et de dBilité puis calculer les dérivées des fonctiondessous

1) f(x)=—§+1+2lnx 2) f(x)=2|:]n3X 3) (X =In(4-x)+In

4) f(xX)=xIn x=x 5) f(x)=xInx 6) f(x)=In(2x-5)

7) () =In(-3x+1) 8) f(x)=In(x + x+1) 9) f(x)= |n(z;ﬂ

10) f(x)=In(In x) 11) f(x) = xIn(2x-3) 12) f(x) =2x(1-InXx)

13) f(x)=|n7x 14) f(x) = X_X'Z”X 15) f(x)=(Inx)’ - 2In x-4
16) f(x)=In 17) f(x) =(In x)° 18) f(x)=In1- %

Exercice ni5. On considére la fonctiondéfinie par f (x) =In(ax+ b, etC sa courbe représentative.

1) Déterminer les nombresetb tels quef (2)=0 et f'(3) =§r

Quel est alors I'ensemble de définitionfdeQuel est le sens de variationfde
2) Déterminer les nombresetb tels que la courb€ passe par le point A(2 ;0) et la tangente en Aaitr coefficient
directeur 2.

Exercice ni6.

Partie |

On considére la fonction numériqgeléfinie sur]0;+oo[ par g(x) =¥ -2Inx
1) Etudier le sens de variation de

2) En déduire le signe dgx) sur |0;+oo]

Partie Il

X 1+In
= +

On considére la fonction numérigfidéfinie sur]0;+oo[ par f (x) X on appelle (C) la courbe représentative
X

def dans un repére orthonorrdaﬂ);if T) (unité graphique : 2 cm)
1) Déterminer la limite déen 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

2) Déterminer la limite dd en +oo . Montrer que la droite(A) d’équation y:)z( est asymptote a la courbe (C).

Déterminer la position de (C) par rappm(mé) sur]0;+oo[. Montrer que(A) coupe (C) en un point A que I'on précisera
3) Etudier le sens de variation fldresser le tableau de variationfde
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4) Montrer qu'’il existe un unique point B de la coa(€) ou la tangente (T) est parallél(a&‘s). Préciser les coordonnées
du point B

5) Montrer que I'équatiof(x)=0 a une unique solutioa . Exprimerln(a) en fonction dea . Montrer que le coefficient
directeur de la tangente a (C) au point d’abscissest supérieur a 1. On admettra que 0¢8%9,35

6) Représenter succinctement la courbe (C) et létedr(@) et (T).

Exercice n17.
Partie |

La fonctionf est définie suﬂ0;+oo[ par f (x)= x—2+% In x

1) Etudier le sens de variations fdeCalculer le slimites dieaux bords de I'ensemble de définition et dress¢atbleau de
variations dd.
2) Montrer que I'équationf (x) =0 admet une unigue solutidrdans I’intervalle]0;+oo[ . Déterminer I'entien tel que
| O]n;n+1
3) Déterminer le signe dé (x)
Partie Il
0 six=0

La fonctiong est définie sufO;+oo| par:g(x)=< 7 1 )

i [ 9(X ——x2+x—Zx2Inx si x>0
1) Montrer que la fonctiog est continue en 0. Déterminer la limiteglen +o

2) Montrer que pour toux >0, g'(x) = xf (lj
X

5 - Dresser le tableau de variationgle

—+
3) Montrer que On calculg U—') _1+4

4) Donner les équations des tangentes a la colirbeeprésentative dg aux points d'abscisses 1 (i}t. Calculer
lim g'(x) etinterpréter graphiquement cette limite.
X -

5) Représenter succinctemdntet ses tangentes dans un repére orthoné@rﬁé; I)

Exercice n18. Déterminez une primitive de la fonctibproposée sur l'intervalledonné :

2
1) £(X)= % ~5x+2 sur 1=]0;-+cd| 2) £ (0 =X qur 12]0; 4+
X X
7 5 1 3 4
3) f(X)=—+—=+— I=|0;+ 4) f(x)= I=|—=;+
)()X&xz J0i o )T =g s }3 oo[
5) f(x)=i sur I=]—1;+00[ 6) f(x)=i sur I=]—oo;—]{ 7) f(x)= 2X sur]2;+00[
x+1 x+1 X’ -4
8) f(x) = sur [ 2;-+co| 9 f()=—"1  qurr 10) f () =—— sur]-Lq
3x-5 X2+ 2X+ 2 x* -1
Exercice ni9.
2 gy
On considére la fonction définie sur[ldr,+oo[ par f(X) =2X—3;(4
X_

1) Trouver trois réela,b, etc tels que f (x) = ax+ b+

2) En déduire une primitive desur[4;+00[
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Exercice n20. Déterminez une primitive de la fonctibproposée sur l'intervalledonné :

s)>(< sur |=}0;’—27{ 2) f(x)=— surl [1 +00[

1) f(x) = ‘;"n

3) f(x)= ! sur]1;+00[ 4) f(x) =tanx surT—T;n}
XIn x 2
Exercice n21. Calculez les intégrales
-3 0 2 2
3 4 X"+ X—2
2 —dx 3 dx 4) | ————dx

)Ix+1 )I X+2 )_Ll—Sx )J; x?

1 0 _
5) j(1+—1 ——jdx 6) j—lnxdx 7) j—ln(l X)dx

4 2-x x+2 4 x-1
Exercice n22.

. e _ X2 +3x-1
Soitf la fonction définie sufL;+[ par f (x) =

X_

1) Montrez que pour toutde ]1; +oo[ , f(X)= X+4+i1
X_

2) Calculezj#d

Exercice n23.
6x° +13x+ 4

Soitf la fonction définie sur _Z; +oo| par f(X) =
3 3x+2

1) Trouver trois nombres réedsb etc tels que pour tout de }%ﬁo{ , T(X) =ax+ b- 3 c-:|- >
X
£ 6X% +13x+
2) Calculezjwdx
3x+2

0

Exercice n24. Soitg la fonction définie suj0;+eo[ par g(x) = xIn x— x
1) Déterminez la dérivég deg

e
2) Calculez j In xdx

e
Exercice n25. Calculez l'intégralé en utilisant la formule d'intégration par partiés= jxln xdx

Exercice n26.
1

t(t"+1)

On considére l'applicatiorf, définie pour tout de R™ par f_ (t) = , oun est un entier strictement positif.

1 at”1+b c
(t“+1) TR

1) Déterminer les réeks b etc tels que pour tout réektrictement positif :f (t)

2 2n+1
2) Montrer que :j f. (t) =In| r 11
1

n-1
3) A l'aide d'une intégration par parties, calcul§|¢

()

Page 4/29



Exercice n27.
On considere la suit@u, ) de réels strictement positifs, définie par,:= 2, et pour toun N, In(u,,,) =1+In(u,).
1) Exprimeru,,, en fonction deu, et préciser la nature de la su(te,) .

n+l

2) Déterminer la monotonie de la suffe, ) , et préciser sa limite.

n
3) Exprimer la sommé>_ u, en fonction den.
k=0

n
4) Exprimer la sommeiln(uk) en fonction den. En déduire le calcul de, x u, x...x U, en fonction den.
k=1

Exercice n28.

. . e . In x , . R
Soit la fonctiorf définie surR™ par f (X) =—— et O sa courbe représentative dans un repére orthohorma
p p p
X

1) Donner la dérivée de
2) Donner le sens de variation fle
3) Donner une équation de la tangentd alCpoint d'abscisse 1.

4) Donner une primitive de f sR™" .

X

5) Quel est le sens de variation de la fonction Gnagsur R™ par G(X) =j f(t)dt

1
Exercice n29.

2
Soitf la fonction définie sur I’intervall{30;+oo[ par f(x) =X7(In x—%} six>0 et f(0)=0

F()

. . - X .
1) Déterminer la limite de—= lorsquex tend vers Of est-elle dérivable en 0 ?
X

2) Etudier le sens de variations fdet étudier la limite déen +oo

3) Démontrer I'existence et I'unicité de la solutida I'équationf (x) =0 dans[e; +oo[

4) SoitT la tangente & la courbe représentatedef au point d’abscisse 1. Déterminer I'équatioriTde
5) Tracer la courbe représentati®edef et la droiteT dans un repére orthonorrr(&D;T; ])

6) Soit A10]0;e] . On opsel (1) = ff (x)dx

a) Calculer! (1) pour A0]0;€]
b) Calculer la limite del (1) lorsqueA tend vers 0

¢) En déduire l'aire de la partie d plan limité parcourbe C), 'axe des abscisses et les droites d'équatiesgectives
(x=0) et(x=¢)

Exercice n30.

Soit la fonctiorf définie par f (x) = xIn (| ¥)

1) Donner le domaine de définitidh de la fonctiorf ; déterminer une parité éventuelle ; et étudislirétes aux bornes
du domaine de définition. Calculer pour tawteD la dérivée dé (si elle existe !)

2) On étudie, pour cette question, le cas0. Montrer qu'’il existe un uniqud tel que f (/1) =0 ; montrer que I'on a;
0,3<4 < 0,4 (on pourra utiliser le fait que le réetel quelne=1 vérifie 2,5<e< 3

3) En déduire le tableau de variationsf dsurD)

4) Déterminer une primitive dg définie parg(x) =In(x) (on précisera le domaine sur lequel on travaille
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

CORRECTION
Exercice n°1
1) A=In8=1In(2)=[3In7 B:Inl—lﬁzln(—;j:—ln(z“):
1 1 1 1, 1_ 1 1 1
c=§|n16:§|n(2“)=—2x 4in()=[2In2 D=Elnz=——2In4=——2In(22)=——2x2In(2)= ~In(2

2) a=In24=1In(3x §=In3+ Ir( 2)
b=In144=In(12)= 2i(13= 21f 3 = p In8 1h J|= [2 n8 2(n)d=_2In3

czlngzlnS—In9= In(?)— In(§)

3) A=2In3+In2+ In> = In(F) + In( 2x—1j= % In(=[Ind
2 2) =

B=%In9—2ln3= n(V9)- 2n% N3 23~ e @J

Exercice n°2
A partir deIn(2)= 0,7 etIn(3)=1,1a4 10" prés, on calcule :

In(4)=1In(2") = 2In(2)= 2 0,%= 1,- In(6)=In(2x3 = In(2}+ N3 0,7+ L% 1,
In(9)=In(F)=2In@)= 2 1.& 2. In(8)=In(2)=3In(2)= 3« 0,7 2,

In(27)=In(2) = 3IN@BK * 1LE 3 IN(72)=In(9x § = In%+ In8& 2,2 2,& 4,
In(216) = In(3x 79 = In3+ In7= 1% 4,8 5,

In(%)z—ln6=—1,8 In(%G)z—In16=—(In2“)=—4In(2)=—4>< 0,%- 2,
D’ou le tableau

a 2 3 4 [6 [9 [8 [27 [ 72 ] 216 In( %) In( %6)
In(@ [0,7 11 14 [ 18] 22| 21| 33| 43| 54 -18 2,8

Exercice n°3
On transforme les écritures<:=3In2= In( 23) =In8ety=2In3= In(32) =In9

Puisque la fonction In est strictement croissautei@;+oo[ ,onauran8<1In9 c’est-a-dire

On transforme les écriturex:=In5-1n2= In(gj et y=In12-1In5= In(l—szj

. . . . ) . 12 5 12 5/ ., .. .
Puisque la fonction In est strictement cr0|ssante]@,+oo[ , et pwsqueg <—2, on auraln 5 <In > ) c’est-a-dire

Exercice n°4

a=In(¢’)=2In(g=2x1= 2 b=In(&)=3In(g=3x1=3
= 1 == = - ==-92%1=- = = ) :l :_1x :_1
c-In(gj— In(&) =—2In( = -2x 1= -2 d |n(JE) In(e?J Sin(9=2x1=—

e=In(e/d=In( e+|n(f¢=1+%=g
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Exercice n°5
1) On calcule

i ) 20 _ B 1,
@)= )|n(5oooo< 3=—" lf( p:—m(m) b 9= In(10 (10) 5(n 30
B o 20 ): ¢
f0,2= -0 )In(50000< 0? o) If 100 o (10) [ 19= In(lO) 4
20

et 1(0,02)= 1 o In (50000 0, o)z_To) 6 1096 (10) (n ))_ = (10) 3in Y& I Enfin,

_ 20 _ 20 _ _ 20 5 20
f(po)——ln(lo)ln(SOOOOpo) o) In( 50006 28 10) - n10) (n*e o’ (1= ]
2) Onrésout :

20 120x In(10
f(p)2120~ — (10) In(5000Qp)= 120- If SOOOQZT

= In(50000p) = 6I( 19 ~ Iif 50000)=> In £
Par stricte croissance de la fonction Iogarlthme]ﬁu+oo[, on déduitln(SOOOQJ)Z Ir( 16) = 50000p0= 16 donc

p _%O 20|. La pression correspondant au niveau sonore deld@bels est donc de 20 Pascals

3) Pour tout réelk= p, , on calcule

20 20 20
f (10x) =mln(50000< 1&)=— I 5oooox):m)[ (h 50009+ In]
_ 20

_In(10)|n(50000( In(L0 )ln( 10/=f &) 20

le niveau sonore augmente de 20 décibels quangdsaipn s’exercant sur le tympan est multipliéelgar
4) Pour tout réelk = p, , on calcule

20 20
=|n(10) |n(soooo< 108)=—"— |(1 500 00()=—)[ (n 50080+  In1k

20
“In (10)'n(50000() In(10) (10) (1 ()_ In (10) i 50008) + In (10) b 5

_ 20 20 Ty 4
I(10)|n(50000<) (10) 2i( 10=f & 4p

le niveau sonore augmente de 40 décibels quanadaipn s’exercant sur le tympan est multipliéelfsr

Exercice n°6
1) L’équation est définie si et seulement

2 2,
2+5x>0 X>—= X0 |=—=;+0 2 2
+
X X> -6 xD]—6;+oo[

Pour toutxD}—é&o{, In(2+5x)= In(x+ 6) = 2+ 5x= x+ 6= 4x= ¢~ x=1. Comme ﬂ}—é +oo[ s={}

2) L’équation est définie si et seulement

{x—1>0 _ {x>1 _ {XD]1;+°°[
x—-3>0 x>3 xD]3;+oo[

Pour toutx]3;+od[ ,

In(x=1)+In(x=3)=In(3 = In((x-J(x-3)= I3 (car nay Inp¥ In@x b)
o (x-1)(x-3)=3= ¥ -4x= 0= X x- 4= 0= x Ooux 4.

Mais 00] 3i+eo[ donc S={4}

< XOL#oo] 0 ]3+oo] =] 3voo]
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3) L'équation est définie si et seulemexit]]0;+oo|

INX=2 = Inx=2x1= InX= 2% Ine= Inx=|n( é)a x €. S{ 2}3

4) L'équation est définie si et seulemexttl]0; +oo]

2(1+ Inx . . ,
21+ Inx) =0 < 1+Inx=0 car une fraction est nulle ssnshnumérateur l'e:
X
4 1 1
elnx=-1e x=¢€'==, Sz{—}
e e

5) En posantX =In x, I'équation devient équivalente a I'équation dacsel degréX? + X -6=0, que I'on sait
résoudre :X =2 ou X =-3 Enrevenant a la variabkon a: X =2 = Inx=2 = x= € et

X =-3 = Inx=-3 = x= e®. Finalement S:{ g; é3}

6) L’équation est définie si et seulemeét-5>0 < XDE ;+oo{

IN(2x-5)=1= In(2x- 5)= I¢) = 2x- 5 e x:i;.(:ommei;DE;m{, s={25}

7) L’équation|In ( 2X _11J =0 n’est définie que si et seulement—zéi >0.
X= X=

1 l

X—1 : - F T
On dresse un tableau de signes de I’expresg«a«m—1 : > w1 _ — lJ, —+

X_
L’équation |n(2X_11j =0 n’est donc définie que si et seulement si dx-1 — ¢+ 4+

X_
x-1 L

XD}OO;%[ D]1;+oo[ . En utilisant la bijectivité de la fonction In, abtient | 2x-1 e T —+

x-1 x-1 . 1
In =0~ =1 X—1= 2x— 1= x= C. Puisque0O |-o;=| O |1;+| , on en conclut qu& =40
( J 2x—-1 q } 00 2[ ] Oo[ ql‘{ { }

8) L'équation In[ 2X_1JD =0 n’est définie que si et seulement—z)s(i_—lli 0, donc d’aprés le tableau de signes ci-dessus,
X= X =

gue si et seulement skD}oo;%[DE;l{D]l&oo[. En utilisant la bijectivité¢ de la fonction In, oobtient

2X—
deuxiéme estzx—_llz -le x-1=-2x+1e X= 2= x=—§ Ces deux solutions appartenant a I'ensemble fileitét#n
X_

x-1 =1l- x~1 =1 ou x1__ 1. La premiere équation a été résolue dans la quegti La
2x— -1 -1

, 2
de I'équation, on conclut qug= {0;5}

9) L'équation In(x-1)=In(2x-1) est définie si et seulement si on a simultanémertl>0 = xO|L+o[ et

2x-1>0 < XDE ;+o{, donc si et seulement xiDE&o{ N J;+eo[ =]L;+0o[ . ON utilise la bijectivité de la fonction

In : Pour toutxO[L+eo[, In(x=1)=In(2x-1) = x-1= 2x- 1= x= (. Or 00|L+[, donc

solution réelle.

10) L’équation In(|x—]j) =In(2x-1) est définie si et seulement si on a simultanénert# 0 = xO]-co;] O] L+eo| et

I'équation n'admet ps|de

2x-1>0 = XDE ;+o{, donc si et seulement SKD}%HOO[O(]—00;1[D]1;+00[)::|—;;:{D]1;+00[. On utilise la

bijectivité de la fonction In : Pour touXDE;l[D]l;ﬂo[, In(|x—]j) =In(2x-1) = |x-1= 2x- 1, ce qui équivaut &
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deux équations x—1=2x-1< x= 0 (déja résolue dans la question 4)-et+1=2x-1~ xzé Puisque seule cette

derniére solution appartient a I'ensemble de dédimide I'équation, on conclut qu&= {g}

11) L’équation In(|x—]j) = In(| 2X— 1) est définie si et seulement si on a simultanémert# 0 = xO]-co;] O] Li+oo

et2x-1#20 = xD}—oo %[ O }—; ;+oo[ , donc si et seulement si

of ot e ot on 34

On  utilise la  bijectivite. de la  fonction In:  Pour tout xD}—w;%{ 0 }—;][ 0 ]1;+0o] ,

In(|x—]j) = In(|2x— 1) = |x=1=] 2x- 1, ce qui équivaut & deux équations :

Xx=1=2x-1= x= 0 (déjarésolue dans la question 4)eat+1=2x- 1< xzé (déja résolue dans la question 10)

Puisque ces deux solutions appartiennent a I'engedebdéfinition de I'équation, on conclut CSGF{O;E}

Exercice n°7

1) A(X) = (x-1)(x+D)(x-2=( -1 J= R- 2%~ »* :

2) (a) Examinons d’abord I'ensemble de définition de I'étijon In(x3 + 2) = In(2x2 + x) :

3_

o o $+2>0  [>-2 X>V-2
L'éguation est bien définie si et seulement si - - 1 .
23 +x>0 |[x(2x+1)>0 |xO B [0]0;+0o]

L’ensemble de définition de I'équation est do}ﬁ —%{ O ]o +oo[ Par bijectivité de la fonction logarithme népgarie
In(2

pourtoutxD}?/—_;—%[D]oﬁoo[, In(x3+2)= 2 4 x) e X+2= 2%+ xe X-2%- ¥ 2= C

D’apres la factorisation de la question (j,-2x° - x+2=0< (x= 1) ( x+ J( x- = C Pour qu'un produit de facteurs
soit nul, il faut et il suffit qu’au moins I'un ddre eux le soit.
Ainsi (x-1)(x+1)(x-2)= 0= x=1 oux=- 1 oux= . Les trois solutions sont compatibles avec l'entse de

définition. AinsiS, ={-1,1,3
(b) L’équation est définie suR , puisque les quantite}>31|3 +2 et 2x° +|X sont strictement positives. En remarquant que

pour tout réelx, x° =|><12, on va poserX =|X. L'équation In(|x|3 +2) = In(2x2 +|>4) - In(| >{3+ 2) = In( 2 *2+| >|<)

devient alors équivalente Iél(x3 + 2) = In(2X2 + X), avec la conditionX =20 (puisque X =|><1). D’aprés la question
(@), ona X=-1; 1 2. La valeur X=-1 est éliminée [a conditionX =0 (I’équation|x| =-1 n‘admet pas de solution). En
«revenant » a l'inconnue, on a doncX =1 [{=1= Xx=-1 ouX= lou X =2« [¥=2= x=-2 oux=  Ainsi
5, (2113
(c) Examinons d’abord I'ensemble de définition de ligtion In(x3 - x*—3x+ 3) = In( X = 2%+ ]) .

Notons f (x)=x’ - X —=3x+3 et g(x)= ¥ -2x+1. En remarquant qué (1) =0, on peut donc factorisef (x) par
x—1. On obtient f (x) =(x- )(x2 —3), d’oll une factorisation aboutie

I

égale af ( )( x+\/§), qui nous permet de dresser

tableau de signes dg(x) :
- T T |x-fF |- = = 0o+
Ainsi f >O«= XD] \/?B;J[D]\/_?:&oo[
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L'étude du signe deg(x)=xX-2x+1 est plus simple puisque pour tout réel, g(x)=(x-1)?, donc
9(X)>0 = xO]=c0;q O] Lo .

Les deux conditions devant étre réalisées simuttené I'ensemble de définition de [I'équation estndo
g0 Ve

Par bijectivité de la fonction logarithme népérien,

In(x*-x2-3x+3)=In(¥-2x+1) = ¥= £-3x 3= £- 2 == R 2%~ * = |

Cette derniére équation ayant pour solution —kt 2, par compatibilité avec 'ensemble de défimitde I'équation, on
obtientS, ={-1,2}

(d) Examinons d’abord I'ensemble de définition ‘dgliation In (x3 - X% =3x+ 3) = 2In(1- ¥).

Le membre de gaucHe(x3 - x*—3x+ 3) est défini si et seulement xiD]—\@;][ O ]\/?3;+oo[ (cf question (e)), tandis
gue le membre de droite est défini si et seulersieht x>0 = xD]—oo;:I[ .

Les deux conditions devant étre réalisées simuttené I'ensemble de définition de I'équation esma:i(}—\@;l[ . Pour
tout xD]—\/§;][ , par bijectivité de la fonction logarithme népérie

In(x = ~3x+3) = 2In(1- }) = In( X~ £~ 3x §= I (+ ¥ |

o X=X -3x+3=1-2x+ ¥ = ¥-2X- % 2=0
Cette derniére équation ayant pour solution —Et 2, par compatibilité avec I'ensemble de défimitde I'équation, on
obtient S, ={-1

Exercice n°8

_3

1) Le system XTy= 2 n'est défini que si et seulementsP 0 et y > 0. On le résout par substitution :

Inx+Iny=0

3 3 3
= X—— = X—— = X——
x-y=2 |, y=x-7 L y=x-2 L y=x-5 L
2 - 3 - 3 - 3
Inx+Iny=0 L, Inx+In| x-— (=0 L, Inf X x-—||=0 L x-—1=1 1
2 2 2
On résout I'équation X —g x—1=0= 2X - 3x- 2= ( en calculant son discriminant
A=(-3)"-4x2x(-)= 9+ 16= 28  dou  lexistence de  deux  solutions  réelles  digisc
-(-8)-v25_3-5_ 1 -(-3)+V25 _3+5 , ,
X = = =—— et X = = =2. La seule valeur compatible avec I'ensemble de
2x2 4 2 2% 2 4
3_1
i =2-—== o 1
définition du systeme est=2 donc y 2 2 L . Ainsi |S= {(2;—]}
- 2
X=2 L,

5Inx+2Iny= 26
2) Le system nx+oiny n'est défini que si et seulementsP 0 et y >0

2Inx-3lny=-1

5Inx+ 2Iny= 26
2Inx=3lny=-1

On effectue un changement de variable en podartin X et Y =ln y. Le systéme{ devient alors

L . [BX+2Y=26 L R _ _
équivalent au system X -3r=-1 L, Comme5><(—3) — 2x 2# (Q, ce systeme admet une unique solution
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{5X+2Y=26 L {15x+ ov=78 3 |19X=76 -4

oX-3v=-1 L | 4x-ev=-2 21~ |Jy=2X*1
76
x="2=4  3L-2, -
X=4 3L-2L
peart ﬁ{v—s " ainsis={(49)
Y = 3 =3 L, - L,

On « revient aux inconnuasety» : X =4 « INx=4« x=€ etY=3 = Iny=3« y=¢€
Finalement8={(é; é)}

Inxy=4
3) Le system 4 n'est défini que si et seulementsP 0 et y >0
(Inx)(Iny) =-12

_ R _ . Inx+Iny=4
Puisque pour touk >0 et y >0, Inxy=In x+In y, le systéme devient équivalent a
(Inx)(Iny)=-12

On effectue un changement de variable en poXarstin x etY =In y.

. [Inx+Iny=4 . . L X+Y=4 |
Le systém devient alors équivalent au systeme,
(Inx)(Iny)=-12 XY=-12 L

Y=4-X Y=4-X
Par substitution% L { L

X(4-X)=-12 L = |-X2+4X+12=0 L,
On résout  I'équation —-X?+4X+12=0- X’-4X-12= ( en calculant  son  discriminant
A=(-4)"-4x1x(-1)=16+ 4& 6  dou lexistence de deux  solutions  réelles  digtBc
~(-4)-\64 -4 ~(-4)+/64 12

( ) =—=-2 etxzz—( ) =_"=6.

2x1 2 2 2
A chaque valeur d¥ correspond une valeur e

X, =2=Y,=4- X =4-(-2=6et X,=6=Y,=4- X,= 4- 6=-2

X, =

X+Y=4
Les solutions du systérr+eXY_ 10 t sont S={(6;—2) ;(—2;6)} (Comme X et Y jouent des rdles symétriques, on

peut considérer qu’il n’existe qu’une seule soluti® et —2)
On « revient aux inconnuesety » :

X=6INXx=6- x=€etY=-2 Iny=-2- y= €&,
ou symétriquemenX = -2 = INXx=-2 < x=€’etY=6< Iny=6 y= &,

FinalementS:{(é; éz);( & é)} ou de maniére symétriquSz{(é; e‘z)}

Exercice n°9
1) L'inéquation est définie si et seulement

2 2,
2+5x>0 X>-= XO |[==; 4 2 2
650 ° 5o 5 = x0O —g;+oo m]—6;+oo[: —g;+oo
+
X X> -6 xD]—6;+oo[

Pour toutxD}é;ﬂ{, IN(2+5X)< In(X+ 6) = 2+ BX< X+ 6= X< 4o X<

L’ensemble des solutions est doe }—g; +oo[ N ]-e0;1] = }—g;l}

2) L’inéquation est définie si et seulement

{x—1> 0 {x> 1 {xD]1;+oo[

x-3>0 |x>3 X|:|]3;+oo[@XD]1;+O°[n]3;+°°[:]3;+°°[

Pour toutx]3;+od[ ,
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In(x-1)+In(x-3)<In(3 = In((x=)(x-3)< I(J (car nd¥ Inp¥ Inex b)
= (x-1)(x-3)<3= ¥ -4x< 0

= X(x-4)<0< x0]0;4

L’'ensemble des solutions est dg&=]0;4 n | 3;+[ =] 3;4

3) L'inéquation est définie si et seulemerf]]0; +co]
INX=2 < Inx22x1= Inx= 2x Ine (car IneF 1

- In len(ez) (car nin(a)= In( d))
- X2 €. Sz[ é;+oo[

4) L'inéquation est définie si et seulement] |0; +oo] .Puisquec>0,

2(1+ Inx
g>0a1+lnx>0@ Inx>-1- x>e‘1=}. S=}};+00[
X e e

5) L'inéquation est définie si et seulemeni]|0;+oo| .
En posantX =In x, l'inégquation devient équivalente a l'inéquation decond degréX®+ X -6<0, que l'on sait
résoudre :X 0[-3;2] En revenant a la variableon a : X 0[~3;2] = -3< In(x)< 2= €°< x< é. Sz[e'?’; é}

6) L'inéquation est définie si et seulemetk—5> 0 < XDE ;+oo[

IN(@x-5)21= In(2x-5p I = 2% 5 e~ xai;

S::|E;+oo|: N :|25;+00|: = :|i5;+oo|: ,
2 2 2
7) L'inéquation est définie suR .
(12 2 4= In(1,2)2 In(4)
= nin(1,2)2 In(4) car I{a") = n Ir{ 4
In(4) In 4-1n 1.2
N n(1,3> 0 ) 7. EBISE0ETY
SinON, alors
8) L'inéquation est définie suR .
(0.8"< 0,1~ I 0,8)= In(0,1)

= nin(0,8)< In(0,1) car Ifa")=n Ifa)

In(©.1) 1n @.11n @,3
"2in(0.g) ¥ M 09< 0 1@, 31555116
Sin0ON, alors -

Exercice n°10

Le capital acquis au bout deannées s’élevantﬁOOOX( 1+1—§0j = 500& 1,0k, il suffit de résoudre I'inéquation
5000x 1,06 > 12000- 1,0e& 1200()0@ 1,0& 2,4

In(2,4)
= In{1,06')=In( 2,4 = nIn 1,06= If 2,4= n= = 15,(

=20
PuisquendN, c’est au cours de la % année (donc au début de l&™&nnée) que le capital dépassera 12000 €
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Exercice n°11
1) Etudions séparément les signedre et In x+1, puis résumons dans un tableau de signes

PourxD]O;+00[,

INXx=0 <= x=1etinx>0 = xO|L+of

De plusinx+1=0 = Inx=-1< x= e =L etinx+1>0 < INx>-1< x> €' =2 Inx>0 = X0 ] Lo
e e

D'ou le tableau deA(X) =In X(In x+1) :

X 1] e = 1 +co

1

2

lnx — : — lITI —|—
—

Ilnx+1 — ‘h —|— :

AD=lnxlnz+ || 4 0 — O

2) Etudions séparément les signes2aeet In(1— x), puis résumons dans un tableau de signes

Notons d'abord que I'expression n'est définie guet seulement si—- x>0 < x<1le XD]—oo ;:{
PourxD]—oo;:I{,

2Xx=0= x=0et2x>0= x>0

De plusin(l-x)=0 = 1-x=1= x=Cetin(l-x)>0= 1-x>1= x<(

D’ou le tableau deB(X) = 2xIn(1- X) :

x —co 0 1

2x —

0
In(l- 2 —+ ¢i —
:

Blxi=2xln(l-x —

3) Etudions séparément les signes-dé et In(x +1), puis résumons dans un tableau de signes
Notons d'abord que I'expression n'est définie guet seulement sk+1>0 « x>-1 XD]— l;+00[
Pour toutxD]—1;+00[, -x*<0et-x*=0< x=0

De plusin(x+1)=0 < x+1=1= x=0etIn(x+1)>0= x+1>1= x>0

Dol le tableau deC(X) = — X In( x+1) :

x -1 0 +oo

—x

- |-

Infx+1) -

Clx =-x*Inlx +1)

_|_
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Exercice n°12
1) La fonctionf sera définie pour toutes les valeursg®ur lesquelles +3x-4> 0
Si on noteP(x) = ¥ +3x-4, on calcule son discriminantA =3 - 4x 1><(—4): 2E, d’'ou l'existence de deux racines

-3-4/25 _-3+4/25
2x1

reelles distinctesq :W =—4 etx,= =1. D’apreés les régles de signe d’'un trindbmé;+ 3x— 4> 0 si et

seumement sXD]—oo;—4{D]l;+00[.Ainsi D, =]—oo;—4[D]1;+00[

. e 4- x> (2-x)(2+x) _
2) La fonctionf définie par f (x) =In| —— |=In| ~———2| existe pour toutes les valeurs xipour lesquelles
X X

w}fzﬂ()>0 (avecx#0)

On dresse le tableau de signes de I’expreséibk) =wx(2+x)
x —£0 -2 1] 2 +oo

N e R R
H[.x.]=['2—x_]['2+x_] _|_ 0_ _|_ﬂ _

x 1 1

Ainsi m

>0 |-=i-40]0:]

On conclut| D, =]-e0;-2[ 0]0;9

3) La fonction f définie par f:x - In(4—x2)—lnx existe pour toutes les valeurs depour lesquelles on a

simultanément 4— x> >0 et x>0 (pour que les deux membres de la fonction soiiemt @éfinis)
Or4-x*>0= X¥<4- x0]-2:4.

Si on exige de plus que> 0, alors| D, =]|-2;4 n ] 0;+eo[ =] 0; 4

4) La fonction f définie par f:x - In(x2—4)—ln(—x) existe pour toutes les valeurs ®epour lesquelles on a

simultanément x¥* —4>0 et -x>0 = x< 0 (pour que les deux membres de la fonction soiemt dfinis)
Or X’ =4>0= X*>4 < xO|-c0;=4 O] 230 .

Si on exige de plus que<0, alors|D, =(]-e0;~2[ 0]2;+[) n ]-e0;( =]-e0 ;-4

Exercice n°13
1) lim x* =+ et lim In x =+, donc par sommelim (x2 +In x) =

X — +0o X — +00 X — 0o

2) lim1-x=-c et lim Inx =+, donc par produitefim (1-X)In x= -0

X — +00 X = 400
3) lim Inx=+c0 donc par soustractiorlim (In2-3Inx) = —co
X — +00 X — +00

4) limx=4=-4 etlimin x=—e donc par sommém (x-4+In x) ==

x-0

5) Pmsquellm x? =+00, 0N poseu = X, et puisque lim I =+ on conclut quelim In( ) +00

U — +oo X — —0o

In x
6) I|mln X=-00 et Img) x=0" on conclut par quotient qdem— =—00
- X
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7) Puisquelim x=+co et lim Inx=+c0, nous sommes en présence d'une forme indéterminée o ». On transforme

X — +00 X — 400
Inx

L In x . Inx - Ly . :
I'écriture : x—In x= >{1—— . Comme lim — =0 (limite connue), on déduit successivement dine|1-— | =1,
X X—to Y X +00 X

puis par produit, qudim x(l—ln—xj =+o0 , C'est-a-dire que linx— Ix=+oo
X

X — 0o X — +00

8) Puisque limx=+co et lim In (1+1j =In(1) = 0, nous sommes en présence d’'une forme indéterminég0 ». En
X

X — +oo X = +00

posant X :l, puisque lim X =07, la limite cherchée devienlim %In (1+ X). Or un résultat du cours nous indique
X X - 0"

In(1+ X
qgue lim gzl donc lim xIn (1+£j=1
X - 0" X X - +00 X

In(1+ X
9) En posant X =2x, la limite cherchée devienlirr(l)ln(1+ 2X):"m02|n()1(+X). Et puisque lim (x ):1, on
X X X X -0
conclut quellng%*-x) =2, C'est_a_direling In(1+ 2X) =2
X— X X

Exercice n°14

1) La fonction définie parf (x) = —§+1+ 2Inx et définie et dérivable 51]0;+00[ en tant que somme de fonctions qui le

sont, et pourtoukD]O;+oo[, f’(x):—l+2><£:—_l+_2:ﬂ
2 X 2 X 2X

2) La fonction définie parf(x)—% est définie et dérivable su]0;+00[ et puisque pour toulxD]O;+00[,
n

f(x)_i“]x f(X):ixE—_z
In3 In3 x| xIn3

3) La fonction définie parf(x) =In(4- x)+In x est définie et dérivable SL]D;+00[ N ]—00;4[ =]0;4 et pour tout

JLl_o~x+d-x_ 42 |_2(2-x)
XA T A+

4) La fonction définie parf X F x Iix— x est définie et dérivable Sl]0;+00[ en tant que produit de fonctions qui le

x0]o; 4, um—

sont. Puisque pour touxD]O;+00[, xInx=u(¥ Y ¥ ot u(x)=x=U(N=1 et v(x)=Inx= V(@:%, on aura

F=u()v R+ U ) Y ¥-1=1xIn * x§-1= n x1- =}

5) La fonction définie parf (x) = x*In x est définie et dérivable SL}O;+00[ en tant que produit de fonctions qui le sont.
Puisque pour toutxD]O;+00[, f(x)=u(Xx) ¥ ol u(x)=xX=uU(X=2x et v(x)=Inx= \7()9:%, on aura
fo)=u(Xv R+ U ¥ Y ¥=2 xIn % 3<><§= fein 1)

6) La fonction définie parf (x) =In(2x-5) est définie et dérivable sx}rg&o{ (car X - In X est définie et dérivable

o+ et 2x-5>0- xDE;ﬂo[). Puisque pour tout xDE;ﬂo[, f(x)=In(u(x) avec

u(x)=2x-5= u( ¥ =2, on aura f’(x)=u
u
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7) La fonction définie parf (x) =In(-3x+ 1) est définie et dérivable s%ﬁoo;:—lg[ (car X - In X est définie et dérivable

]O;+00[ et -3x+1>0- xD}oo%[). Puisque pour tout xD}oo;%[, f(x):ln(u(x)) avec

u(x) -3

u(x) T 3x+1

u(x)=-3x+1= u( X =-3,onaura f'(x) =

8) La fonction définie parf (x) =In(x* + x+1) n’est définie que pourles valeursxipour lesquelles<’ + x+1> 0. Si on
note P(x): X + x+1, le calcul de son discriminant fournif =1 — 4x1x 1=-3< (. Ainsi, pour tout XOR,

x*+x+1>0, donc f est définie et dérivable surR, et pour tout XxOR, f(x)=|n(u(x)) avec

u(x)= %X+ x+1= d( =2 x+1. Ainsi | f'(X) = Ll:((:(()) = XZZJ):J;Jlrl

9) La fonction définie parf (x) =In (X—;ﬂ n'est définie que pourles valeurs xipour Iesquellesx—:>0. Si on note
X

X

P(X) =X—;1, le tableau de signes &eest donné par : x —co -1 1 +o0
X T
Ainsi, f est définie suj—oo; 1] O |1;+oo[ x—1 _ 'E]'

x+1 — I:;]—|—:
p;x]_x_l + _¢|

x+1

Puisque P est dérivable s@roo;—]{D]l;+00[ , puisque pour toutxD]—oo;—:I{D]l;+00[, z—;i>0 et puisque

X = In X est définie et dérivable SL]AO;+00[ , on conclut qué sera dérivable SL]r—oo; —J{ O ]1;+00[

Pour toutXD]_m;_]{D]l;ﬂo[, puisque f(X):ln( ( )) on auraf'(x) = E((:)) PuisqueP(x)z%i:% ou

U(X)= -1 U( =1 etv(x) = x+ 1= v( =1, on aurap'(x) = TIUN = U P W3 1x(x g =(x= 31

(v(¥) (x+1)°

2
oo
_ 2 : doncf’(x)z(X+1) _ 2 2>(x+1= 2
(x+1) x=1 o (x+1)" x-1] (x+3)(x-9)
X+1

10) La fonction définie parf (x) =In(In X) n’est définie que pourles valeurs xgour lesquelledn x>0, c’est-a-dire

=]L;+o[ . Pour tout xOJL+eo[, puisque f(x)=In(u(x) ou u(x):lnx:>u(>§:% on aura

U x| 1

Fig= u(x) Inx___xn X

11) La fonction définie parf (x) = xIn(2x—3) est définie et dérivable s%rg;ﬂo[ en tant que produit de fonctions qui

le sont (carX — In X est définie et dérivable sﬂn@;+oo[ et2x-3>0« XDE ;+oo[)

Puisque pour touxm}g;ﬂo[, f(X) :u( x) v( >§ avecu(x) = X= U( >§:1 et V(x) :In(2x—3): \i( >§ = 2X2_ ,onen

déduitf(x)=u'(x)v(>§+t(>)</(leln(z )(—3)+ x2X23 (2x3+25 e (2x—3)|r;>(£x;3+2x
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12) La fonction définie parf (x) = 2x(1- In X) est définie et dérivable SL}6;+00[ en tant que produit de fonctions qui le

sont. Puisque pour towt0]0;+eo[ , f(X)=u(X) ¥ avecu(x)=2x=> u(N=2 etv(x)=1-Inx= V(% =—%, onen
deduit 00 =u (N V(A + () Y k=2x(1-In ¥+ 2 x(—%)z 2~ 2In x E—2in}

13) La fonction définie parf (x) :In_x est définie et dérivable SL}O;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont.
X

_u(x)

Puisque pour toutxD]O;+00[, f(x)—m ol u(x)=Inx= u( =§ et v(x)=x=V(¥=1, on aura
1

CTCEITE RE i U BT

f'(x) = (v(x)) (v( x))2 B
X=Inx

14) La fonction définie parf (x) =

est définie et dérivable Sl]O;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le

sont. Puisque pour toui]0;+oo[, f(x)=M ol u(x)=x-Inx= U(>§=1—§ et v(x)=xX = V(¥=2x

V()

1 2 (o
f,(x):u'(x)v(x)—L( v ¥ (1—ijx (x Inx)xzx_x2—x—2x2+2xlnx:—>€—X'r2>dn _2In x x1

(v(x)’ () x L%

15) La fonction définie parf (x) = (In x)2 —2In x— 4 est définie et dérivable sqw);+oo[ en tant que somme et composée

- 2(Inx-1
de fonctions qui le sont. Pour towf1]0;+eo , f'(x) =2(Inx)* el to2inx_ 2 ( )
X X X X X

16) La fonction définie parf (x) =In X* est définie et dérivable SL]ﬁoo;O[ D]O;+00[ . En effetx — X* est définie et
dérivable sur R, tandis que X - In(X) n'est définie et dérivable que sur]0;+00[. Or

2 0]0; 4] < x01]eo; 0 1] 0s#00] . Pour toutx 1] -o0; 0 1] 00] f’(x):z—z(:
X X
17) La fonction définie parf () :(In x)2 est définie et dérivable SL}0;+00[ en tant que composée de fonctions qui le
sont. En effetx — In X est définie et dérivable SL]|0;+00[ , tandis queX - X? est définie et dérivable siR .

Pour toutxD]O;+oo[ , /() =2(In x)“x% :L}TX

18) La fonction définie parf(x):ln‘l— xz‘ est définie et dérivable pour toutes les valeues xdtelles que

1-x*#0 = xO]-0;=] 0]-110] L+oo[ . Selon la valeur de, 'expression def (X) n'est pas la méme.

Pour toutx0]~eo; =1 O ]L+eo[ , 1-x* <0 donc‘l— xz‘ = x? -1 et par suitef (x) = In(x2 —1) . Alors f'(x)= 22X1
X —
. 2 2] _ 2 . _ ' _ _2X _ 2X
Pour toutxD]—l,l[ , 1-x">0 donc‘l—x ‘—1— X et par suitef (X) —In(l— x2) . Alors f'(X) 1o -1
Ainsi, on peut affirmer que pour towt]|~co; =1 O |L+oo[ , | (x) = 22X
X —
Exercice n°15
1) f(2)=0 se traduit par I'équatiom(2a+b)=0 = 2a+ b=1
De plus f'(x) = donc f’(3)=§ se traduit pari=§ = 4a=3(3a+h) = 5a+ 3b=(
ax+b 4 3a+b 4
» (2a+b=1 L ([6a+3p=3 3, | 373 Sk h a3 3
On doit résoudre le systeme o o -5a -
5a+3b=0 L, 5a+ =0 L b:T L, b=-5 L
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Ainsi, | f (x) =In(3x-5)|, qui est définie si et seulement3si—5> 0 XDE ;+oo[.Ainsi D, =E;+o{

. , . . . . 5
La fonctionf est la composée de deux fonctions strictemenssaotes donc est strictement croissante gufo{

2) La courbeC passe par le point A(2 ;0) impquu‘é(Z) =0 In(2a+b)= 0< 2a+ b= 1 Latangente en A ait pour

coefficient directeur —2 impliquef’(2)=-2, c’est-a-dire ib:—zc» a=-2(2a+b) = 5a+ 2b= C. On doit

2a+b=1 L {4a+2b:2 o, | %2 2L {a:—z 2L

résoudre : - -5a
{5a+2b: 0L Sa+ 2b=0 L b=—— L, b= 5 L

2

Ainsi, | f (x) =In(-2x+5)

Exercice n°16
Partie |

1) g est définie et dérivable su}0'+00[ en tant que somme de fonctions qui le sont, et pout XD]O;+00[,

1_2¢-2_2(¥-1) _2(x-1)(x+1)
X X X X
Puisquec>0, le signe deg'(X) sera donné par le signe (le—1)(x+1), expression dont les racines sont -1 et 1

g'(x)=2x-2x=

Ainsi, pour XD]O;l[, g'(x) <0 doncg est strictement décroissante sur 10 ;1[, et pmmrXD]l;+00[, g'(x) >0 donc

g est strictement croissante S]L‘lr+oo[

. . .. —12 _ _ .
2) Sur]0,+00[ , g atteint donc son minimum lorsgue= 1, et commeg (1) =1 - 2% I_[)Ll— 1, on peut affirmer qu@ur

tout Xx(0]0;+eo[ , g(x) >0
Partie Il

1) Puisquelirrtljln X =—00, on en déduit par quotient et somme, ﬁm(l) f (x) =—oo|. La droite d’équatiox = O (c’est-
X X

x>0 x>0

a-dire I'axe des ordonnées) est donc asymptoteakrta la courbe (C)

)xllnx

2) On transforme I'écriture dix) : Pour toutxD]O;+00[, f ( =—+—+—

2 X X

- . . ., Inx _ . .1 X o

En utilisant la limite de croissance compardé® —— =0 et puisquelim — =0 et lim — =+, on déduit par somme
Xt Y X +o0 Y X — 00 2

. Xx_1 Inx In x 1
que | lim f (x) = +oo|. De plus, pour touxd]0;+eo, f(X)—-===+—=, et puisquelim —= =0 et lim = =0,

X — +00 2 X X X—otw ¥ X+ Y

. X . N X N
on aura dong lim ( f (x) —Ej =0|.|La droite(A) d’équationy =3 est asymptote oblique & (C) exo .
N iy : S , e X _1+Inx
Pour connaitre la position relative de (C) (&), on étudie le signe de la différenck(x)-= = . Or
X

f(x)—§:O«=» 1+Inx=0+ Inx=-1- X=E=él etf(x)—§>0«= 1+Inx>0<= Inx>-1- X>E= gl

e 2 e

Ainsi (C) et(A) sont sécantes au point A d’abscis}ss e et d’ordonnéef (lj = 2i
e e e

De plus, sur} 1[ (C) est en dessous ¢&) , et sur} [ (C) est au dessus §A) .
e
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3) f est définie et dérivable SI]@;+00[ en tant que somme et quotient de fonctions gsie, et pour touKD]O;+00[ ,

1
=xx—(1+Inx)x1
’ 1 1 Inx_ 1 1
f (X):E-*_X X2 :_2— X2 :2X2(X2_2|nx):2x2g(X)

Puisque pour touXD]O;+00[, 2—12 >0 et g'(x) >0 (question 2 de la partie 1), on conclut que pout kD]O;+00[,
X

f'(x) >0, donc quef est strictement croissante s]lﬁ)‘, +00[ <10 +oo
Le tableau de variations dest donc : > +oD
| o y 7 () /
4) La droite(A) a un coefficient directeur égal—za -
. . L . e 1 Ina
Le coefficient directeur de la tangente (T) en ompd’'abscisse est égal af (a) = E -
a

La tangente (T) sera paralléle(ﬂ) si et seulement si ces deux droites ont méme iceaff directeur, donc si et

seulement sif'(a) :% - In_2a =0~ Ina=0< a=1.|Cest donc au point B d'abscisse 1 et d’'ordonr¢g) :g
a

que la tangente (T) sera parallélg/)

5) Sur ]O;+00[, f est continue en tant que somme et quotient detifoscqui le sont. De plus elle est strictement
croissante sur]0;+00[. Enfin, puisquelim f (x) =~ et lim f(x)=+, on a OD}Iim f (x); lim f(x){ Le
X-0 X - +00 §§oo X +00

x>0

théoréeme de la valeur intermédiaireaffirme donc I'existence d'une valewr telle que f (a) =0. Par définition,

+ 2
f (a) =0 = a, 1+Ina =0 |lna= —a—z— 1. Le coefficient directeur de la tangente a (Cpaint d’abscisser
a
2
1 Ina _1 (_C; ﬂj 1.1 1
estégal a:f'(a)== ngr = —~==+_+—=1+—>1. Ce coefficient est donc supérieur & 1
2 a 2 a 2 2 «a a
6) . . . : . . :
A s jmomm Pt Ammee pomomog C
i E . Z i . (&)
A one e feroeooes e LA T e -
: : : ' : : _ 2
: : : Y=3

_______________________________________________________
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Exercice n°17
Partie |

1) f est définie et dérivable SL]|O;+00[ en tant que somme et fonctions qui le sont, et pout XD]O;+00[,

f'(x)= 1+1><£—1+—1. Mais commexD]O;+00[, on aura1+2i>0c» f'(x)>0 . |f est donc stricterdet
X

2 X 2X
croissante su}0;+00[ De plusllm In x=—c0 donc |IrT(]) f (X) =—oo|.
X0 0
. 2 1 Inx . ... Inx .
Enfin, pour tout XD]O;+00[, f ( ) 1__+§ —— |. Par croissance comparédim — =0, et puisque
X X XoHo X

.2 . s . ,

lim ==0 et lim In x =+, on conclut, par différence et produits quien f (x) = +00

X+ Y X — +00 X — +00
Le tableau de variations dest donc x |0 1o

+oo
_m

X — +oo

2) Sur lintervalle ]O;+00[, f est continue et strictement croissante. De ﬂlngf (X)=—oo et lim f(x):+oo.
X -

x>0

CommeOD}lim f(x); lim f (x){ le théoréme de la valeur intermédiaireaffirme I'existence d’une unique solution

x-0 X +00
x>0
| a I'équation f (X) =0. Grace a la calculatrice, on peut dresser undabée valeurs desur [ & | %1 |
]0;+eo[ . Puisquei(1)<0 etf(2)>0, on peut affirmer qué 0|1 2|, doncn=1 4 il
. . . N ZHBRET
3) Puisquef est strictement croissante sj@;+oo[ , pour toutx]0;1[, f(x) < (1), cest-a- : i.£ugs
c 3 AON7

dire f (x)<0, et pour toutxD]I;+00[, f (x)> f(1), cesta-diref (x) >0,
Partie Il

1) On utilise la limite de croissance compaiifa x?In x=0 pour conclure, par somme, qtlém g(x)=0=g(0),
X— X -

x>0 x>0

donc quelg est continue en 0 Pour touxd]0;+w[, g(X)= xz( %+} _1, Xj Puisque lim 1 0 e
X Xa+oox

. . 7 1 1 . : .
iminx=+w, on a lim-—+=-=Inx=-c, et puisque lim x> =+c, on conclut par produit que

X — 400 X — 400 8 X 4 X — 00

lim g(x)=-co

X — +oo

2) g est dérivable sur]0;+00[ en tant que somme et produits de fonctions quisdet, et pour toutx>0 ,

0/(x)= -2 x2xr 1=, (U )+ K Y R ovu(x)= ¥ = u(=2xerv(x)=nx= V()= .

Ainsi g'(X)=‘£ x+1—%(2xln X+ %X—lj:——z xt 1- 2 I;x__éll -2 % 1——; An
X

On calcule par ailleursf (1j ——2+ L (—1 >{ 1In( )j = 1= 2% xIn x
X 2 X 2

On a bien I'égalitd g'(x) = xf (lj
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Or par définitionf (1) =0 = | - 2+% Il =0« In =224 ). Onremplace donc dans le calculgéi—[j :

(:_Lj =—l+—1+—1(2(2—|)) —_ A a2 7+a+24-2)| ¥ Y , d’oll I'égalité demandée.

ST 821 me 82 " g2

4
' R , 1 .
Pour toutx>0 , g'(X) aura le méme signe qufe(—j . Ainsi :
X

Si XD}O;I—l[, on aural >| donc f (lj >0 et par suiteg’ (x) > 0.
X X

Si XDL};%O[, on aura~ <| donc f (1j<0 et par suiteg’ (x) <0. Enfin g(%) zl—l f(l)=0
X X

[

. : . 1 , o
La fOﬂCtIOI’]g est donc strictement croissante %0[|—|: et strictement décroissante S:|T(; +00|:

Son tableau de variations est donc :

x 0 E +oo

!

(1] 1444
. A el
g(x) /[ { o \‘

1] —0

4) Une équation de la tangente & la coufbeeprésentative dg au point d'abscisse 1 est= g (1)( x-1)+ g(1). or

point d’abscisse 1 esy = —(x-1)+

9 . , R . .
= —x+§ . Une équation de la tangente a la coufbeaeprésentative dg au

point d’abscissé est y = g'(1)(x~1)+g(I). or g'(1)=0 et g(%) = 1;24 . Ainsi une équation de la tangente a la

+
courbel” représentative dgau point d’abscisseest|y = 18I ;II

. ' 1 - - . .
En reprenant I'écritureg (x) =-2Xx+ 1—5 xIn x, et en utilisant la limite de croissance compalnégxln x=0, on
X -

x>0

conclut par somme qudirr(IJ g'(x) =1|. Graphiquement, cela signifie qlie admet en O une demi tangente paralléle a la
X -

x>0

premiere bissectrice.
5)
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Exercice n°18

1) f(x)= x2—5x+1. f est continue sur]0;+00[ en tant que somme de fonctions qui le sont, daimea des
X

3 2
primitives sur]0;+oo[ , et pour toutx 0]0;+eo[ , [F (X) =X§—5i2+ In(|><1) =—)§—%+ In( X

N

puisqueXD]O;+00[

X2+ x+1

2) f(x)= . T est continue suﬂ0;+oo[ en tant que quotient de fonctions qui le sontjdéaominateur ne

X2+ x+1 1
= X+1+—,
X

s'annulant pas, donc admet des primitives]ﬂ;m—oo[ , et pour toutXD]O;+00[, puisque f (x) =

2

F () :X?+ x+In (] %) :§+ x+In ( X | puisquex 0]0;+oo|

3) f(x)=£+ix+?1.

primitives sur]0;+00[ , et pour toutxD]O;+oo[, F(X)=7In (|><1) +5x 2\/;(—% = 7In( X + 1&/_)(—%( car XD]O;+00[

f est continue su]0;+oo[ en tant que quotient de fonctions qui le sont,cdadmet des

3 . 4 . . . .
4) f(x)=———.f est continue sur|—;+c| en tant que quotient de fonctions qui le sontdémominateur ne
3x—-4 3

3 _u(x

3x—4 u( ) ou

s‘annulant pas, donc admet des primitives Slﬂl’g;+00|:, et puisque f(x)=

u(x)=3x-4=U(N=3, F(x)=In(‘u(x)‘):ln(|3x—4|): In(3x- 4) carxDE;ﬂo[

1 : . . . .
5) f(x) =—1. f est continue sw]—l;+oo[ en tant que quotient de fonctions qui le sontdémominateur ne
X +

i:u'(x) ouu(x)=x+1= =
x+1 u(X (¥ 1= (=1,

s’annulant pas, donc admet des primitives]sdr, +00[ , et puisquef (X) =

F(x)=|n(‘u(x)‘)=ln(| x+]j)= In( x+1)| car xO] =1+
6) Si x0]-o0; -1 ,|F(X) =In(|x+1) = In(=(x+1)) = In(= x- 1)

7) f(X)= x221(4' f est continue sm]2;+oo[ en tant que quotient de fonctions qui le sontdémominateur ne
s’annulant pas, donc admet des primitives]éa;lﬂ-oo[ , et puisquef (X) = 22X =1 (X)

X’ -4 u(x
ouu(x)=x¥-4=U(N=2xF(x :In(‘u(x)‘) :In(‘ %—4‘) =In( ¥ - 4)| car x O] 2;+o0]
8) f(x)= 3)(1— c sur[2;+00[ . T est continue SL{r2;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le sontideominateur
ne <sannulant pas, donc admet des primitives SEQ;+00[, et pour tout XD[2;+00[, puisque
f(x) :%x 3x3— S:éx L;((;()) ,ouu(x)=3x-5=U(X= 3,‘F(x) :%In (j3x-5) :% In(3x— 5| car xO[ 2; +oo|

X+1 . , . . .
9) f(X) :TZ surR. f est continue suR en tant que quotient de fonctions qui le songdaominateur ne
X"+ 2X+

s'annulant pas, (le discriminant du trindre&+ 2x+ 2 est strictement négatif) donc admet des primitatesR , et pour
x+1  _1 u(x

Froxi2 2 (R ou u(x)=xX+2x+2= U(N=2x 2

tout xOR, puisque f(x)=

~—

, puisquexdR = X* +2x+2> 0

F(x):%ln(‘u(x)‘):—;ln(‘>3+2x+ 4):—;In( X+2x 2
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10) f(X) =

1 sur] 11[ f est continue su} 11[ en tant que quotient de fonctions qui le sondderominateur

ne sannulant pas, donc admet des primitives s]n‘l;][, et pour tout xD]—l‘l[ puisque

XZX_1=%X221(1=—;U[;((:)),ouu(x):x2—1:> U(¥=2x F(x)=%| n(Ju(x)]) ——In(\% 1{) |n(1 %)

puisquexJ]-L] = 1-xX* < 0

f(x)=

Exercice n°19

1) Pour toutx 0[4; +oo[ , ax+ b+ ¢ =(ax+ b) (x-2)+ c_ ak+(b-23 x2b

X—2 X—=2 X—2
a=2 a=2 5
Ainsi ax+ b+L2= f(X = {b-2a=-3 = {b=-3+4=1 . Pour toutx O 4;+cd[ , f(x)=2x+1+n
X— _

-2b+c=-4 C=—-4+2=-2

2) f est définie et continue SLE|4;+00[ en tant que somme et quotient de fonctions quol, le dénominateur ne

I . . -2 .
s'annulant pas, donc admet des primitives {sdr+00[ A partir de I'écriture f(x)=2x+1+—2, on déduit
X_

lexpression d'une primitve F de f sur [4;+oo] @ |F(x)=x"+ X—2In(| X— q)= X+ % 2In( x 2| car
xO[4;+e[ = x-2>0

Exercice n°20

1) f(x) —ﬁ f est définie et continue 3%0;7—27[ en tant que quotient de fonctions qui le sontdeominateur ne
sinx
, _ T T . cosx _ U'(X)
s’annulant pas, donc admet des primitives $0r—| , et pour toutx[ |0;—| , puisque f(X) =——=—+, ou
2 2 sinx  u(x)

u(x)=sinx= u( ¥ = cosx,‘F(x) =In(‘u(x)‘ =InJsin §) = In(sin >§‘ puisquexD}O;Z—ZT[: sinx> 0.

Inx e . . : : :
2) f(x)= . T est définie et continue sn[|1;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le sontjderominateur ne
X

s'annulant pas, donc admet des primitives SL[EL;+00[, et pour tout XD[1;+00[, puisque

oG _(n(3)

2 2

(9= xin x= U (9% U}, ouu(x)=In x=> U( 4=,

3) (X ZI—. f définie est continue SL]fL; +00[ en tant que quotient de fonctions qui le songdaominateur ne
xIn x

u'(x
s'annulant pas, donc admet des primitives ]51:&00[, et pour toutxD]1;+oo[, puisque f (x) =:|lﬁ= (( )) ,
nx u(x

u(x)=In x= u(x):i, F(x)=In(‘u(x)‘)=In(‘|n(x)‘)=|n(|n( ¥)|car xO]L;+0o[ = In x>0

ou

4) f(x)=tanx. f définie est continue su}z;ﬂ} en tant que quotient de fonctions qui le songjdaominateur ne

sinx _ -u'(x)
cosx  u(x)

s’annulant pas, donc admet des prlmltlves}% } et pour toutxD} > } puisque f (X) = , OU

u(x) =cosx= U( ¥ =-sinx |F(x) =-In(ju(x)|) ==In(|cos ) = - In(~ cos)| puisquexDT—zT; n} = cosx< C.

Guesmi.B
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Exercice n°21

1) j;xd—_i(le(Z)—F(O) ol F est une primitive def (x)=i=M donc F(x) =In{ju(x)) =In(|x+1).

x+1 u(x

2
Comme pour touxJ[0;2], x+1> 0, on auraF (X) = In(x+1) doncjd—+)(1= In(3)-In(0+1)= In 3
X
0

5 |
2) _J;% dx=F(-3)-F(-4) o0 F est wune primtive de f(x)= +2 33(()())() donc
F(x) :3In(‘u(x)‘) = 3In(| X+ 2|) Comme pour  tout xO[-4-3, X+2<0, on aura

F(x) =3In(=(x+2)) = 3In(-x- 2 doncj dx=3In(-(-3)- 2)- 3In(-(-4- 3= 3Int 3In(2¥- 3In

L X+2

S u'(x
3) J- 4 dx=F0)-F(2) ou F est wune primtive de f(x)= 4 = —ilxL donc
2, 1-5x 1-5x 5 u(x

F(x)=—151><In(‘u(x)‘)=—£'><In(|1—5>{). Comme pour tout XxO[-2;0], 1-5x>0, on aura

= A an(1-5x 0) = ~Fx In(1= 5¢ (= 3) | = =2+ 2
dx=~2xIn(1-5x 0 ( - In(1- 5¢( 2))) S+ In1

4
F(x)——EXIn(l 5X) doncj =

24 x-2 1 21" 2 2 _ .
4) !%dxﬂi(ﬁ;—?j dx:[ xtIn | >|<)+—)J1 =2+ In(|21)+§—(1+ In| 1.)+—1j: Inz
4 4 1 4
5) .:[(4"'ﬂ_XT2jdX |:4X+|n (|2_ )*)_4|n(| X+ q)j|3
:Gx4+|n(|2—4)—4|n(|4+ )j (—x 3 I > 8- 41 3 |;zj ~-4In(3)+3In2
SInx (9T _| (in%° e-('”@ _(n)* _1
0 [Wrox- ju qup{ }_{ x } 9 () .1
7) j'“(l X) dx _j—ln(l x)dx_j—u( 3 ¥ de| U )2 C - [na-x)T
-1 2 -1
__(in@-o0)’ . (In)° _ (In(2)*
2 2 2
Exercice n°22
1) Pour toutxde JL +ea] , x+4+ 3 _(x+4)(x-1)+3_x*-x+4x-4+3_ X+ 3x1_ f (%)
x-1 x-1 x—1 x-1
2) Pour calculer Tlintégrale I%dx, on utlise la transformation d'écriture précédentAinsi

2

2,2 _ 2 ?
IX +3X 1dX:J‘(X+4+_3j dx= ﬁ+4x+3|n| x1| = i+ 4% 3I( x )| car pour toutxO[2,4,
. Xx-1 x-1 2 4 2 4

2
X+ 3% 1d =—222+8+3In(2—])—(i2+ 16+ 3I( 4 )j=— 14 310 - 33— 14 3Ir

X=1>0.0n conclut.[

Guesmi.B
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Exercice n°23

ax+b)(3x+2)-c 3ax+(2a 3h * 2b C
1) Pour toutx de —g;+oo , ax+b- ¢ =( )( ) = ( b =f(x) si et
3 3x+ 2 33X+ 2 X+ 2

3a=6 a=2 a= 2

seulement si 2a+3b=13< | =13 X 2- { b= . Ainsi, pour touix de}g;ﬂ{, f (x) =2x+ 3—3 >
X

2b-c=4 c=2b-4 c=2

2) Pour calculerj%x on utilise la transformation d’'écriture ci-dessus
X+
2 2
j6x +13x+ 4 J‘(ZX+3__2jdX:{ >€+3)<——2In(|3>& ;F)}
3x+ 2 0 33X+ 2

:22+3><2——In(|3>< 2+ )| 6+ X 02 |rﬁ| 36 2= 102 N8> In2 0° 4
3 3 3 3 8
Exercice n°24
1) g est définie et dérivable su}0;+oo[ en tant que produit de fonctions qui le sont, etrrptout XD]O;+00[,

g'(X) =1xIn x+ XX1—1= In x+1- 1= In x. g est donc une primitive de la fonction In S]OHOO[
X

2) On en déduit donc queln xdx=| of x)]: =[d#n x ¥= & e e(in1-1)=1

Exercice n°25 l

I :Je-xln xdxzjj u( X v( 3 d:ouu(x)=Inx= U >§=§ etV (x)=x= | >§=X72 sont continGiment dérivables.
D’aprés la formule d’'intégration par parties,

e e 2 e el ez 12 )(2 e é é 1 é+1
| :[u(x)v(x)]l—{u(@ '@ dx{x?ln % —l;x% d)c—zln e—2In1 { 4} =t

Exercice n°26

1) En réduisant au méme dénominateur : Pourttswictement positif,

at™+b c t(at“‘1+b)+C(t”+1) (a+c)t"+bt+c 1 _ : e

—+—= = = , Si et seulement si, par identification,
t"+1 ot t(t"+1) (t+1) (t"+1)

a+c=0 a=-1 =
1 t”l

t(t“+1) el t

b=0 < {b=0 . Ainsi, pour tout strictement positif;
c=1 c=1

n-1

2) On utilise I'écriture f, (t) =

1 .
+¥ pour calculer I'intégrale :

t"+1
2

ijn J-(_t;ﬁ;jdt [—Elln(t”+1)+ln(t)} :—%In(2”+])+ In(2)+—i|n(1‘+ 3+ ()

1
2n+1
n n
2"+1

:%In(1”+1)——iln(2”+])+ In( 9= I{(Z“ilji]Jr Ir(( Z)ij:
— o1 w(t)

et V(t)=

— | =
~—+

|

LN

3) On pose u(t)=Int=u(t)=

oo w(t)=t"+1, donc

1

V()= -—L = (tn+1) eta.ns.f('l'”)t dt—J-u dt:[L(t)\(ﬂf—Jj 6() ¢ ) d
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I L S W ! ___hmh2 1t 1 ___In2 1 (2%
_! n(t”+1)]l J;tx[ n(t“+1)Jdt n(2”+])+njl't(t”+])0|t n(2”+1)+n|n( 2”+1]

Exercice n°27
1) Puisque pour tout N, In(u,,;) =1+ In(u,) =In(€)+ In(uy,) = In( ey), on en déduit que pour toatJ N,

u,,, = eu,.|La suite(u,) est donc une suite géométrique de raesenhde premier termg, = 2

2) Puisque la raison de cette suite @3tl et queu, >0, on en déduit qqe la suifel,) est strictement croissante et que

lim u, =+

n - +oo

n
3) Puisque la suitu,) est une suite géométrique de raisai de premier terme, = 2, la sommez u, vaut donc
k=0

nombre de
termes
——

1-e™ __ 1-&"_2-2¢"

U, X =2

- 1- e 1-e 1- e
premier ‘_1‘
terme railson

4) Puisque la suit€u,) est une suite géométrique de rais@t de premier terme, = 2, on établit que pour tout
nON, u, =u,x € =2€. Ainsi, pour toutnON,, In(u, ) = In(Zé‘) =In2+ In( é‘) =In2+ nin(e=In2+ 1.
(n+1) n(n+1)+ 2nin2

La sommeznlln(uk) vaut donc iln(uk) =Zn:(ln 2+K) Z In 2+Z k= nin2+

k=1 k=1 k=1 2
En utilisant les propriétés de la fonction logarithnépérien,
n(n+1)+2nin 2 n(n+1)+2nin2
puisqueln (U, x u, x...x ) = z In(y,)= n( ) on déduit quel, XU, X..x Y, = e 2

Exercice n°27
1) f est quotient de deux fonctions dérivables itR"", dont le dénominateur ne s’annule pas Rir, donc pour

tout xOR*, f(x) = ‘%3 avecu(x) =In x= u( >§=% etv(x)=x= V(X =1,
(== U (3 XL 4

(v(¥) X X
2) Pour toutx JR*", x* >0, donc f'(x) aura le méme signe qde- In(x).
Ainsi f'(x)=0 <= 1-In(X)=0= In(X)=1= x=¢, et f'(x)>0 = 1-In(X)> 0= In(X)<1l= X< e On peut

donc| f

ainsi conclure unest strictement croissante gi€], et strictement décroissante $@y+oo|

3) Une équation de la tangente & & point d'abscisse 1 est donnée par f'(l)(x—1)+ f(]) Costaddire
y=1(x-1)+0, c’est-a-dir

4) En remarquant que lécriture dd est f(x)=§><|n(x), donc de la formef (x)=u(X)>xu( ¥ avec

u(x)=In(x), on en déduit qu'une primitive dé sur R*" estF () :%[u( X ] :—;(In X’

5) La fonction G est la primitive sUR*", de la fonctionf , qui s'annule en 1. Ainsi, pour todtJR™, G'(x) = f(X).
Etudions le signe def(x) sur R*, qui est le méme que celui dinx (car xOR" = x>0), donc
f(x)<0 = 0<x<1et f(x)>0= x>1. Ainsi G'(x)<0 = 0<x<1 et G'(x)>0 = x>1, donc|[G ebt

strictement décroissante s].@;l] et strictement croissante s{dx+00[ )
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Exercice n°28

1) Pour toutx>0, f(x) 2(In x—gj =Exln x—i:. Or lim xIn x=0 (limite connue dite « de croissance comparéet»), e

Iim% =0. Par somme, on en conclut qlimM =0. Puisquef (0) = 0, on peut donc réécrire le résultat précédent Eous
X

x-0 4 X-0

forme lim 106910

=0, ce qui démontre qufeest dérivable en 0 et ,quié (0) =0
X-0 x—0

2
2) Pour tout x>0, f’(x):x£|n X‘%)*%Gj: xin x——z x+—; = x x {n x1). Puisquex>0, f'(x) est du
X

signe delnx-1. Ainsi f'(x)>0 = Inx=1>0< Inx>1= x> ¢

f est donc strictement décroissante Je] et strictement croissante s+ .

2
De plus, lim In x—g =+ et lim 2= = +o0 , donc par produitiim f (X) = +oo

X — +oo X — +00 X — +0o

2
3) On calcule f (e) =& In(e 3 :é 1—§ = —é <0. Sur I’intervalle[e; +oo[ f est continue et strictement croissante. De
2 2 2 2 4

plus f(e)<0 et lim f(x)=+oo. PuisqueOD[f(e); lim f(x)[, le théoreme des valeurs intermédiairesious permet
X = 400

X — +00

d'affirmer I'existence et 'unicité de la solutiate 'équation f (x) =0, sur[e;+e
4) L'équation de T esty= f'(1)(x-1) + f(1)| D'apres les calculs des questions précédentéd) =1x(In()- 1) =-1 et

12 3),. 3 ., _ 3 ., ol o1
f(l)_E In(1)——2 == L'équation de T est dony——(x—l)—z, cest-a-dlrey—-x+z

5) Courbe représentative \
e

£ X2 3
6) a) Pour calculer | (1)= j f (x)dx = j 7(ln x—zj dx, on doit
A A

effectuer unentégration par parties

3 1 X2 XA . . .
= - == = = .
On pose u(x)=In x 2:>u(>§ . et V(x)= 2:>v(x) 5

fonctions toutes deux continllment dérivables sut itatervalle de la T
forme |A;e] (avecA >0). Le calcul devient alors :

jf (x)dx = J' X° (In x-gj dx i
fv(x)u(xmc[t( FOR -] (K xe

2
3 e 3 3 e 2 3 3

X—(Inx—éj EX—ldX—e—(lne—Ej—/}—(ln/\—Ej—jX dx= —E—A—In/] /1 13
6 2 , 6 X 6 2 6 2 y 6 12 4 1

e A A @ 1 s 1w A°
L A - LI )
12 6 4 18 18 36 36 6

e

A

3
b) Pmsquellm AnA=0 et limiXs3 =0 , on en déduit, par somme, qum 1(A)= >
1-036 -0 36

c¢) Puisque pour toukD]O;e], f(x) <0, l'intégrale | (/1) :J-f (x)dx représente, en unité d'aires, I'opposé de I'aiiepthn

délimitée par la courbe (C), I'axe des abscissdssalroites d’équations respectives A et x=e.

Si on fait tendreA vers 0, on peut donc affirmer qhe l'aire du platirditée par la courbe (C), I'axe des abscissemét
3
droites d’équations respectives=0 et x=e vautii6 .
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Exercice n°29
1) f est définie pour toutes les valeursxdelles que >0, c’est-a-direD =]~e0;0[ 0]0;+oo[ |. L'ensemble de définition

def étant symétrique par rapport & zéro, pour totD, -xOD et f (-x)= —xln(|—>1) = —xIn(| >|{) =- f( ¥ doncf es}

Pwsque lim || =+c0, et puisque lim In(u) = +e0, alors en posant =|X, on obtient lim In (|x|) +oo | puis par produit

X — 00 X — +00

lim xin(|X) =+, clest-a-dire | lim f(x)=+o| De la méme maniére, puisqueim ¥ =+ec, on obtient
X o —00

X — +co X — +oo

lim In (]} = +e, donc par produitim xin (|¥) = —o0, C'est-a-dire lim f(X)=—-co|,

X - —00 X —00 —00
Enfin, leng)|x| =0, et puisqueLirrg)In(u) =—c0, 0N en déduit, en posant=|x, que lim I (|x|) =—e0. Puisquelim x=0,
u>0
on obtient alors une forme indéterminé@xx-co ». Pour la résorber, deux solutions s’offrent asno
- ou on applique la régle de croissance compaie xin (%) =0 et lim xin (X) =0 car toute fonction polynémiale
x>0 x<0

« 'emporte » sur la fonction logarithme népérien
- ou on distingue deux cas (ce que nous auroniseatfa ou tard !) :

Si x>0, [ =x donc f (x)=xIn(x) et alorslim f (x) =lim xn (x) =0| (limite bien connue, elle aussi de « croissance
X-0 x-0

x>0 x>0

comparée »)
Si x<0, [{=-x donc f(x)=xIn(-x)==(-¥In(-¥. En posantu=-x, on se retrouve a examiner la limite

lim—uln (u) qui est identique a la précédente. Ailisi—(-x)In (-x) =0 c’est-a-dirglim f (x) =0,
00 <o <0

Sur |~o;0[ et ]0;+oo[ , f est dérivable en tant que composée et produibmietibns qui le sont.

Pour tout xO]-e0;0[, puisque f (x) = xIn(-X), on en déduit, par applications successives desules de dérivation

(uxv) =u x v+ ux V et (In(u)) - , que f'(x) =1xIn(=x) + xx _)1( =In(-%+1
u _

Pour toutx0]0;+e[ , puisquef (x) = xIn(x), on en déduit que ' (x) =1x In(x) + x><1 =In(¥+1

X
2) Puisque pour toukd]0;+eo[ , f'(x) =In(x)+1, on résout :f'(1)=0 = In(A)=-1< |[A=€" :—i
Puisque2,5<e< 3, %s ieL < 21 Commeé >0,3 et 2—15 =0, 4, on trouve I'encadrement annoncé.
3) Pour toutxd]0;+e[, f'(x)>0 = In(x)>-1= x>,/1 . Ainsi, la fonctionf est strictement décroissante 4orA[ et
strictement croissante s{u; +oo[ , d’oll le tableau de variations (avé¢A)=AIn(A) =—i|n (—3 =—‘13><(—1) = ——16)
x 1] A +oo
f'[_'x_] — 0 +
o 0 +e0
Iz Ny é A

4) On effectue une intégration par parties sur livadie [1;x] ,avecx>1: G(x) =I g(t) dt= le In(t) dt
1 1
En notantu(t) =In(t) = u'(t) =% et V'(t) =1= v(t) = t, fonctions toutes les deux continlment dérivalsle!s[l;x] , on
obtientG(x):[u(t)\(t)]f—jU(p\(y dt=[ tn }f—j%x tde dn x1xin@-[ = s x x1
1

1



La fonction G définie sufL;+e[ par|G(X) = xin x— x+1] est donc la primitive de la fonctiandéfinie parg(x) =In x,
qui s’annule en 1. Mais puisque toutes les priragide la fonctiorg sont définies « a une constante prés » ; la fomcti

X — XIn Xx— x| est aussi une primitive dg

Guesmi.B

Page 29/29





