Suite définie par une intégrale

Terminale C

PAR GILDAS MBA OBIANG

Exercice 1

1
Soit n € N, on pose : I, —/ e’ dz.
0

1. Montrer que Vn €N, on a :

1 e
<Ip <
n+1 "= n41

2. Préciser alors la limite de la suite (Ip,).

3. a) Trouver une relation entre I, 42 et I,,.

b) Calculer I; puis I

Résolution

1. La fonction f : 2+ e®est dérivable sur R et particulier sur [0; 1] et pour tout
z€[0;1], f/(z)=2ze™ >0. Par suite, f est strictement croissante sur [0; 1].
On en déduit I'inégalité suivante :

vrel0:l, f(0)< f() < f()

Ve [0;1], 1<e™ <e

Or, Vx €[0;1], 2" >0 donc 2" < 2"’ < ex™. En vertu de la positivité de l'intégrale

on a:
1 1
/x"dw< I, < /ew"dw
0 0
I

n+171 n+171

e, s ]

n+1 |, n+1 |,
\

L o<n< ¢
n+1 n—+1

. 1
2. Ona: lim = lim =
paraison de suite, on a lim I,,=0.
n—-+oo

0. Par suite, en vertu du théoréme sur la com-

3. a) Soit n un entier naturel.



1
Ona: I[,= / a"e?dz. Posons u(z) = e” = u/(z) =2ze” et v/(z) = 2" =
0

v(x) = I il en résulte que :
1
n+1_z2 1
I, = v ¢ _ 2 /$"+26””2dx
n+1 0 n+1J/
e 2
I, = R —
" n+1l n+1 nt2
n+1 e , g e n+l1
Donc : I, 42= 5 (n—i— T~ In) c’est-a-dire : In+2:§—TIn.
1
1 22 B
b)h—/ redr=|5—| =& 1.
0 2 0 2
e e e—1 1 e e e—2
Ii==———1I=—-— == Ir==—-2l3==——1=
On a I3 5 =75 5 27donc5 5 355 5

Exercice 2

1 n
Soit n un entier naturel, on pose I, :/ (\/ 1— t2> dt.
0

1. Calculer Iy , I;.
2. Montrer que la suite (I,,) est décroissante et minorée. Conclure.

3. a) Montrer que pour tout entier naturel supérieur ou égale a 2 :

n
I,= n_ 1In—2

b) En déduire que pour tout n, (n+2)Ihy1lny2=(n~+2)l411,.
c) En déduire que (n + 2)I,41l,42 est indépendant de n, quel que soit n puis
déterminer sa valeur.

Résolution

1
L. 10_/ dt=[z]}=1.
0

Nous allons calculer I; & par deux méthodes.

Meéthode 1

L= fol V1 —1t2dt. La fonction f: t+—— /1 —t2 étant positive sur [0; 1], alors I
est l'aire du plan délimité par le graphe de la fonction f, I’axe des abscisses et les
droites d’équation t=0et t =1.
y F N
1

o) 1z

Par conséquent I; est 'aire du quart du disque de centre O(0;0) et de raison 1.



2
Il s’ensuit que : I; = nzl ==

|

Meéthode 2
Considérons le triangle rectangle de coté 1, t et y/1 — ¢2 suivant :

V1—t2

Ona:\1—t2=sinf et cosf=t. On a dt = —sin 6d6.

t=0<=10 :% et t=1<«<=60=0. Il s’ensuit par la propriété du changement de
variable que :

_ g.g _ 31— cos 20 |0  sin20 g_n
Il—/osm 0d0—/0 5 d0—[2+ 1 0_4

T

. Soit n un entier naturel. On a : InH—In—/Q(\/l—tQ—1)<\/1—t2)ndt.
0
Or, Wt [0: 1], \/1—t2<1et<\/1—t2)n>0. Donc(s/l—t2—1)<\/1—t2>n<0,

par suite en vertu de la positivité de U'intégrale, I,,11 — I,, <0. D’ou, la suite (I,)
est strictement décroissante.

Comme, Yt € [0; 1], (\/l—tg)n> 0, alors I, > 0. Il s’ensuit que (I,) est suite
In)

décroissante et minorée par 0, par conséquent (I,,) converge.

. En posant cosz=t, \/1 —t?>=sinz. On a dt = —sinzdz.

Donc t=0<=r=— et t=1<= 2 =0. Il sensuit par la propriété du changement
de variable que :

1 n
I, = / (\/1—t2> dt:/2sinn+1xdx
0 0

Pour tout n>2, on en :

T T
2 . 2 e 2 e
In—/ sm"“xdw-/ (1 — cos?z)sin™ 1xdx—ln2—/ cos?zsin™ 1z dzx.
0 0 0

Posons u(z) =cosz = u'(x) = —sinx ;

et v'(z) =cos xsin® "z = v(x) = —sin"z. Or, & 'aide d’une intégration par partie
n
ona:

'y
2 . CoST . D) 2, 1
cos?rsin"txdr = |— sm”x} —— | sin"zdr=-——1I,
0 n 0 n



Donc I,,=1,_, —i—%[n c’est-a-dire I, :HL_HL«L,Q. En déduit que pour tout entier
n—+2
l: 1,1 90= I,.
nature n+2 N3

b) Soit n un entier naturel. On a :

+2
(n+3)Ins1lnro=(n+3)Ins1 x Z—%In = (n+2) 11y

¢) On en déduit que la suite [(n + 2)I,,+11,] est constante.
Par suite pour tout entier naturel n, (n+2)l,+10, = (0+ 2)lo41lo=21pl; :g.
C’est-a-dire :

s

VTLGN, In+1l :m

Fin



