
Etude d'une Conique
Groupe enseigner les maths

par gildas mba obiang

Exercice 1

Déterminer une équation cartésienne réduite des coniques suivantes :

� ellipse de foyers F (2; 0) et F 0(¡2; 0) et de directrices D : x=3 et x=¡3.

� hyperbole de foyers F (1; 0) et F 0(¡1; 0) et d'excentricité 2.

� ellipse d'excentricité
1
3
et de paramètre p=1.

� hyperbole d'asymptotes D :

y= 1
2
x et D 0 : y=¡1

2
x, de sommet A

�
3
2
; 0
�
et A0

�
¡3
2
; 0
�

Résolution
� Dans un repère orthonormé (O; i~; j~), l'ellipse de foyers F (2; 0) et F 0(¡2; 0) et de direc-
trices D : x=3 et x=¡3 a pour équation :

x2

9
+ y2

3
=1

� Dans un repère orthonormé (O; i~; j~), hyperbole de foyers F (1;0) et F 0(¡1;0) et d'excen-
tricité 2 a pour équation :

x2¡ y2

3
= 1
4

� Dans un repère orthonormé (O; i~; j~), ellipse d'excentricité
1
3
et de paramètre p= 1 a

pour équation :

x2+ 3y2

2
= 9
4

� Dans un repère orthonormé (O; i~; j~), l'hyperbole d'asymptotes D :

y= 1
2
x et D 0 : y=¡1

2
x, de sommet A

�
3
2
; 0
�
et A0

�
¡3
2
; 0
�
a pour équation :

9x2

4
¡ 16y2

9
= 1
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Exercice 2

Démontrer les propriétés suivantes des paraboles(on prendra la parabole y2=2px dans un
repère orthonormé �xé). On noteM un point de la parabole distinct du sommet, et H son
projeté orthogonal sur la directrice.

1. La tangente à la parabole enM coupe sa tangente au sommet au milieu du segment
[FH]:

2. Deux tangentes à la parabole qui sont perpendiculaires se coupent sur la directrice.

3. Les droites horizontales se ré�échissent sur la parabole en droites passant par son
foyer ( par ré�exion, on entend que la normale à la parabole au point d'intersection
de la droite incidente et de la parabole est bissectrice de la droite incidente et de la
droite ré�échie).

Solution

Dans le repère (S; i~; j~) (P) a pour équation y2=2px.

M
H

FK

I

y2=2px

On désigne par K le projété orthogonal de F sur (D):

Soit (P) la parabole de foyer F et de directrice (D).

(D)

S

1. Montrons que la tangente à la parabole en M coupe sa tangente au sommet au
milieu du segment [FH]:

Démonstration.
Soit (T ) la tangente à la parabole (P) au point M(x0; y0).
Comme M 2 (P) alors MH=MF. Par suite le triangle MHF est isocèle en M.
D'une part le vecteur HF a pour coordonnées dans le repère orthogonal (S; i~; j~) :

HF
�

p
¡y0

�
D'autre part u~

�
y0
p

�
est un vecteur directeur de (T ).

Les vecteurs u~
�
y0
p

�
et HF

�
p
¡y0

�
étant orthogonaux, il s'ensuit que (T ) est

perpendiculaire à la droite (HF). Or, le triangle MHF est isocèle en M donc (T ) est
médiatrice du segment [FH].
Soit (T 0) la tangente en S.
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Alors (T 0) est parallèle à la droite (HK), ainsi, son équation est : x=0.

Or, I

0BBBB@
xH+xF

2
yH+ yF

2

1CCCCAc'est-à-dire I

0@ 0
y0
2

1Apar suite (T )\ (T 0)= fIg.

�

2. Deux tangentes à la parabole qui sont perpendiculaires se coupent sur la directrice.

Démonstration.

Soit M
�
x0
y0

�
un point du plan.

Soient (T ) et (T 0) deux tangentes à P respectivement en M(x0; y0) et N(x00 ; y00) et

perpendiculaires en Q

 
xQ
yQ

!
.

Q

M

P

K

N

S

x0

y0H

D

x0
0

y0
0

F

Les droites (T ) et (T 0) ont pour équations respectives :

y= p
y0
(x+x0) et y= p

y0
0 (x+x0

0 )

Donc
p
y0
� p

y0
0 =¡1 c'est-à-dire y00 =¡

p2

y0
.

Par suite les coordonnées de Q sont dé�nies par le système :(
pxQ¡ yQy0=¡px0
pxQ¡ yQy0

0 =¡px00
avec y00 =¡

p2

y0

d'où xQ=
px0y0

0 ¡ px0
0y0

¡py00 + py0
= x0y0

0 ¡x00y0
¡y00 + y0

. Or, x0y0
0 ¡x00y0=

y0y0
0

2p
(y0¡ y0

0).

Donc xQ=
y0y0

0

2p
(y0¡ y0

0)

¡y00 + y0
= y0y0

0

2p
=¡ p2

2p
=¡p

2
. par suite Q2D.

�

3. Les droites horizontales se ré�échissent sur la parabole en droites passant par son
foyer ( par ré�exion, on entend que la normale à la parabole au point d'intersection
de la droite incidente et de la parabole est bissectrice de la droite incidente et de la
droite ré�échie).
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�





Soit M le point d'intersection de P avec la droite d'ncidence D1. Notons par H son
projeté sur la directrice D.
Les triangles MHF est isocèle d'après la question 2. Ainsi, en vertu des propriétés
sur les angles alternes-internes et angles correspondants on établi immédiatement

que (�) est la bissectrice de l'angle FMM 0.

Exercice 3

On considère une ellipse de foyers F et F 0 et D une droite passant par F et coupant l'ellipse

en deux points M et P . Montrer que la quantité
1
FM

+ 1
FP

est indépendante du choix de

la droite D; et déterminer le minimum de
1

FM2 +
1

FP 2 quand la droite varie.

Démonstration.

F 0 F

P

H

�

M

�

�

u�~

v�~

Posons d(F ;�)= d.

Soit �=(u�~ ; v�~ ). Dans le repère polaire d'origine (F ; u�~ ; v�~ ) On a : MF = �.

Or, d(M;�)= d¡ � cos �, donc e (d¡ � cos �)= � c'est-à-dire �= ed
1+ e cos �

.

Ainsi, M(�; �). Par dé�nition on a :

FM = ed
1+ e cos �
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Donc par suite :
1
FM

= 1+ e cos �
ed

.

Dans ce même repère, on a : P (�0; p¡ �). Donc FP = ed
1¡ e cos � . Par suite :

1
FP

= 1¡ e cos �
ed

Par conséquent :
1
FM

+ 1
FP

= 2
ed

.

Ainsi,
1
FM

+ 1
FP

est constant et ne dépend pas du choix de D.

Posons f(�)= 1
FM2

+ 1
FP 2

=
�

1
FM

+ 1
FP

�2
¡ 2
FM�FP = 1

e2 d2
¡ 2(1¡ e2cos2�)

e2 d2
.

c'est-à-dire que f : � 7¡! 2
e2 d2

+ 2cos2�
d2

avec �2 [0; p].

On a : 8� 2 [0; 2p], f 0(�)=¡2 sin 2�
d2

. Ainsi, f 0(�)= 0() � 2
n
0; p
2

o
.

On en déduit le tableau de variation suivant :

f 0

�

f

0 p

0

p
2

¡ +

f
¡ p
2

�
f(0) f(p)

D'après les variations de f on en déduit que f
¡ p
2

�
est minimum de f par conséquent

la quantité
1

FM2 +
1

FP 2 est minimale si et seulement �= p
2
c'est-à-dire D est perpendicu-

laire au grand axe autrement lorsque D est parallèle à la directrice �. �
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