Nombres complexes

GROUPE CAUCHY SCHWAR>

EXAMINATEUR : NZOUEKEU MBITKEU PATRICE

Fiche de travaux dirigés en classe de terminale D
Exercice: 1
On rapporte le plan &O;u, V) orthonormal direct.
1. C est I'ensemble des nombres complexes. On carsste C I'équation
(E):2+47+27-28=0
a. Montrer que (E) admet une solution réelle.

b. Résoudre dans C I'équation (E).

2.0n note (H) I'ensemble des points M du plan d’afixvérifiant :z> -4 = 4-7.
a. M étant un point du plan d’'affixe z=x+iy, montrargMUH si x2-y?=4.

b. Soit A, B et C les points d’affixe respectives—a—i\/é, ~3+i/5.

Vérifier que A, B et C appartiennent a (H).

3. Soit r la rotation de centre O et d’ang+e;:T

a. Calculer les images les affixes de A’, B’ et C' mes respectives de A, B et C par la rotation
r.(on donnera les affixes sous forme algébrique).
b. On note par M’ (z'=x’+iy’) 'image de M(z=x+iy) par. (H") 'image de (H) par .

- Exprimer x et y en fonction de x’ et y'.

- Montrer que M’ appartient a (H’) si X'y'=-2. puigrifier que A’, B’ et C’ appartiennent a

(H).

4. Verifier que y'=- 2|

— ; puis déterminer la nature de (H’).
X

Exercice:2

1- Ecrire sous la forme trigonométrique le compléxe
2- On pose :

z=pé’ avecpO] 0;+[ e®O[ 02

a- Calculer z2 efl+i)z en fonction deo et 8 (?désignant lecomplexe conjugué dé .

b- En déduire la valeur r de pour laquelle on a z2 = (1+ i)_z (1)
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Nombres complexes

c- Déterminer les valeu,d, et 8, ded telles que= re’ vérifie l'égalité)( On note
respectivement,, z et z les nombres complexes de modulet d’argumend,, &, eté,.

2- Soit A et A, les points d affixes respectives- z, et z— z dans le plan complexe, et O le point

d’affixe nulle. L'objectif de cette question est deettre le nombre comple;%éi, sous forme
44
trigonométrique.

a) Montrer, a laide de la relation (1), que(1+i)(zz—zo):zf—io=2«/§é’ et

_ A
(1+i)(zl— zo) = 7,- 2,=2/3¢€3.
b) Déduire de 2.a) les arguments des complexesz et z - z,.

En déduire que le triangle GA..

Exercice2
Dans le plan complexe P rapporte au repére ort‘rujg,ﬁrecl(o;é,é), soit les points A, l et B d

affixes respectives 1, 2 et 3. Soit P le plan Pepde | ef | application de P dans P qui a tout point

M d affixe z associe le plakl = f (M) d affixe ; z= +2

z—2

1. Déterminer les points M de P’ vérifianf: M (=M

2. Calculer, en fonction de z, : les affixes desteersIM etIM .

En déduire une relation entre IM’ et IM, puis uekation entre les angles:(IM ) et (e, IM ).

7
Placer les pointsM, d' affixez, = 2+ 2¢ dans le repere, puis le point ¢Vén utilisant ce qui
précede.

3. On suppose que M est point de plan P’ diffédenf\ et de B.

- : f g 1-z'_ 1-z - :
Calculer z'-1 etz* Zen fonction de z. verifier queé =73 en déduire une relation entre
-z -z

m—'g et% , puis une relation entre les ang(és'B,M 'A)et (MB, MA).

Démontrer que si M appartient la médiatrice de]jABzn est de méme pour M.
Exercice: 3

Le plan est rapporté au repére orthonormé dif€xte v) ; unité 2cm. On appelle A et B les points

du plan d’affixe respectives a=1 et b=-1.
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Nombres complexes

On consideére I'application f qui, a tout point Mférent de B, d’affixe z, fait correspondre le pioin

M’ d’'affixe z’ définie par : z' Pty
z+1

1. Résoudre dans C I’équatiFFZ—_l.
z+1

En déduire les points M tels que : f(M)=M.
2. Montrer que (z’-1)(z+1)=-2. En déduire que AM’x Bif.
3. Montrer que si M appartient au cercle (C) de aei®ret de rayon 2, alors M’ appartient a un
cercle (C’) de centre A et de rayon a préciser.
4. Soit P le point d’affixep = —2+i/2
a) Ecrire p+1 sous la forme exponentielle.
b) Montrer queP [(C).
c) Soient Q le point d’affixg :_pou B est le conjugué de p.

Montrer que les points A, P’ et Q sont alignés.

Exercice:4

3 Bz 2

On considere les nombres complexes 3(—1+ |—) etz = 3(—+ |—)

1.a) Mettre sous forme trigonométrique les trois nmalwomplexes;z

z
z,

b) Démontrer que pour tout entier naturez>"

etz=

2.a) Donner la forme algébrique de=2
z,

5t
b) En déduire les valeurs exactesams— etsin—.

12
3.0n considére dans IR I'équation d'inconrué/6 —+/2)cog + ¢/ 6+ 2)sin= @ . Résoudre

cette équation dafsz, 77] .

Exercice: 5

Pour tout complexe#1, on pose
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Nombres complexes

-1 : . N L
z:Z—l, et on appelle A,B M et M’ les points d’affixes I, z et z' dans un repere orthonormé
Z_

(o;u,v).
1-a) Comparefz-1 et ‘_z— il En déduirgz].
b) traduire géométriquement ce résultat pour pgdint

2- Calculer en fonction de et z le complexe.

z'+1 S i
r =—— ; en déduire que r est réel.

z-1

3-Montrer que les vecteurAM et BM sont colinéaires
4- utiliser ce qui précede pour donner une constnigéomeétrigue de M’ connaissant M. On fera
une figure.
Exercice: 5
Pour tout nombre complexe z, on poBéz) = 7 —4 2+16 et on considére, dari$, I'équation
(E) : P(z) = o.
1. Montrer qu’il existe un réel a, et le détermitedrque :

P(2=(2+ azt4)( 2- az4).
2. Résoudre I'équation (E). on notekala solution dont la partie réelle et la partieagimaire sont
positives. Vérifier que les solutiors, -z, z et -z . (zdésigne le conjugué de.
3. Le plan est rapporté a un repére orthonorfmal; V) (unité : 4 cm). Placer les points A, B, C, D,
E et F d’affixes respectives 2i,—Z,— z,~2i et_;.

Montrer que ces points sont situés sur le cercleafdre O et de rayon 2, et qu’ils forment un
hexagone régulier.

Exercice: 6

L'équation suivante, d’'inconnue_C.

(E) :Z>-(5+i)Z°+(9+4i)z-5-5i=0

posséde trois solutios, z et z; vérifiantz;= z, .

1. Former une équation admettant comme solwjpn et z.

2. En déduire les solutions de (E)( on pourra paseti+iy i, Zs=Xs+iy3)

3. Dans le plan est rapporté & un repére orthongi@é j). Soient A, B et ¢ les points du plan

d’affixes respectiveg+i, 1+i et 2-i.
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Démontrer gu’il existe une similitude S quideA en B et B en C. On précisera les éléments
caractéristiques de S.

, : I , . . +i
Exercice 7Soit s la similitude directe d’écriture complexa = (1+ |x/§)2+ 3 2\/5 :
1. Déterminer les éléments caractéristiques de s.
2. Déterminer et construire I'ensemble des pointd'affixe z tels que |(1—i)z+ 2- i| =4

3. Retrouver le résultat de la question précédeateine méthode algébrique.

Exercice: 8
1.Pour tout nombre complexe Z , on pose P(Z)=3Z% +3Z+7.
a)calculer P(-1).
b)Déterminer les réels a et b tels que pmut nombre complexe Z, on ait :
P(2)=(Z+1)(Zaz+b).
c)Résoudre dans C I'équation P(2)=0. 2.Le plan
complexe est rapporté a un repére orthonormaltd(feg&,(/) (unité graphique :2cm).
On désigne par A, B, C et G les pointpldun d’affixes respectivesaZ -1 ,
Z5=2 + i3, Zc=2- i3 et Z= 3.
a)Réaliser une figure et placer les {sof B,C,et G.
b)Calculer les distances AB ,BC ,et &A@Q.déduire la nature du triangle ABC.

Zn—2Z g .
c)Calculer un argument du nombre corrEp)Iex—C .En déduire la nature du triangle
G — LC

GAC.

Exercice:9

Soit le plan P rapporté & un repére orthonotmé, v).

1. On considére la transformation T de P dans Paguoint M(x,y) fait correspondre le point
X'=x+1

y'=y+3

Le point M a pour affixe le complexe z et point &1

M'(x',y’) tel que :{

a) Exprimer z’ en fonction de z.

b) Donner la nature et les éléments caractérigigeer .
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2. Soit maintenant la transformation S, qui au pbid’affixe z; associe le point Md'affixe z tel

que :z = [—%+ |@j z

2

Reconnaitre la transformation S et préciser seseflés caractéristiques.

3. Soit maintenant la transformation SOT qui, ainfil(X,y) d’affixe z associe le point §Xz,Y-)
d’affixe z.

a) Exprimer z en fonction de z, puisy»et y» en fonction de x et y. quelle est I'image par S@T d

c[_l,_ﬁJ :
3

b) Soit D la droite dont une équation est+ y\/§+ 2=0.

Montrer que C appartient a D.

Si D’ est I'image de D par SOT, quel est le poinhi#rsection de D et D’ ?
Exercice:10

On se propose de résoudre dans C I'équationE)=57 +137- 5z 6= 0

a) Vérifier que 0 n’est pas solution de cette équat

(E) 6u’-5u+1= 0
b) Demontrer que les systemes suivants sont éguitsal S)) 1 et (S 1
=7+ — u=z+—
z z

c) Résoudre le systeme,SEn déduire les solutions de (E).
Exercice:11

Déterminer I'écriture complexe de la transformatiomsidérée :

a) L’homothétie de rappor%— et de centre V d’affixe i ;

b) la rotation d’angle—l—T et de centre J d’'affixe -2+i ;

c) la symétrie centrale de centre K d’affixe -4 ;

d) la translation de vectew d’affixe -5+2i ;
e) la similitude de centre A d’affixe i de rapparet d’angle 60°.
Exercice 12

v
T est la transformation du plan qui a tout pointffixe z associe le point M’ d’affixez’ = e? 2.

1. Donner la nature et les éléments caractéristigecr.

2. C est 'ensemble des points M d'affixe z tels fu+-2i = 2.
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Nombres complexes

a) Déterminer et construire C

b) Déterminer et construire I'image de C par T.

3. A est 'ensemble des points M, d’affixe z tels qLI‘E_:]l = ‘ Z_1+|2\/§

a) Déterminer et construife.

b) Déterminer et construire I'image depar T.

Exercice: 13

l. Soit Z un complexe.

On considere dans C I'équationz2— (2+ iw)+ iw+ 2—w= 0 (1)

1. Démontrer gu'’il existe un nombre complesmour lequel I'équation (1) admet deux solutions
conjuguées.

2. Calculer alors ces solutions.

II. Le plan complexe est muni d'un rep&e u,v) orthonormal direct ( unité graphique : 4cm).

B et M; sont les points d’affixes respectives :

1. Calculer le module et un argument ge z
2. M; est le point d’affixe z image de M par la rotation de centre O et d'anéﬁe

Trouver le module et un argument de z
Déduisez-en que le pointivst sur la droite (d) d’équation y = x

3. M3 est le point, d’affixe z image de M par ’'homothétie de centre O et de rapribft\/é

a. vérifier quez, =1+—2\/§(1+ i)

b. Démontrer que les points;Mt M; sont sur le cercle de centre B et de ray’&n
4. Construire a la régle et au compas, les point\i4 et M; en utilisant les questions précédentes ;
préciser les différentes étapes de la construction.

5. A tout point M, distinct de B d’affixe z, on a&s$e le point M’ d’affixe Z tel quez :,i
i-z

Trouver, puis représenter, 'ensemble E des pdihtsls que M’ appartienne au cercle de centre O

et rayon n.

Exercice 14 :
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A) soit P(2) =37+ (-5/3+10i)z2+ (5- 15/ 3+ 24

1- calculer P(-3i) et en déduire la solutigdezI'’équation P(z) = 0

2- Déterminer a, b et ¢ nombre complexes non nels fue pour tout complexe z,
P(2=(z+3)(az+ bz ¥

3- Résoudre I'équation P(z) = 0 (on noteseetz z les autres racines de cette équation. La partie
imaginaire de zétant négative).

4- Calculer le module et 'argument dg z et .

5- Démontrons que;zz, et z sont, dans cet ordre, trois termes consécutifsedauite géomeétrique

dont on précisera la raison.

B) Dans le plan complexe rapporté & un repére pdimé(o,u,v), on considére les points

M,(0,-3)M, /3~ 1) eM, @ _g

1- Déterminer le réel m pour que le point G diafi le barycentre du systemey(sh), My(- 2) et
M3(3)

2- Déterminer la similitude plane directe S tellee (M) = M, et S(M) = M.

Préciser les éléments caractéristiques de S.

3- Quel est le transformé de G par la similitudesde
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