Ch3 : Fonction exponentielle (TS)

FONCTION EXPONENTIELLE

l. RAPPELS : METHODE D'EULER

Sif est une fonction dérivable ag on sait que f(xo + h) a pour approximation affine

f(xo) +f'(xo)h
On peut donc sur de "petits” intervalles, appro¢heourbe d'une fonction par des "petits”
segments.

II. INTRODUCTION, DEFINITION

En physique ou en biologie, on est souvent ameaélgercher et a étudier les fonctidrgfinies

et dérivables sur IR et vérifiarit = k f, c'est-a-dire les solutions de I'équation difféedle y'=ky,

k étant un réel fixé.

On peut remarquer gqu'aucune des fonctions rer@sjusqu'a présent (fonction polynémes,

fonctions rationnelles, fonction racine carrée ctans sinus et cosinus...) ne sont solutions d'une

telle équation différentielle.
On s'intéressera plus particulierement au cagcpher k = 1.

Théoreme

Il existe une unique fonctidn, définie et dérivable sur IR, telle glie=f et f(0) = 1.
Cette fonction est notéxp et appelééonction exponentielle

» Pour tous réelk eta, il existe une unique fonctidn définie et dérivable sur IR, telle que
f'=kfetf(0) =a.
Cette fonctiorf est définie parf(x) = a x exp(kx) pour toutx [ IR .

Exercice 01
On consideére un partage de l'intervalle [0 ; 1] eintervalles de méme amplitude [QHN* ).

1. En utilisant les approximations affines et la mékdal'Euler , donner en fonction de n une

approximation de e{%) et ex;é%).

. n o
2. Démontrer qu{l +%) est une approximation de exp(1).

3. On considere la suite gy définie par y = (1 + %)n

Donner & 163 prés les valeurs dg wbtenues avec une calculatrice pour :

n=10 ; n=100 ; n=1000 ; n=10000n =100000 ; n=1000 000
4. En déduire une valeur approchée de exp(1).
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Ch3 : Fonction exponentielle (TS)
1. On sait qu'une approximation affine de expt h) est exp(Q) + exp'kg) h

Comme la fonction exponentielle est égale a savéérion a :

explg) + exp'kg) h = expkg) + expkg) h = expkg) (1 + h)
Une approximation de e@) est donc exp((ﬁl +%> =1 +%
En réitérant le procédé, on peut écrire que

ex;(% = ex;(l +1> a pour approximation e@)(l +1> donc(l +1X1 +1>
n n n n n n

2
Une approximation de eeﬁ) est donc{l +%)

3
2. exp(§> = ex;(g +1> a pour approximation e€é>(1 +l> donc(l +1>
n n n n n
k
1

on pourait démontrer que pour tdutl {1,...,n}, une approximation de eéﬁ) est(l +ﬁ)

n
Or, exp(1) = exéﬁ) , on en déduit que exp(1) a pour approxima@bﬁ%)

n
3. Lasuite (y) étant définie par = (1 +%) , On obtient

uqp = 2,594 uq00 = 2,705
uq000 = 2,717 uq10000 =2.718
Uu100000 = 2,718 U1000000 = 2,718

4. exp(1) a donc pour valeur approchée 2,718

I1l. RELATION FONCTIONNELLE, NOTATION e *

Propriété
Pour tous réelz ety, on a : exp(+y) = expk) x expf)

La fonction exponentielle est donc une fonctiomsfarmant une somme en un produlit.

Démonstration :
Soity un nombre réel fixé, on a vu que e¥pf 0
Considérons la fonctiog définie parg(x) =e—);%%ﬂ
Les focntionsx 0 O - expf +y) est dérivable sur IR dong,est dérivable suR.
On a alors [exp(+y)] = (X +Yy)' x exp' +Y) = expk +Y).
="t ewy) 0¥
0 +y)_exp(y)_

De plus on a g(0) exp( = =1

exp(y)  exp(y)
g est donc une fonction définie et dérivable sutdie que g'=getg(0) =1
g est donc la fonction exponentielle
On en déduit que pour tout réelg(x) = exp), c'est—a—dir%%%w: expk)
D’ou : Pour tous réels ety, on a exp{ +Yy) = expk) x expfy)

Remarques
En appliguant la relation précédente ayecx, on obtient : exp(d = [epr<)]2

En appliguant de nouveau la relation ayec2x, on obtient : exp(d = exp(X) x expk) = [exp(x)]3

On peut alors démontrer que pour tout entier naturen a {expax) = [exp§)]"”

On en déduit en particulier que pour tout enti¢ured n , on a : exp(n) = [exp(1)]

Si on note e le nombre exp(1), alors pour touteemtaturel n, on a exp(= e

- 2/8 -
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On trouve sur les calculatrices scientifiques wugle correspondant a cette fonction.

Remarques
Le nombre e = exp(1) a pour valeur approchée 8,71

La notation € a donc une double signification : soit le nombggexé au carré, soit le nombre
exp(2), ces deux nombres étant égaux

Quelques démonstrations :

« X ety étant deux réels, on a déja démontré que exppetexp(x)x exp(y)
Donc pour tous réels a et b on &= & &P

e En prenant a = -b, on obtient en particuliﬂ'*@ = b b cest-a-dire @ = eb. P
Or on sait que%= 1, donc . =1 cest-a-dire® =1 pour tout b1 R*

P

« On peut écrire &b= @+(-b)= @gb-a 1 -
P S &

Exercice 02 :
Ecrire plus simplement :

1. e2Xxel-2X
X+3
2. e
eX'l
3. (eX+e'X)2
e'zx-ﬁ
e2X

1. eXxelX=gx*l=2X=¢l=¢

5 €23 | oxt3xtl o gxtd
exl

3. (eX+e%2= (9% +2eXx X+ (€% = X+ 2 XX+ g2X= X420+ g2X= X4 g2X 42
4, e'zx-—e2X+1=€2X-(e2X+ DxeX=g2X. (Xx g2X+ g2X) = g2X . XK. gX=g2X_ . g2X=1,
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Exercice 03 :
X -
On considere la fonction f définie sur IR par ) fxx — ex i .
er+
i . _ 1-€eX
1. Vérifier que pour tout réel x : f(x) = x
1+eX
2. Puisf(x)=x-1 2
eX+1

e2X+1 _ 1+e2X
(eX+1)2 (1+eX%)?2

3. Montrer que f est dérivable sur IR, vérifier quig(x) =

1. La fonction exponentielle étant strictement positaX + 1# 0 pour toutx 0 IR.Donc,f(x) existe pour tout réed

ex(l—ix)

X . X(1 - gX X

e 1=X_ e’ _y-& (1 €)=X_1 e

eX+1 ex(1+i) eX(1 +eX) 1+eX
eX

f(x) =x -

X41_ X .
2. x-1+ 2 =x-£ +1 2=x—e 1=f(x).
eX+1 eX+1 eX+1
3. festlasomme et le quotient de fonctions dérivable IR, don¢ est dérivable sur IR.
1) =1 (eX-1)'(eX+1) —(eX-1)(eX+1) _ 1_eX(eX +1) - (eX-1eX

(eX+ 1)2 (eX+ 1)2
:1_e2X+eX—e2X+eX:1_ 2eX :(eX+1)2—2eX:e2X+2eX+1—2eX
(eX+ 1y @+17  (eX+ 1y (eX+ 1y

e2X+1 _ e2X+1 _ e2X1+e2X _e2X1+e2X) _ 1+e2X
@X+17% (eX+17 [eXL+eN? e2X1+e¥2 (1+e%)2

V. ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Courbe représentative
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Exercice 04

Résoudre dans IR les inéquations suivantes :
1. e2X-1>0
2. E}j;g;,z
eX+1
3. eX_eZX<0
4. @2x+5 < el-X

On sait que la fonction exponentielle est strictehoeoissante sur IR.On a don@ed - a>b.

1. eX-1>0 « eX>1 « >0 - 2x>0 carlafonction expd est strictement croissante sur IR
= X>0 donc S=P;+oo|
2. OnaeX>0, donceX+1>0.
X
L'inéquationeX—"L"')'> 2 est donc définie sur IR et on peut multiplier desx membres parX + 1 qui est
eX+1
strictement positif.

X
ex—*3>2 o eX+3>2eX+2 o 3-2>2X-eX o eX<l - eX<ed o x<0
et+1

car la fonction exponentielle est strictement @aige sur IRdonc, S =Jos-; 0 [

3. eX-eX<0 = eX-(2<0 - eX1-eX<0 = 1-eX<0 careX>0
~ eX21 - eXzel -~ x>0donc, S=pP;+o]

4. @245 <el™X . 2x+5<1-x carlafonction exponentielle est strictemenisgante sur IR
e 3x<-4 - x<—‘§1r donc-sﬂ—m;g[

Démonstrations
ey — X ey = 1 100 = F(0) k-1
» Soitf(x) = e*, f’(0) XI|Ln0 0 xlTb < 1

» Pour une fonctiohdérivable enxg, I'approximation affine déxg + h) esff(xg) +f'(xg) x h

L'approximation affine defbestdonc@+ P xh=1+h
Cela revient a dire que la courbe de la fonctiqgoeentielle a pour tangente au point d'abscidaedfoite d'équation
y=x+1

Exercice 05
Déterminer les limites suivantes :

1. lim eX-%k-5
X_»+oa

2. lim 2+3 %2+l
Xt o

. X.
3. Jim £2-3
X—»‘oaex_l_ 2
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: X+
4. Imbe—1
X-0  &2x
5. lim 3xeX
_;+oo
6. Xlirr_l (x + DeX
. X .
7. _lim 2e”-5
X-teo  3X
. eX-1
8. i
. -X
0. lim 82*¢€
X-m= 3 4+ eX
1 Jim x2-3-5=+w et fm eX=+o donc lim eX* 5= 1w
X =+ N Y X =+
2. Xlirrl -X+1=-c0 or, >Jlm eX =0 donc lim eX%+l=0 et Xllm 2+36%%+l =)
3. I|m eX=0 donc I|m e€X-3=-3 et I|m e€X+2=2 donc lim eX-3_3
~oo X— '°°eX+2 2
4.
X
5. Xlirq_ 3xe X conduit & une forme indéterminée
eX _
or,xe*=2% I|m € -+ donc, .. lim 3xe X =0
eX —> OOX X—>+00
6. Xlir‘r] (x+1)eX consuit & une forme indéterminée on écuit: {)e X =xeX + eX
I|m xex—xllm -xé X=0 donc Xlirr] xeX=0
D'autre part | Iim eX=0 Donc Iim (x+1e*=0
X _ X
7. lim 2e7-5 conduit a une forme indéterminée. On ec-?Fﬁ—S—ge——i
Xo+eo  3X 3 x 3x
X X
On sait que I|m € 40 etona lim ——O donc lim 287_5 - 4o
X-+o X X - +o 3X X403 X 3X
X _ . o o L eX. X _
8. lim & 1condmtauneforme indéterminée. On peutecﬁlue—l:e 1,1
X-0 %3 X X2
X . ) i X .
On sait quelim e—1:1 etona lim 1w donc lim_& 11l e
X-0 X X-0 2 X-0 X X2
9. Onaxlirr] eX=0 et I|m eX=_lim eX=+n donc I|m eX+eX=+w
; i o eX+eX
D’autre part, lim 3 +eX=3 Donc, lim =—=_ =+
X X=m2 34 X
Exercice 07
Résoudre dans IR les équations suivantes :
1. 2X+1_1=0
2. X+1_2%-3=
3. X1 xe3x+5=1
4 92X+ eX-2=0
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2¢1-120 o 2¢l=1 o 2¢l=dd) o 24120 o x=-1

el -eX38=0 o e*l=eX3 - x+1=2x-3 = x=4

e leeXd=1 o 5=l . M=l . 4x+4=0 - x=-1

+eX-2=0 « (M?+eX-2=0

Sion pose X = & , I'équation devient X+ X — 2 = 0. Cette équation a pour solutiong X1 et %= -2
On en déduit que®* +eX-2=0 - eX=1 ou eX=-2

On sait que la fonction exponentielle est strictem®sitive, donc I'équatios = =2 n'a pas de solution
Dautre pareX=1 - eX=el « x=0

Exercice 07
Justifier que chacune des fonctions est dérivalndrs, calculer la dérivée et étudier son signe.

1.
2.

3.

f(x) = 2@+1

g(x) = (2x + D)ex+l
__3eX

1) = e2X+ 1

f est la composée de la fonction polync‘)Zn% + 1 et de la fonction exponentielle qui dérivablesIBur

Par conséquentest dérivable sur IR.

f'(x) = (232 + 1) €%+ donc : f (x) = 4x e2X2+1

La fonction exponentielle est strictement positidenct '(x) est du signe déx

Onadond'(xX) <0 pourx]-o; 0] et f'(xX)>0 pourx]0 ;+oo[

g est le produit de fonctions dérivables sur dgest dérivable sur IR.

g(¥) = (2x + 1) x €21 4 (2x + 1)(e2X*+]) = 262X+ 4 (2x + 1) (2x + 1)'(€2XFL) = 262X*] + (2x + 1) (2e2X*])
= 262+ L1+ 2x+ 1) = 2(2x + 2)e2X+L = 4(x + 1)e2X*1

On sait que la fonction exponentielle est strictenpmsitive, dongy'(x) est du signe de+ 1

g'(x) <Opour x/7]-c0; —1[ et gix)>0pour x/7] =1 ; +oq

La fonction t le quotient et la composée de formidérivables sur IR e?X_1 ne s'annule pas sur IR.

Donc, t est dérivable sur IR.

£(x) = 3(eX) x (2% + 1) - 3eX x (62X + 1) _ 3(eX) x (62X + 1) - 3eX x (2e2X) _ 3e3X + 3eX - 63X

2%+ 17 e+ 17 (e2%+ 17

3eX - 3e3X _3eX(1 - e2X) _3eX(1 - (eX)?) _3eX(1- X1 +eX)

@X+1f  @+1f  @X+1f  (@X+1f

On sait que la fonction exponentielle est strictenpositive, done X, (1 + €X) et (e2x + 1)2 sont strictement

positifs pour tout réet.

Donc, t'k) est du signe dé& - eX

1-eX>0 o eX<l = x<0.0Onadonct(x)>0pourxO]-c;0[ et t'(xX)<0pourxd]0 ;-+oo

t() =

Exercice 08

1.

2.
3.

. X
Etudier les variations de la fonction f définie pHK) :Q .
e2X+1
Dresser son tableau de variations.
Soit (C) la courbe représentative de f, donnerdaiopn de la tangente T a (C) au point

d'abscisse 0. Tracer (C) et T.

Démontrer que I'équation f(x)% a une solution unique dans IR. Donner une valeur

approchée de alpha & T(res .

- 718 -



Ch3 : Fonction exponentielle (TS)
1. »On sait que la fonction exponentielle est strictehm®sitive sur IR, done® +1%0 pour toutx [0 IR

La fonctionf est donc définie sur IR.
. . . X.1 - )
»Ona lim eX=0donc, lim e2X=0 et par conséqueptim Q:—l donc lim f(x)=-1
X5 =0 X5 =0 X_>-ooe2X+1 1 X 5 =0
eZX(l _ e—2x> _1- a2X

D'autre part, on peut écrif) =
e2X1 +e2X) 1 +e2X

Ona lim -2x=-o et >Jim eX=0 donc lim e2X=0
X 5 +oo =0

On en déduit lim L= e2X
Xo+twq 4 g2X
»f est somme, quotient et composée de fonctions dieivaur IR, don€est dérivable sur IR
£ = (2% - 1)(€2X + 1) - (X - 1)(X + 1) _ 2e2X(e2X + 1) - (X - 1)(28X) _ 2e#X + 22X - 2efX 4 22X
(€2X+ 1Y (e2X+ 1Y (e2X + 1Y
_ 42X
(e2X+ 1Y

On sait que la fonction exponentielle est strictenpmsitive, dond '(xX) >0 pour toutx I IR

=1 donc lim f(x)=1
X =+

doncf'(x) = pour toux 0 IR

2. On peut alors dresser le tableau de variatiorfs de

X -00 +o00
f'(x) +

1

f /

-1
3. Latangente T a (C) au point d'abscisse 0 a pawaté&m y = f '(0)(x - 0) + f(0)
0.
avect (0)=—2€_4_1 o q0=L-1-¢
@+17 4 D+1

Donc, T a pour équation= x

H

D

4. W La fonction est strictement croissante et contibel® dans ] -1 ; 1 [. Or% 0]-1;1[. D'aprés le théoreme

des valeurs intermédiaires, I’équat'mxbzé admet une unique solution d&r

» On peut donner une valeur approchée de alpha eargeant qué(0) = 0 etf(1) = 0,76 et en procédant par la
méthode de balayage :

On obtientf(0,54)= 0,49 etf(0,55)=0,50052. Comme 0,6 ] 0,49 ; 0,50052], alors on peut prendre
a =0,55
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