EXERCICES

10 mars 2016

Iotégration et primitives

Notion d’intégrale

Exercice 1

Pour chaque fonctionfiéane définie par morceauk, représentée ci-dessous, calculer, en

utilisant les aires, I'intégrale | dé sur l'intervalle de définition de.

A

Y

Gt

ExERrcice 2

\

Polynésie juin 2013

On considére la fonctiofi définie suR par: f(x) = (x + 2)e*

On note%’ la courbe représentative de la fonctibaans un repere orthogonal.

On noteZ le domaine compris entre I'axe des abscisses, la cofirdes droites d’équa-
tion x = 0 etx = 1. On approche l'aire du domairie en calculant une somme d’aires de

rectangles.

a) Dans cette question, on découpe l'intervalle [0 ; 1] entrguitervalles de méme

longueur :

. [ 1 .
e Sur lintervalle |0 ; Z]’ on construit un rec-

tangle de hauteuf(0)

e Sur l'intervalle , on construit un rec-

1
,4’
“

,2 ,
tangle de hauteuf(

Bl

~ NI

tangle de haute

e Sur l'intervalle , on construit un rec-

iy
l-bl w

NI
SN—

.- 3 .
e Sur lintervalle Z; 1|, on construit un rec-

tangle de hauteuf(g)

Cette construction est illustrée ci-contre.

\
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L'algorithme ci-contre permet d’obtenir Variables : | entier etS réel
une valeur approchée de I'aire du domaine | Entrées et initialisation

2 en ajoutant les aires des quatre rec- | ! 0—2S
tangles précédents. U HETES

9 P pour | variant de 0 a 3aire
anner une valeur, approchée a 40 ‘ S+1'f(|—)—>S
prés du résultatfiché par cet algorithme. in 4 \4

S’agit-il d’'une valeur par excés ou par dé-
faut?

Sorties: AfficherS

b) Dans cette questiomN est un nombre entier strictement supérieur & 1. On découpe
I'intervalle [0 ; 1] enN intervalles de méme longueur. Sur chacun de ces interyalles
on construit un rectangle en procédant de la méme manieéelgujuestion a).

Modifier I'algorithme précédent afin qu’ilfache en sortie la somme des aires tes
rectangles ainsi construits. Faites le calcul pdus 100.

c) Vérifier le résultat en calculant la valeur approchéeidédgrale def de 0 a 1. Quelle
est I'erreur commise en prenait= 4, valeur trouvée en a).

EXERCICE 3
Dans chaque cas, la fonctidnest représentée par sa coufde dont une équation est
indiquée.

1) Prouver qué&ss est un demi-cercle. Préciser son centre et son rayon.

2) En déduire l'intégrale | dé sur son intervalle de définition. En donner ensuite une
valeur approchée puis Vvérifier le résultat sur votre cattaile

A

] _ T(x_1)2
@ y= o2 y=1+4+ 2+ (x=1)

A A
Y

.A
'—\

ExErcick 4

Les fonctions #ines par morceauk etg sont définies sur I'intervalle-{1 ;5] par :

Xx+3 si-1<x<0 i ? sisi<x<t
f)={ —x+3 si 0<x<3 et g(X)= % é
x—-3 si 3<x<5 _ZX+Z si 1<xxgb5

1) Tracer séparément les fonctiohstg
2) Calculer les intégrales | et J sw] ;5] def etg.
3) En déduire les intégrales sur] ;5] des fonctionf + 4g et 5f — 2g
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Primitive

EXERCICE 5

Prouver dans les cas suivantes que la fondti@st une primitive de la fonctioh sur un
intervallel .

1) f(X )—&31), F(X):X2+%; I =]0; +oo[

2) f(X) = ﬁ; F(X)=x-In(1+€); | =
3) f(x) = :rLl F(X) =In(Inx); | =]1; +oo[

4) f(X) = cosx— xsinx; F(x) = xcosx; | =R

EXERCICE 6
Montrer que les fonctior et G sont deux primitives de la méme fonctidnsur un
intervallel. Pouvait-on prévoir ce résultat ?

24+3x-1 24+ 7x-5
F()_L’ G(X):ﬁ, |:]1,+OO[
1 -1
Calcul de primitive

Pour les exercices de 7 a 13, donner une primitive de la fonctisur I'intervalle 1.

EXERCICE 7
Linéarité de la primitive
D) fX)=x-43+x-4x+3, | =R

X2 —2x+1 1 4

) f)="—73— I=R Y1) =-7z+5-1 1=]0+e
3) f(X)=1 ! I =]O; 5 f _4 2¢5, 1 =]0;
) f(X) = - @ =]0; +oo[ ) (X)—;(+ , | =]0; +oof
ExERrcicE 8
Formeu’u"
1) f(X)=(x+2)% I =R 4) f(X)=2x(8x*-1)% I =R
2) f(x)=2x1+x)° 1 =R 5) f(x) =sinxcosx, | =R
3) f()_(X Vs
EXERCICE 9

U
Forme —

u
1) f(x) = le4’ | =]4; +o0[ 2) f(X) = X%V | =] — 00} 4[
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2X —
X2_

3) f(x) = i | =]0: 1]

Exercice 10

ul
Forme —, n> 2
un

2 _ 3 x-1 3 _
D 10 = g -4l Y100 = o g | 1L
1 1 2
2) f(¥) = G- 1y’ = |- §[ 5) f(x) = ﬁ, | =] - 2;+00]
2x—-1
3) f(X):m, | =R
Exercice 11
Formeu—’
\Vu
2 1 2X
1) f(x) = — |:]—§;+oo[ 2) f(X) = — | =]1; +oof
ExErcicE 12
Forme u'et
1) f()=e*l | =R 3) f() =xe%, | =R

2) f(x)=2e*2 1 =R 4) f(x) =sinxx e, | =R

Exercice 13

Forme u(ax+b)

1) f(x) = cos(3) +sin(x), | =R 3) f(x) = sm(g _ zx), | =R
2) f(x) =3cosx-2sin(x)+1, | =R

Exercice 14
Pour les exercices suivants , trouver la primifiele la fonctionf, qui vérifie la condition
donnée sur un intervallea préciser.

1) fX)=x*+3x2-4x+1, F(2)=0

2) f(x):%+x, F(1)=0 5) f(X)=(XTX1)2, FO)=0

1
3) f(x) = X 1P F@O)=0 6) f(x) = e F(-1)=0

4) f(X)=—%(, F()=1 7) () =xe*, F(Vin2)=1
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1 1 . b
- _— — 10) f(X) = cosxsir’ x, F(—): 1
8) f(x)= =5 + g F@=0 ) 19 :
. T T X . X T
9) f(x) = sm(zx— Z)’ F (E) =0 11) (9 = 2c0s - 3sin>, F (E) =0
Calcul de primitive plus difficile
Exercice 15
Calculer une primitive de la fonctiofi sur 'intervalle indiquée.
NG Inx-1 _
1) f(x) = 51 | =] —o0; 1] 5) f(X) = 2z | =]0; +oo[
In x
COSX :
st [ R 6) f(X) = — | =]0; +oo[
2) (X S | =] —x; 0 ”
3) £00 = Lt 1 2]0; +oo] 7) £ = —— | =1 +eo]
X2 B xIn x '
X COSX — SinX ef—e*
4) f(x):T | =]0; +oo[ 8) f(x):euerx | =R

ExERrcIcE 16

f désigne une fonction rationnelle définie sur un interviall2éterminer une primitive de
f al'aide de la décomposition proposée

4x+5 1
1) f(X) = 1 | = ] - E,+oo[. Montrer que f(X) = a+ i1
2 _ 3y —
2) £(x) = W | =]2; +oo[. Montrer que f(x) = ax+ b + sz
1 1
3) f(X) = XTS + m
a) | =]3; +oo[ b) 1 =]-3;3[ C) I =] —o0; =3[
X+ x+1 _ . a b
4) f(x) = W | =]1; +oo[. Montrer que f(X) = x— 17 + X+ 17

Calcul d’intégrale

Pour les exercices 17 et 18, calculer les intégrales indégLeé I'aide d’une primitive.
EXERCICE 17

In
1) | :‘f04(x—3)dx 3) 1 :flz(t2+t—%) dd 5) 1= 3e"dx

In2

2 2 3x 3 dt
2)|:L(t2—4t+3)dt 4)I=f0 e 6)':f0 @+ 1P

Exercice 18
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4 1 X 1 5
— _ X
fodx 3)I_lez_4dx 5)I_£5e dx
1x-3 2 1 Lo
I — | = -1
[2 < dx 4) | j;3x_2dx 6) j;te dt

Exercice 19

1) |

2) |

o 4% + 7x+ 1 c
1) a) Trouver trois réea, b etctels que : ——— 2= — ax+ b+ ——
X+ 2 X+ 2
2 2
. 4 x+1
b) En déduire i :f DCE T
0 X+ 2
2) a) Prouver que pour tout réet 1 _ 1 ¢
auep 1+e¢ ~ 1+e
|
b) En déduire | = f dx
o 1+ ¢

Encadrement et valeur moyenne

Exercice 20
Comparer, sans les calculer les rdeés J.

2 2
1) | :f X € dx 2) J:f X2 e“dx
1 1

Exgercice 21
Démontrer les encadrements suivants :

1)2<f9 1 di<a 3)1<f1 1 d<a
2 2
1
2) \/§<f V1+x3dx<3 4) 2e—4<f ?dx<2
1 0

4
5) 2In3<f In(x*-1)dx < 2In3+2In5
2

ExERrcice 22
2 e0,04t

On donne la fonction définie sirpar: f(X) = 2004 719

a) Déterminer une primitive dé.

b) Calculer la valeur moyenne de f sur I'intervalle [50;100]. En donner une valeur
approchée a 16.

EXERCICE 23
On donne la valeur moyennpe= 2 d’'une fonctionf sur l'intervalle [1 ;4].

Déterminer f(X) dx
1
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ExErcice 24

Calculer la valeur moyennesur l'intervalle [-1; 1] de la fonctionf : x —» V1 - x2
(Indication: on pourra penser au cercle de centre O et de rayon 1)

Intégrale et suite

ExEercice 25

1
La suite (,,) est définie suN par : |, = f 1+t dt
0

1) Prouver que la suitd,{) est décroissante.
2) Est-elle convergente ?

EXERCICE 26
n+1 1

Pour tout entier naturel non noj on pose I, = f ~ dx

n
1 1
1) Démontrer que — < I, < =
) eSSy

2) La suite (,) est-elle convergente ?

EXERCICE 27

X
f est la fonction définie s, par: f(x) = —.

n
La suite (1,) est définie suN par : u, = f f(t) dt
0

1) Démontrer que la suitelf) est croissante.

2
(Indication: on montrera que :¥x >0, f(X) >

. n .

2) Prouver que pour tout entiar> 1, u, > . La suite (1,) converge t-elle ?
X

n+ 1)

Annales

Exercice 28
Métropole juin 2012
Partie A

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [1oo[ par : f(X) = —xi T+ In (Xj: 1)_

1) Déterminer la limite de la fonctioh en +co.
1

2) Démontrer gue pour tout réelde 'intervalle [1 ; + oo, f/(X) = —.
) que p (L3 +el, 100 = 1"

Dresser le tableau de variation de la fonction
3) En déduire le signe de la fonctidnsur I'intervalle [1 ; +oo].
Partie B

: . P 1 1 1
Soit(u,) la suite définiepoun > 1 par:u, =1+ -+ = +...+ - Inn

2 3
1) On considere l'algorithme suivant :
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Donner |a Valeur exaCtéﬁChée par Cet al' Variables : N, | entiers U réel
gorithme lorsque l'utilisateur entre la va- Entrées et initialisation
leurn = 3. Lire N

0—-U

Traitement
pour | de 1 aN faire
1
fin

Sorties: AfficherU

2) Recopier et compléter I'algorithme précédent afin quficae la valeur de, lorsque
I'utilisateur entre la valeur de.

3) Voici les résultats fournis par I'algorithme modifié, amdis a 10°.

n 4 5 6 7 8 9 10 | 100 | 1000 1500 2000
u, | 0,697 0,674 0,658 0,647 0,638 0,632 0,626 0,582 0,578 0,578 0,577

A I'aide de ce tableau, formuler des conjectures sur le sewvsudation de la suitéu,)
et son éventuelle convergence.

Partie C
Démonstrations des conjectures formulées a la partie B

1) Démontrer que pour tout entier strictement positifu,,; — u, = f(n)
f est la fonction de la partie A. En déduire le sens de variat®la suitgqu,).
2) a) Soitk un entier strictement positif.
k+1 1 1
Justifier I’inégalitéf (— - —) dx > 0.
Kk k X
1
%
, e, 1
Démontrer lI'inégalité Ik + 1) — Ink < P (1).

b) Ecrire I'inégalité (1) en remplacant successivemepar 1, 2, ... n et démontrer
gue pour tout entier strictement posttif

k+1 1
En déduire qu?f ;( dx <
k

1 1 1
N+ <1+=-+=+...+-.
( ) 2 3 n
c) En déduire que pour tout entier strictement positif, > 0.

3) Prouver que la suit@l,) est convergente. On ne demande pas de calculer sa limite.

EeMMr%)e : Cette limite s’appelle la constante d’Euler. C’est I'une desstantes les
plus importantes de I'analyse aveetr. Elle est reliée a la fonctiodzétas de Riemann
qui intervient dans I'étude de la répartition des nombresers.

Exercice 29

Centres étrangers juin 2012

1
- g . e . 2
On considére la suit@,) définie poum entier naturel non nul part, = f x"e“ dx
0
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1) a) Soitg la fonction définie pag(x) = xe*.
Démontrer que la fonctio® définie surR parG(x) = %exz est une primitive suR
de la fonctiong.
b) En déduire la valeur de.

. 1 n+1
c) On admet que, pour tout entier natunet 1,ona: I, = Ee— > I
Calculerl; etls.
2) On considére l'algorithme suivant :
Quel terme de la suitél,) obtient-on en Variables : n entier, u réel
sortie de cet algorithme ? Quelle est sava- | Entrées et initialisation
o) 1-n
leur ~ 11
27 2
Traitement
tant que n < 21faire
1e n+ lu U
2 2
n+2-n
fin
Sorties: Afficheru

3) a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul, > O.

b) Montrer que la suitél,) est décroissante.

¢) En déduire que la suifg,) est convergente. On nofesa limite.
4) Déterminer la valeur dé On pourra raisonner par I'absurde.

Calcul d’aire

Exercice 30
On considére deux fonctiorfset g définies respectivement sur 18s[ par :
In x In% x
f(x) = ~ et g(x) = ~
On note%; et ¢y les courbe respectives des fonctibetg.
1) Démontrer que les courb&$ eté; admettent deux points communs dont on précisera
les coordonnées.
2) Etudier la position relative des courliés et €.
3) On atrace les courb&s et %y. Identifier chaque courbe puis déterminer 'aireen

cn¥ de la partie du plan délimitée par les courlggé®t ¢y et par les droites d’équations
x = 1 etx = e L'unité est de 2 cm sur I'axe des abscisses et de 4 cm sur tlage

ordonnées.

0.5

Y
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Exercice 31
N'e Calédonie mars 2012

Soit f la fonction définie sur [0; 1] paf(x) = x€~.
On désigne pa¥’ la courbe représentative dedans le plan muni d’'un repere orthogonal

(O’ l_: .]_) "

Soita un nombre réel appartenant a l'intervalle [0 ; 1].

Sur la courber?, tracée ci-apres, on a placé les points A et B d’abscisspectgesa et

1. On a tracé les segments [OA] et [AB]. On a hachuré la partiglaiu délimitée par les

segments [OA] et [AB] et la courlyg’. On a placeé les points’fa; 0) et B(1; 0).

Le but de I'exercice est de déterminer la valeur du nombrearpeur laquelle I'aire de la

partie du plan hachurée en annexe est minimale.

Partie A :

1) Montrer que la fonctior définie sur [0 ;1] parF(x) = (x— 1)e* est une primitive de
1

f sur [0;1]. En déduire qu{ xedx = 1.

0
2) a) Donner l'aire du triangle OAZet montrer que l'aire du trapeze ABSB' est égale

a % (—azea +aét—ae+ e).

b) Endéduire que I’ aire de la partie du plan hachurée es@ég%l(aé‘ —ae+e-2).

Partie B :

Soitg la fonction définie sur [O+oo[ par : g(X) = x(e*—€) +e—2

1) Soitg’ la fonction dérivée de la fonctiom Calculerg” pour tout réek de [0;+o].
Vérifier que la fonction dérivée secondg’ est définie sur [Ofoco[ par :
g’(x) = (2+ x)e.

2) En déduire les variations de la fonctighnsur [0;+co].

3) Etablir que I'équationg’(x) = 0 admet une solution uniquedans l'intervalle [Oxoo.
Déterminer une valeur approchéeala 102 pres.

4) En déduire les variations de la fonctigsur [0;+oo].

5) En utilisant les réponses aux questions des parties A etdBtrer qu'’il existe une
valeur dea pour laquelle l'aire de la partie du plan hachurée est mitgm2onner
cette valeur da.
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2,5 1

2,0 1

15 ]

4

1,0 1

0,5 1

\

EXERCICE 32
Asie juin 2014 : extrait

La longueurL d’'une chaine, suspendue entre deux points d’accroche de rhéuteur
ayant une tension minimale aux extrémités, est donnéegargssion

1
L= f (e +e®) dx
0

Calculer la longueur d’une chaine ayant une tension miniauaeextrémités, en prenant
1,2 comme valeur approchée du nomhre

Exercice 33
Polynésie juin 2014 : extrait
Soientf etg les fonctions définies st par: f(x) =€ et g(x) =2ez -1
On note%; et ¢y les courbes représentatives des fonctibesg dans un repere orthogo-
nal.
1) a) Pour tout réek, développer l'expressiofe? — 1)2.

b) Déterminer la position relative des courl¥gset .

2) Calculer, en unité d’'aire, I'aire du domaine compris efggecourbesss et ¢y et les
droites d’équations respectives= 0 etx = 1.

Exercice 34
Centre étranger juin 2014 : suite exo 16 du chapitre 6

On s’intéresse a des fonctions de retou¢ha#ont 'effet est d’éclaircir 'image dans sa
globalité, c’est-a-dire telles que, pour tout r&ale l'intervalle [0; 1], f(X) < x.

On décide de mesurer I'éclaircissement global de 'imageaaulant l'aire.e7; de la
portion de plan comprise entre I'axe des abscisses, la egafgrésentative de la fonction
f, et les droites d’équations respectives 0 etx = 1.
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Entre deux fonctions, celle qui aura pour
effet d’éclaircir le plus I'image sera celle
correspondant a la plus petite aire. On dé-
sire comparer I'fet des deux fonctions suli-
vantes, dont on admet qu’'elles sont des
fonctions de retouche :

60
() = x¥ D fy(x) = 4x— 15+ ——
1(¥) = X o) = 4%~ 15+ ——
1) Calculergs;, et o,

2) De ces deux fonctions, laquelle a pour
effet d’éclaircir le plus 'image ?

Exgercice 35
Liban mai 2015

1 n
e . . X
On définit la suite,) de la fagcon suivante Yne N, u, = f T+ x dx
0
11
1) Calculerug = —dx
o 1+X

. . 1
2) a) Démontrer que, pour tout entier naturglu,,; + U, = —7

b) En déduire la valeur exacte de

3) a) Recopier et compléter I'algorithme ci-dessous afinl gfiche en sortie le terme
de rangn de la suitgu,) oun est un entier naturel saisi en entrée par I'utilisateur.

Variables : i, n entiers naturels
u: réel
Entrées et initialisation
‘ Saisirn
Affecter au la valeur. . .
Traitement

pour i variantde 1 a. . faire
| Affecteraulavaleur... ...

fin
Sorties: Afficheru

b) Rentrer cet algorithme dans votre calculatrice et corapléttableau de valeurs

suivant :
n 0 1 5 10 50 100
U 0,693 1 0,306 9

Quelles conjectures concernant le comportement de la(sd)tpeut-on émettre ?
4) a) Démontrer que la suitey) est décroissante.
b) Démontrer que la suital() est convergente.
5) On appell¢ la limite de la suite,). Démontrer que = O.
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Calcul de volume de solide de révolution

Exercice 36

Volume d’un phare

Calculer le volumé/ du phare ci-contre ob-
tenu par révolution autour de I'axe godu
morceau de parabole d’équation :

Z=x°

(0 < x< 2)dans le planX02) ;
unité 6 cm

z

[OOSR

3 A

Exercice 37
Contenance d’'un chateau d’eau

L'intérieur d'un chateau d’eau a la forme du
solide de révolution obtenu en faisant tour-
ner autour de (© la branche d’hyperbole
définie par :

z=5Vx2-1

0 < z< 20. L'unité étant égale a 2 m, calcu-
ler la contenance du chateau d’eau (en hec-
tolitre).

Exercice 38

La trompette

Déterminer le volume de la trompette obte-
nue par révolution autour de I'axe godu
morceau de parabole d’équation :

y=72

avec 0z« 1

Ay

Ny
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