Collége MgrF. X. VOGT Samedi, 21 janvier 2017
CONTROLE DE MATHEMATIQUES

Niveau : TC Durée:4h

Exercice1: 4 points

Qg o sps a sm X
1) On considere les fonctions f et g définies sur ]—; n[ par f(x) = — et g(x ) =
a)  Montrer que pout tout réel x de ]—mg; [, f(x) = an - ::,S;; et g(x) = 1 — cosx. 0.5pt
b) Endéduire une primitive F de f et une primitive G de g sur ]—; ntf. | 0.75pt
¢) Endéduire une primitive H de la fonction x + 1115:: = sur]—m; . 0.5pt
2

) Linéariser sin®xcos?2x, puis déterminer une primitive sur R de la foncton x + sin3xcos?2x. 1.25pt

3 1pt
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Exercice2: 5 points

1) Le plan complexe P est muni d'un repére orthonormé dlrect (0,1, ¥). On considere les points A, B, C
ethafoesrespectlves 1+2i,1+v/3+i,1+V/3—ietl—2i

a) Montrer que = i+/3, puis donner la nature du triangle ABD. 0.75pt
b) Prouver que Ies pomts A, B, C et D appartiennent & un méme cercle (C) dont on déterminera le
centre et le rayon. 0.75pt

2) On considére I'équation d'inconnue complexe z, (E) : z2 — 2(1 + 2c0s8)z + 5 + 4cos@ = 0, ©
étant un nombre réel.

a) Resoudre dans € I'équation (E). 0.75pt
b) Montrer que les points ayant pour affixes les solutions de (E) appartiennent a (C). 0.5pt
3) On considere I'équation d'inconnue complexe z, (E) : z* — 5z + 622 — 5z + 1 =0.
a) Montrer que si z est une solution de (E’), alors Z est une solution de (E’) 0.25pt
b) Montrer que I'équation (E') est équivalente au systéme { Z=z + z 0.75pt
Z? — 57 + 4 = 0
c) Résoudre alors (E') dans C. 1.25pt

Probléme : 11 points
Le probléme comporte deux parties indépendantes A et B.

Partie A : On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[par f(x) = f * Int dt et ( C) sa courbe
représentative dans le plan muni d'un repére orthonommé (0,1,3), unité graphlque 4 cm.

1) Justifier que f est dérivable sur ]0; +oof, déterminer sa dérivée ' et donner le sens de variation de la
fonction f. 1pt

2) a)Pourtout x > 0, calculer f l—rﬁdt a l'aide d'une intégration par parties. 0.75pt

lnt Int < Int Int

Pl 1442 = 27 0.25pt
c) En déduire que pourtout x>1, - (1 - ;1; - %’5) < f’(x) <1- i -~ 0.5pt

X

b) Démontrer que pour | tout t>1,
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lim f(x)
- =00

3) Soitg la fonction définie sur ]0; +oo[par g(x) = f(x) — f(%)

a) Démontrer que la fonction g est dérivable sur ]0; +oo[ et que la fonction g est la fonction nutle. 0.75pt

d) En admettant que « = 1, donner un encadrement de L 0.5pt

b) En déduire la limite de f en zéro. 0.25pt

_¢) Enprenant]l = 0,75 construire la courbe de la fonction f. 1pt
4)  Soit h la fonction définie sur]0; -+oof parh(x) = f;; 112:2 dt. Montrer que la fonction h est dérivable
sur 10; +oof et déterminer sa dérivée h . 1pt

Partie B : Pour tout entier naturel non nul n, on pose U,, = fol x"In(1 + x) dx.

1) a) Démontrerque 0 < U, < —i—% 0.5pt
b) En déduire quela su1te (U,) est convergente et déterminer sa limite. 0.5pt

c) Aprés avoir déterminé les réels a, b et ¢ tels que pour fout x de [0 ; ‘1] = ax +b+ ——)—(, calculer
lintégrale fo de. 1pt
d) Calculer U, al'aide d'une intégration par parties. 0.5pt

2) Pour tout x de [0 ; 1] et pour tout entier naturel n = 2, on pose S, (x) = 1 —x + x% —x% + -+ (=)™,

(_ )TL+1
a) Démontrer que S, (x) = Z'-E“ —— 0.5pt
b) Démontrer que 1 ——+ 1ie +( 1) = In2 — (=1)**! f X 0.5pt
c¢) Démontrer que U, ==—£"—2— ( 1) [an (1~—+ + - +( 7 -1 0.5pt
d) En déduire la valeur exacte de f 0 2In(1 + x) dx. 0.5pt
. 1.1 (-n"
¢) En dédhire _‘_:“ioo( L=gs+ o+ 00, 0.5pt

NavlTCVnat16 17 Page 2/2




