Qﬁcorpion 28 decemenbre 2023

CHATPITRE SIMILITUDE DIRECT

LECON 1: Similitudes planes directes.

I- Généralités sur les similitudes planes Similitudes planes directes.
A. Généralités

X/

< Définition

On appelle similitude, toute transformation composée d’une homothétic et d’une
isométrie. Si I’isométrie est un déplacement, on dit que la similitude est directe.
Si I’isométrie est un antidéplacement, on dit que la similitude est indirecte.

R Ecriture complexe d’une transformation

< Ecriture complexe d’une transformation plane.

1- Translation
e L’écriture complexe z' = z + b est celle d’une translation de vecteur de translation d’affixe .

e Réciproquement, toute translation de vecteur d’affixe b a pour écriture complexe:z' =z + b
2- Homothétie
L’homothétie de centre € et de rapport a pour écriture complexe : z' — zo = k(2-~z). Réciproquement,
toute application du plan dans lui-méme d’écriture complexe :

z'=az+z.(a€IR"— {1} et b € C). est ’homothétie de rapport et de centre Q d’affixe %

3- Rotation

Une rotation de centre Q et d’angle 0 a pour écriture complexe' : z' — zg = e®(z — zg). Réciproquement,
toute application du plan dans lui-méme d’écriture complexé™ z' = az + z.avec |[al| =1 C—IR b € IR.

est rotation de centre Q d’affixe %a et d’angle ,arg(a)

- Similitudes planes directes.
Définition

On appelle similitude plane directe, toute\tnransformation plane dont 1’écriture complexe est de la forme
z'=az+z,avec (a € IR — {1}eth € C)

Propriétés fondamentales

e Toute similitude plane directe-de rapport k( k>0) est :

@ Soit une translation,

<= Soit une rotation,

@ Soit une homothétie de rapport k,

@ Soitla.composée d’une rotation et d’une homothétie de rapport k.

Soit f une similitude plane directe d’écriture complexe z’ = az + b avec a € C et b € C. On distingue deux cas

lercas : A€IR.
Si a =4,alors f est la translation de vecteur de translation d’affixe b. Si de plus b = 0, alors f est
I’application identique du plan.

v' Sia € IR*-{1}, alors f est I’homothétie de rapport k = a et de centre le point d’affixe . ﬁ Ce point est
I’unique point invariant par f

2eme Cas : a€C
v Si |a|=1, alors f est la rotation d’angle 0=arg(a)[2x] et de centre d’afﬁxeﬁ .

v' Si |a]#1, alors f est la composée commutative de la rotation de centre Q, d’affixe ﬁ et d’angle
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0 = arg(a)[2r] et de ’homothétie de méme centre et de rapport k = |a|. Ses éléments caractéristiques
sont : son centre Q, le Rapport k et I’angle de rotation.

Propriétés

Toute similitude plane directe de rapport k,

v" Conserve I’alignement des points, le parallélisme de droites, I’orthogonalité de droite, les angles
orientés, le barycentre, le contact.

v Multiplie les longueurs par K, les aires par k2.

v" Transforme les droites en droites, les demi-droites en demi-droites, les segments en segments, un cercle C
de rayon R en un cercle C’ de rayon R.

Tableau récapitulatif

Le plan complexe P est muni d'un repére orthonormé direct.On considére la similitude directe s d’écriture
complexe z' = az + b ou aeC” et beC.

Conditions vérifiées par a | Nature et éléments caractéristiques-de S
a=1 S est la translation de vecteur % d’affixe-b
S,ir,nil.itude directe S | aeR* \ {1} S est I’homothétie de centre QO d’affixe 1%1 et de rapport a.
Soerﬁglt:;z la| = S est la rotation de centre {2\ d’affixe & et d’angle
Z =az+b Si ae C\ R Arg(a) _
oua € C etheC. la| = 1 S estla similitude directe de centre Q d’affixe P ,de
rapport |a|let d’angle,Arg(a)

Exercice de fixation

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct:

On considere 1'application s du plan dans lui-méme qui a tout point M de coordonnées (X, y), associe le point
xX=x+y-3

M' de coordonnées (x', y') telles que : {y, — +yy nvy

1) Trouve 1'écriture complexe de S.

2) Déduis-en que S est une similitude directe.

Solutionw

1) Posons:z = x + iyet'z’ = X' + iy ouzetz’ sont les affixes respectives de M et M”.
z=x+1iy
zZ =x' + iy
zZ=(x+y -3+ i(=x+y+2)
Z =x+§ -3+ ~ix ¥ +2i
= (1— Dx +AT D)y — 3 + 2i
=1A-\Dx+ @X-dDiy — 3 + 2i onmetien facteur dans le bloc (1 + i)y
@\ (x ¥iy) — 3 + 2i
£z -3+2i
L'écriture complexede Sest:z’ = (1 — i)z — 3 + 2i.
2) L'écriture complexe de s est de laforme: z' = az + boua eC* etb eC.
D'ou, S est une similitude directe.

Exercice de fixation

Détermine dans chaque cas, la nature et les €léments caractéristiques de la similitude directe s définie par son
écriture complexe :

a) z2 = 5z + 2i ; bz =z+ 1+ 3i;
S O P U PR
C)Z'—(2+2l)Z+2 S L d)z = (—1+ i)z + 2. o4
Solution &b
<
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a) a =5, ae R*\ {1}, S est une homothétie de rapport 5. Déterminons 1’affixe zo de son centre.
Z0= % =— %i Donc s est I’homothétie de rapport 5 et de centre d’affixe — % L.
b)a=1 D'ou, s est la translation de vecteur d'affixe 1+3i1

_1 V3, 1 V3, _ Vi 13
c)a—5+7l,aeC\IR{ |E+7l|—1, Arg(— —l)—§ et 1_(1“-%_1

D'o1s, S est la rotation de centre daffixe 1 et d'angle Z.
da=-1+i,a e C\R

_ o 440y 3n 2 _ 22+
| —1+i| =v2, Arg(-1+i) = 3 et D "3-0015

daffixe % + % i, de rapport N2 et dangle 3T,

4

% + %i D'on, S est la similitude directe de‘centre

EXERCICE Etudie Ia transformation du plan S nature et éléments caractéristique de
ca (1 £ 1_1,
7= (;-Si)Z+5—3i

SOLUTION

L’¢écriture complexe de s estde la forme 2z’ = az + b ou: aeC * et b eC. D'ou,\S est une similitude
directe.

i (20 oo () 1o () o - Eo i 020 -5

2 2 2 2 2
zZ'=z7 & (% + %)z = % + % Donc, S est la rotation de centre)let d'angle —%.

x' = %x + % y+1
EXERCICE On considere l'application s du plan d'expressionanalytique : 1 1 .
y=—sx+sy+1
On donne les points A et B d'affixes respectives 10 et 2.
Pour tout n élément de N, on considére les points An telS.que Ao = A et An+1 = S(An). On note z, l'affixe de A.

1) a) Justifie que S a pour écriture complexe \z" = 1—5' z+ 1+ 1

2) Déduis-en que S est une similitude direete. Trouve les éléments caractéristiques de s.
"
2) Démontre par récurrence que,: Vne N, 2p's 2 + 8(%) .

3) a) Justifie qu'une mesure de I'angle (OI: BA,,) est : - N

b) Trouve les valeurs de\n'telles que e point An appartient a la droite (OI).
c) Trouve les valeurs,de-atelles gue la droite (BAn) est perpendiculaire a la droite (Ol).

4) a) Justifie que : BA, (;)

b) Trouve la plus'petite-valéur de n telle que le point A, appartient au disque de centre B et de rayon 1072
5) Pounitout n élément de N*, on note Ly la longueur de la ligne brisée reliant les points de la suite (An) de
Ao a AmfExemples : L1 = AoA1, L2 = AcA1 + A1Az].

a) Calcule)Ls.

n
b) Justifiedue : Ln = (82 + 8) [1—(@) ] ¢) Calcule lim Ly,
n—+o00

SOLUTION DE L’EXERCICE 2

=141
X =sx+y+ 1
On considere l'application s du plan d'expression analytique : :

!

y = —%x+%y+1“
On donne les points A et B d'affixes respectives 10 et 2.

Pour tout n élément de [1, on considére les points An tels que Ao = A et An+1 = S(An).
On note z, I'affixe de An. :

PageJD

©KaRa dairou dairouRaRa@gmail.com © Decembre2024



Qﬁcorpion 28 decemenbre 2023

x’=%x+%y+1

* 1 / .y

1) a) . 1 1 z =x t+iy
iy =—l—x+lzy+l

-1 _;1 1 j
—(2 2)J|c+( +iz)y+1+1i

2)
= (% - i%) (— - lE)iy + 1 + i |onmetien facteur dans le bloceny
1

=G -+ 1+ —(%——)z+1+l<:)z (———)z+1+l

x 7' estdela formeaz + bou: aeCx eth eC D'ou, S est une similitude directe.

iy 1, A2
Bt - =

b+ [

) 0=
* Arg (%) =0 SC:ISQZ

1
2
-1
2

etdangle - &

*D'ou, S est la similitude directe de centre B, de rapport 4

2

1-i\ 1-1\°
2)Zy = Z, = 10. Et,2+8(7) =2+8=10. Onabienzo=2+8(7) .

_i\k
Soit k un élément de N, supposons : Zx =2 + 8(%) .

e+l = Sla 114+ i4,+1 = s(4p

2
:12'[2+8( )]+1+1 1—z+8(1‘)k+1+1+i

_ink+1 _inn
=2+ 8(=")  Endéfinitive: Vne N, Zp=2+8(5) \
3)a) mes(ﬁf, BAn) =argZyz + 2kx (ke N)
=arg(Z, — 2)+ 2kn (ke N) —arg(8( ) ) + 2kzx (keN) =arg(8) + narg( )+ 2kn (ke N)

=0+ n% + 2kn (ke N) =- T + 2kn, (K€ N)\ D'ou, une mesure de 1'angle (01, BAn) est: — 7;—".

b) As € (Ol) = mes((0I,B4,,) =kn (ke N)

= _T =kt (ke N) = n=-4k \(keN) = n=4k (ke N) |Onremplace k par -k car k est quelconque. n =4k

nn
4
= n=4k+2 (ke N) |Onremplace k par-k-1 n=4k +2 (ke N)

c) (BA.) L (O1) = mes(OI,BA[ )= % +kn (ke N) = - +kn (keN) = n=-4k-2 (ke N)

n
2

1-i -2 2
Ll b) BA,<10* & = <10
4)a) BA = |z,-2| = ( IR ) o
= 8(\/—5) =8. BA,=—. < log8 — nlog(V2)<-2 |on applique log membre
(v2) a membre
< 2+log8 2+log8 5 2 s -
&S n2 210a(2) Et, log(V2) ~ 19,28 a 10“ pres D'ou, n =20
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