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CHATPITRE SIMILITUDE DIRECT 

              

LECON 1 : Similitudes planes directes. 
I- Généralités sur les similitudes planes Similitudes planes directes. 

A. Généralités 

Définition 

On appelle similitude, toute transformation  composée d’une homothétie et d’une 
isométrie. Si l’isométrie est un déplacement, on dit que la similitude est directe. 
Si l’isométrie est un antidéplacement, on dit que la similitude est indirecte. 

I. Ecriture complexe d’une transformation 

 Ecriture complexe d’une transformation plane. 

1- Translation 

 L’écriture complexe 𝒛′ = 𝒛 + 𝒃 est celle d’une translation de vecteur de translation d’affixe . 

 Réciproquement, toute translation de vecteur d’affixe b a pour écriture complexe : 𝒛′ = 𝒛 + 𝒃 

2- Homothétie 

L’homothétie de centre Ω et de rapport a pour écriture complexe : 𝒛′ − 𝒛𝛀 = 𝒌(𝒛 − 𝒛𝛀). Réciproquement, 

toute application du plan dans lui-même d’écriture complexe : 

𝒛′ = 𝒂𝒛 + 𝒛. (𝒂 ∈ 𝑰𝑹∗ − {𝟏} 𝒆𝒕 𝒃 ∈ ℂ). est l’homothétie de rapport et de centre Ω d’affixe      
𝒃

𝟏−𝒂
  

 

3- Rotation 

Une rotation de centre Ω et d’angle θ a pour écriture complexe : : 𝒛′ − 𝒛𝛀 = 𝒆𝒊𝛉(𝒛 − 𝒛𝛀).  Réciproquement, 

toute application du plan dans lui-même d’écriture complexe : 𝒛′ = 𝒂𝒛 + 𝒛. 𝒂𝒗𝒆𝒄 |𝒂| = 𝟏 ℂ − 𝑰𝑹   𝒃 ∈ 𝑰𝑹. 

est rotation de centre Ω d’affixe 
𝒃

𝟏−𝒂
 et d’angle  𝒂𝒓𝒈(𝒂) 

II- Similitudes planes directes. 

Définition 

On appelle similitude plane directe, toute transformation plane dont l’écriture complexe est de la forme 

𝒛′ = 𝒂𝒛 + 𝒛 , avec (𝒂 ∈ 𝑰𝑹∗ − {𝟏} 𝒆𝒕 𝒃 ∈ ℂ) 
  

Propriétés fondamentales 

 Toute similitude plane directe de rapport k( k>0) est : 
 Soit une translation, 

 Soit une rotation, 

 Soit une homothétie de rapport k, 

 Soit la composée d’une rotation et d’une homothétie de rapport 𝒌. 
Soit f une similitude plane directe d’écriture complexe 𝒛’ = 𝒂𝒛 + 𝒃 avec a ∈ ℂ et b ∈ ℂ. On distingue deux cas 

1er cas : A∈IR. 

Si 𝒂 = 𝟏, alors 𝑓 est la translation de vecteur de translation d’affixe b. Si de plus 𝑏 = 0, alors f est 

l’application identique du plan. 

 Si a ∈ IR*-{1}, alors f est l’homothétie de rapport 𝒌 = 𝒂 et de centre le point d’affixe . 
𝒃

𝟏−𝒂
 Ce point est 

l’unique point invariant par 𝒇 

2ème cas : a∈ℂ 

 Si |a|=1, alors 𝒇 est la rotation d’angle θ=arg(a)[2π] et de centre d’affixe
𝒃

𝟏−𝒂
  . 

 Si |a|≠1, alors 𝒇 est la composée commutative de la rotation de centre Ω, d’affixe 
𝒃

𝟏−𝒂
 et d’angle 
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 𝜃 = 𝑎𝑟𝑔(𝑎)[2𝜋] et de l’homothétie de même centre et de rapport 𝒌 = |𝒂|. Ses éléments caractéristiques 

sont : son centre Ω, le Rapport k et l’angle de rotation. 
 

Propriétés 

Toute similitude plane directe de rapport k, 

 Conserve l’alignement des points, le parallélisme de droites, l’orthogonalité de droite, les angles 

orientés, le barycentre, le contact. 

 Multiplie les longueurs par k, les aires par k². 

 Transforme les droites en droites, les demi-droites en demi-droites, les segments en segments, un cercle C 

de rayon R en un cercle C’ de rayon R. 

Tableau récapitulatif 
Le plan complexe P est muni d'un repère orthonormé direct.On considère la similitude directe s d’écriture 

complexe  𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 où 𝑎𝜖ℂ∗ et 𝑏𝜖ℂ. 

 Conditions vérifiées par a Nature et éléments caractéristiques de S 

Similitude directe S 

d’écriture 

complexe 

𝒛′ = 𝒂𝒛 + 𝒃  

où 𝒂 ∈ ℂ∗ et 𝒃 ∈ ℂ. 

𝑎 = 1 S est la translation de vecteur  𝑢⃗  d’affixe b 

𝑎𝜖ℝ∗ ∖ {1} S est l’homothétie de centre   d’affixe 
𝑏

1−𝑎
 et de rapport a. 

Si 𝑎𝜖 ℂ ∖ ℝ 

|𝒂| = 𝟏 
S est la rotation de centre   d’affixe  

𝒃

𝟏−𝒂
 et d’angle 

Arg (𝑎) 

|𝒂| ≠ 𝟏 
S  est la  similitude directe de centre  d’affixe 

𝒃

𝟏−𝒂
  ,de 

rapport |𝑎| et d’angle Arg (𝑎) 

 

Exercice de fixation 

Le plan complexe est muni d'un repère orthonormé direct. 

On considère l'application s du plan dans lui-même qui à tout point M de coordonnées (x, y), associe le point 

M' de coordonnées (x', y') telles que : {
𝒙′ = 𝒙 + 𝒚 − 𝟑

𝒚′ = −𝒙 + 𝒚 + 𝟐
.  

1) Trouve l'écriture complexe de  S. 

2) Déduis-en que S est une similitude directe. 

Solution  

1) Posons : 𝒛 =  𝒙 +  𝒊𝒚 𝒆𝒕 𝒛′ =  𝒙′ +  𝒊𝒚′ ou z et z’ sont les affixes respectives de M et M’. 

   𝑧 =  𝑥 +  𝑖𝑦 

  𝒛′ =  𝒙′ +  𝒊𝒚′  

  𝒛′ =  (𝒙 + 𝒚 − 𝟑) +  𝒊(− 𝒙 +  𝒚 + 𝟐)  

  𝒛′ =  𝒙 + 𝒚 − 𝟑 + − 𝒊𝒙 +  𝒊 𝒚 + 𝟐𝒊  

      =  (𝟏 −  𝒊)𝒙 + (𝟏 +  𝒊)𝒚 −  𝟑 +  𝟐𝒊  

      =  (𝟏 −  𝒊)𝒙 + (𝟏 −  𝒊)𝒊𝒚 −  𝟑 +  𝟐𝒊  |𝒐𝒏 𝒎𝒆𝒕 𝒊 𝒆𝒏 𝒇𝒂𝒄𝒕𝒆𝒖𝒓 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝒍𝒆 𝒃𝒍𝒐𝒄 (𝟏 + 𝒊)𝒚 

      = (𝟏 −  𝒊)(𝒙 +  𝒊𝒚)  −  𝟑 +  𝟐𝒊 

      = (𝟏 −  𝒊)𝒛 −  𝟑 +  𝟐𝒊 

L'écriture complexe de 𝑆 est : 𝒛’ =  (𝟏 −  𝒊)𝒛 −  𝟑 +  𝟐𝒊. 
2) L'écriture complexe de s est de la forme : 𝑧′ =  𝑎𝑧 +  𝑏 où a  ℂ ∗  𝑒𝑡 𝑏  ℂ. 
D'où, 𝑺 est une similitude directe. 
 

Exercice de fixation 

Détermine dans chaque cas, la nature et les éléments caractéristiques de la similitude directe s définie par son 

écriture complexe :  

a)  𝒛’ =  𝟓𝒛 +  𝟐𝒊   ;                             𝒃) 𝒛’ =  𝒛 +  𝟏 +  𝟑𝒊  ;  

𝒄)  𝒛’ =  (
𝟏

𝟐
+

√𝟑

𝟐
𝒊)𝒛 + 

𝟏

𝟐
−

√𝟑

𝟐
𝒊   ;    𝒅) 𝒛’ =  (− 𝟏 +  𝒊)𝒛 + 𝟐.  

Solution 
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a) 𝑎 = 5, 𝑎 ℝ∗\ {1}, S est une homothétie de rapport 5.         Déterminons l’affixe z0 de son centre. 

z0 = 
𝟐𝒊

𝟏−𝟓
 = −

𝟏

𝟐
𝒊 Donc s est l’homothétie de rapport 5 et de centre d’affixe −

1

2
𝑖.  

b) 𝒂 = 1         D'où, s est la translation de vecteur d'affixe 1+3i  

c) 𝒂 = 
𝟏

𝟐
+

√𝟑

𝟐
𝒊, a  ℂ\ ℝ           |

𝟏

𝟐
+

√𝟑

𝟐
𝒊 | = 1,          Arg(

𝟏

𝟐
+

√𝟑

𝟐
𝒊) = 𝝅

𝟑
         et         

𝟏
𝟐
−𝒊

√𝟑
𝟐

𝟏−(
𝟏

𝟐
+𝒊√𝟑

𝟐
)
 = 1  

D'où,S est la rotation de centre d'affixe 1 et d'angle 𝜋
3
. 

d) 𝑎 = -1 + i, 𝑎  ℂ\ ℝ  

| − 1 + 𝑖| = √𝟐, Arg(-1+i) = 𝟑𝛑

𝟒
  et  

2

1−(−1+𝑖)
 =

2(2+𝑖)

(2−𝑖)(2+𝑖)
=

4

5
+

2

5
𝑖   D'où, S est la similitude directe de centre 

d'affixe   
𝟒

𝟓
+

𝟐

𝟓
𝒊, de rapport √𝟐  et d'angle       𝟑𝝅

𝟒
. 

 

EXERCICE   Etudie la transformation du plan S   nature et éléments caractéristique de  

: 𝒁′ = (
𝟏

𝟐
−

√𝟑

𝟐
𝒊) 𝒁 +

𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟐
𝒊 

 

SOLUTION 

 L’écriture complexe de s   est de la forme 𝒛’ = 𝒂𝒛 +  𝒃 où : 𝒂ℂ ∗  𝒆𝒕 𝒃ℂ. D'où, S est une similitude 

directe. 

*
𝟏

𝟐
−

√𝟑

𝟐
𝒊 = (

√𝟐

𝟐
−

√𝟑

𝟐
𝒊) = (𝐜𝐨𝐬 (−

𝝅

𝟑
) + 𝐢𝐬𝐢𝐧 (−

𝝅

𝟑
)) = 𝒆−𝒊

𝝅

𝟑 = |
𝟏

𝟐
−

√𝟑

𝟐
𝒊| =

√𝟐

𝟐
 et𝒂𝒓𝒈 (

𝟏

𝟐
−

√𝟑

𝟐
𝒊) = −

𝝅

𝟑
  

𝒛′ =  𝒛      ( 1
2

+ i
2

) 𝒛 =   1
2

+ i
2

.  Donc, S est la rotation de centre Iet d'angle −
4
 . 

EXERCICE   On considère l'application s du plan d'expression analytique :{
𝒙′ =

𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟐
𝒚 + 𝟏

𝒚′ = −
𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟐
𝒚 + 𝟏

. 

On donne les points A et B d'affixes respectives 10 et 2. 

Pour tout n élément de ℕ, on considère les points An tels que A0 = A et An+1 = s(An). On note zn l'affixe de An. 

1) a) Justifie que S a pour écriture complexe : 𝒛′ =  1 i
2
 𝒛 +  𝟏 +  𝒊. 

2)  Déduis-en que S est une similitude directe.  Trouve les éléments caractéristiques de s. 

2) Démontre par récurrence que : n ℕ, zn = 2 + 8(
𝟏−𝒊

𝟐
)
𝒏
. 

3) a) Justifie qu'une mesure de l'angle (𝑶𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑩𝑨𝒏
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ̂

) est : - n
4
 . 

b) Trouve les valeurs de n telles que le point An appartient à la droite (OI). 

c) Trouve les valeurs de n telles que la droite (BAn) est perpendiculaire à la droite (OI). 

4) a) Justifie que : 𝑩𝑨𝒏 = 
𝟖

(√𝟐)
𝒏. 

b) Trouve la plus petite valeur de n telle que le point An appartient au disque de centre B et de rayon 10-2. 

 

5) Pour tout n élément de ℕ*, on note Ln la longueur de la ligne brisée reliant les points de la suite (An) de 

A0 à An [Exemples : L1 = A0A1, L2 = A0A1 + A1A2]. 

a) Calcule L1. 

b) Justifie que : 𝑳𝒏 =  (𝟖 2  +  𝟖) [𝟏 − (
√𝟐

𝟐
)
𝒏

]      c) Calcule 
n

lim


Ln. 

SOLUTION DE L’EXERCICE 2 

On considère l'application s du plan d'expression analytique :{
𝒙′ =

𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟐
𝒚 + 𝟏

𝒚′ = −
𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟐
𝒚 + 𝟏

:. 

On donne les points A et B d'affixes respectives 10 et 2. 

Pour tout n élément de , on considère les points An tels que A0 = A et An+1 = s(An). 

On note zn l'affixe de An. : 
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1) a) *{
𝒙′ =

𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟐
𝒚 + 𝟏

𝒊𝒚′ = −𝒊
𝟏

𝟐
𝒙 + 𝒊

𝟏

𝟐
𝒚 + 𝒊

 𝑧′ =  𝑥′ +  𝑖𝑦′ 

=  ( 1
2

 −  𝒊 1
2

)𝒙 + ( 1
2

 +  𝒊 1
2

)𝒚 +  𝟏 +  𝒊 

=  ( 1
2

 −  𝒊 1
2

)𝒙 + ( 1
2

 −  𝒊 1
2

)𝒊𝒚 +  𝟏 +  𝒊 |𝑜𝑛 𝑚𝑒𝑡 𝒊 𝑒𝑛 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑒 𝑏𝑙𝑜𝑐 𝑒𝑛 𝒚 

=  ( 1
2

 −  𝒊 1
2

)(𝒙 +  𝒊𝒚)  +  𝟏 +  𝒊  = ( 1
2

 −  i
2

)𝒛 +  𝟏 +  𝒊  ⟺   𝒛′ =  ( 1
2

 −  i
2

)𝒛 +  𝟏 +  𝒊.  

∗  𝑍′ 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝒂𝒛 +  𝒃 𝒐ù ∶  𝒂  ℂ ∗  𝒆𝒕 𝒃  ℂ      D'où, 𝑺 est une similitude directe. 

b) * |
1−𝑖

2
| = 

1

2
|1 − 𝑖| = 

2
2

 

∗  𝐴𝑟𝑔 (
1−𝑖

2
)  =   ⟺ {

𝐜𝐨𝐬  =
𝟏

𝟐
×

𝟐

√𝟐
=

√𝟐

𝟐

𝐬𝐢𝐧  =
−𝟏

𝟐
×

𝟐

√𝟐
=

√𝟐

𝟐

       =  −
𝝅

𝟒
            * 

1−𝑖

1−
1−𝑖

2

 = 2 =  𝑍𝐵 

* D'où, S est la similitude directe de centre B, de rapport 
2

2
 et d'angle -

4


. 

2) 𝑍0 =  𝑍𝐴  =  10.     Et, 2 + 8  
0

1 i
2
  = 2 + 8 = 10 .         On a bien z0 = 2 + 8(

1−𝑖

2
)
0

. 

Soit k un élément de ℕ, supposons : Zk = 2 + 8(
𝟏−𝒊

𝟐
)
𝒌

. 

𝒛𝒌 + 𝟏 =   1 i
2
 𝒛𝒌  +  𝟏 +  𝒊 | 𝑨𝒌 + 𝟏 =  𝒔( 𝑨𝒌)  

=  1 i
2
 [𝟐 + 𝟖(

𝟏−𝒊

𝟐
)]  +  𝟏 +  𝒊        =  𝟏 −  𝒊 +  𝟖 (

𝟏−𝒊

𝟐
)
𝒌+𝟏

 +  𝟏 +  𝒊  

= 𝟐 +  𝟖 (
𝟏−𝒊

𝟐
)
𝒌+𝟏

  En définitive : n ℕ, Zn = 2 + 8(
𝟏−𝒊

𝟐
)
𝒏

. 

3) a) mes(𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐴𝑛
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 𝑎𝑟𝑔𝑍𝐵𝐴𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +  2𝑘  (𝑘 ℕ) 

= 𝒂𝒓𝒈(𝒁𝒏  −  𝟐) + 2k  (k ℕ)    = 𝒂𝒓𝒈(𝟖 (
𝟏−𝒊

𝟐
)
𝒏
)  +  𝟐𝒌  (𝒌 ℕ)    = 𝒂𝒓𝒈(𝟖)  +  𝒏 𝒂𝒓𝒈(

𝟏−𝒊

𝟐
) + 2k  (k ℕ) 

= 0 + n
4
  + 2k  (k ℕ)    = −

𝐧𝛑

𝟒
+  𝟐𝐤  (𝐤 ℕ)     D'où, une mesure de l'angle (𝑶𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑩𝑨𝒏

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )  est : −
𝒏𝝅

𝟒
. 

b) An  (OI)      mes((𝑶𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑩𝑨𝒏
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )   = k    (k ℕ) 

  - n
4
  = k    (k ℕ)     n = -4k    (k ℕ)    n = 4k (k ℕ)   |On remplace k par -k car k est quelconque.  n = 4k  

c) (BAn)   (OI)      mes( nOI,BA ) = 
2
  + k   (k ℕ)    - n

4
  = 

2
  + k    (k ℕ)     n = -4k - 2    (k ℕ) 

   n = 4k +2     (k ℕ) |On remplace k par -k-1   n = 4k + 2 (k ℕ) 

 

4) a) BAn = |zn - 2| = 8 (
1−𝑖

2
)
𝑛

 = 8|
𝟏−𝒊

𝟐
|
𝒏

 

= 8(
1

√2
)
𝑛

 = 8.     BAn =
1

(√2)
𝑛. 

 

b) BAn  10-2     
1

(√2)
𝑛  10-2   

  𝑙𝑜𝑔8 −  𝑛𝑙𝑜𝑔(√2) -2 |on applique log membre 

à membre 

  n 
𝟐+𝒍𝒐𝒈𝟖

𝒍𝒐𝒈(√𝟐)
    Et, 

𝟐+𝒍𝒐𝒈𝟖

𝒍𝒐𝒈(√𝟐)
  19,28 à 10-2 près D'où, n = 20 

 

 

 

 


