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CHATPITRE [SOMITRIE BE L'ESPACE

I Généralités sur les Applications affines Projections
<0 Applications affines
Définition
On appelle application affine de [espace toute application de [espace dans [espace qui conserve le
coefficient de colinéarité.
Si A, B et C sont des points de ['espace, une application affine de [ application a affine de [espace et si
AC = 1AB onadaors f(A)f(C) = Af(A)f(B)

On dit que conserve le barycentre.

*

% Application vectorielle
Soit une application affine de espace et W [ensemble des vecteurs de [espace:

On appelle application vectorielle associée a [application notée o définie dew/— W telle que
pour tous points A et B de Lespace, on a p(AB) = ( flAf (B)).

Propriétés
@y : Une application de [espace dans [espace est une application affine si son expression analytique est de
xX'=ax+by+cz+d
la{ y=ax+by+cz+d ouab,c,a’,b’,c’,a’,b"et ¢ sont desnombres réels
{z' =a'x+b'y+c'z+d"
P2 : Soit une application affine de [espace @ [application vectorielle associée a f .

o Pour tous vecteursu et v’ dew et pour tbubnombre réel o, @ (oW )=cipU .

Quw+v)=W)+@{) @ estappeléapplication linéaire associée a f
x' max+bdy+cz+d
Si Cexpression analytique de est X y' =)a'x + b’y + ¢’z + d’  alors Capplication vectorielle associée a a
zZ'=a'x+b"y+c'z+d"
x'=ax+ b4y + cz
pour expression analytique - y~==a'x + b’y + c'z
Z=a'x+b'y+c'z
1- Projections
> Définitions
Définition 1 : (Projection sur un plan)
Soit (P) un plan de [espace et (A) une droite non paralléle a (P).
On appelle projection sur (B) parallélement a (A) Lapplication p de [espace dans lui-méme qui
a tout point M associe M’, point d’intersection de (®) avec la paralléle a (A) passant par M.

Soit p(M) = M’ = {(nlde’e)/(f()A)

NB : M’est le projeté de M sur (P) parallélement a (A)

Définition 2 : (Projection sur une droite)

Soit (D) une droite de Lespace et (I) un plan non paralléle a (D)

On appelle projection sur (D) paralléelement a (I1) Capplication q de [espace dans lui-méme qui
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a tout point M associe M, point d’intersection de (D) avec le plan paralléle a (1) passant par

M. Soitp(M) =M < {(IlfIwM’E)/(ZL)
NB : M’ est le projeté de M sur (D) parallélement a (I1)

> Propriétés

®P1 : Soit p la projection sur un plan (P) sur un plan (P) parallelement a une droite (A )

e [ 'image de ['espace € par p est (P).

o [’ensemble des antécédents par p d’un point M’ de (P) est la paralléle a (A Jpassant par M.
o [ 'ensemble des points invariants par p passant par M.

o L’ensemble des points invariants parp est le plan (P).

P2 : Soit q la projection sur une droite (D)parallelement a un plan ((I1).

o[ L'image de [espace E par q est (D).

o ['ensemble des antécédents par q d"un point M’ de (D) est le plan paralléle a (I1) passant par M.

e [’ensemble des points invariants par q est la droite (D)

2- Translations
> (Définition et propriété caractéristique.
Définition
Soit U un vecteur de [ensemble vectoriel W.
On appelle translation de vecteur U, et on note Uy Lapplication de espace dans luiméme qui
a tout point M associe le point M’ tel que MM = u
Propriété
Soit [ une application de [espace dans [utsméme.f est une translation si et seulement si, pour
tous points M et N d’images respectives M’ et N, on a MM’ = M'N’

Expression analytique d’une translation
Propriété
L’espace est muni du repére (0;7;J; k).

xX=x+a
L expression anabytique de la translation de vecteuru (a; b; €) est{y' =y +b
z'=z+c

3- Homothétie
Définition et propriété caractéristique.
Définition
O un point de ['espace et un nombre réel non nul.
On appelle homothétie de centre O et de rapport R et on note oi h [application de [espace

dans [ui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel que : MO = kOM
Remarque :

= 8i R=1, fi est Lapplication identique et tous les points de [espace sont invariants.
& $i R#1, O est le seul point invariant.

T SiR= 1, f est la symétrie de centre O
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& Toute homothétie de Lespace est une application affine.
=[] L application linéaire associée a une homothétie h de rapport R (R#1) est Lapplication de 1V dans W

appelée homothétie vectorielle, qui a tout vecteur U associe le vecteur RU.
Une homothétie de rapport kK multiplie les distances par |R |, les aires par R? et les volumes par |R |’

» Expression analytique d une
homothétie.
Propriétés
Lespace est muni du repere(O; T; J; F)
x' =kx+(1—k)a
@1 : [ ’expression analytique de [homothétie de centre I(a; b; €) et de rapport Rest{y’ = ky + (LA k)b (
z' =kz+,(1v-%k)c
P2 : Soit p q et r trois nombres réels, un nombre réel non nul et f Capplication de [espage dans/lui-méme qui

x' =kx+p
a tout point M(x, y, z) (associe le point M'(x',y',z") tels {y’ =ky+q.
Z=kz+r

- Symétries orthogonales.

Nous distinguons deux symétries orthogonales : la réflexion et le demi-tour.

1-Réflexions
Plan médiateur d’un segment.

Soit A et B deux points distincts de [espace et I le milietr de[AB|.

Le plan médiateur du segment [AB] est le plan passant parte miliew du segment [AB] et qui est orthogonal
d ce segment.

» Définition et propriétés

Définition.

Soit (B) un plan de ['espace On appelle réflexion de plan (B) et on note Sp ouU S py Lapplication de
Cespace dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel que :

® Si ME (P), alors M=M".

® Si M& (), alors (P) est le plan médiateur de [MM’].

NB : Une réflexion de pldn (P) est aussi appelée symétrie orthogonale par rapport & (®)

Remarque :

@& [’ensemble des points invariants par est le plan (P).

@ Si H est le projeté.orthogonal de M sur (B) et si M’= (M), alors MM’ = 2MH..

& i M’= (M),\alors M= (M’). On dit que Met M’ sont symétriques par rapport d (P).

@ Pouy tout plan (B) ona Sp 0Sp =IdE; est donc une transformation de lespace et Sp~ = = Sp
Propriétés

Soit (@) un plan et la réflexion de plan (P).

® Si (Q)est un plan perpendiculaire a (P) et (A ) leur droite dintersection, alors :

v'Q) est globalement invariant par (Sp )

v’ La restriction de (Sp)a (Q) est la symétrie orthogonale d’axe (A ).

® Si (D) est une droite orthogonale a (P) en un point I, alors :

v' (D) est globalement invariant par Sp.

v’ La restriction de Sp a (D) est la symétrie de centre I.
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Remarque

& réflexion de [espace est une application affine

Réflexions et configurations

o[ | Toute réflexion transforme les droites(respectivement les plans) en droites (respectivement
en plans) en conservant parallélisme et orthogonalité.

o[ | L'image d"une figure plane par une réflexion est une figure de méme nature et de mémes
dimensions.

o[ | L'image d"un solide de [espace par une réflexion est un solide de méme nature et de mémes
dimension

Expressions analytique d une réflexion.

Exemple 1
Soit (P) le plan d’équation cartésienne2x —y +z = 1
Déterminer [expression analytique de la réflexion S de plan (®)

*solution

1)Déterminons Lexpression analytique de la réflexion S-de plan (@)

1n(2;—1; 1) un vecteur normal a (P). S(IM)=M’& {(MM ) IR)
I'e (D)
xX=2k+x (1)
S ‘=—k+y (2)
MM =ka _.) 7
kx+x’—u+ﬂ= 1, (4)
2 2
(1),(2) et (3) dans (4) nousdonne\x + 2k + x — y+_2k+y + Z+l;+3 =1=>k= w nous

(x =§(—x+2y—2z—2)
obtenons I’expressiopranalytigue ! y' = %(Zx +2y+z-1)
z' :é(—2x+y+22—1)

(x :§(x+2y—22—4)
E%plaz Soit f la transformation de I’espace d’expression analytique J y' = %(Zx +y+2z+4)
z' = —%(2x—2y—z—4)
1- Démontrons que I'ensemble des points invariants par f est plan P dont on déterminera son équation.
2- Soit f(M) = M’ Démontrer que le vecteur MM’ est le vecteur normal de P
3- Montrer que I le milieu de [MM'] € (P).
A- En déduire la nature de f

Solution
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1- Démontrons que I’ensemble des points invariants par f est plan 2 dont on déterminera son équation
3x=x+2y—2z—4 —2x+2y—-2z2—-4=0
f(M):M'®{3y=2x+y+Zz+4<:> {2x—2y+22+4=0 Sx—y+z+2=0 (P)
3z=2x-2y—z—4 2x—2y—4z—4=0

2- Démontrons que le vecteur (MM ’) est le vecteur normal de P

1
~(x+2y—2z—4)—
, i(x+ y-2z-4)—x [CRxE2y 274
MM’<;I_;>=|5(2x+y+22+4)—y |:§< 2x—2y+Zz+4):E(_2x+2y_22_4)(_11) le
—2x+2y—2z—-4 1

z'—z

%(2x—2y—z—4)—z

vecteur 7 (_11) est le vecteur normal de P
1

3- Montrons que I le milieu de [MM'] € (P).

1 1 1
x+x' y+y' z+z' x+-(x+2y-2z—-4) y+-(2x+y+2z+4) z+_(2x—2y—z—4)
(252022 e (P) o— AL :

0—
e R . - - %2 ©2=0 CQFD

Comme I’ensemble des points invariants par f est plan P d'equation x <y t¢ + 2 = 0, | le milieu de
[MM'] € (P)et vecteur MM’ est le vecteur normal de 2 alors f est uné réflexion

Composée de deux réflexions de

plans paralleles.

Propriétés

o | La composée de deux réflexjons de plans paralléles-est une translation de

vecteur normal a ces deux plans.
® La composée de deux réflexjons de plans orthogonaux est une rotation d’axe D et d’angle 7 .

2- Demi-tours.
> Définition et propriétés
Définition
Soit (A) une droite de [espace. Opdppelle demi-tour d’axe (A), et on note Sy, Uapplication de lespace
dans lui-méme qui a tout point M agsocie le point M’ tel que :
o SIME(A) alors M'=N:
o SiME& (A)alors\(A) est Ja médiatrice de [MM’].
NB : Un demi-tourdiaxe (A) est aussi appelé symétrie orthogonale par rapport a (A)
Remargue :
@ [ ‘ensemble des points invariants par est le droite (D)
& 5i H est le projeté orthogonal de M sur (A et si M'= (M), alorsMM' = 2MH..
& Si M= (M), alors M= (M’). On dit que M et M’ sont symétriques par rapport a (A)
@ Pour tout droite (A), ona Sy 08 py =IdE; est donc une transformation de espace et S5y~ S s

Propriétés

Propriétés

P1: Soit (A) une droite de 1’espace, A le demi-tour d’axe (A) et (P) un plan orthogonal a (A) en 1.
e (P) est globalement invariant par A

e La restriction de A a (P) est la symétrie de centre 1.
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P2:
® La composée de deux réflexions de plans perpendiculaires suivant une droite(A) est le demi-tour d’axe (D).
o Tout demi-tour d’axe (A) est la composée de deux réflexions de plans perpendiculaires suivant la droite (A)

Demi-tours et configurations

® Tout demi-tour transforme les droites(respectivement les plans) en droites (respectivement en plans) en

conservant parallélisme et orthogonalité.

o ['image d’une figure plane par un demi-tour est une figure de méme nature et de mémes dimensions.

o L'image d’un solide de ['espace par un demi-tour est un solide de méme nature et de mémes dimensions.

Expressions analytique d'un demi — tour

Exemplel
) . . ) 2 —3 =0
1- Déterminer I’expression analytique du demi-tour d’axe (A): { x;:-l-Z; t ; L3 =0
Solution

1- Déterminons I’expression analytique du demi-tour I d’axe (A)

2x+y+z-3=0 X
(A)'{:x+2y—z_3 —0 =>{X— —1+ tA \E€TR)
2+t
Soit 1(—1; 1; 1) (un vecteur directeur de (A) et soit M un point de\’espace et M’son image par S a.

(M) 4 0 (VM. i = 0

Posons H le milieu de [MM’]. S,(M)=M’& { He Q) he (d)

{ x'=2-2t-x (1)
y==-242t-y (2)

< zZ'=4+4+2t—z (3)
k—x’+y’+z’+x—y—z=0 (4)

(1),(2) et (3) dans (4) nous donyge £~ R 2t—x)+2+2t—y+4+2t—z +x—-y—2z=0

x’=§(—x+2y—22—6)

—x+y+z

= k= nous obtenons ’eXpression analytique { y' = ;(—Zx —y+2z—-6)

|z =§(—2x+2y—z+12)

Exemple
On consideére danSwup repere orthonormé (0 ;LT k ) les points A(—1;—1;0),B(0,0,2),et C(—1,1,2)

1- W\ontrer quelles points A, B et C définissent un plan
2= Diétemmitter ['équation cartésienne de ce plan
8- Sett)le plan (p) d équation x +y —z+ 2 = 0.
Déterminer [expression analytique de la réflexion S de plan (®)
(x =§(—x+2y—2z—4)
4. Soit g la transformation de I’espace d’expression analytique ! y' = %(Zx —y—2+2z+4)
z' = %(—Zx— 2y —2z+8)
4.1 Démontrons que Lensemble (D) des points invariants par g est la droite passant par B de vecteur
directeuru(—1;1;1)
4.2 Soit M et M’ deux points de » Cespace tels que g(M) = M’
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4.2.1 Démontrer que le vecteur MM' est le vecteur normal de D
4.2.2 Montrer que I le milieu &e [MM'] € (D).

4.2.3 En déduire g est un demi-tour
5. Montrer que (P) L (D)

6. Démontrer que f0g est une symétrie centrale dont on précisera son centre

Solutionw
1) Montrons que les pomts A, B et C définissent un plan.
On a :18(1 1;2) et AC({I 2;2). (L 1; 2) et (U 2;2) ne sont pas des suites de nombres

proportionnels. Ainsi les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires. Donc les points A, B et
C définissent un plan.

2) Déterminons une équation cartésienne de ce plan.

AB AAC(=2;—2;2) estun vecteur normal au plan (ABC). Soit M(x; y; z) un point de
I'espace.

M e (ABC) = AM-(ABAAC) =0 2x+2y—2z4+4=0 x+y—z+2=10; quiest
une équation de ce plan.
3-

Déterminons I'expression analytique de la réflexion f de plan (P).

Soient M(x; y; z) et M'(x"; y'; 2") deux points de I'espace. 1i(1; 1; —1) est un vecteur
normal au plan (P).

—_— r i r A TN {1
(M) = nf'@{MMJ:aﬁ: a€R, [x =a+tx y=aty z=-a+z a€R

milieu[MM'] € (P) ALANIE Ar AL LI I | i

._l_
x’:%(x—2y+22—4)

2 2
x!:.a'-i-x; y’=a+y; z':-—-a_'+2' aE]R , i
i =§(—2I'-2}’+22—4) =1y —5(—2x+y+22—4),

=22 +2y+z+4)
qui est I'expression analvtiaue de la réflexion £,

4) a)Montrons que I’ensemble (D) des points invariants par g est la droite passant par
B dont un vecteur directeur est (—1; —1; 1).

Soit M(x; y; z) un point de I'espace.
. x=%(-—x+2y—22+4)

3 2x—y+z=2
Me(D)eogM) =M y=§(2x—y—22+4) S{—x+2y+z=2
: x+y+2z=4

z =-]3i(—2x-—2y-z+8)
Xx=-k+2
=iy=—-k+2 otk ER.

2=k

En plus, 0 = =/ + 2 entraine k = 2 ; donc # € (D). D'oli (D) est la droite passant par B
dont un vecteur directeur est ¥(—1; —1;1).

{2x—y+z=2
—x+2y+z=2
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-1
Ainsi (D) est la droite affine de vecteur directeur ¥| —1 | passant le point de
1

coordonnées (2,2,0). De plus, (0,0,2) =2(-1;-1;1) +(2,2,0) donc B& (D).
b) Soit M un point de l'espace de coordonnées (x,y,z) et M’ son image par g. On

a:

MM!

?13-(2x—y -2z+4) -y

Hx+2y-22-4)-x

%{-2x-29—z+8)-z

—3-(-2x+y -z+2)
clest-a-dire MM'| 2(x-2y-2+2)
~3xty+22-4)

ainsi, MM/-9=-3(-2x +y—z+2) - 3(x— 2y —z+2) —3(x +y+2z—4) =0 donc le
vecteur MM’ est un vecteur normal & la droite (D).
Soit L le le milieu du segment [MM'). On a:

f

’
1
xL:x-{;x ={x+y-z+2)
2 3
!
‘JL=y-;y =%(x+y-z.+2)
_z+z' 1, ‘
;ZL" 3 -3( X —y+z+4)

par suite x,. = -z +2=y.. On conclut donc que L€ (D).
c) D’aprés ce qui précéde, on en déduit que.

e siMe(D) alors g(M)=M,

e si M¢ (D) alors (D) est la médiatrice du segment [M g(M)] =[MM/]

par suite, g est un demi—tour. Autrement dit une symétrigue orthogonale par rapport

(D).

5. a) Le vecteur i=1+j — k est un vecteur normatl (P) colinéaire a v donc (P) et (D)
sont orthogonaux. De plus, B(0,0,2) appartient & (P) et (D) donc par conséquent

(P) et (D) sont perpendiculaires.
S)

b) Déduisons —en que fog est une symétrie centrale dont on précisera le centre.

Puisque (P) 1 (D), alors fog = S(r)0S(0) = Sy = Se. Donc fog est la symétrie centrale de

centre B.

Propriétés

P1: Soit (A) une droite de I’espaceA le demi-tour d’axe (A) et (P) un plan orthogonal a (A) en 1.

e (P) est globalement invariant par A

e La restriction de A a (P).est la symétrie de centre 1.
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